Parcijalne diferencijalne jednadzbe 2
Pismeni ispit 30. lipnja 2025.

1. (8 bodova) Za ¢ € Z(R) definiramo

r0)i= [ g

X

(a) Pokazite daje T dobro definirano preslikavanje, odnosno da gornji integral zaista

konvergira za svaki ¢ € Z(R) tedaje T € Z'(R).

(b) Je li preslikavanje T definirano istim izrazom na .#(R) ujedno i temperirana

distribucija?

(c) Odreditered od T.

2. (6 bodova) Dan je niz funkcija f,(x) = xz"j, neN.

(a) Pokazite da je f, € .'(R) za svakin € N.
(b) Odredite limes u .¥’ niza f,,.

3. (6 bodova) Pokazite da je s

siny

0= _saresm®

dobro definirana jedna funkcija iz L*(R) te odredite || | 2

4. (6 bodova) Neka je Q = K(0,1) C R>. Dane su matrica A i funkcija b na Q s
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Pokaite da je bilinearna forma na H)(Q) dana s
b(u,v) = / (AVu,Vv) + buv
Q

neprekidna i koercitivna.



RjeSenja

1. Oznacimos f(x) = MH (x). Kako je lim,_,o+ f(x) = 1, imamo da je dana funkcija
C'(R\ {0}), te u 0 ima prekid prve vrste i skok +1. Nadalje, kako je lim,_, . w =
0 (npr. L'Hopital), slijedi da je f € L*(IR), pa je posebno i T = Ty € ./ (R). Nadalje,
vidimo da je (T,0) = —(f',0) = — (g, 9) + (8. 9). gdje je g(x) = T3V (x), za
Sto se opet jednostavno provjeri (L'Hopital ili Taylorov razvoj) da je lim,_,q+ g(x) =

—% i limy_0 g(x) =0, pa je T reda 0 kao zbroj dy i regularne distribucije.

2. S obzirom da je za svaki n € N funkcija f,, ograni¢ena (neprekidna na R i tezi ka 0O
za |x| — ), slijedi da je f,, € .. Ostatak zadatka je isti kao u Zadatku 2. iz ovog
kolokvija.

3. Funkciju f mozemo zapisati kao f = gxh, gdje su

sinx 1

g(x) > h(x)

x e
Kako je g € L? (pokazano na vjezbama) te 4 € L' (predavanja ili se trivijalno vidi
da je ||h||;1 = &), prema Youngovoj nejednakosti slijedi da je f = g*h € L?. Sada
koriStenjem Plancherelovog teorema te rezultata o Fourierovoj transformaciji konvo-
lucije slijedi

/\ - R 1/2
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te preostaje oCitati
g(8) = XL L h(&) = me~2le|

te izraCunati dobiveni integral.

4. Kako je A simetri¢na matrica, te se lako izracuna 6(A) = {%, 1,2}, imamo da je za
sve & € R3

S1E1 < 1ag] <2,

dok je ocito —}1 <b(x) < % za sve x € K(0,1). Sada je za sve u,v € H}(Q)
|b(u,v)| S/QKAVM,VVH—Hbuv\
< [ 1AV 9v]+ o] ullv
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https://www.pmf.unizg.hr/_download/repository/Kolokvij_2021.pdf
https://www.pmf.unizg.hr/_download/repository/Kolokvij_2021.pdf

S druge strane je za svaki u € Hj (Q)
b(u,u) :/ (AVu,Vu) + bu?
Q
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S obzirom da bi u ovom trenutku trebalo znati da je C), < /2 da bi posljednja kons-

tanta bila pozitivna (to zapravo i vrijedi za jedini¢nu kuglu), to bi ujedno i dovrSilo
i dokazivanje koercitivnosti; medutim, kako to nije bilo predvideno, rjesSenja koja su

dosla do ovog koraka sam bodovao s maksimalnim brojem bodova za taj dio.



