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1. (6 bodova) Dan je linearni funkcional T : D(R)→ R s

〈T, ϕ〉 =

∫ ∞
0

ex
2

ϕ′(x)dx.

Odredite je li T ∈ D′(R), odnosno S ′(R) te u slučaju potvrdnog odgovora na

prvo pitanje odredite njen red.

2. (8 bodova) Dokažite sljedeće tvrdnje ili ih opovrgnite kontraprimjerom (podra-

zumijeva se da su f, g funkcije):

(a) f ∈ D′(R), g ∈ S ′(R) =⇒ fg ∈ S ′(R)

(b) fn
S(R)−→ f , gn

D(R)−→ g =⇒ fngn
D(R)−→ fg

(c) fn
S′(R)−→ f =⇒ fn

L2(R)−→ f

3. (4 boda) Izračunajte integral ∫ ∞
0

e−x sinx dx.

4. (6 bodova)

(a) Pokažite da je f ∈ S ′(R), gdje je

f(x) =
1

4π2x2 + 6πix− 2

te odredite njenu Fourierovu transformaciju.

(b) Odredite jedno rješenje

u′′ − 3u′ + 2u = δ0.

5. (4 boda) Neka je f ∈ H−1(Ω), gdje je Ω ⊆ Rd ograničen otvoren skup. Dokažite

da postoje f0, f1, . . . , fd ∈ L2(Ω) takve da je

〈f, v〉 =

∫
Ω

f0v +
d∑
j=1

fj∂jv, v ∈ H1
0 (Ω).



Skice rješenja

1. Nakon parcijalne integracije vidimo da T možemo zapisati kao

〈T, ϕ〉 = ϕ(0)−
∫ ∞

0

2xex
2

ϕ(x)dx,

odnosno imamo

T = δ0 − 2xex
2

H(x).

Kako je δ0 ∈ D′(R) te funkcija x 7→ 2xex
2
H(x) neprekidna, to je T ∈ D′(R). S

druge strane, kao u primjeru s vježbi vidimo da T /∈ S ′(R) testiranjem na e−
x2

2 .

Konačno, T je reda nula kao zbroj δ0 (koja je reda 0) te regularne distribucije.

2. (a) Tvrdnja ne vrijedi. Kontraprimjer f(x) = ex
2
, g(x) = e−

x2

2 .

(b) Tvrdnja vrijedi: zbog toga što je supp gn sadržano u fiksnom kompaktu

K će i supp fngn biti sadržano u istom tom K. Uniformna konvergencija

derivacija se lako raspǐse koristeći rastav fngn − fg = fn(gn − g) + g(fn −
f), Newton-Leibnizovo pravilo i uniformnu konvergenciju svih derivacija iz

pretpostavki.

(c) Tvrdnja ne vrijedi. Kontraprimjer fn(x) = sinnx, f(x) = 0.

3. Integral možemo zapisati prvo u obliku

I =

∫ ∞
−∞

xe−xH(x) · sinx

x
dx,

odakle primjenom Plancherelovog teorema na funkcije x 7→ e−xH(x), sinx
x
∈

L2(R) slijedi

I =

∫ ∞
−∞

1

(1 + 2πiξ)2
· χ[−1/2π,1/2π](ξ)dξ =

1

2
.

4. (a) Nazivnik možemo faktorizirati kao (2πx+ i)(2πx+ 2i), odakle slijedi da je

f ograničena funkcija, pa samim time u S ′(R).

FT se tada može izračunati rastavom na parcijalne razlomke i korǐstenjem

tablične transformacije oblika 1
a+2πiξ

.

(b) Primjenom FT na jednadžbu dobijemo upravo izraz iz (a) dijela.

5. Na Hilbertovom prostoru H1
0 (Ω) zajedno sa (standardnim) skalarnim produktom

〈u, v〉H1
0

=
∫

Ω
uv+∇u ·∇v, Rieszov teorem o reprezentaciji funkcionala nam daje

da postoji w ∈ H1
0 (Ω) takav da je

〈f, v〉 =

∫
Ω

wv +∇w · ∇v, za sve v ∈ H1
0 (Ω).

Stavljanjem f0 = w i fj = ∂jw slijedi tvrdnja.


