
Numeričko rješavanje PDJ - Vježbe
Zadatak 1. Diskretizirajte diferencijalnu jednadžbu

ut = cuxx + cuyy, x, y ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ],

u(x, y, 0) = u0(x, y), x, y ∈ [0, 1], u(x, y, t) = 0, (x, y) ∈ ∂[0, 1]× [0, 1],

gdje je c > 0 i c ∈ R.

Za diskretizaciju po vremenskoj varijabli iskoristite eksplicitnu, potpuno implicitnu i Crank-Nicolsonovu metodu.
Pod kojim uvjetima su metode stabilne? Kolika je pogreška diskretizacije?

Zadatak 2. Diskretizirajte diferencijalnu jednadžbu

ut = cuxx, x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ],

uz von Neumannove rubne uvjete

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, 1], ux(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, t > 0,

gdje je c > 0 i c ∈ R.

Za diskretizaciju po vremenskoj varijabli iskoristite eksplicitnu, potpuno implicitnu ili Crank-Nicolsonovu metodu.

Zadatak 3. Poissonova diferencijalna jednadžba

uxx + uyy = f(x, y), x, y ∈ [0, 1],

može se diskretizirati na sljedeći mačin:
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gdje je h = 1/N , xi = i · h, yj = j · h i fi,j = f(xi, yj) a

∆2
xui,j = ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j i ∆2

yui,j = ui,j−1 − 2ui,j + ui,j+1.

Pokažite da je lokalna pogreška metode reda O(h2).

Je li matrica sustava regularna?

Zadatak 4. Metodu iz prošlog zadatka možemo modificirati tako da ’malo’ promijenimo desnu stranu:
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gdje je
Ifi,j = fi,j .

Pokažite da je sada lokalna pogreška metode reda O(h4).

Zadatak 5. Nad̄ite diskretizaciju Poissonove jednadžbe na danoj mreži jednakostraničnih trokuta:

Formula za svaki unutarnji čvor mreže treba uključivati 6 susjednih čvorova.
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Zadatak 6. Diskretizirajte diferencijalnu jednadžbu

ut = −uxx, x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ],

uz Dirichletove rubne uvjete

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, 1], u(0, t) = ul(t), u(1, t) = ur(t), t > 0.

Za diskretizaciju iskoristite eksplicitnu, potpuno implicitnu i Crank-Nicolsonovu metodu. Koje su metode (bezu-
vjetno) stabilne?

Zadatak 7. Diskretizirajte valnu jednadžbu

utt = c2uxx, x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], c ∈ R,

uz Dirichletove rubne uvjete

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), x ∈ [0, 1], u(0, t) = ul(t), u(1, t) = ur(t), t > 0.

Koliki je red metode i je li metoda bezuvjetno stabilna?

Zadatak 8. Pokažite da je za diskretizaciju miješane derivacije

uxy(xi, yj) ≈
u(xi−1, yj−1) + u(xi+1, yj+1)− u(xi+1, yj−1)− u(xi−1, yj+1)

4hxhy

Zadatak 9. Za diferencijalnu jednadžbu
ut = βuxx, x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], c ∈ R,

definiramo shemu
ui,j+1 = αui,j +

1− α
2

(ui+1,j + ui−1,j)

gdje je α = 1− 2βλ, λ = ∆t/h2. Pokažite da je shema konzistentna i odredite red konzistencije.

Zadatak 10. Pokažite da diferencijska shema(
I − ∆tβ
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za diferencijalnu jednadžbu
ut = βuxx, x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], β ∈ R,

je reda točnosti O((δt)2 + h4). S ∆2
x i I je označeno

∆2
xui,j = ui−1,j − 2ui,j + ui+1,j i Iui,j = ui,j .

2


