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MATEMATICKE METODE U KEMUJI 2

Priblizni i toCni brojevi (pogreske, zaokruzivanje, ...)
Nelinearne jednadzbe (metode njihova rjeSavanja)
Metode interpolacije funkcija

Numericko diferenciranje

Numericko integriranje

Optimizacijske metode

Teorija vjerojatnosti

Osnove statistike

wees s O e e e

Slucajne varijable
10. Statisticki testovi

11.Regresijske metode



PRIBLIZNI | TOCNI BROJEVI

© Uvod

9 |zvori pogresaka
© Znacajne znamenke
@ Preciznost i to¢nost
© Zaokruzivanje

© Progresija pogreske



TOCNI BROJEVI
- tocni broj X ima broj znacajnih znamenki.
Najcesci se javljaju prilikom:

1) brojanja diskretnih elementa (npr. broj studenata na predavanju, broj nukleotida u
DNA, broj amino kiselina u proteinu, ...)

2) uslucaju dogovorne definicije fundamentalnih numerickih vrijednosti (npr. brzina
svjetlosti c = 299 792 458 m/s, ...)

PRIBLIZNI BROJEVI
- priblizni broj x ima broj znacajnih znamenki.

- priblizni broj x jest broj koji se “neznatno” razlikuje od tocnog broja X'i koristi se u
raunu umjesto to¢nog broja X (iz razliCitih razloga)

Najcesci razlozi koristenja pribliznih brojeva:

1) pogreske prilikom mjerenja (npr. mjerni instrument ima odredenu preciznost (mjerenje
temperature ljudi, ili mjerenje mase uzorka, ili C-C veza u kristalografiji, ...))

2) pogreske prilikom racuna (npr. koristimo neke aproksimacije u racunu ili sl. (uzmemo da je
nt=3,14; Born-Oppenheimerova aproksimacija;...))



PRIBLIZNI | TOCNI BROJEVI

- kod pribliznih brojeva se definira pogreska Ax:
Pogreska Ax pribliznog broja x koji zamjenjuje neki to¢an broj X je

razlika to¢nog i pribliznog broja:

Ar— X 7

- pogreSka moze biti pozitivna ili negativna

- takoder se koristi apsolutna pogreska A koja se definira kao apsolutna vrijednost razlike
tocnog i pribliznog broja:

A= |Az| =|X — x|



- ukoliko je vrijednost tocnog broja X poznata, onda je i vrijednost apsolutne pogreske A
poznata odnosno moze se izracunati (npr. kod kalibracije instrumenta i sl).

A= |Az|=|X — g
- ukoliko vrijednost toCnog broja X nije poznata, definira se

Az > A=|X —2x

- pri ¢emu se za A, uzima najmanji broj A, koji ispunjava gornju nejednakost

-iz gornje nejednakosti se lako moze izvesti:

X — AJ; = A 5 X 5 A;t‘! X =zx+ AJL-’
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- relativna pogreska 6 definira se kao:

5_3_ X — x|
| X] | X]

-pricemuje X#0

-u prakticnim primjerima je X rijetko poznat te se ¢esce koristi granicna relativna
pogreska &, pribliznog broja x koja se definira kao svaki broj veci ili jednak relativnoj
pogresci tog broja:

- -

Og 2 0

A,
| X]

- obi¢no se uzima: 5
<€

Izvod (iz grani¢ne apsolutne pogreske)
- Cesto se uzima X = x te slijedi:

r(l—20,) <X <z(l+9J,) X -3l Eg



PRIMJER 1 — VAZNOST KORISTENJA RELATIVNE POGRESKE

-izmjerene su dimenzije neke cijevi i dobivene su slijedece vrijednosti s
obzirom na apsolutne pogreske :

r=2+0,01 cm i h=100+0,01 cm

IzraCunajte relativne pogreske.

-iako su obje apsolutne pogreske iste, nemaju isto znacenje i jasno je da je

visina cijevi puno tocCnije izmjerena od radijusa

- u slucaju r relativna pogreska je 0,005, u slucaju h je 0,0001!



PRIMJER 2 — VAZNOST KORISTENJA RELATIVNE POGRESKE

- pretpostavimo da imamo iterativni postupak kojim odredujemo neki broj x i trazi se
da ga izraCunamo s apsolutnom pogreskom od 0,001

1) pretpostavimo da je toc¢na vrijednost 100,000
- dobiveno rjesenje je: 100,000+0,001

2) pretpostavimo da je to€no rjesenje 0,001
- onda to rjeSenje dobiveno iteracijskim postupkom NEMA znacajnih znamenki i,
shodno tome, nema ni puno smisla!

-ukoliko bi u prethodnom primjeru bilo zadano da izraCunamo broj x s
relativnom pogreskom od 0,00001 (omjer 0,001/100,000) onda bi u slucaju:

1) ukoliko je tocno rjesenje 100,000, apsolutna pogreska bila 100,000*0,00001=
0,001

2) ukoliko je toc¢no rjesenje 0,001, apsolutna pogreska je
0,001*0,00001=0,0000001

- koristenjem relativne pogreske zadrzavamo broj znacajnih znamenki u
pribliZnom rjeSenju bez obzira na iznos to¢nog rjeSenja



- Pogreske problema i metode - uklju¢ene u postavljanje idealiziranog

modela problema gdje je nuzno koristiti odredena pojednostavljenja (npr. problem tri
tijela u fizici, istu vrijednost gravitacije na razlicitim zemljopisnim polozajima,
gravitacija ista na 10 m i na 100 m od zemlje, kod nekog racuna zanemarimo otpor
zraka, ...).

- Rezidualne pogreske - zbog beskonacnih procesa u matematickoj

analizi (npr. funkcije se specificiraju u obliku beskonacnog reda, Stirlingova
aproksimacija (xInx-x), ...).

- Pocetne pogreske - zbog numerickih parametara cije se vrijednosti

mogu samo priblizno odrediti (npr. neke prirodne konstante, ogranicenje instrumenta).
- Pogreske zaokruzivanja - zbog konacnog broja znamenki ukljucenih

u razne proracune (npr. n=3,14, povrsina kvadrata 10 000 cm?, izracunaj stranicu
kvadrata dvostruko manje povrsine).

- Pogreske operacija - zbog matematickih operacija koje ukljucuju



Minimalni broj znamenki koje su potrebne da se neka vrijednost izrazi u znanstvenoj
notaciji bez gubitka tocnosti.

Pravila odredivanja znacajnih znamenki:
1. Znamenke razliCite od nule su znacajne znamenke
5,345; 18435; 653,7785

2. Nula koja se nalazi izmedu dviju znacajnih znamenki je znacajna znamenka
2,076; 9,09; 90,0554

3. Nule koje slijede nakon decimalne tocke su znacajne znamenke
65,000; 33,70; 1,000000000

4. Nule koje su ispred decimalne tocke nisu znacajne znamenke
0,443; 0,2; 0,56722

5. Nule koje popunjavaju prostor u brojevima manjim od 1 nisu znacajne znamenke
0,0913; 0,004; 0,0007800

6. Nule koje slijede ostale znamenke u cijelim brojevima nisu znacajne znamenke. Za
prikazivanje toCnosti tih brojeva najbolje je koristiti znanstvenu notaciju:
100 = 1x10%; 90000 = 9x10%; 700200000 = 7,002x108



Minimalan broj znamenki koje su potrebne da se neka vrijednost izrazi u znanstvenoj notaciji
bez gubitka tocnosti.

Primijerice:

1.253 0.3678 0.0004567 0.004030500 700

U znanstvenoj notaciji priblizni broj x se moze zapisati kao:
.I‘ — (-F-r”. " 1[]“'1 + (.F??'}_l " 1[)}.“’_1 + . e on + (F?Tl_'”-—i_l . 1{)”1_”_._1

gdjesn o, =0.1... .. 9: v,y # 0 znamenke broja x, a m je najveca
potencija broja 10 koja se javlja u pribliZznom broju .

Primijerice:

0.030570=3-10°+0-10°+5-10*+7-10° +0-107°
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broj znacajnih znamenki

Priblizni broj x ima n to¢nih znaajnih znamenki u uZzem smislu

- W 7 " = i 4 ]_
.ukcl)lllko apsolutna pogreska tog pribliznog broja nije veca o) =
jedinice n-te sac¢uvane znamenke, odnosno ako vrijedi

A M ol <= 10

o | =

Primjerice: X =6.4281, x=6.4257.
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broj znacajnih znamenki

@ Veli¢ina Ay ks = % . 10"+ ie maksimalpa apsolutna pogreska.

@ Toc&nost pribliznog broja ne ovisi o broju njegovih znacajnih
znamenki ve¢ o broju to&nih znacajnih znamenki.

@ Prilikom provodenja proracuna koji uklju€uju priblizne brojeve, broj
znacajnih znamenki u rezultatima koji se javljaju u raznim fazama

prorauna ne smije prelaziti broj to¢nih znamenki za vise od jedne il
dviie znamenke.
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PRECIZNOST | TOCNOST

TOCNOST - SLAGANJE IZMJERENE ILI IZRACUNATE VRIJEDNOSTI S TOCNOM VRIJEDNOSCU.

PRECIZNOST — POKAZATELJ KOLIKO SE IZMJERENE ILI IZRACUNATE VRIJEDNOSTI
MEDUSOBNO PODUDARAIJU.

(o)
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PRECIZNOST | TOCNOST

@ Preciznost i to¢nost nekog mjerenja se utvrduju ponavljanjem
mjerenja nekog referentnog standarda.

@ Preciznost se karakterizira standardnom devijacijom mjerenja.

Tognost

>

L%
-1

¥\

Gustoca vjerojatnosti

=

Preciznost Fizikalna velicina

Uobicajena konvencija u znanosti je da se to¢nost i preciznost izrazavaju brojem
znacajnih znamenki pri ¢emu je za to¢nost vazan ukupan broj znacajnih znamenki, dok je
za preciznost vazan broj znacajnih znamenki iza decimalnog zareza.
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PRECIZNOST | TOCNOST




Postupak smanjivanja broja znacajnih znamenki u nekom broju.

Rezultat zaokruzivanja je broj koji ima te je time i
kraci u zapisu, ali je u

Rezultat zaokruZivanja ima manju to€nost, ali ga je lakSe koristiti (negativni

primjer: cijene u trgovinama; pozitivni primjer: kaZzemo da je vezanje nekog
potencijalnog lijeka nM).

Postoje vise razliitih pravila zaokruzivanja brojeva (ovdje su navedena samo neka):

1. Uobicajena metoda zaokruzivanja.

2. Zaokruzivanje na parni broj.



Ako je X tocan broj:

X =2(a,-10" +a, - 10" +... 4 -10™T 4 L),
Tada ga zaokruzujemo na priblizan broj x na slijedeci nacin:

1. Ako je

1

o 10" "+ -10™ 4L < > 10m

n+1 n+2

tada je
X' =+(a,-10" +a, - 10" +... 4+ -10™T).
2. Ako je 1
o 10"+ L -10TT T > > .10™ ",
tada je

X" =+(a,-10™ +...+ (o, +1)-10™ ") .
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Uobicajena metoda zaokruzivanja

Prvo je potrebno odluciti koja je zadnja znamenka koja ce se
Zadrzati.

@ Ukoliko je sljedeca znamenka u zapisu broja < 4 onda zadnja

znamenka ostaje jednaka.
@ Ukoliko je sljedeca znamenka u zapisu broja > 5 onda se zadnja

Zriamenka veea 723 |

PRIMIJER:

1.54321 -1,5
1,55321-1,6

NEDOSTATAK:
Kada se provodi veliki broj racunskih operacija na velikom skupu podataka, uobicajena

metoda zaokruzivanja u prosjeku pomice vrijednosti podataka prema veéim vrijednostima.




0. Prvo je potrebno odluditi koja je zadnja znamenka koja e se zadrzati.
1. Ukoliko je sljedec¢a znamenka u zapisu broja <4 onda zadnja
znamenka ostaje ista.
2. Ukoliko je sljede¢a znamenka 2= 6, onda se zadnja znamenka uveca za 1.
3. Ukoliko je sljede¢a znamenka = 5, a u znamenkama koje slijede iza 5 je bar jedna
znamenka razli¢ita od nule onda se zadnja znamenka uveca za 1.
4. Ukoliko je sljedec¢a znamenka =5 iza Cega slijede samo nule, onda se posljednja
znamenka mijenja u najblizi parni broj.
PRIMJER:
1.54321 -1,5
1,55321-1,6

1,55000 - 1,6
1,45000 - 1,4
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Zaokruzivanje na parni broj

PREDNOSTI:

@ zaokruZivanje na parni broj se razlikuje u tome da ukoliko je broj
to¢no jednak polovici izmedu mogucih ishoda, onda se on moZe
zaokruZiti prema gore ili prema dole ovisno o znamenci koja nastaje

@ ukoliko je potrebno provesti mnogo uzastopnih operacija

zaokruZivanja (npr. digitalno procesiranje signala), zaokruZivanje na
parni broj ¢e smanjiti ukupnu pogresku nastalu zbog zaokruZivanja

@ zaokruZivanje Ce se u prosjeku provesti prema dolje i prema gore u
jednakom broju slu¢ajeva
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PROGRESIJA POGRESKE

@ Prilikom racunskih operacija s pribliZnim brojevima potrebno je
paziti na progresiju pogreske koja se javlja u jednoj ratunskoj
operaciji i onda se prenosi u operacije koje slijede (te operacije
takoder imaju pogresku).

@ Progresija pogreske moZe se provesti na nekoliko nacina:

O Koristenje znadajnih znamenki.
Q Intervalna analiza.

& Maksimalna apsolutna pogreska.
& Diferencijalna analiza pogreske.
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PROGRESIJA POGRESKE

Koristenje znacajnih znamenki pri zbrajanju pribliznih brojeva

1. Prilikom zbrajanja pribliznih brojeva sve pribrojnike treba zaokruziti po uzoru na
onaj pribrojnik koji ima najmanje znacajnih znamenki iza decimalnog zareza
(najmanje precizan broj), saCuvavsi pri tome u svakom od njih jednu do dvije
rezervne znamenke.

2. Svi zaokruzeni priblizni brojevi se zbroje, a decimalni zarez u rezultatu je

potrebno zadrzati na istom mjestu kao u najmanje preciznom pribrojniku.

PRIMJER:
915,21 + 14183 - (Bl —
915,21 4+ 14,18 4+ 21,4 = 250,79 = 250, 8
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PROGRESIJA POGRESKE

Koristenje znacajnih znamenki pri oduzimanju brojeva

Pri oduzimanju pribliznih brojeva medusobno bliskih po veliCini potrebno je
paziti broj znacajnih znamenki u konaénom rezultatu te u sluéaju potrebe

modificirati zadani izraz tako da se ta nepozeljna operacija izbjegne.

PRIMJER

312,21 - 18,2645 -1,3250

312,21 - 18,2645 -1,3250 - 0,001 = 292,6195
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PROGRESIJA POGRESKE

Koristenje znacajnih znamenki pri mnozeniju ili dijeljenju pribliznih brojeva

Prilikom mnoZenija ili dijeljenja pribliznih brojeva, rezultat ¢e imati onoliko

znacajnih znamenaka koliko ima ¢lan s najmanjim brojem znacajnih znamenaka.

PRIMIJER:

5,21-{43-3981=8,7112242x 10°
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PROGRESIJA POGRESKE

KoriStenje znacajnih znamenki pri logaritmiranju pribliznih brojeva

Prilikom logaritmiranja nekog broja, broj znamenaka u mantisi (dio
nakon decimalne tocke) rezultata treba biti jednak broju zna&ajnih
znamenki u tom broju

log1215 = 3, 084576278 —| R
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PROGRESIJA POGRESKE

Koristenje znacajnih znamenki pri potenciranju pribliznih brojeva

Prilikom potenciranja to¢nog broja na neki priblizni broj, broj
znamenaka u rezultatu treba biti jednak broju zna¢ajnih znamenki u
mantisi (dio nakon decimalne tocke) tog pribliznog broja.

102680 — @53 577575 -
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PROGRESIJA POGRESKE

Intervalna analiza

U intervalnoj analizi u svakoj ra¢unskoj operaciji se racunaju
najmanje | najvece moguce vrijednosti, a rezultat se prikazuje kao
interval vrijednosti.

215, 21 + 14,183 + 21, 4 =
(215,21 + 0,005) ¥ (14,183 + 0,0005) + (21,4 + 0,05) =

AL gt
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PROGRESIJA POGRESKE

Maksimalna apsolutna pogreska

Ako se prati pogreska svakog pribliZnog broja moguce je izracunati
maksimalnu apsolutnu (ili relativnu) pogresku kona¢nog rezultata.

Konaéni rezultat se izrazava kao izracunata vrijednost == maksimalna
apsolutna pogreska.

215, 21 +14, 183 +21,4=

Amaks — % . 10 il
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PROGRESIJA POGRESKE

Diferencijalna analiza pogreske

@ Diferencijalna analiza pogreske temelji se na razvoju funkcije
f(x £ A,) priblizne varijable = u Taylorov red

fla® Ag) = f(o) £ f/(2)Ae £ o 1" () (B80)” £ " (2)(Ba) & .

@ Grani¢na apsolutna pogreska funkcije f(x) je

1 2 1 n K
Ay Ef(@DA & Ef”(;r)(ﬁm)‘ = (A )+

@ Ako su grani¢ne pogreske pribliznih brojeva znatno manje od
njihovih vrijednosti (A, < x) grani¢nu apsolutnu pogresku funkcije
mozZemo aproksimirati s

Aty = £f (2)A,
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PROGRESIJA POGRESKE

Diferencijalna analiza pogreske kod funkcije vise varijabli

@ Zadana je funkcija f(xy,x9....,x,) pribliznih varijabli

ri1.T9....,T, kojoj treba odrediti apsolutnu i relativhu pogresku na

temelju poznatih pogresaka pribliznih varijabli.

@ Grani¢ne apsolutne pogreske varijabli A,,, A.,,..., A, uzrokuju
grani¢nu apsolutnu pogresku funkcije Ay,

f(mlﬁ;rz, . ,;I?-n) == ‘&f($1;$2 Tn) = f(;ﬁ - &3;1,3:2 e Amz, e xﬁ;ﬂ?

????

@ Razvojem funkcije u Taylorov red i zanemarivanjem visih ¢lanova
razvoja dobije se

Af(;t_-lg.—r.g,m,i?n) - Z

i

A,,










