


MATEMATICKE METODE U KEMUJI 2

Priblizni i toCni brojevi (pogreske, zaokruzivanje, ...)
Nelinearne jednadzbe (numericke metode njihova rjesavanja)
Metode interpolacije funkcija

Numericko diferenciranje

Numericko integriranje

Optimizacijske metode

Teorija vjerojatnosti

Osnove statistike
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Slucajne varijable
10. Statisticki testovi

11.Regresijske metode



INTERPOLACIA FUNKCUA

- imamo skup tocaka te Zelimo nadi funkciju koja prolazi kroz zadane tocke (kako bi
nam ta funkcija posluZila za racunanje novih tocaka za koja nemamo vrijednosti)




Interpolacija je metoda izracuna vrijednosti funkcije u novim tockama koje se nalaze

unutar intervala definiranog diskretnim skupom podataka.

Ekstrapolacija je metoda izraCuna vrijednosti funkcije u novim tockama koje se nalaze

izvan intervala definiranog diskretnim skupom podataka.

-ekstrapolacija ima vecéu nesigurnost od interpolacije, jako ovisi o pretpostavci o vrsti
funkcije koja opisuje ovisnost promatranih varijabli i koja ée odrediti ovisnost izvan
intervala za koji imamo mjerenja (npr. promatrajuci vrijednosti funkcije f(x) u tockama
((0, 0), (0,1, 0,0998) (0,5, 0,4794)) samo oko ishodista mogli bi potpuno pogresno
zakljuciti o kojoj je funkciji rijeC ta pretpostavka pokazala bi se vrlo losom Cime se
maknemo od ishodista ).

- ekstrapolacija se Cesto koristi u razlicitim prognozama



PREDMET PROUCAVANJA

interpolacija se koristi:

- imamo skup vrijednosti u nekom intervalu, ali nas zanima da izraCunamo i ostale vrijednosti
unutar tog intervala

- imamo mjerenja, ali zelimo procijeniti jos neka mjerenja koja nismo stigli izmjeriti, a nalaze se
unutar tog intervalu

- Cesto za neku funkciju nemamo analiticki izraz, ali poznajemo njezinu vrijednost u nekoliko
tocaka (npr. eksperimentalno ili racunalno odreden diskretan skup podataka) pa pokusavamo
naci funkciju koja bi tu ovisnost opisala

- primjerice pratimo ovisnost dvije fizikalne velicine, ne znamo analiticki izraz koji opisuje
njihovu zavisnost, aliimamo mjerenja koja upucuju na tu zavisnost

- ponekad se interpolacija koristi kako bi kompliciranu funkciju aproksimirali jednostavnijom

- funkcije Cije se vrijednosti tesko izracunavaju



INTERPOLACUA FUNKCUA

CIL) PROUCAVANIJA

Odredivanje vrijednosti funkcije (ili derivacija funkcija) u tockama koje nisu zadane
(unutar ili izvan zadanog skupa tocaka) te odredivanja same funkcije (i njenih parametara)

koja opisuje zavisnost postojecih podataka.

@ ...the most common form of interpolation occurs when we seek data
from a table which does not have the exact values we want.
(Sir Edmund Whittaker, professor of Numerical Mathematics at the
University of Edinburgh from 1913 to 1923)

@ Koristila se za predvidanje polozaja sunca, mjeseca i planeta
(poljoprivreda, navigacija).



INTERPOLACUA FUNKCUA
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- za prikazani skup tocaka treba interpolacijom nacdi funkciju koja opisuje njihovu zavisnost
- postoji puno metoda koje to omogucuju
- metode se razlikuju u pouzdanosti, to¢nosti, koliko je gladak (smooth) interpolant, kolicini

potrebitih podataka, ...



INTERPOLACUA FUNKCUA
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- proksimalna interpolacija — vrlo rijetko se koristi, tek u nekim slucajevima

multivarijatne interpolacije!

- gotovo je jednako jednostavna (odnosno slozena) kao i linearna aproksimacija, a

puno netocnija

- temelji se na lociranju najblize vrijednosti podataka i pridruzivanje iste vrijednosti



INTERPOLACUA FUNKCUA
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- linearna interpolacija — temelji se na koristenju jednadzbe pravca kroz dvije tocke
koju koristimo kako bi povezali susjedne tocke skupa podataka
- vrlo je brza i jednostavna, ali ima veliku pogresku te je nediferencijabilna i ne daje

glatku funkciju



INTERPOLACIA FUNKCUA

- polinomna interpolacija — temelji se na koristenju polinoma viseg stupnja
- puno je preciznija od linerane aproksimacije, daje glatku i (u pravilu)
diferencijabilna funkciju

- moze biti sloZzena za racunanje



INTERPOLACISKI PROBLEM

- Cesto za neku funkciju nemamo analiticki izraz, ali poznajemo njezinu vrijednost u
nekoliko (n+1) tocaka:

Xg<X; < <X,

f(x0)=y0,f(x1) =Y - vf(Xn) =V

- INTERPOLACIJSKI PROBLEM: potrebno je konstruirati interpolacijsku funkciju g(x) koja

pripada nekoj poznatoj klasi funkcija, a u interpolacijskim tockama poprima iste

vrijednosti kao i “nepoznata” funkcija f(x):

alx)=f(x),i=0,1,...,n,
- funkcija g(x) obicno se bira u klasi polinoma, trigonometrijskih, eksponencijalnih,
racionalnih ili nekih drugih funkcija
- kada odredimo funkciju g(x), onda mozemo i procijeniti vrijednosti funkcije f(x) u nekoj

tocki x intervala [x, x,], x # xi, tako da stavimo f(x) = g(x)



INTERPOLACIA FUNKCLA
INTERPOLACIISKI PROBLEM
GEOMETRIJSKA INTERPRETACIJA

- potrebno je nadi krivulju koja prolazi kroz zadane tocke, opcenito je mogude naci
vise takvih krivulja

f(x)




INTERPOLACIA # APROKSIMACIJA
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Kod interpolacije se zahtijeva da se vrijednosti funkcije f (x) i funkcije g(x) kojom
zamjenjujemo funkciju f(x) podudaraju dostupnim tockama odnosno u svim tockama u
kojima je poznata funkcija f(x).

Nasuprot tome, aproksimacijom se dolazi do funkcija koje aproksimiraju grupu podataka

na najbolji moguci nacin, bez obaveze da aproksimacijska funkcija prolazi kroz sve poznate

tocke.



INTERPOLACISKI PROBLEM

-RJESENJE INTERPOLACIJSKOG PROBLEMA: pronadéi polinom P, &iji graf prolazi

zadanim to¢kama (x, f(x;)), odnosno vrijedi:

. l2a) — 4

b, (41'1) =

Pn ('I'n) = Un

Interpolacijski problem postaje jednoznaédan ako se traZi polinom P (x) reda ne veéeg od n

koji zadovoljava gornje uvjete.

P(x)=ay+ ax+ ...+ a,x"



INTERPOLACHSKI PROBLEM
- koeficijente polinoma mogli bismo nadi rjeSavajudi sustav od (n+1) jednadzbe s

(n+1) nepoznanicom:

T i —1 . _
ApTy +  Gp_1Zg +~ - 4+ axpg + ayg = Yo
n n—1 . _
ATy + (Gp—1T + o+ 4+ a1xry + ap = Y1
M n—1 . _

- determinanta dobivene matrice naziva se Vandermondova determinanta

1l xp rf, ee. TH

5 E
Il = =z ... =
l =y z3 ... x§

)] -
l x, == ... z2”"

- moZe se pokazati da je vrijednost determinante razli€ita od nule ako su x; (i = 0,1,...,n)
medusobno razliciti
- sustav ima jedinstveno rjesSenje, tj. postoji toéno jedan polinom P, stupnja ne veéeg od

n koji prolazi kroz svih (n + 1) tocaka



INTERPOLACHSKI PROBLEM
Problemi:
1. ako bi trazili interpolacijski polinom stupnja <n, rjeSenje ne mora postojati; a ako
bi trazili polinom stupnja >n, rjesenje nije nuzno jedinstveno
2. zaveliki n i medusobno bliske ¢vorove interpolacije, nastat ¢e ozbiljni numericki

problemi

- zbog toga se koriste numericke metode za interpolaciju funkcija poput Lagrangeove i
Newtonove metode



INTERPOLACIA FUNKCLA
LAGRANGEOVA METODA

- najprije opceniti slucaj: potrebno je naci polinom stupnja n za koji vrijedi:

- to znaci da graf polinoma p; sjece x-os u tockama x,,x,, ..., X;.;, X;,1, ---,X,,, @ U tocki x; poprima
vrijednost 1

' y
1_
Pi !
1 /
| T
0 ey VII &I \_/‘Tﬂ ]

- kako naci polinom p; navedenih svojstava?

- s obzirom da su x, X, ..., X;.1, X;,1, ---,X, nul to€ke polinomna p; mora vrijediti:

pi(z) =Ci(zx —xo)(x —21) - (x — 231 ) (2 — Tiy1) (T — Tp)



INTERPOLACIA FUNKCLA
LAGRANGEOVA METODA

- konstantu C; ¢emo odrediti iz uvjeta p{x;)=1:

1

C; = :
Y (i —wo) (s — ) (- wig) (@ — Tiv1) (T — 2p)

- uvrstavajudi konstantu C;u prethodni izraz za polinom p, dobijemo izraz:

(x —xo)(x —21) - (z — i1 )(x —2441) - (. — )
r; —xo)(x; —x1) (2 — oy ) (g — 1) - (2 — )

pi(z) = (

- vratimo se interpolacijskom problemu i trazenju interpolacijskog polinoma P,

- za polinom P, Ciji graf prolazi tockama (x, f(x;)), odnosno vrijedi:
P.(z;))=wy;., i=0,1,...,n.

- taj polinom moZemo prikazati kao linearnu kombinaciju polinoma p;:

P.(z) = ) wipi(x)



INTERPOLACIA FUNKCLA
LAGRANGEOVA METODA

- ako imamo polinom P, Ciji graf prolazi tockama (x,, v,), (X5, Y1), (X5 V5), ..., (X,, ¥,),0dnosno
vrijedi:
P.(z;))=wy;., i=0,1,...,n.

- onda za svaku to¢ku mozemo naci polinom p4(x) koji ¢e u tocki x;imati vrijednost 1, a ostale
tocke ¢e mu biti nul-tocke.

- traZeni polinom moZemo prikazati kao linearnu kombinaciju polinoma p,(x) :

P.(z) = ) wipi(x)
a—1



INTERPOLACUA FUNKCUA

LAGRANGEOVA METODA
(z —@o)(@ —21) - (T —zi1)(T —Tig1) - (T — zy)
P.(z) = ZU;‘ @

Lj — fﬂj{-rf — 1) (-1’?' — Ii—l)(ﬂ‘fi — -1’f+1_] T (Ii — fn).

i=0

- za svaki x; vrijedi:

mn
P, (i’j,} — Ziﬁi(i’j]yi = Pj(Ij)yj = V;-
i=0

- Lagrangeova formula interpolacije jedna je od rijetkih koja eksplicitno sadrzi vrijednosti y;

1ZVOD:
Pokazite da je Lagrangeov polinom prvog stupnja koji prolazi tockama x,, f(x;) i x,,
f(x,) zapravo jednadzba pravca kroz dvije tocke.

- GRAFICKA INTERPRETACIA !



INTERPOLACIJA FUNKCUA
LAGRANGEOVA METODA

Lagrangeove polinome:

N (%] = (k&) (28 (x- %y N, (x- &) (x- &) (x- &y
(8- &) (B &) (8- &y NCEDICEDICED)
§

Ng(®] = (X— l) (X EE) _ Eq) N 4 (X_ 1) (X EE) (K_ 23)
CRANECREANCERN (E4 B (Bam ) (Ba &)

Graficki prikaz pojedinih polinoma pokazuje isto svojstvo kao 1 prije (vrijednost 1 u
'svojo]' tockl, a vrijednost O u svim ostalim tockama)
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lagrange's interpolation formula

P




LAGRANGEOVA METODA

(z —zo)(x —21) (2 —3i_1) (T — Tz‘HJ R C
P.(xz) = Z Yi
/ ‘\I

(zi —x0)(Ti — 1) - (2§ — Tim1 ) (i — Tig1) - (25 — Tn)

i=0

- Lagrangeova formula interpolacije jedna je od rijetkih koja eksplicitno sadrzi vrijednosti y;

PREDNOSTI | NEDOSTACI

- u nekim situacijama moze biti racunski zahtjevna
- ako Zelimo dodati ili izbaciti neku tocku, cijeli postupak se mora ponoviti iz pocetka!
- izvrsna metoda u situaciji kada su nam zadane tocke ekvidistantne (x;,;-x=h), u

takvim slucajevima izraz postaje vrlo jednostavan

; “ ; " M ./ . . .
. , \ o tt—=1)---(t —n) , n\ J(x;i) X X0
L,(x)=Ly(xo+th)=(—1)"— : E (—1) ( )/ — [ = —,
‘ ‘ ‘ n! e 1)t —1 h 1

i=0

- vidimo da u ovom slucaju koeficijenti uz f(x;) ne ovise, niti o koraku, niti o funkciji, te

se mogu i tabelirati (tablice Lagrangeovih koeficjenata)



INTERPOLACIA FUNKCUA

NEWTONOVA METODA
metoda konacnih razlika



INTERPOLACIJA FUNKCLA
NEWTONOVA METODA

- interpolacijski polinom trazimo u obliku:

P.(x) =ao+ai1(z —x0) + - +an(r —z0)(xz —21) - (T — Tp—1).

- koeficijenti se racunaju koriste¢i metodu konacnih razlika



INTERPOLACUA FUNKCUA

METODA KONACNE RAZLIKE RAZLICITOG REDA

- konacne razlike (jos se koristi i naziv podijeljene razlike; eng. finite differences )

koriste se kao aproksimacije derivacija

- odnos konacne razlike i derivacije:

flz+h) = f(z) _ Aulfl()
h h '

- ukoliko h tezi nuli:

ﬁh[i](x) — fllz)=0(h) (h—0).




INTERPOLACUA FUNKCUA

METODA KONACNE RAZLIKE RAZLICITOG REDA

- najprije ¢cemo definirati konacne razlike:

1. zajednu tocku (x, V,), vrijedi da je (srediSnja) konacna razlika nultog reda jednaka vrijednosti

funkcije u toj tocki: flx,] =f(x,)

2. za dvije tocke (x,, y,) i (X, y;) imamo konaénu razliku prvog reda koja je dana izrazom:

Txn v flx1) = flxo) _ flxo)  flx1)
flxo.x1] = R R
X1 Ao Xp — X1 X1 — Xp

3. za tri tocke (konacna razlika drugog reda)

flx2. x1] — flx1. xo)

flxo, x1,x%2] = —
X2 Xo
Jlx2) — flxr)  flxr) — flxo)
L X2 X1 X1 X0
B X2 X
_ [ (xo0) j flxy) f(x2)
(xo - x)(xg —x2)  (xp —xp)(xg —x2) (2 xg)(x2 —xy)



INTERPOLACIA FUNKCUA
METODA KONACNE RAZLIKE RAZLICITOG REDA
- za n+1 tocku:

flvo. X1, x| = flxpxo x| — flrosxp. oo X, ] |
In Xo
| - flx:)
X XD e e Xy =
dae Tl T m o
%
0<.j<n
NEWTONOVA METODA

- interpolacijski polinom trazimo u obliku:

P.(z)=a0+ai(x —x0)+ -+ an(z —z0)(xz —21) - (2 — 25—1).



INTERPOLACUA FUNKCUA
NEWTONOVA METODA
- interpolacijski polinom trazimo u obliku:

P.z)=ap+a1(x —z0)+ -+ an(x —z0)(x —21) - (& — 2p—1).

- koeficijenti aya,,..., a, se racunaju koriste¢i metodu konacnih razlika

- koeficijenti se racunaju koriste¢i metodu konacnih razlika izraz:
P.z)=ap+a1(x —z0)+ -+ an(x —z0)(x —21) - (& — 2p—1).

postaje izraz:

P, (z) = flxo]+flzo, z1|(x—20)+- - -+ flxo, T1,. .., Zn|(®—T0) - - - (T—Tp—1),

gdje su:




INTERPOLACUA FUNKCUA

NEWTONOVA METODA

IZVOD: Newtonowom metodom interpolacije izraCunajte polinom prvog stupnja koji
prolazi tockama (x, y,) i (x5, y;)

1. polinom prvog stupnja (n=1, pravac) prolazi to¢kama (x, v,) i (x;, ¥;)
P,(x)=a, +a,(x-x,)
- prema prvoj konac¢noj razlici proizlazi da je:
do=f(X,) a,=(f(x,)-F(x))/(x;X,)
f(x,)=y f(xo)=y,




INTERPOLACIA FUNKCUA

NEWTONOVA METODA U SLUCAJU EKVIDISTANTNIH TOCAKA



INTERPOLACUA FUNKCUA

NEWTONOVA METODA U SLUCAJU EKVIDISTANTNIH TOCAKA

KONACNE RAZLIKE UNAPRIJED

- u slucaju kada su tocke ekvidistantne, mozemo definirati konacne razlike unaprijed (ili
sredisnje, ili unatrag)
- ako su tocke ekvidistantne, vrijedi: x;-X, = X,-X; = X3-X,= ... =X,-X, ;= h

-prva konacna razlika unaprijed jest:

Af(x) = flx+h) — flx).

- r-ta konaéna razlika A"f(_};;) — Ar_lf(.»’f + h) — A}'_lf(-}‘:)'

- izvod: veza izmedu konacne razlike unaprijed i (sredisnje) konacne razlike




INTERPOLACIA FUNKCUA

NEWTONOVA METODA U SLUCAJU EKVIDISTANTNIH TOCAKA

KONACNE RAZLIKE UNAPRIJED

, A° f(xo)
@ — 1h f[—*ﬁ'h -’fla-’fﬁ] — 22 U

PRVA (sredinja) KONACNA RAZLIKA

PRVA KONACNA RAZLIKA UNAPRIJED

Xie1t — X =h, k=01,...,r—1,
ili
N f(xg) = rth flxp, x1, .., X, Xy —xe=h, k=0,1,....r— 1.



INTERPOLACIA FUNKCUA

NEWTONOVA METODA U SLUCAJU EKVIDISTANTNIH TOCAKA

- uvritavanjem u :
P.(z) = ap + a1(z — zo) + aa2(z — zo)(z — x1)+
+as(x — xp)(x — x1)(x — 29)+
+...+a,(r—x9)(x —21) - (* — Tp_1)

- odnosno uvrstavanjem u :

P,(z) = f[’?i‘ﬂ +f[’"fn L] J(x—x0)+- - +f[’?fn Tl----zifn](i’—ifn)“'(*‘1?—1’?1—1):

- dobijemo Newtonov interpolacijski polinom s diferencijacijama (konacnim razlikama)

unaprijed:
Ayo AT
P.(z) — yp + 7 (x — x9) + o172 (r —xo)(x — x1)+
A"y |
+ ...+ T (z—2x1) - (x —xp_1)



INTERPOLACUA FUNKCUA

NEWTONOVA METODA U SLUCAJU EKVIDISTANTNIH TOCAKA

X —Xp ...
-uvodenjem [ = —— 11 x = Xo + th
h
- dobijemo oblik koji je vrlo slican s Lagrangeovim interpolacijskim polinomom za

slucaj s ekvidistantnim tockama

NEWTONOW INTERPOLACIJSKI POLINOM U SLUCAJU EKVIDISTANTNIH TOCAKA
(r—1) tt—1)...(t—n+1)

P,(z) = f(xo) + Af(xo)t + Ajf(-’fn)T! + .+ A f(xg)— ' ”f |

LAGRANGEOV INTERPOLACIISKI POLINOM U SLUCAJU EKVIDISTANTNIH TOCAKA

s

) . . 11 1\""\1’ 1) , g
Lo(x) = Lol + 1h) = (~ 1y =———= 3" (-1 (})

£ X
n! -




ZAKLJUCAK
Interpolacija na temelju Lagrangeovih polinoma je najprikladnija u slucajevima kada

je potrebno jednostavno i brzo provesti interpolaciju ili odrediti neku tocku intervala

bez mogucénosti kontrole pogreske interpolacije.

U slucajevima kada je potrebno varirati stupanj interpolacijskog polinoma kako bi se
ostvarila kontrola pogreske interpolacije preporucljivo je koristiti postupak

interpolacije na temelju podijeljenih razlika.

Nedostatak Lagrange-ove interpolacije je veliki broj aritmetickih operacija. Ako se zeli

pocetka.

Metoda podijeljenih razlika (Newtonova metoda), zapravo rezultira istim polinomom
kao i Lagrange-ova interpolacija (moze se pokazati da je polinom reda n koji prolazi
kroz n+1 tocaka jedinstven) samo se do njega drugacijim postupkom.



