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numeric¢ko diferenciranje

opcenito, poznate funkcije se (u pravilu) mogu diferencirati, ali za
tablicne podatke, opcenito u slucajevima kada nam analiticki izraz

funkcije nije poznat, potrebno je koristiti numericko diferenciranje
ukoliko je analiticki izraz funkcije prekompleksan

prilikom rjesavanja prakticnih problema cesto je potrebno odrediti
derivacije nekog odredenog reda za funkciju zadanu tablicnim
vrijednostima (npr. Imamo podatke o predenom putu u vremenskim
intervalima, a nas zanima trenutna brzina; ili imamo podatke o
brzini, a zanima nas ubrzanje, ili brzina kemijske reakcije -

promjena koncentracije reaktanta, ...



numeric¢ko diferenciranje

niz tablicnih podataka moze se diferencirati: 1) diferenciranjem
interpolacijskih formula 2) numerickim metodama za diferenciranje
(razlicite formule za diferenciranje izvedene iz Newtonovog

interpolacijskog polinoma, Taylorovog reda, ...)



numericko diferenciranje

1) diferenciranjem interpolacijskih formula

zadanu funkciju na segmentu a,b aproksimiramo interpolirajucom
funkcijom, npr. polinomom P =«

P.(r) =ap+ a1z + asx’ + ... + apz"
tadaza * € a,b vrijedi
f(x) = Pl(x)
postupak je isti u odredivanju derivacija viseg reda
/ | / ) Oy 9 2 ) —1
fi(r)= Pl(r)=a, + 2asr + 3asr° + ... + na,x"

f'(x) = P"(x) =2as + 6azr + ...+ n(n — 1)(1?.1_;11”_2
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numericko diferenciranje

PRIMJER 1: Odredite vrijednost derivacije funkcije u tocki x=3,5

x 3.40 3.50 3.60
f(x) | 0.294118 | 0.285714 | 0.277778

- nekom od interpolacijskih metoda odredimo interpolacijski polinom
Py(x) = 0.858314 — 0.2455x + 0.( 2342

- deriviramo interpolacijski polinom
P)(x) = —0.2455 + 0.0468x
- izraCunamo vrijednost prve derivacije u zadanoj tocki
Pi(3.5) = —0.2455 + 0.0468 - 3.5 = —0.0817

- vrijednosti u tablici dobivene su funkcijom f(x)=1/x te mozemo odrediti to¢nu vrijednost
derivacije u zadanoj tocki i usporediti

F(3.5)=—= = —=—— = —0.081633.. .. f(3.5)—P,(3.5) = 0.000067|

T2 3.52

-Cesto necemo dobiti ovako dobro slaganje!



numeric¢ko diferenciranje

aproksimativno diferenciranje je manje egzaktna operacija od
interpolacije (nema garancije za odstupanja derivacije)

mala odstupanja interpolacijskog polinoma od stvarne funkcije, ne
znace nuzno i mala odstupanja derivacije polinoma od derivacije

stvarne funkcije
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numericko diferenciranje

ukoliko je poznata pogreska interpolacijske funkcije R o tada je

poznata i pogreska derivacije r 1
Rz =fzxz —P x
re =R o =f 2 P gz

pogreska derivacije interpolacijske funkcije jednaka je derivaciji

pogreske te interpolacijske funkcije

isto vrijedi i za derivacije viseg reda

NEDOSTACI NUMERICKOG DIFERENCIRANJA INTEGRACIJSKOG POLINOMA:

-NUMERICKO DIFERENCIRANJE INTERPOLACIJSKOG POLINOMA MOZE IMATI
ZNACAJNO VECU POGRESKU OD SAME INTERPOLACIJE
- MOZE BITI RACUNSKI ZAHTJEVNO



numeric¢ko diferenciranje

2) numericke metode za diferenciranje

formule za numericko diferenciranje mogu se izvesti iz konacnih

razlika (prethodno predavanje)

r;+ h)— flx;
f(z;) = lim fli+ k) = flai)
h—0 h
ako se uzme priblizna vrijednost gornjeg izraza dobije se formula za
konacnu razliku prvog reda unaprijed kojom mozemo aproksimirati

prvu derivaciju ) [l +h) — f(a;)
S h

na isti nacin moze koristiti i kona¢nu razliku prvog reda unatrag

P~ L) }i(“ )

te sredisnju konacnu razliku




= numericko diferenciranje - graficka interpretacija

fx)

f(xi) f(xi+h)

f (xi-h)

Xi-1 Xi Xit]

t — prva derivacija funkcije

t, - prva derivacija aproksimirana prvom kona¢nom razlikom unaprijed
t_- prva derivacija aproksimirana prvom kona¢nom razlikom unatrag

t - prva derivacija aproksimirana prvom srediSnjom kona¢nom razlikom

KOJA JE APROKSIMACIJA NAJBOLIA?



formule numericko diferenciranje

do istih izraza mozemo doci iz razvoja funkcije u Taylorov red oko

tocke x;, uzimajuci h=x+x; ili h=x-x;

|1ZVODI

uzimanjem u obzir i visih ¢lanova Taylereovog reda moze se pokazati
da je greska kod metoda temeljenih na konacnim razlikama
unaprijed i unatrag greska proporcionalna s h, dok je kod metode
temeljene na sredisnoj konacnoj razlici proporcionalna s h?

s obzirom da je h obicno <1, jasno je da metoda temeljena na
sredisnoj konacnoj razlici ima najmanju pogresku

postoji i niz drugih formula za numericko diferenciranje, mnoge se

izvode na slican nacin kao ove predstavljene



numericko diferenciranje

PRIMJER 2: Odredite vrijednost derivacije funkcije u tocki x=3,5

€T 3.40 3.50 3.60
f(x) | 0.294118 | 0.285714 | 0.277778
a2 & 1
- vrijednosti u tablici dobivene su funkcijom f(x)=1/x f(35)= )

konacna razlika prvog reda unaprijed

f(3.6) — f(3.5) _ 0.277778 — 0.285714 _ }
F89) = ==55=35 0.1 —0.07956
| —0.081633 — (—0.07936)| = 0.00227:
konacna razlika prvog reda unatrag
3.5) — (3.4 0.285714 — 4118
F(an) < 185 = f34) 0285714 - 0.08404
3.5 — 3.4 0.1

| —0.081633 — (—0.08404)| = 0.002407

srediSnja konacna razlika prvog reda
3.6) — f(3.4 0277778 — 0.294118

5= 130 - F34) 0277778 — _0.0817
3.6 —34 0.2

| —0.081633 — (—0.0817)| = 0.000067

k.,Q

fC

= —0.081633 . . .



& Numericko integriranje

numericko integriranje

funkcija nam nije poznata, imamo samo skupu tocaka, ili imamo
funkciju Ciji se integrali ne mogu eksplicitno izraziti

prilikom rjesavanja prakticnih problema, npr. potrebno je integrirati
funkciju zadanu tablicnim vrijednostima (npr. odredivanje entalpije
kod mikrokalorimetrijskih mjerenja; utrosenu energiju za

savladavanje neke sile na putu,...) |
Y

integral

y=f(x)
" e

I= [ f(z)dr

predstavlja povrsinu ispod

krivulje




numericko integriranje

kao i kod numerickog diferenciranja, jedno moguce rjesenje jest
napraviti interpolaciju funkcije nekom od spomenutih metoda

(Newtonova metoda, Lagrangeova metoda - prethodno predavanje)

te dobiveni polinom n-tog reda integrirati.

f(z)~ P,(2) = ap + a1x + asz” + . ..

b

b b 2
T*
I = / f(x)dr ~ / P,(r)dr = (uur + a1 + .. )

a



numericko integriranje

interpolacija moze biti zahtjevna (racunski i vremenski)

ukoliko imamo podatke koji se sastoje od niza ekvidistantnih toaka
mogu se koristiti puno efikasnije metode, poput Newton-Cotesove
formule

trazena funkcija f(x) se aproksimira polinomom:

s S ) S .
P.(x)= fo+ (l) Afo + <)) Azfo T (n) A" fo

xr — I
s=— 0 r = x9+ sh dr = s - dh
1

te se dobije:

b b s(b)
I = / flx)dr ~ / P,(z)dx = h / P, (s)ds
J s(a)

o oJ (1




numericko integriranje

u sluc¢aju kad je u prethodnoj formuli polinom najnizeg reda (n=0),
imamo metodu pravokutnika
u toj metodi povrsinu segmenta zamijenimo sa s pravokutnika cije

povrsine lako izracunamo

1ZVOD




numericko integriranje

trapezna formula za aproksimativni izracun odredenog integrala
u najjednostavnijem slucaju aproksimirali smo citavu povrsinu
jednim velikim trapezom odredenog tockama (x,, f(x,)) i (X1, f(X;))

u tom slucaju, integral se moze racunati:

h
[ = T)(f(ﬂrfﬂ y“

gdje je fo ‘f(Xo)/ fl'f(xl)/ h= X1-Xo
1ZVOD

Y

]:b

— a
2n

za niz malih trapeza dobije se formula: %
n—1
Jo+ fu+2 Z ff] 1
i=1 i
o BH

gdje je f, - f(xo), f,- f(x;), b=x; a=x,, n-broj trapeza na koji smo razbili povrsinu




= numericko integriranje

PRIMJER 3: Odredite vrijednost integrala funkcije u granicama od 3,1 do 3,9 koriste(i
trapeznu formulu uz: a) jedan b) dva c) Cetiri intervala

@ 3.10 3.30 3.50 3.70 3.90
f(z) | 0.32258065 | 0.30303030 | 0.28571429 | 0.27027027 | 0.25641026

3.9 —a 0.8 _ :
a) | _ / %(z;zfm[) “(fo+ f1) = 5 (0.32258065 + 0.25641026)

1

31 T 2n 2 -

[ = 0.23159636

3.9 1 b — ¢
b) [ = / t(]{ilf% ) (L(f0+2fl+f2)
3

Jaq 2n

8 _
=35 (0.32258065 + 2 - 0.28571429 + 0.25641026)

[ = 0.23008389

C) 3.9 1 b — 79 > rev :
[ = —dr ~ 2 ‘ ] _ 3.¢ _
/“ P om o+ 201+ 12+ = / —dr =In(x)| = hl(ﬁ) = (.22957444
L 3.1 J.

[ = 0.22970206 /3.1




numericko integriranje

Simpsonova formula 1/3 za aproksimativni izracun odredenog
integrala

danu funkciju zamijenimo s parabolom koja prolazi kroz 3
ekvidistantne tocke, odnosno s polinomom drugog reda (n=2)

u tom slucaju dobijemo formulu:

1 y
I = =h(fo+4f + f2)

- yl

gdje je f, - f(xo) ili o, f1- f(X,) ili &

Y

- f(x;) iliy,, h=x-x,ili X,-x,




Yy

numericko integriranje

cim je interval integracije veci, to je pogreska veca
stoga interval nastojimo razbiti na ¢im vise manjih intervala kako bi

maksimalno smanjili pogresku

Lop—a I €L

i

r3 T4 Tpn_2 Tn-1h=g,



numericko integriranje
Simpsonova formula 1/3

- u opcenitom slucaju kada funkciju zamijenimo s polinomom n-tog reda dobije se formula:

b
[_
1/ f(x)dr ~ )( ’

o

n—1 n—1
fl}+f2;z+42f)e+l+)z7[&]

=0

n—1 n—1
fu+fzn+42fh l+)Zsz]

2=0

3

- Simpsonova formula 1/3 ima najmanju pogresku od svih iznesenih metoda te se
najcesce i koristi
- pogreska Simpsonova formula 1/3 metode je cetvrtog reda (opada s h*), pogreska

trapezne formule je drugog reda, a pogreska pravokutne formule prvog reda



= numericko integriranje

PRIMJER 4: Odredite vrijednost integrala funkcije u granicama od 3,1 do 3,9 pomocu

Simpsonove formile 1/3 uz: a) jedan b) dva intervala

x 3.10

3.30

3.50

3.70

3.90

flx) | 0.32258065 | 0.30303030

0.28571429

0.27027027

0.25641026

3.9 1 h |
I = —dv ~ Z(fo+4f1 + f2)
a) 3 :

J31 &
0.4, | | | |
= —(0.32258065 + 4 - 0.28571429 + 0.25641026)
)
[ = 0.22957974

3.9 4 I
[ = / —dv ~ —(fo+4(f1+ f3) +2f2 + 1)
b) Js1 3

AT

— —2(0.32258065 + 4(0.30303030 + 0.27027027)

)
+ 2+ 0.28571429 + 0.25641026) = 0.22957478
3.9 1 5.9 3 (
I = / —dr = In(x) = 111(%) = (.22957444
J31 F 3.1 .




= numericko integriranje

PRIMJER 3: Odredite vrijednost integrala funkcije u granicama od 3,1 do 3,9 koriste(i
trapeznu formulu uz: a) jedan b) dva c) Cetiri intervala

@ 3.10 3.30 3.50 3.70 3.90
f(z) | 0.32258065 | 0.30303030 | 0.28571429 | 0.27027027 | 0.25641026

3.9 —a 0.8 _ :
a) | _ / %(z;zfm[) “(fo+ f1) = 5 (0.32258065 + 0.25641026)

1

31 T 2n 2 -

[ = 0.23159636

3.9 1 b — ¢
b) [ = / t(]{ilf% ) (L(f0+2fl+f2)
3

Jaq 2n

8 _
=35 (0.32258065 + 2 - 0.28571429 + 0.25641026)

[ = 0.23008389

C) 3.9 1 b — 79 > rev :
[ = —dr ~ 2 ‘ ] _ 3.¢ _
/“ P om o+ 201+ 12+ = / —dr =In(x)| = hl(ﬁ) = (.22957444
L 3.1 J.

[ = 0.22970206 /3.1










