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numerińko diferenciranje

opłenito, poznate funkcije se (u pravilu) mogu diferencirati, ali za 

tablińne podatke, opłenito u sluńajevima kada nam analitińki izraz 

funkcije nije poznat, potrebno je koristiti numerińko diferenciranje

prilikom rjeģavanja praktińnih problema ńesto je potrebno odrediti 

derivacije nekog odreŅenog reda za funkciju zadanu tablińnim

vrijednostima (npr. Imamo podatke o preŅenomputu u vremenskim 

intervalima, a nas zanima trenutna brzina; ili imamo podatke o 

brzini, a zanima nas ubrzanje, ili brzina kemijske reakcije ð

promjena koncentracije reaktanta , é

ukoliko je analitińki izraz funkcije prekompleksan



niz tablińnih podataka moĥe se diferencirati: 1) diferenciranjem 

interpolacijskih formula 2) numerińkim metodama za diferenciranje 

(razlińite formule za diferenciranje izvedene iz Newtonovog

interpolacijskog polinoma, Taylorovog reda, é)
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zadanu funkciju na segmentu           aproksimiramo interpolirajułom

funkcijom, npr. polinomom

tada za                   vrijedi ,x a b

,a b
P x

postupak je isti u odreŅivanju derivacija viģeg reda

numerińko diferenciranje

1) diferenciranjem interpolacijskih formula 
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twLaW9w мΥ hŘǊŜŘƛǘŜ ǾǊƛƧŜŘƴƻǎǘ ŘŜǊƛǾŀŎƛƧŜ ŦǳƴƪŎƛƧŜ ǳ ǘƻőƪƛ x=3,5

- nekom od interpolacijskih metoda odredimo interpolacijski polinom

- deriviramo interpolacijski polinom

-ƛȊǊŀőǳƴŀƳƻ ǾǊƛƧŜŘƴƻǎǘ ǇǊǾŜ ŘŜǊƛǾŀŎƛƧŜ ǳ ȊŀŘŀƴƻƧ ǘƻőƪƛ

- vrijednosti u tablici dobivene su funkcijom f(x)=1/xǘŜ ƳƻȌŜƳƻ ƻŘǊŜŘƛǘƛ ǘƻőƴǳ ǾǊƛƧŜŘƴƻǎǘ 
ŘŜǊƛǾŀŎƛƧŜ ǳ ȊŀŘŀƴƻƧ ǘƻőƪƛ ƛ ǳǎǇƻǊŜŘƛǘƛ  

-őŜǎǘƻ ƴŜŏŜƳƻ Řƻōƛǘƛ ƻǾŀƪƻ ŘƻōǊƻ ǎƭŀƎŀƴƧŜΗ
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aproksimativno diferenciranje je manje egzaktna operacija od 

interpolacije (nema garancije za odstupanja derivacije )

mala odstupanja interpolacijskog polinoma od stvarne funkcije, ne 

znańe nuĥno i mala odstupanja derivacije polinoma od derivacije 

stvarne funkcije
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ukoliko je poznata pogreģka interpolacijske funkcije            tada je 

poznata i pogreģka derivacije

pogreģka derivacije interpolacijske funkcije jednaka je derivaciji 

pogreģke te interpolacijske funkcije

R x f x P x

isto vrijedi i za derivacije viģeg reda

r x R x f x P x

r x

R x
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formule za numerińko diferenciranje mogu se izvesti izkonańnih 

razlika (prethodno predavanje)

ako se uzme pribliĥna vrijednost gornjeg izraza dobije se formula za 

konańnu razliku prvog reda unaprijed kojom moĥemo aproksimirati 

prvu derivaciju

na isti nańin moĥe koristiti i konańnu razliku prvog reda unatrag

te srediģnju konańnu razliku

2) numerińke metode za diferenciranje 

numerińko diferenciranje



numerińko diferenciranje ðgrafińka interpretacija

tςprva derivacija funkcije
t+ -ǇǊǾŀ ŘŜǊƛǾŀŎƛƧŀ ŀǇǊƻƪǎƛƳƛǊŀƴŀ ǇǊǾƻƳ ƪƻƴŀőƴƻƳ ǊŀȊƭƛƪƻƳ unaprijed
t - -ǇǊǾŀ ŘŜǊƛǾŀŎƛƧŀ ŀǇǊƻƪǎƛƳƛǊŀƴŀ ǇǊǾƻƳ ƪƻƴŀőƴƻƳ ǊŀȊƭƛƪƻƳ unatrag
t - prva derivacija aproksimirana prvom ǎǊŜŘƛǑƴƧƻƳƪƻƴŀőƴƻƳ ǊŀȊƭƛƪƻƳ

KOJA JE APROKSIMACIJA NAJBOLJA?



formule numerińko diferenciranje

do istih izraza moĥemo dołi iz razvoja funkcije u Taylorov red oko 

tońke xi, uzimajułi h=x+xi ili h=x-xi

IZVODI

uzimanjem u obzir i viģih ńlanova Taylereovog reda moĥe se pokazati 

da je greģka kod metoda temeljenih na konańnim razlikama 

unaprijed i unatrag greģka proporcionalna s h, dok je kod metode 

temeljene na srediģnojkonańnoj razlici proporcionalna s h2

s obzirom da je hobińno <1, jasno je da metoda temeljena na 

srediģnojkonańnoj razlici ima najmanju pogreģku

postoji i niz drugih formula za numerińko diferenciranje, mnoge se 

izvode na slińan nańin kao ove predstavljene
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twLaW9w нΥ hŘǊŜŘƛǘŜ ǾǊƛƧŜŘƴƻǎǘ ŘŜǊƛǾŀŎƛƧŜ ŦǳƴƪŎƛƧŜ ǳ ǘƻőƪƛ x=3,5

- vrijednosti u tablici dobivene su funkcijom f(x)=1/x

konańna razlika prvog reda unaprijed 

konańna razlika prvog reda unatrag

srediģnja konańna razlika prvog reda



numerińko integriranje

funkcija nam nije poznata, imamo samo skupu tońaka, ili imamo 

funkciju ńiji se integrali ne mogu eksplicitno izraziti

prilikom rjeģavanja praktińnih problema, npr. potrebno je integrirati 

funkciju zadanu tablińnimvrijednostima (npr. odreŅivanje entalpije 

kod mikrokalorimetrijskih mjerenja; utroģenu energiju za 

savladavanje neke sile na putu,é)

integral                          

predstavlja povrģinu ispod 

krivulje

§ Numeriľko integriranje



numerińko integriranje

kao i kod numerińkog diferenciranja, jedno mogułe rjeģenje jest 

napraviti interpolaciju funkcije nekom od spomenutih metoda 

(Newtonova metoda, Lagrangeovametoda - prethodno predavanje) 

te dobiveni polinom n -tog reda integrirati . 
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interpolacija moĥe biti zahtjevna (rańunski i vremenski)

ukoliko imamo podatke koji se sastoje od niza ekvidistantnih tońaka 

mogu se koristiti puno efikasnije metode, poput Newton -Cotesove

formule

traĥena funkcija f(x) se aproksimira polinomom:

te se dobije:
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u sluńaju kad je u prethodnoj formuli polinom najniĥeg reda (n=0),

imamo metodu pravokutnika

u toj metodi povrģinu segmenta zamijenimo sa spravokutnika ńije 

povrģine lako izrańunamo  

IZVOD



trapezna formula za aproksimativni izrańun odreŅenog integrala

u najjednostavnijem sluńaju aproksimirali smo ńitavu povrģinu 

jednim velikim trapezom odreŅenog tońkama (x0, f( x0)) i ( x1, f( x1))

u tom sluńaju, integral se moĥe rańunati:
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gdje je f0 - f(x0), f1- f(x1), h=x1-x0

za niz malih trapeza dobije se formula:

gdje je f0 - f(x0), fn- f(x1), b=x1, a=x0, n-broj trapeza na koji smo razbili povrģinu 

IZVOD


