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Uvob

slucajna varijabla je velicina Cije vrijednosti ovise o ishodu slu¢ajnog pokusa, tj. ovisno

o pojedinom slucaju dobiva razliCite vrijednosti
* slu¢ajnoj varijabli je pridruzena neka raspodjela vjerojatnosti

primjer: bacanje novcica
prostor elementarnih dogadaja () — HENIE

slucajna varijabla

O._ W = C:,‘r

fo (w) = ’
17 W —



DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE

* slucajne varijable mogu biti diskretne ili kontinuirane

* diskretna slucajna varijabla moze poprimati konacno ili prebrojivo mnogo vrijednosti
* diskretna slucajna varijabla karakterizirana je svojom raspodjelom, odnosno
vrijednostima x; , x,, ... koje moze poprimiti i odgovarajué¢im vjerojatnostima p(x,),
p(x, ), opcenito p; = P (X = xi ), koje te vrijednosti imaju

* skup svih parova {x, p(x;)} tvori razdiobu (distribuciju) slu¢ajne varijable x

* funkcija vjerojatnosti diskretne slucajne varijable je jednoznacno preslikavanje skupa

X; u skup p;, a opisuje kako se vjerojatnost ishoda mijenja s njegovom brojcanom

vrijednoSc¢u



DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE

* za diskretnu slucajnu varijablu koja moze poprimiti vrijednosti x;, X,, ... funkcija
vjerojatnosti je funkcija za koju vrijedi:

f(Ie) > 0

> Flw) =i
i=1

flz;) = P(X = ;)

* kumulativna funkcija raspodjele diskretne slucajne varijable X je funkcija sa
sliedec¢im svojstvima

F(Xo) = Z p(xi)

X; <X OSF(I)gl

FcrHrh=P(X <z)= Zf(if-z‘)

ta funkcija pokazuje kolika je vjerojatnost da slucajna varijabla x poprimi bilo koju
vrijednost manju od x, ili jednako x,



DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE

* srednja ili oCekivana vrijednost diskretne slucajne varijable je

; n i
_ 1 -
T = — T; Thss E fiz;
' i=1

* zbroj udaljenosti svih slucajnih varijabli od njihove srednje ili oCekivane vrijednosti
jednak je nuli (analogija sa osnovama statistike i srednjom vrijednosti gdje smo rekli

da je srednja vrijednost ona za koju vrijedi da je oko nje suma odstupanja nula)

> filai—T)=0
=1

Teorem S/:a-;(+b



PRIMIJER.

Oznacimo s x ishod bacanja kocke. Tada slucajna varijabla x moze poprimiti
vrijednosti 1, 2, 3, 4, 5, 6, svaka ima vjerojatnost 1/6.
Kolika je ocekivana vrijednost?

X=> % p(x)=1-1/6+2-1/6+3-1/6+4-1/6+5-1/6+6-1/6=35

Ocekivana vrijednost je 3,5.

Uvedemo novi varijablu y koju definiramo kao y = 2x + 1.

Kolika je njena oCekivana vrijednost?

y=3-1/6+5-1/6+...+13-1/6 =8

Isti rezultat dobijemo koristeci relaciju

y=2-x+1



DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE

* medijan diskretne slucajne varijable

* ukoliko je broj podataka neparan, za medijan se uzima vrijednost srednjeg

podatka

* ukoliko je broj podataka paran, za medijan se uzima srednja vrijednost dva

srednja podatka
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DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE

varijanca diskretne slucajne varijable

varijanca govori o rasprsenju slucajnih varijabli oko njihove srednje vrijednosti, a naziva se

jos i srednji kvadrat odstupanja



DISKRETNE SLUCAJNE VARIJABLE

standardna devijacija je drugi korijen varijance

1 n e T ™
o ==) (@ —7) =) filai —F)
1=l i=1

standardna devijacija je dimenzijski jednaka diskretnoj slu¢ajnoj varijabli x



BERNOULLUEVI POKUSI

* Bernoullijevi pokusi - neovisni pokusi koji se ponavljaju i kod kojih postoje samo dva
moguca ishoda za svaki pokus te se vjerojatnosti tih ishoda ne mijenjaju tijekom pokusa

(npr. niz neovisnih bacanja novcic¢a, npr. bacanje kocke uz pitanje “dobivam 6”, ...)

* vjerojatnost koja odgovara povoljnom ishodu pokusa se oznacava s p, vjerojatnost koja

odgovara nepovoljnom ishodu pokusa se oznacava s g

* p i g moraju biti neke nenegativne vrijednosti te mora vrijediti: p+g=1,g=1-p



BERNOULLUEVI POKUSI

* prostor elementarnih dogadaja za svaki pojedini pokus se sastoji od ukupno

dvije tocke (povoljni ishod, engl. success (S) i nepovoljni ishod, engl. Failure (F)

* prostor elementarnih dogadaja za ukupno n Bernoullijevih pokusa sastoji od
ukupno 2" tocaka, a bududi da su pokusi medusobno neovisni, ukupna vjerojatnost

je umnozak njihovih pojedinih vjerojatnosti

P{(S,S,F.S)} = ppgp = pp(1—p)p = p° (1 —p)’
P{(F,S,F,SF.5)} = qpqpgp = (1 —p)p(1—p)p(1—p)p

=p*(1—p)



BERNOULLUEVI POKUSI

Opcenito, za Bernoullijev pokus vrijedi da je vjerojatnost nastupanja povoljnog ishoda x puta
u n Berrnoullijevih pokusa (ALI S TOCNO ZADANIM REDOSLIJEDOM NASTUPANJA
POVOLJNIH | NEPOVOLJINIH ISHODA) dana izrazom:

Py =pq""=p*@-p)"~

Bernoullijeva shema pokusa je samo teorijski model i jedino iskustvo moze pokazati

da li je takva shema prikladna za opis odredenih opazanja.



BERNOULLUEVI POKUSI

Primjer.
Kolika je vjerojatnost da u tri bacanja novci¢a padne grb, a zatim dva pisma?

Panx = P07 =p A-p)™

GPP

P=0,5! *0,5%2= 0,125

STO AKO NAS NE ZANIMA REDOSLIJED DOGADAIJA, NEGO SAMO ISHOD?

Primjer.
Kolika je vjerojatnost da u tri bacanja novci¢a padne grb i dva pisma?

GPP PGP PPG

- svaka od tih kombinacija ima istu vjerojatnost od 0,125

P=0,125*3=0,375



BINOMNA RASPODIJELA

Ukoliko nas ne zanima redoslijed nastupanja povoljnih i nepovoljnih ishoda, onda je

vjerojatnost nastupanja povoljnog ishoda x puta u n Bernoullijevih pokusa dana

izrazom:

N
n X g N—X
I:)x,n—x — X p q

(n] predstavlja broj nacina na koji se dana kombinacija uspjeha i neuspjeha moze ostvariti

n — broj Bernoullijevih pokusa
X — broj pokusa s uspjesnim ishodom

n-X — broj pokusa s neuspjesnim ishodom



BINOMNA RASPODIJELA

primjer:
Ako se simetri¢ni novci¢ baca 4 puta zaredom, koliko puta se u tih 4 bacanja

moze dogoditi da novci¢ padne na grb to¢no 2 puta (poredak nije bitan)?
Rjesenje:
RjeSenje:

(G,G,P.P) (G,P,G,P) (G,P.P.G) 4y 4 P
2] (4-2)12

(P.G,G,P) (RG,PG) (PPG,G)

-imamo 6 kombinacija



BINOMNA RASPODIJELA

primjer:
Ako se simetri¢ni novci¢ baca 4 puta zaredom, koliko je vjerojatnost da u tih 4

bacanja padne na grb to¢no 2 puta (poredak nije bitan)?

Rjesenje: Rjesenje:
(GIGIPIP) (GIPIGIP) (GIPIPIG) Pn . n X n_X
X,N—=X X p q

(P.G,G,P) (PG,PG) (PPG,G)
-imamo 6 kombinacija, svaka ima vjerojatnost

4 4 2 2

4 P,=| _10,5°-0,5°=0,375

0,5 2,2 2

- ukupna vjerojatnost je P=6*0,5% = 0,375



BINOMNA RASPODIJELA

* Cesto se za neki dogadaj trazi samo vjerojatnost za ukupan broj povoljnih

ishoda u n uzastopnih Bernoullijevih pokusa, ali njihov poredak nije bitan

* broj nacina na koji se takav dogadaj kod kojeg ¢e n neovisnih pokusa

rezultirati sa x povoljnih i n — x nepovoljnih ishoda moze se dogoditi je:

N
X



BINOMNA RASPODIJELA

* bududi da su svi pokusi medusobno neovisni, a vjerojatnost povoljnog dogadaja je p

(ukupno ce se dogoditi x povoljnih dogadaja) i vjerojatnost nepovoljnog dogadaja je g =
n

1 - p (ukupno ¢e se dogoditi n- x nepovoljnih dogadaja), svaki od tih (X] nacina imat ¢e

vjerojatnost:

P — qun—X — pX(l_ p)n—x

* neka je vjerojatnost da n Bernoullijevih pokusa, svaki s vjerojatnos¢u p povoljnog ishoda
i s vjerojatnoS¢u g= 1-p nepovoljnog ishoda, rezultira s x povoljnih ishoda i n-x
nepovoljnih ishoda, tada je S, broj povoljnih ishoda u ukupno n pokusa i predstavlja

slucajnu varijablu, dok je s P(x; n,p) zadana njena BINOMNA RASPODIJELA

N
P(x;n, p) = . p'q"" =P(S, =k)



BINOMNA RASPODIJELA

® opisuju je dva parametra: broj jedinki u uzorku ili broj ponavljanja pokusaja - n, i
vjerojatnost uspjeha za svaku jedinku ili za svaki pokusaj - p

e srednja ili o¢ekivana vrijednost kod binomne raspodjele je vrijednost slucajne
varijable koju ocekujemo ako promatrano n pokusaja i iznosi n-p;

e varijanca kod binomne distribucije iznosi n-p-(1-p);

* binomna raspodjela je simetricna za p=g=0,5, pozitivho asimetri¢na za p<q, negativno
asimetricna za p>q

 kada n raste u beskonacnost, asimetricnost se smanjuje bez obzira na odnos pi g

» upotrebljava se pri zaklju€ivanju o proporcijama, znacajna je od statistickih testova,
postoje tablice binomne raspodijele (raCunanje bionomnih koeficijenta za velike ni x),

izvod za rekurzivnu formulu, ...



BINOMNA RASPODIJELA

P(x)* n=10




P(x)

BINOMNA RASPODIJELA

n=5




BINOMNA RASPODIJELA

TEOREM: Pri binomnoj raspodjeli P(x; n,p) najveca vjerojatnost pripada onoj

vrijednosti x, varijable x koja zadovoljava nejednakost:

np—qsx,snp+p

DOKAZ

OBJASNJENJE
Primjer:

Bacamo istovremeno 7 novcic¢a. Broj grbova koji ¢e pasti na novCi¢éima oznacimo s x. Koji
broj grbova ima najveca vjerojatnost ?

RjesSenje:
P(3) =P(4)=0,273

n.b. Ocekivana vrijednost je n*p=3,5!



POISSONOVA RASPODIJELA

- do Poissonove raspodjele mozemo dodi grani¢nim prijelazom na binomnoj raspodijeli
- pustimo neka n tezi u beskonacnosti, uz uvjet da je produkt np konstantan!

- zbog navedenog uvjeta, p Ce teziti nuli (jedino u tom slucaju ¢e produkt np ostati
konstantan)

- u tom slucaju, navedena raspodjela bit ¢e odredena izrazom:

P(x;m) = M gom
X!

- Poissonova raspodjela odredena je parametrom m (m=np) i njen ée oblik i
karakteristike ovisiti o njemu

- sa slike se vidi da Poissonova raspodjela za svaki m pozitivno asimetricna, ali
porastom m se smanjuje njena asimetricnost

- n.b. m>0 (jer je m=np)!



POISSONOVA RASPODIJELA

P(x)




POISSONOVA RASPODIJELA

- 1ZVOD POISSONOVE RASPODIJELE IZ BINOMNE

- 1ZVOD ZA OCEKIVANU VRIJEDNOST

- racunanje vjerojatnosti po Poissonovoj raspodjeli je jednostavnije nego po
binimonoj raspodjeli te se u situacijama u kojima je kod bionomne raspodjele p
malen, a n velik, moze naciniti aproksimacija i racunati po Poissonovoj

raspodjeli (aproksimacija je to bolja Sto je p manji i Sto je n vedil)



POISSONOVA RASPODIJELA

- raCunanje vjerojatnosti po Poissonovoj raspodjeli je jednostavnije nego po binimonoj
raspodjeli te se u situacijama u kojima je kod bionomne raspodjele p malen, a n velik,
moze naciniti aproksimacija i raCunati po Poissonovoj raspodjeli (aproksimacija je to

bolja Sto je p manji i Sto je n vedi!)

Primjer:
Pri proizvodnji pipeta nastaje 4% neispravnih pipeta. Kolika je vjerojatnost da u uzorku
od 10 pipeta ne nademo niti jednu ili samo jednu neispravnu pipetu?

BIONOMNA RASPODJELA:
P(x<1)=P(0)+P(1)=0,6648 + 0,2270 = 0,9418

POISSONOVA RASPODIJELA:
P(x<1)=P(0)+P(1)=e%% + 0,4*e %4 = 0,9384

- rezultati se ne razlikuju JAKO puno, iako je n relativnho malen!



HIPERGEOMETRIJSKA RASPODJELA

- u osnovnom skupu imamo N elemenata
- njih M ima neko obiljezje A, sto implicira da preostalih N-M elementa to obiljezje

nema

- uzmemo iz osnovnog skupa n elemenata slu¢ajnim odabirom
- medu tim elementima naci ¢e se i onih koji imaju i onih koji nemaju obiljezje A
- broj elemenata koji imaju obiljezje A u novom skupu elemenata oznacit éemo s x

- oCito, x moze poprimiti bilo koju vrijednost izmedu 0 i n (ako je n £ M)

- Kolika je vjerojatnost da x poprimi neku vrijednost (odnosno, koja je
vjerojatnost da u nasumicno izabranom uzorku elemenata imamo x elemenata s

obiljezjem A)?



HIPERGEOMETRIJSKA RASPODJELA

- opcéenito, uzorak od n elemenata od ukupno N elemenata moguce je sloziti na slijedeci broj

nacina:
KN) — N
" n

- nadalje, x elemenata s obiljezjem A (od ukupno njih M) moguce je sloziti na slijededi broj

nacina:
K M) _ M
" X

- ostalih n-x elemenata u ukupnom uzorku nemaju obiljezje A, te je njih moguce sloziti
na slijedeci broj nacina:

o _(N=M
n—X n—X



HIPERGEOMETRIJSKA RASPODJELA

-svaka grupa od x elemenata s obiljezjem A, ujedinjena s bilo kojom grupom od n-x
elemenata koji nemaju obiljezje A, takoder Cini trazeni uzorak (uzorak koji sadrzi x
elemenata s obiljezjem A, Ciju vjerojatnost trazimo)

- vjerojatnost takvog uzorka je dana slijedec¢im izrazom:

[MJ(N_MJ
(M) 1 (N-M) 1 h
P(X) _ KX Kn_x 3 X n—X

KM N




HIPERGEOMETRIJSKA RASPODJELA

- skup uredenih parova {x, P(x)} tvori hipergeometrijsku raspodjelu koja je
jednoznacno odredena parametrima: N, M, n

- oCekivana vrijednost: n-(M/N); varijanca: n-(M/N)-((N-M)/N)-((N-n)/(N-1))

- rekurzivna formula moze se izvesti na slican nacin kao i kod binomne raspodijele

- ukoliko N teZi beskonacnosti, ali na nacin da pri tome M/N teZi realnom,
nenegativnom broju manjem od 1 (vjerojatnosti p), i uz uvjet da n ostane konstantan,

hipergeometrijska raspodjela tezi bionomnoj raspodijeli (1Z\VOD)

- problem kojim se bavi hipergeometrijska raspodjela slican je Bernoullijevom
pokusu, razlika je u tome da svako pojedino izvlacenje mijenja sastav skupa iz kojeg
se vrsi sljedece izvlacenje (shodno tome mijenja se i vjerojatnost “uspjesnog”

izvlacenja)






