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UVOD

Modalna logika je u osnovi propozicionalna logika obogac¢ena operatorima na
sudovima. Motivirana je pokuSajem da se formaliziraju izrazi poput mozda je,
znam da, moze se dokazati, bilo je, bit ¢e 1 sl. Suvremena modalna logika
omogucuje bogatu i jednostavnu izrazajnost za Sirok spektar primjena. Ovdje
¢emo razmatrati isklju€ivo osnovni modalni jezik koji ima samo jedan operator
(unarni operator mogucnosti), pomocu kojeg se definira njemu dualni operator
(operator nuznosti).

Klasi¢noj logici sudova, ¢iji jezik se sastoji od prebrojivo mnogo
propozicionalnih varijabli oznacenih s p, ¢, r..., koje se povezuju bulovskim
veznicima, u osnovnom modalnom jeziku pridodan je operator ¢ s namjerom da
se npr. izraz moguce je p formalizira kao Op. Teorija modela 1 okvira ovoj
intendiranoj interpretaciji daje matematicki sadrzaj. U ovom primjeru, rec¢i ¢emo
da je Op istinito u nekoj tocki modela ako je ona u relaciji s barem jednom
to¢kom u kojoj je p istinito. Modalnom operatoru ¢ u interpretaciji, dakle,
pridruzujemo binarnu relaciju. Neformalno se moze re¢i da mogucnost istinitosti
u nekoj tocki modela matematicki izrazavamo kao relacijsku vezu s tockom u
kojoj je istinitost osigurana. Primjerice, ako je rijeC o relaciji ekvivalencije,
nesto je mozda istina u nekoj tocki ako je ona u klasi ekvivalencije u kojoj ima
toCaka (bar jedna) gdje je to istina.

Ve¢ iz dosad recenog mozemo jasno naslutiti kvantifikaciju u interpretaciji
modalnih izraza, dakle vezu modalne logike s klasicnom logikom s
kvantifikatorima. Cilj ovog rada je uspostava korespondencije osnovnog
modalnog jezika s jezicima logike prvog 1 drugog reda. Iz semantike modalnog
jezika, konkretno iz definicije valjanosti na okvirima, uvidjet ¢emo neposrednu
vezu modalne logike i logike drugog reda. No, neki primjeri ¢e nas motivirati da
istrazimo mogucnosti prijevoda modalnih izraza na jednostavniji jezik logike
prvog reda.

Najprije ¢emo definirati osnovne pojmove sintakse i semantike za osnovni
modalni jezik i jezike korespondencije prvog i drugog reda, uz sazet pregled
osnovnih svojstava ovih jezika.

U drugom dijelu rada strogo ¢emo definirati korespondenciju formula razlicitih
jezika koje odreduju isto svojstvo. Npr. intendirana interpretacija modalnog
izraza p —Op je "ako vrijedi p, onda je moguce p", a ta reCenica je u prirodnom
jeziku trivijalno istinita. No, kao §to ¢emo vidjeti, njenu matemati¢ku istinitost
dat ¢e nam tek okviri u kojima je relacija pridruzena modalnom operatoru
refleksivna. Dokazat ¢emo, dakle, da p - Op korespondira s formulom prvog
reda UxRxx, u smislu da oba izraza definiraju isto svojstvo — refleksivnost.



Vaznim primjerom Lobove formule pokazat ¢emo, medutim, da ima i vrlo
jednostavnih modalnih izraza koji se ne daju prevesti na jezik prvog reda.

U zavrSnom, klju¢nom dijelu rada, dokazat ¢emo ipak da se korespondencija
modalnog jezika i jezika prvog reda moZe uspostaviti za Siroku klasu recenica
(Sahlgvistove formule). Tako to nisu sve modalne formule koje korespondiraju s
formulama prvog reda, rije¢ je o vaznoj i bogatoj klasi koja osim toga ima
jednostavan algoritam prijevoda. Ne postoji algoritam koji bi za proizvoljnu
modalnu formulu dao prijevod prvog reda ili pokazao da takvog nema, a
Sahlgvistove formule predstavljaju operativno najbolju klasu u smislu
kompromisa Sirine i1 jednostavnosti.



1. OSNOVNI MODALNI JEZIK I JEZICI KORESPONDENCIJE

Najprije definiramo sintaksu 1 semantiku osnovnog modalnog jezika 1 jezika
korespondencije prvog 1 drugog reda. Navest ¢emo 1 osnovna svojstva ovih
jezika, no bez detaljnih dokaza, jer je prvenstvena svrha ovog rada uspostava
korespondencije izmedu jezika modalne i klasi¢ne logike. Ovaj sazeti prikaz
ilustrirat ¢e motivaciju teorije korespondencije, koju ¢emo strogo razviti u
sljede¢im poglavljima.

1.1. OSNOVNI MODALNI JEZIK

Kao $to je ve¢ receno u Uvodu, osnovni modalni jezik dobiva se dodavanjem
jednog unarnog operatora klasi¢noj logici sudova.

Definicija 1.1.

Abecedu osnovnog modalnog jezika Cini skup propozicionalnih varijabli
® cije elemente oznacavamo s p, q, r,..., zatim bulovski veznici negacije —
1 disjunkcije [, logicka konstanta za laz U], te unarni modalni operator 9.

Formule osnovnog modalnog jezika definiraju se induktivno:
1. Svaka propozicionalna varijabla je formula i [1je formula.
2. Akosu @i ¢ formule, ondasui-¢@, ¢lly 0@ formule.

Za operator ¢ definiramo dualni operator o sa g := -0 ¢.

Koriste se uobiCajene pokrate za veznike konjunkcije [l implikacije -,
ekvivalencije ~ 1 logicku konstantu za istinu T. Obi¢no se uzima prebrojiv skup
propozicionalnih varijabli. Ima 1 primjena koje zahtijevaju druk¢ije, no za
potrebe ovog rada nema ih razloga razmatrati.

Formulu ¢ ¢ ¢itamo kao "moguce je ¢". U skladu s tim, dual o¢ ¢ita se kao "nije
moguce ne-@", tj. "nuzno je @". Stoga se O zove operator mogucnosti, a O
operator nuznosti. U ovom radu drZat ¢emo se tog Citanja, no spomenimo i da se
u drugim intendiranim interpretacijama o¢ cita kao "subjekt zna ¢" (logika
znanja) ili kao "dokazivo je @" (logika dokazivosti). No, kakvo god Citanje bilo,
matematicki sadrzaj formulama osnovnog modalnog jezika daje se u sljede¢im
semantickim definicijama.



Definicija 1.2.

Okvir za osnovni modalni jezik je uredeni par F =(W,R), gdje je W
neprazan skup koji se zove domena, a R binarna relacija na W koju
zovemo relacija dostizivosti.

Model za osnovni modalni jezik je uredeni par M =(F,V), gdje je F okvir,
a V funkcija koja svakoj propozicionalnoj varijabli p iz @ pridruzuje
podskup V(p) skupa W. Tu funkciju zovemo valuacija. Pritom kazemo da
je M baziran na F ili da je F pripadni okvir modela M.

Elementi skupa W zovu se naprosto focke, ali i stanja, svjetovi, cvorovi,
situacije, trenuci itd, ovisno o intendiranoj interpretaciji. Ovdje ¢emo najceSce
koristiti naziv svijet, koji je u skladu s Citanjem ¢ ¢ kao "moguce je ¢". Modalna
logika je pritom motivirana pokuSajem da se matematicki opiSe misao, koja se
pripisuje Leibnizu, da "nuZnost znaci istinu u svim mogucéim svjetovima, a
mogucnost istinu u nekim moguéim svjetovima."

Ako za wiviz W vrijedi da je uredeni par (w,v) u R, to ¢emo oznacavati s Rwv.
Pritom ¢emo reci da je svijet v R-dostiziv iz w ili da je v R-sljedbenik svijeta w.

Sada smo spremni za strogu definiciju istinitosti na modelima i valjanosti na
okvirima. Upravo je koncept valjanosti klju¢an za teoriju korespondencije, u
kojoj istrazujemo formule razlicitih jezika koje su valjane na istim okvirima.

Definicija 1.3.

Neka je w element skupa W, M =(W,R,V) model i ¢ formula osnovnog
modalnog jezika. Istinitost formule ¢ wu svijetu w iz modela M, §to
ozna¢avamo s M, wi-¢@, definiramo induktivno:

1. za propozicionalnu varijablu p: M, wi-p ako i1 samo ako je w element
skupa V(p);

2. ne vrijedi M, wi-Ll.

Neka su @i ¢ formule.

3. M, wiF= ¢ ako i samo ako nije M, wi- ¢ ;

4. M, wi- @iy ako i samo ako je M, wi-¢@ ili M, wiF;

5. M, wi- O¢ ako i samo ako postoji v iz W takav da je Rwvi M, vi-¢@.

Formula je globalno istinita na modelu M ako je istinita u svakom svijetu
tog modela. To oznacavamo s M- ¢.



Iz definicije slijedi da je M, wiFog@ ako i samo ako za svaki v iz W takav da je
Rwv vrijedi M, vi-¢@.

U definiciji istinitosti formula oblika 0¢ 1 0@ uoCavamo egzistencijalnu,
odnosno univerzalnu kvantifikaciju po elementima domene. To je kvantifikacija
prvog reda. U nastavku rada vidjet ¢emo da se iz ove definicije izravno
uspostavlja korespondencija na modelima izmedu osnovnog modalnog jezika i
jezika prvog reda. No, viSe ¢e nas zanimati korespondencija na okvirima, gdje
se udaljujemo od efekta valuacije.

Definicija 1.4.

Kazemo da je formula ¢ osnovnog modalnog jezika valjana u svijetu w
okvira F =(W,R) ako je ¢ istinita u w na svakom modelu M =(F,V)
baziranom na F. To ozna¢avamo s F, wi-¢@.

Formula ¢ je valjana na okviru F ako je valjana u svakom svijetu tog
okvira. To ozna¢avamo s Fi-¢.

Formula @ je valjana na klasi okvira F ako je valjana na svakom okviru
F iz F. To oznaGavamo s FI-¢.

Formula je valjana ako je valjana na klasi svih okvira. To ozna¢avamo s

- .

U definiciji valjanosti formule koristimo univerzalnu kvantifikaciju po
valuacijama na danom okviru. Zapravo, za svaku propozicionalnu varijablu p
koja se pojavljuje u formuli, kvantificiramo po njoj pridruzenim podskupovima
V(p) domene okvira. To je kvantifikacija drugog reda kojom se, kako ¢emo
vidjeti, uspostavlja korespondencija na okvirima izmedu osnovnog modalnog
jezika i jezika drugog reda.

lako predmet ovog rada nisu aksiomatski sistemi, nego izraZzajne mogucnosti
modalne logike, ipak spomenimo ukratko ovdje sistem K. Aksiomi tog sistema
su sve tautologije (ali promatrane u osnovnom modalnom jeziku, §to znaci da se
uz valjane formule klasi¢ne logike sudova uzimaju i modalne formule nastale
uniformnom  supstitucijom propozicionalnih varijabli u tautologijama
proizvoljnim formulama, npr. Opl= Op je aksiom) 1 aksiom distribucije
o(p - q) - (Op - 0Oq). Pravila izvoda su klasi¢ni modus ponens 1 pravilo nuznosti:
iz ¢ slijedi O@. Dokaz i teorem definiraju se kao u klasi¢noj logici.



Lako se dokazuje da su aksiomi valjane formule (dakle valjane na klasi svih
okvira), kao 1 da pravila izvoda ¢uvaju valjanost. Indukcijom po duljini dokaza
jednostavno slijedi teorem adekvatnosti, koji kaze da su svi teoremi sistema K
valjane formule. Medutim, moze se dokazati 1 obrat, teorem potpunosti, koji
kaze da su sve valjane formule teoremi sistema K.

Interesantna su 1 razlicita proSirenja sistema K. Primjerice, kako ¢emo vidjeti,
formula 00p - Op je valjana na klasi svih tranzitivnih okvira (re¢i ¢emo da ta
formula definira tranzitivnost). Dodavanjem te formule aksiomima sistema K
dobiva se sistem poznat kao K4, za koji se pokazuje da generira tocno sve
formule valjane na tranzitivnim okvirima.

Na kraju ovih uvodnih napomena o modalnoj logici, treba spomenuti i opCenitije
modalne jezike, s viSe operatora na sudovima, koji ne moraju nuzno biti unarni.
Modalni jezik mozZe se definirati na abecedi s proizvoljnim (prirodnim) brojem
operatora, od kojih svaki moze biti operator u proizvoljnom broju
(propozicionalnih) varijabli. U semantici se ovim modalnim operatorima
pridruZzuju odgovarajuce relacije (za unarne operatore binarne relacije, za
binarne operatore ternarne relacije itd.) a istinitost modalnih formula se definira
kvantificiranjem analogno kao u definiciji 1.3.(5).

Kao primjer spomenimo osnovni temporalni jezik, koji ima dva unarna operatora
proslosti 1 buducnosti, interpretirana kao "uvijek je bilo..." 1 "uvijek ¢e biti...",
dok su njihovi duali interpretirani s "u nekom trenutku je bilo..." 1 "u nekom
trenutku ¢e biti..." Elementi domene okvira za osnovni temporalni jezik u skladu
s tim zovu se trenuci. Relacije u semantici pritom odrazavaju intendiranu
interpretaciju da je odredeni trenutak "prije" ili "poslije" drugog trenutka. Jasno
je da rad u skladu s intendiranom interpretacijom podrazumijeva postavljanje
odredenih zahtjeva na relacije, npr. temporalne relacije ocito trebaju biti
tranzitivne.

Rezultati ovog rada mogu se analogno dokazati za opcéenito definiran modalni
jezik, no radi jednostavnosti promatrat ¢emo ipak samo osnovni modalni jezik.



1.2. JEZICI KORESPONDENCIJE PRVOG REDA

Ovdje ¢emo se ukratko prisjetiti osnova logike prvog reda. Abeceda jezika
logike prvog reda sastoji se od varijabli (oznacenih s x, y 1 sl.), konstanti (c),
bulovskih veznika (u definiciji je dovoljna negacija 1 disjunkcija), funkcijskih
simbola (f, g i sl.) 1 relacijskih simbola (R). Ovdje nam treba jezik prvog reda s
jednakoscu, koji ukljucuje i1 simbol =,

Termi su varijable, konstante i izrazi oblika f{(#,,5,,t,...,t,), gdje su ¢ termi, a f
funkcijski simbol.

Atomarne formule su izrazi oblika t,=t, 1 R(t,t,,4,...,t,), gdje su ¢; termi, a R
relacijski simbol.

Formule prvog reda definiraju se induktivno od atomarnih formula koriStenjem
bulovskih veznika 1 kvantifikatora (u definiciji je dovoljan jedan, obicno se
uzima egzistencijalni — ako je @ formula, onda je 1 [ka formula). Univerzalni
kvantifikator se definira kao dual egzistencijalnog: [Ixa := =[Ix— a.

Slobodne varijable su one koje nisu pod djelovanjem kvantifikatora (preciznije,
takvo je barem jedno njihovo pojavljivanje u formuli), a recenica je formula bez
slobodnih varijabli.

Model M jezika prvog reda sastoji se od nepraznog skupa A — domene,
odgovarajucih relacija (podskupova od A") pridruzenih relacijskim simbolima,
funkcija (s A" u A) pridruzenih odgovaraju¢im funkcijskim simbolima i
elemenata (ne nuzno svih) od 4 pridruZenih konstantama iz abecede.

Kako bismo interpretirali slobodne varijable, uz model definiramo valuaciju g,
koja svakoj wvarijabli pridruzuje element domene modela. Svaki term se
interpretira elementom modela koji zovemo vrijednost terma u modelu M uz
valuaciju g, oznacavamo s M[g], a definiramo induktivno: konstante
interpretiramo kao oznake za odgovarajuce elemente, varijable interpretiramo
koriste¢i valuaciju, a kad znamo vrijednosti terma ¢, t, t, ..., t,, terme oblika
ft,t,t5,...,t,) interpretiramo kao rezultat odgovarajuce funkcije modela.

S a(x,x,...,x,) oznaCavamo formulu sa slobodnim varijablama xi, xp, ..., X,.
Istinitost formule u danom modelu i1 valuaciji oznaCavamo s M= afai,ay,...,an],
gdje su ay, ay,..., a, elementi domene modela pridruzeni slobodnim varijablama
formule. Istinitost definiramo induktivno 1 intuitivno jasno, npr.
MER(t,t.t,....t,)[a1,az,....a,] ako 1 samo ako je n-torka sastavljena od
vrijednosti terma (#,,t,4,...,t,) U odgovarajucoj relaciji R modela M. Analogno,



atomarna formula #,=t, je istinita ako su vrijednosti terma ¢, 1 #, jednake. Potom
se indukcijom na prirodan nac¢in definira istinitost proizvoljne formule. Posebno
¢emo spomenuti samo da je M=[kalay,a,,...,a,] ako 1 samo ako postoji a u 4
takav da je @ istinita uz valuaciju koja varijabli x pridruzuje element a.

Ocito, re€enica (formula bez slobodnih varijabli) je istinita za svaku valuaciju
ako je istinita za barem jednu. KaZemo da je formula valjana ako je istinita u
svakom modelu i za svaku valuaciju.

Za logiku prvog reda mogu se definirati razliCiti sistemi dokazivanja sa
svojstvom adekvatnosti 1 potpunosti (tj. sistemi koji generiraju to¢no sve valjane
formule). Osim toga, logika prvog reda je kompaktna, tj. ako svaki konaCan
podskup skupa formula prvog reda ima model, onda 1 cijeli skup ima model. Na
kraju, spomenimo i Lowenheim-Skolemov teorem, koji kaze da skup formula
prvog reda, ako ima proizvoljno velik kona¢an model, ima prebrojiv model’
(ovdje "imati model" znaci da postoji model u kojem su sve formule danog
skupa istinite za svaku valuaciju).

Vratimo se sada osnovnom modalnom jeziku, kako bismo vidjeli kakav
konkretan jezik prvog reda trebamo za uspostavu korespondencije. Namece se
potreba za reprezentiranjem propozicionalnih varijabli i modalnog operatora.

Definicija 1.5.

Za osnovni modalni jezik sa skupom propozicionalnih varijabli
O={po,p1,p2,...} definiramo jezik korespondencije (na modelima) prvog
reda (s jednakod¢u) L'(®) s jednim binarnim relacijskim simbolom R
pridruzenim modalnom operatoru ¢ i unarnim relacijskim simbolima Py,
Py, P,... pridruZenima propozicionalnim varijablama py, py, p;...

Umjesto R(x,y) 1 P(x) pisat ¢emo jednostavno Rxy, odnosno Px.

Model M =(W,R,V) osnovnog modalnog jezika sada na prirodan na¢in moZemo
promatrati 1 kao model jezika korespondencije prvog reda. Naime, W mozemo
gledati kao domenu 1 za jezik prvog reda, a R isto tako kao relaciju pridruzenu
istoimenom relacijskom simbolu. Sto se ti¢e valuacije ¥, naprosto za svaku
propozicionalnu varijablu p gledamo skup V(p) kao unarnu relaciju (tj. skup)
pridruzen odgovaraju¢em unarnom relacijskom simbolu P jezika korespon-
dencije prvog reda.

' Ovo je verzija Léwenheim-Skolemovog teorema za logiku prvog reda s jednakodéu. Medutim, ako
dopustimo slobodnu interpretaciju u kojoj simbol = mozZe oznacavati bilo koju binarnu relaciju, onda
vrijedi: ako skup formula ima model, onda ima i prebrojiv model.



Medutim, kada se udaljimo od efekta valuacije i promatramo korespondenciju
formula na okviru F =(W,R), gubi se potreba za reprezentiranjem propozicional-
nih varijabli. Naime, neformalno mozemo re¢i da modalna formula koja je
valjana na okviru F (tj. uvijek istinita bez obzira na valuaciju) izrazava neko
svojstvo relacije R. Kada za nju nademo korespondenta prvog reda (Sto ne
mozemo uvijek), on ¢e imati samo jedan relacijski simbol — R (nece biti unarnih
relacijskih simbola, jer bi njihova prisutnost oCito znacila da istinitost formule
ovisi o valuaciji V). Stoga nam za korespondenciju prvog reda na okvirima ne
treba cijeli jezik L'(®).

Definicija 1.6.

Za osnovni modalni jezik definiramo jezik korespondencije (na
okvirima) prvog reda (s jednako$éu) L' s jednim binarnim relacijskim
simbolom R pridruzenim modalnom operatoru 9.

Okvir F =(W,R) osnovnog modalnog jezika sada moZemo promatrati kao model
jezika L', no radi izbjegavanja zabune takoder ¢emo govoriti da je F okvir za L.
Valjanost formule osnovnog modalnog jezika pritom je analogna istinitosti
formule jezika L' na F. Radi analogije, re¢i ¢emo takoder da je formula jezika L'
valjana na F ako je istinita na F za svaku valuaciju g.

Moramo, medutim, napomenuti da valuacija u modelu osnovnog modalnog
jezika nije analogna valuaciji u jeziku prvog reda. Prva, naime, odreduje
podskupove modela na kojima je propozicionalna varijabla istinita, a druga
odreduje svjetove modela koje pridruzujemo slobodnim varijablama.

Ocito je valjanost formule jezika prvog reda (istinitost u svakom modelu i
valuaciji) analogna valjanosti (na klasi svih okvira) formule osnovnog modalnog
jezika.



1.3. JEZIK KORESPONDENCIJE DRUGOG REDA

Dok logika prvog reda dopusta kvantifikaciju samo po individualnim ili
objektnim varijablama, logika drugog reda kvantificira 1 po relacijskim 1
funkcijskim simbolima®. To joj daje izuzetnu izraZajnost, ali istovremeno
oduzima neka dobra svojstva. Vaznost kvantifikacije drugog reda uvijek je
najbolje ilustrirati ¢injenicom da se ni aksiom indukcije, mozda i najCesSce
koriStena matematicka re¢enica, ne moze izraziti jezikom logike prvog reda:

0S(00S O0n(r0S - (n+1)0S) - On(n0S)) (1.1)

Ovdje je izraz [IS kvantifikator drugog reda, a S varijabla kojoj se u
interpretaciji pridruzuju skupovi. Kada zelimo zadrzati prednosti logike prvog
reda, aksiom indukcije prisiljeni smo zamijeniti shemom aksioma bez te
kvantifikacije drugog reda. Dakle, za nesSto $to u logici drugog reda mozemo reci
jednom re¢enicom, u logici prvog reda treba nam beskona¢éno mnogo njih.’

Aksiom matematicke indukcije je zapravo vrlo jednostavan primjer formule
drugog reda, no za korespondenciju s modalnom logikom kompliciraniji nam ni
nece trebati. Kvantifikator drugog reda uvijek ¢emo, kao i ovdje, koristiti samo
nad unarnim relacijama (tj. podskupovima). Takve se formule drugog reda zovu
monadske formule. Osim toga, koristit ¢emo samo univerzalni kvantifikator
drugog reda 1 to uvijek samo na pocetku formule. Takve se formule zovu
univerzalne formule drugog reda.

Vec¢ 1 taj univerzalni monadski fragment logike drugog reda ima neusporedivo
vecu izrazajnost od logike prvog reda (teorija skupova moze se aksiomatizirati
jednom jedinom recenicom tog jezika), ali istovremeno gubi mnoga svojstva,
npr. kompaktnost i Léwenheim-Skolemovo svojstvo.”

Kako se formule drugog reda interpretiraju na istim modelima kao i formule
prvog reda, a kvantifikacija drugog reda ima intuitivno jasno znacenje, odmah
mozemo definirati odgovarajuéi jezik korespondencije.

2 U ovom radu promatramo samo relacijske abecede (bez funkcijskih simbola) u jezicima prvog i
drugog reda za koje istrazujemo korespondenciju s modalnim jezikom, pa ¢e nam biti potrebna samo
kvantifikacija po relacijskim simbolima.

® No, i takva shema aksioma je tek aproksimacija aksioma indukcije. Naime, podskupova skupa
prirodnih brojeva ima neprebrojivo mnogo, a formula logike prvog reda prebrojivo mnogo. Tek se
kvantifikacijom po podskupovima moze precizno izreéi aksiom indukcije.

*To je dokazano u knijizi [5], str. 134.
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Definicija 1.7.

Za osnovni modalni jezik sa skupom propozicionalnih varijabli
O={po.p1,P>,...} definiramo jezik korespondencije drugog reda L* kao
monadski jezik drugog reda dobiven tako da jeziku L' dodamo kolekciju
monadskih varijabli indeksiranih elementima skupa ©.

Monadske varijable u jeziku L* oznadavat ¢emo isto kao i unarne relacijske
simbole u jeziku Ll((I)), s Py, Py, Ps...

Uoc¢imo da valuacija g, koja kao i u jeziku prvog reda pridruzuje elemente
modela varijablama x, y,..., ovdje osim toga pridruzuje podskupove monadskim
varijablama P,, P;, P, itd. Te se varijable, naime, takoder u formulama mogu
pojavljivati slobodno. Npr. formula Px moze biti formula prvog, ali i drugog
reda, ali P pritom unatoc€ istoj oznaci ima razlicitu prirodu. U prvom slucaju P je
unarni relacijski simbol, kojem se pridruzuje relacija (tj. podskup) ve¢ u
definiciji modela. U drugom slucaju P je varijabla drugog reda, kojoj se tek
valuacijom pridruzuje podskup modela.

Okvir F =(W,R) osnovnog modalnog jezika sada moZemo promatrati kao model
jezika L. Radi analogije, Gesto éemo reéi da je F okvir za L. Ovdje je valuacija
u modelu osnovnog modalnog jezika analogna valuaciji koja u jeziku L
pridruzuje podskupove monadskim varijablama. Re¢i ¢emo da je formula jezika
L? valjana na F ako je istinita na F za svaku valuaciju g.

Dakle, uza sve §to moze jezik L', jezik L* ima i moguénost kvantifikacije po
podskupovima okvira.
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1.4. NAPOMENE O IZRACUNJIVOSTI

Na kraju ovog uvodnog dijela, u kojem smo opisali jezike medu kojima ¢emo
kasnije uspostaviti korespondenciju, a 1 dali neke sugestije u kojem smjeru ¢e i¢i
razmiSljanje o toj korespondenciji, potrebno je joS nekoliko napomena o
izraCunjivosti. Naime, s tim pojmom srest ¢emo se kod prijevoda s osnovnog
modalnog jezika na jezike korespondencije, jer ¢emo zahtijevati da
korespondiraju¢e formule budu izracunjive jedna iz druge. To intuitivnho znaci
da trazimo program, tj. algoritam prijevoda kojim od proizvoljne modalne
formule (ili proizvoljne formule neke klase kao Sto je Sahlqvistova) dobivamo
formulu jezika korespondencije.

IzraCunjivima se smatraju (Churchova teza) funkcije koje se mogu dobiti kao
rezultat rada apstraktnih racunala (u konacno mnogo koraka) kao Sto su
Turingov ili RAM-stroj. Postoji Citav niz takvih strojeva za koje se pokazuje da
su ekvivalentni, tj. da izraCunavaju to¢no istu klasu funkcija. Ovdje ne¢emo i¢i u
detalje s definicijom ovakvih strojeva, jer ¢e naSi algoritmi prijevoda biti
dovoljno jednostavni da je njihova izracunjivost ocita.

I kad smo ve¢ kod izracunjivosti, dodajmo (bez dokaza) jo§ jednu zanimljivu
komparaciju nasih jezika korespondencije. Modalna logika je odluciva’, $to
znaci da postoji program, npr. za Turingov stroj, koji za proizvoljnu modalnu
formulu moZe nakon kona¢no mnogo koraka to¢no re¢i je li valjana ili ne).
Logika prvog reda nije odlugiva’, ali je rekurzivno prebrojiva — postoji program
koji sukcesivno generira sve valjane formule. Logika drugog reda gubi, pak, i to
svojstvo.’

Uspostava korespondencije medu ovim jezicima omogucuje i "prebacivanje"
svojstava iz jednog u drugi (ili specifi¢ni segment drugog).

® Rezultati odlugivosti za modalnu logiku detaljno su izloZeni u [1], str. 334-366.
®To je dokazano u [5], od str. 159.
" 5], str. 163.

12



2. KORESPONDENCIJA

U ovom dijelu definirat ¢emo sintakticki prijevod s osnovnog modalnog jezika
na jezike korespondencije, kao 1 semanti¢ku korespondenciju formula osnovnog
modalnog jezika s prijevodima prvog i drugog reda. Vidjet ¢emo da izravno iz
definicija istinitosti i valjanosti slijedi korespondencija modalnih formula s
formulama prvog reda na modelima, a s formulama drugog reda na okvirima.
No, uocit ¢emo i primjere korespondencije na okvirima nekih modalnih formula
s formulama prvog reda, ali i1 protuprimjere koji pokazuju da takve
korespondencije nema za sve modalne formule. To ¢e nas motivirati za nastavak
rada u kojem istrazujemo Siroku klasu modalnih formula koje korespondiraju na
okvirima s formulama prvog reda.

2.1. KORESPONDENCIJA NA MODELIMA

Najprije ¢emo definirati prijevod s osnovnog modalnog jezika na jezik
korespondencije prvog reda L'(®).

Definicija 2.1.

Neka je x varijabla u jeziku L'(®). Induktivno definiramo standardni
prijevod ST, kao preslikavanje koje formule osnovnog modalnog jezika
preslikava u formule jezika korespondencije prvog reda:

1. ST«(p) = Px

2. ST(O) = X#x

3. ST.(=¢) = ~ST(P)

4. ST(¢UY) = STP)UST(Y)

5. ST.(09) = D(RxyST(9)),
gdje je y nova varijabla, tj. razli¢ita od svih koje smo u prijevodu formule
koristili prije primjene (5).

Ako se sjetimo analogije modela osnovnog modalnog jezika i jezika L'(®),
mozemo uociti da definicija standardnog prijevoda zapravo prepisuje definiciju
istinitosti (definiciju 1.3) iz metajezika kojim smo je izrekli u jezik prvog reda.
U skladu s tim, ocekujemo da je ST(o@) = Uy(Rxy - ST,(@)). To ¢emo sada i
pokazati, S§to ¢e nam posluziti i kao primjer kojim ¢emo ilustrirati kako
funkcionira prijevod prvog reda:

ST(0f) = ST.(~0=$)= ST.(0~$)=~Oy(Rufl ST ¢))

=-Op(RuTh ST,@H0 v(Rw  ST,@)).
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Zadnji korak nije iz definicije standardnog prijevoda, ve¢ smo koristili dualnost
kvantifikatora i1 definicije bulovskih veznika kako bismo se rijeSili negacija.
Ovdje ¢emo jo§ napomenuti da se pravilo analogno definiciji 2.1.(4) lako
dokazuje 1 za ostale bulovske veznike.

Standardni prijevod svake modalne formule sadrzi tocno jednu slobodnu
varijablu (i to x). Ona ¢e reprezentirati svijet u kojem promatramo istinitost
modalnih formula prema definiciji 1.3. Uo¢imo i da se modalni operatori
prevode kao vezani kvantifikatori koji djeluju na dostizivim svjetovima.

Neka je sada M =(W,R,V) model za osnovni modalni jezik, koji, kako smo ranije
opisali, moZemo promatrati i kao model za jezik L'(®). Neka je w svijet iz tog
modela, a ¢ formula osnovnog modalnog jezika. Izraz ME=ST,(@)[w] sada nam
oznacava da je formula prvog reda ST (¢) istinita u modelu M uz valuaciju koja
slobodnoj varijabli x pridruzuje w.

Propozicija 2.2.

Neka je ¢ formula osnovnog modalnog jezika. Tada vrijedi:
1. za svaki model M i svijet w je M, wiF @ ako i samo ako M=ST(@)[w];
2. za svaki model M je MI- ¢ ako i samo ako MELIxST(@).

Dokaz. 1. Dokazujemo indukcijom po sloZenosti formule. SloZenost formule ¢
definiramo kao ukupan broj pojavljivanja znakova =, [1i ¢ i ozna¢avamo s k().

Baza: neka je k(¢)=0, tj. ¢ je propozicionalna varijabla p ili [.

U prvom sluc¢aju, M, wi-p po definiciji 1.3. vrijedi ako i samo ako je wu V(p), a
kako je ST(p)=Px, to je w u V(p) ako i samo ako MEST(@)[w], po definiciji
istinitosti u logici prvog reda.

U drugom slucaju, [ nije nikad istinita u modalnoj logici, a njen prijevod x#x
isto tako nikad nije istinit u logici prvog reda, pa tvrdnja slijedi trivijalno.

Pretpostavka: Neka tvrdnja vrijedi za sve formule sloZenosti manje ili jednake 7.
Korak: Neka je k(¢)=n+1. Tada je @ jednaka - ¢ v ili Oy, pri cemu su
formule (/1 U slozenosti manje ili jednake n. Pogledajmo slucaj ¢ = 0.

Po definiciji 1.3, M, wi-0¢ ako 1 samo ako postoji v iz W takav da je Rwv 1
M, vikg. S druge strane, iz definicije 2.1.(5), M=ST(OY)[w] ako 1 samo ako
postoji v iz W takav da je Rwv 1 MEST(¢)[w]. Tvrdnja slijedi jer je po
prepostavei indukcije M, viF¢ ako 1 samo ako MEST(¢)[w]. Analogno se
dokazuju i ostali slucajevi.
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2. Po definiciji 1.3, MI-¢ ako i samo ako je M, wi-¢ za svaki w iz W, a to zbog
(1) vrijedi ako i samo ako je MEST(@)[w] za svaki w iz W, §to u logici prvog
reda vrijedi ako i samo ako je ME=LxST(@). |

Dakle, mozemo re¢i da je lokalna istinitost modalne formule reprezentirana
standardnim prijevodom, a globalna istinitost univerzalnim kvantificiranjem po
varijabli koja je u standardnom prijevodu slobodna. Korespondencija na
modelima polazna je toc¢ka u istrazivanju korespondencije na okvirima, koja nas
posebno zanima jer nadilazi efekt valuacije, pa izrazava svojstva relacije
pridruzene modalnom operatoru. No, prije nego prijedemo na okvire, napomenut
¢emo u kojem smjeru mozemo i¢i u istrazivanju modela i1 koje su posljedice i
ograni¢enja korespondencije na modelima.

Najprije, kao §to smo i ranije napomenuli, korespondencija moze posluziti kao
most za prebacivanje rezultata, ideja i tehnika dokazivanja iz modalne logike u
logiku prvog reda 1 obratno. Kako svaka modalna formula korespondira s
formulom prvog reda, svojstva logike prvog reda, kao §to je kompaktnost ili
Lowenheim-Skolemovo svojstvo, jednostavno se prenose u modalnu logiku.
Razmotrimo npr. kompaktnost: neka je 2 skup modalnih formula ¢iji svaki
konacan podskup ima model (tj. postoji model u kojem je svaka formula
podskupa globalno istinita). Tada zbog propozicije 2.2. svaki konac¢an podskup
skupa standardnih prijevoda takoder ima model, pa zbog kompaktnosti logike
prvog reda cijeli skup standardnih prijevoda formula iz 2 ima model. Opet zbog
propozicije 2.2. slijedi da 2 ima model.

S druge strane, modalna logika je odluciva, a logika prvog reda nije. Medutim,
standardni prijevod omogucuje odredivanje odlucivih fragmenata logike prvog
reda. Nadalje, iz definicije standardnog prijevoda naprosto na razini sintakse je
ocito da on nije surjektivan, no postavlja se pitanje je li svaka formula jezika
korespondencije prvog reda ekvivalentna nekom standardnom prijevodu
modalne formule (u smislu da je istinita na to¢no istim modelima i valuacijama).
Odgovor je ne. Kako bismo to pokazali, uvodimo pojam bisimulacije,
specificnog odnosa medu modelima koji igra veliku ulogu u teoriji modela.

Definicija 2.3.

Za modele M =(W,R,)) 1 M'" =(W'R" V"), relaciju ZUWXW' zovemo
bisimulacija izmedu M 1 M’ ako ispunjava sljedece uvjete:

(at) za sve (w,w") iz Z i sve propozicionalne varijable p vrijedi:

wjeu V(p) ako i samo ako je w'u V'(p);
(forth) za sve (w,w")iz Z1isve viz W takve da je Rwv postoji v'iz W’

15



takav da je (v,v)uZi R'wh’
(back) zasve (w,w") iz Z1isve v'iz W' takve da je R'w'v' postoji viz W
takav da je (v,v)u Z1i Rwv.

Ako je Z bisimulacija izmedu M 1 M’ takva da je (w,w') u Z, kaZemo da su
w 1w’ bisimilarni.

Kazemo da su svijet w iz M 1 svijet w' iz M’ modalno ekvivalentni ako je
skup formula istinitih u w jednak skupu formula istinitih u w".

Propozicija 2.4.

Neka su M 1 M"modeli, w svijet iz M 1 w’iz M". Tada vrijedi: ako su wiw’
bisimilarni, onda su i modalno ekvivalentni.

Dokaz. Dokazuje se indukcijom po sloZenosti formule.® u

Jednostavnije re¢eno, propozicija 2.4. kaze da su modalne formule invarijantne
na bisimulacije, tj. da bisimulacija ¢uva njihovu istinitost, i to u oba smjera.
Kako je bisimulacija definirana na modelima, oc¢ito se o njoj moze govoriti i iz
perspektive logike prvog reda. Jasno je onda da su i standardni prijevodi
modalnih formula uvijek invarijantni na bisimulacije. Medutim, proizvoljna
formula prvog reda ne mora biti invarijantna na bisimulacije, $to nam
omogucéuje otkrivanje formula jezika L'(®) koje nisu ekvivalentne standardnim
prijevodima modalnih formula. Kao Sto ¢emo vidjeti u sljedeCem primjeru,
postoje i vrlo jednostavne takve formule.

Primjer 2.5.

Formula Rxx nije ekvivalentna standardnom prijevodu nijedne modalne
formule.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je ¢ modalna formula takva da je ST.(¢)
ekvivalentna s Rxx. Neka je M jednoclan refleksivni model i w jedini svijet tog
modela, uz valuaciju takvu da je V(p)={w} za svaku propozicionalnu varijablu
p. Oc¢ito je M=Rxx[w]. Neka je sada N model strogo uredenih prirodnih brojeva,
uz valuaciju takvu da je V(p)=N za svaku propozicionalnu varijablu p. Tada za
sve v iz N ocito vrijedi N == Rxx[w].

® Sustavan prikaz svojstava bisimulacije, detaljan dokaz ove propozicije, kao i protuprimjer za obrat
(modalno ekvivalentni svjetovi ne moraju biti bisimilarni), mogu se vidjeti u radu [9], str. 36-43.
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Definiramo relaciju Z koja povezuje sve svjetove iz N s jedinstvenim svijetom iz
M, tj. Z=Nx{w}. Iz definicije relacija i valuacija lako se vidi da je Z
bisimulacija.

Iz M=Rxx[w] zbog propozicije 2.2. slijedi M, wiF¢@. No, za svaki viz N, wivsu
bisimilarni, pa iz propozicije 2.4. slijedi N, vi-@. Opet iz propozicije 2.2. slijedi
NERxx[v], §to je u kontradikciji s N == Rxx[v]. m

Invarijantnost na bisimulacije je, dakle, nuzan uvjet da formula prvog reda
korespondira na modelima s nekom modalnom formulom. Stovise, Van
Benthemov teorem karakterizacije (kojeg ovdje ne¢emo dokazivati) kaze da je
formula jezika korespondencije prvog reda ekvivalentna standardnom prijevodu
neke modalne formule ako i samo ako je invarijantna na bisimulacije.

Invarijantnost je vazan pravac istrazivanja modela. Uz bisimulacije, kao relacije
koje u svojoj definiciji uzimaju u obzir modalnost, istrazuje se 1 Citav niz ¢isto
algebarskih operacija 1 relacija medu modelima, kao Sto su disjunktne unije,
generirani podmodeli, morfizmi i sl.” Ovdje ¢emo dati definiciju i osnovni
rezultat samo za generirane podmodele, jer ¢e nam oni kasnije posluziti u
traganju za protuprimjerima.

Definicija 2.6.

Neka su M =(W.,R,V) i M'=(W"R',V'") modeli. Kazemo da je M' podmodel
od M ako je W'UOW, R’ restrikcija od W na W' (tj. R=Rn(W'xW") i V'
restrikcija od V' na W’ (tj. za svaki p je V'(p)=V(p)n W'). Kazemo da je M'
generirani podmodel od M ako je M' podmodel od M i za svaki svijet w
vrijedi: ako je wu M'1 Rwv, ondajeivu M.

Propozicija 2.7.

Neka je M' generirani podmodel od M. Tada za svaku modalnu formulu ¢
1za svaki svijet w iz M' vrijedi:
M, wi- ¢ ako i samo ako M', wi- @.

Dokaz. Definiramo relaciju Z izmedu M =(W,R,}V) i M' =(W'.R" V') ovako:
Z={(w,w)wlIW"}. Lako se vidi da je Z bisimulacija, pa tvrdnja odmah slijedi iz
propozicije 2.4. m

® Osnovni rezultati invarijantnosti na modelima za osnovni modalni jezik, uklju€ujuéi i dokaz Van
Benthemovog teorema karakterizacije, mogu se vidjeti u radu [2], a rezultati na modelima za opcenito
definiran modalni jezik detaljno su izloZeni u knijizi [1], str. 50-123.

17



2.2. KORESPONDENCIJA NA OKVIRIMA

Korespondenciju dviju formula razli€itih jezika definirat ¢emo kao podudaranje
klasa okvira na kojima su te formule valjane. Vidjet ¢emo da na razini okvira
svaka modalna formula korespondira s formulom drugog reda, no da &esto
mozemo naci i ekvivalent prvog reda. Na¢i ¢emo, medutim, ¢ak i jednostavne
primjere modalnih formula koje nemaju korespondenta prvog reda na okvirima,
no isto tako i primjere vrlo jednostavnih formula prvog reda koje nemaju
modalnog korespondenta na okvirima. Modalni jezik posjeduje, dakle, neobi¢nu
kombinaciju izrazajnih moguénosti jezika prvog i drugog reda.

Definicija 2.8.

Neka je ¢ formula osnovnog modalnog jezika i F klasa okvira. Kazemo
da ¢ definira F ako za sve okvire F vrijedi da je F u F ako i samo ako
vrijedi FI-@. Sli¢no, za skup /~ formula osnovnog modalnog jezika kaze-
mo da definira F ako za sve okvire F vrijedi da je F u F ako i samo ako je
svaka formula iz / valjana na F.

Kazemo da je klasa okvira (modalno) definabilna ako postoji skup
formula koji je definira.

Neka je a formula jezika korespondencije prvog ili drugog reda (L' ili
L?). Kazemo da  definira klasu okvira F ako za sve okvire F vrijedi da je
F u F ako i samo ako je a valjana na F (tj. istinita na F za svaku

valuaciju). Analogna je definicija za skup formula jezika korespondencije
prvog ili drugog reda.

Kazemo da su formula ¢ osnovnog modalnog jezika i formula a jezika
korespondencije (L' ili L?) jedna drugoj korespondenti (na okvirima) ako
definiraju istu klasu okvira.

Neformalno kazemo da formula ili skup formula definira neko svojstvo ako
definira klasu okvira s tim svojstvom. Npr. formula jezika korespondencije
prvog reda [IxRxx definira klasu refleksivnih okvira, pa kratko kazemo da ta
formula definira refleksivnost. Kao §to je ve¢ u Uvodu napomenuto, dokazat
¢emo da 1 modalna formula p — Op definira refleksivnost, pa po definiciji 2.8.
ona korespondira s formulom UxRxx. Koncept definabilnosti na sli¢an nacin
¢emo koristiti u dokazivanju korespondencije u drugim primjerima.

Sjetimo se kako smo korespondenciju na modelima dokazali naprosto prepisuju-
¢i definiciju istinitosti jezikom prvog reda. Sli¢no ¢emo sada uciniti s korespon-
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dencijom na okvirima, prepisujuci definiciju valjanosti. Za proizvoljnu modalnu
formulu ¢, cilj nam je pronaéi korespondenta, tj. formulu jezika korespondencije
koja je valjana na istim okvirima kao @. Valjanost na okviru F znaci istinitost u
svim modelima baziranim na F, tj. da je formula istinita za svaku valuaciju.
Kako valuacija svakoj propozicionalnoj varijabli u ¢ pridruzuje podskup okvira,
to kvantificiranje po valuacijama u definiciji valjanosti zapravo znaci
kvantificiranje po svim podskupovima okvira. Tako izravno dolazimo do
sljedec¢e propozicije, koja proizvoljnoj modalnoj formuli nalazi korespondenta u
jeziku drugog reda L.

Propozicija 2.9.

Neka je ¢ formula osnovnog modalnog jezika. Tada za svaki okvir F i
svijet w iz F vrijedi:

1. F, wi-¢ ako i samo ako F=0P;...0P,ST.(@)[w];

2. F IF¢ ako i samo ako F=UP;...0P,xST( @),

gdje kvantifikatori drugog reda vezu monadske varijable drugog reda P;
pridruzene propozicionalnim varijablama p; koje se pojavljuju u ¢.

Dokaz. Neka je M =(F, V) proizvoljan model baziran na F 1 w svijet iz F. Tada
prema propoziciji 2.2. vrijedi da je M, wi-¢@ ako i samo ako MEST(@)[w].
Pritom se u formuli prvog reda ST(@) pojavljuju unarni relacijski simboli P; koji
odgovaraju propozicionalnim varijablama iz ¢. U formuli drugog reda
OP,...0P,ST(¢) ti simboli, iako jednako oznaeni, mijenjaju prirodu — postaju
monadske varijable drugog reda. Prva tvrdnja ove propozicije tada izravno
slijedi iz definicije valjanosti u svijetu okvira u definiciji 1.4. i definicije
istinitosti u logici drugog reda. Druga tvrdnja analogno slijedi iz definicije
valjanosti na okviru u definiciji 1.4. n

Formulu [OP,..0P,[xST(P) zovemo prijevod drugog reda formule ¢.
Napomenimo jo$ jednom da u prijevodu drugog reda P; oznaCavaju monadske
varijable, a u standardnom prijevodu (prvog reda) oznacavaju unarne relacijske
simbole. U nastavku rada razmatramo samo korepondenciju na okvirima, pa
¢emo od sada pojavljivanja od P; i u samom prijevodu ST,(¢) (bez kvantifikato-
ra) promatrati kao (u tom slucaju slobodne) monadske varijable drugog reda.
Korespondencija modalnih formula s formulama drugog reda na okvirima ne
iznenaduje, jer gotovo trivijalno slijedi iz definicije valjanosti. Uo¢imo 1 da je
standardni prijevod iz definicije 2.1. 1 prijevod drugog reda iz propozicije 2.9.
oCito izracunjiv, tj. lako je napisati raCunalni program koji ¢e za proizvoljnu
modalnu  formulu kao rezultat dati te prijevode. Netrivijalni su, medutim,
slucajevi korespondencije s formulama prvog reda na okvirima. Ovdje ¢emo
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razmotriti primjere takve korespondencije 1 protuprimjere kojima ¢emo pokazati
da ona nije univerzalna. Tada ¢e se postaviti pitanje moze li se na osnovi
sintakse modalne formule utvrditi korespondira li ona na okvirima s nekom
formulom prvog reda, odnosno je li takva korespondencija izracunjiva. Odgovor
na to pitanje trazit ¢emo u sljedec¢em poglavlju.

Primjer 2.10.
Formula osnovnog modalnog jezika
p - Op (2.1)
korespondira na okvirima s formulom prvog reda [IxRxx, tj. definira
refleksivnost.

Dokaz. Dokazujemo da je refleksivnost okvira nuzna i dovoljna za valjanost
formule (2.1). Neka je F refleksivan okvir, V' proizvoljna valuacija i w svijet iz F
takav da je (F,V), wi-p. Treba dokazati da je 1 Op istinita u w, tj. da je p istinita u
nekom svijetu dostizivom 1z w. No, kako je R refeksivna, w je dostiZiv iz samog
sebe, pa zbog proizvoljnosti valuacije slijedi da je (2.1) valjana na F.

Obratno, neka je F okvir takav da je (2.1) valjana na F. Treba dokazati da je R
refleksivna. Pretpostavimo suprotno i neka je w svijet koji nije dostiziv iz samog
sebe. Za kontradikciju je dovoljno pronaci valuaciju V' i svijet u kojem je p
istinito, a Op nije. To ¢e biti upravo irefleksivni svijet w. Treba nam valuacija
takva da je w u V(p), no nema svijeta dostizivog iz w koji je u V(p). Posluzit ¢e
nam minimalna valuacija koja zadovoljava prvi uvjet, tj. valuacija takva da je
V(p)={w}. Odmabh slijedi (F,V), wi-p. Neka je sada v R-sljedbenik svijeta w. 1z
pretpostavke slijedi da je v razli¢it od w, pa zbog definicije valuacije v nije u
V(p), tj. ne vrijedi (F,V), vi-p. Zbog proizvoljnosti svijeta v slijedi da Op nije
istinita u w, §to je u kontradikciji s pretpostavkom valjanosti formule (2.1) na
okviruF. =

Uzimanje minimalne valuacije klju¢no je u dokazivanju korespondencije prvog
reda na okvirima. Pogledajmo jos jedan primjer koji smo ve¢ spomenuli.

Primjer 2.11.

Formula osnovnog modalnog jezika
OOp - Op (2.2)

korespondira s formulom prvog reda Ulx[lyUz((Rxy[IRyz) —» Rxz), tj. defi-
nira tranzitivnost.
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Dokaz. Neka je F tranzitivan okvir, V proizvoljna valuacija 1 w svijet iz F takav
da je (F,V), wi-00p. Treba dokazati da je 1 Op istinita u w, tj. da je p istinita u
nekom svijetu dostizivom iz w. No, iz (F,V), wiF00p po definiciji 1.3.(5) odmah
slijedi da postoji v takav da je Rwv i (F, V), wi-Op.

Obratno, neka je F okvir takav da je (2.2) valjana na F. Pretpostavimo da R nije
tranzitivna. Neka je w svijet takav da postoje svjetovi v i u takvi da je Rwv i Rvu,
no nije Rwu. Sli¢no kao u primjeru 2.10, za kontradikciju nam treba valuacija i
svijet u kojem je 00p istina, a Op laZ. Opet ¢emo uzeti minimalnu valuaciju za
koju je O0p istina u w, a lako se vidi da je to valuacija V takva da je V(p)={u}.
Neka je sada ¢ svijet dostiziv iz w. No, kako u nije R-dostiziv iz w, slijedi da ¢
nije u V(p), pa zbog proizvoljnosti svijeta ¢ slijedi da Op nije istina u w. u

Sada ¢emo primjerom pokazati da nema svaka modalna formula korespondenta
prvog reda na okvirima. Lébova formula igra vaznu ulogu u logici dokazivosti."
Lob je dokazao da je ona teorem logike dokazivosti za Peanovu aritmetiku, a
ovdje ¢emo dokazati da ona definira klasu okvira koja se ne moze definirati
jezikom korespondencije prvog reda.

Primjer 2.12.

1. Lobova formula

definira klasu okvira (W,R) takvih da je R tranzitivna, a njen inverz dobro
utemeljena relacija, tj. svaki neprazan podskup od /¥ ima R-maksimum.

2. Ta klasa okvira ne moze se definirati formulom prvog reda.

Dokaz. 1. Neka je F =(W,R) okvir s tranzitivnom 1 inverzno dobro utemeljenom
relacijom R. Pretpostavimo suprotno, tj. da (2.3) nije valjana na F. Tada postoji
valuacija V1 svijet w u kojem je O(dp - p) istinita, a Op nije. Zbog toga postoji
svijet w; dostiziv iz w takav da p nije istina u w;. No, kako je Op — p istina za sve
R-sljedbenike svijeta w, to je Op laz u w; (jer bi inace p bilo istina u wy). Stoga 1
w; 1ma sljedbenika w, u kojem je p laz. Zbog tranzitivnosti je w, ujedno i
sljedbenik svijeta w. Ponavljanjem istog argumenta dobivamo beskonacan
rastu¢i lanac wy, wy, ws, ..., §to je u kontradikciji s dobrom utemeljeno$¢u
inverza relacije R.

Obratno, neka je F okvir takav da je (2.3) valjana na F. Pretpostavimo da R nije
tranzitivna ili da joj inverz nije dobro utemeljen. Za kontradikciju, u oba slucaja
trebamo naci valuaciju 1 svijet u kojem (2.3) nije istinita. Najprije pretpostavimo

10 Logika dokazivosti sustavno je izloZzena u knjizi [3].
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da R nije tranzitivna. Neka je w svijet takav da postoje svjetovi v i1 u takvi da je
Rwv 1 Rvu, no nije Rwu. Neka je valuacija V takva da je V(p)="W\{u,v}.

Tada je o(gop - p) istinita u w, tj. Op - p je istinita u svakom svijetu dostizivom
iz w. Naime, zbog definicije valuacije, p je istina u svakom svijetu dostizivom iz
w, osim u v, no niti Op nije istinita u v, jer p nije istinita u svijetu u, koji je
dostiziv iz v.

Medutim, Op nije istinita u w, jer p nije istina u svijetu v, koji je dostiziv iz w.
Dakle, Lobova formula nije istinita u w, §to je u kontradikciji s pretpostavkom
valjanosti, pa slijedi da je R tranzitivna. Sada pretpostavimo da inverz relacije R
nije dobro utemeljen, tj. da postoji beskonacan rastu¢i lanac wy, wy, w,,... Neka
je Vvaluacija takva da je

V(p)=W\{vLW | postoji beskonacan rastu¢i lanac s pocetkom u v}.

Tada je o(op — p) istinita u wy, jer je, lako je provjeriti, Op — p istinita u svakom
svijetu modela (F,V), pa tako i u svakom svijetu dostizivom iz wy. No, Op nije
istinita u wy, jer p nije istina u svjetovima w;, koji su dostizivi iz wy. Dakle, (2.3)
nije istinita u wy, $to je u kontradikciji s pretpostavkom valjanosti, pa slijedi
tvrdnja.

2. Pretpostavimo da postoji formula prvog reda A koja korespondira s Lobovom
formulom, tj. definira istu klasu okvira. Za svaki prirodan broj n definiramo
formulu prvog reda g, (xo,...,x,)=Rxox;Rxx,[1..[0Rx,,.x,. Promotrimo skup for-
mula 2={A} U {OxOyOz((Rxy[IRyz) - Rxz)} U{0,[n[ON}. Ocito je da svaki kona-
Can podskup od 2 ima model (i to konacan linearno ureden skup). Zbog
kompaktnosti logike prvog reda, tada i cijeli skup 2" ima model. No, nije moguce
da su sve formule iz {g,[n[ON} istinite na modelu u kojem je inverz relacije R
dobro utemeljen, a A uz tranzitivnost definira upravo to svojstvo. =

U potrazi za formulama prvog reda koje nemaju modalnog korespondenta na
okvirima, posluzit ¢emo se, slicno kao 1 na razini modela, invarijantama.
Definirat ¢emo analogon generiranog podmodela.
Definicija 2.13.
Neka su F =(W,R) i F' =(W',R") okviri. Kazemo da je F' generirani
podokvir od F ako je W' podskup od W, R' restrikcija od R na W'1 za sve

svjetove w vrijedi: ako je wu W'i Rwy, ondajeivu W'

Uo¢imo da je definicija 2.13. dobivena naprosto izbacivanjem uvjeta na
valuaciju iz definicije generiranog podmodela (definicije 2.6). Vrijedi i analogon
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propozicije 2.7, tj. u generiranom podokviru sacuvana je valjanost modalnih
formula.

Propozicija 2.14.

Neka je F' generirani podokvir od F. Tada za svaku modalnu formulu ¢
vrijedi: ako je FI-¢@, onda je F' I-¢.

Dokaz. Tvrdnja slijedi izravno iz propozicije 2.7. n

Medutim, valjanost formula prvog reda ne mora biti saCuvana u generiranom
podokviru. To nam omoguéuje nalazenje formula jezika L' koje nemaju
modalnog korespondenta. Slijedi jedan takav primjer.

Primjer 2.15.

Klasa okvira u kojima postoji refleksivna tocka (tj. klasa definirana
formulom prvog reda [xRxx) nije modalno definabilna.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da skup modalnih formula /~ definira klasu
okvira u kojima postoji refleksivna toka. Pogledajmo okvir F =(W,R) takav da
je W={w,vu} i R={(w,w),(v,u),(u,v)}. Zbog Rww ocito je svaka formula iz /[
valjana na F. Pogledajmo sada okvir F=(W',R") u kojem je W'={v,u} i
R={(v,u),(u,v)}. Tada je F' generirani podokvir od F. Iz propozicije 2.14. slijedi
da je svaka formula iz / valjana na F', Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da F'
nema refleksivnu tocku. u

Istrazivanje korespondencije na okvirima sada moZe i¢i u dva pravca: odrediti
klasu formula prvog reda koje korespondiraju s modalnim formulama, odnosno
odrediti klasu modalnih formula koje korespondiraju s formulama prvog reda.
Prvi zadatak se rjeSava strategijom pokazanom u primjeru 2.15. Uz generirane
podokvire, definiraju se 1 druge algebarske relacije 1 operacije medu okvirima
analogne onima za modele, kao §to su disjunktne unije, morfizmi 1 sl, za koje se
pokazuje da ¢uvaju valjanost modalnih formula. Kada zelimo dokazati da neka
formula prvog reda nema modalnog korespondenta, dovoljno je na primjeru
vidjeti da njena valjanost nije oCuvana primjenom neke od tih invarijanti.

Goldblatt-Thomasonov teorem, jedan od najvaznijih rezultata modalne logike,

daje nuzne i1 dovoljne uvjete modalne definabilnosti: klasa okvira (definirana
formulama prvog reda) je modalno definabilna ako i samo ako je zatvorena na
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disjunktne unije, generirane podokvire 1 slike ograni¢enih morfizama, te
reflektira ultrafilterska progirenja.'’

No, ovaj rad bavi se drugim zadatkom — odredivanjem klase modalnih formula
koje imaju korespondenta prvog reda, uz dodatni zahtjev da ta klasa bude
izraCunjiva, tj. da se moze napisati program koji ¢e za modalnu formulu reé¢i ima
li ona takvog korespondenta i ispisati ga ako postoji. Kao S$to je veé
napomenuto, takvog programa nema za proizvoljnu modalnu formulu, no u
nastavku rada ¢emo odrediti Siroku klasu formula osnovnog modalnog jezika
koje imaju izraunjiv prijevod prvog reda na okvirima.

" Definicije svih ovih pojmova, dokaz Goldblatt-Thomasonovog teorema, kao i drugi rezultati teorije
okvira, sustavno su izloZeni u knjizi [1], str. 124-189.
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3. SAHLQVISTOVE FORMULE

U primjerima 2.10. 1 2.11. vidjeli smo da neke modalne formule definiraju iste
klase okvira kao formule prvog reda. Tvrdnje da te formule korespondiraju s
formulama prvog reda postavili smo kao hipoteze i dokazali ih semanticki. Sada
nas zanima mozemo li iz sintakse modalne formule (koja ima korespondenta
prvog reda) izraCunati takvog korespondenta. Propozicija 2.9. rezultirala je lako
izraunjivim prijevodom drugog reda. U ovom poglavlju vidjet ¢emo kako se,
polaze¢i od prijevoda drugog reda Sahlgvistovih formula, dolazi do njihovog
korespondenta prvog reda.

Pogledajmo npr. formulu (2.1) koja, kako smo dokazali, definira refleksivne
okvire, tj. korespondira s formulom [IxRxx. Prevedimo je sada na jezik
korespondencije drugog reda, tj. izraCunajmo formulu UOPUXST.(p - Op).
Najprije primjenjujemo definiciju 2.1. da bismo dobili standardni prijevod

ST(p - Op) = ST(p) - ST(Op) = Px - DW(Rxy[IST\(p)) = Px - D(RxyU Py)

Sada iz propozicije 2.9. slijedi da formula (2.1) ima prijevod drugog reda

UP] x(P» [ y(Rxy Py)) 3.1)

Kako (2.1) definira refleksivnost, slijedi da je (3.1) takoder (neobi¢no kompli-
ciran) izraz za refleksivnost, no u jeziku drugog reda. To nije tesko i direktno
provjeriti. Slicno, kompleksnu formulu drugog reda za tranzitivnost dobili bismo
prevodeci formulu (2.2). Sada ¢emo postupno razviti postupak (koji se moze
jednostavno isprogramirati) koji na osnovi sintakse prevodi komplicirane
prijevode drugog reda poput (3.1) na jednostavne korespondente prvog reda kao
Sto je [lxRxx. Tako ¢emo dobiti djelomi¢an odgovor na pitanje kakva treba biti
modalna formula da bi imala korespondenta prvog reda na okvirima, tj. pronaci
¢emo sistem u toj zasad pomalo neobi¢noj 1 iznenadujucoj korespondenciji.

25



3.1. LOKALNA KORESPONDENCIJA

Najprije ¢emo definirati lokalnu korespondenciju na okvirima. Rijec je o zahtje-
vu da se valjanost korespondenata podudara i lokalno.

Definicija 3.1.

Neka je @ formula osnovnog modalnog jezika i a(x) formula jezika
korespondencije prvog ili drugog reda (x je jedina slobodna varijabla
formule @). Kazemo da su ¢ i a(x) medusobno lokalni korespondenti ako
za svaki okvir 1 za svaki svijet vrijedi:

F, wi- ¢ ako i samo ako Fi=afw].

Sada je jasno da propozicija 2.9.(1) kaze da modalna formula ¢ ima lokalnog
korespondenta drugog reda [IP,...00P,ST(¢@), dok druga tvrdnja te propozicije
govori o (globalnim) korespondentima opisanim u definiciji 2.8. No, to nije
jedino mjesto gdje smo ve¢ (implicitno) koristili lokalnu korespondenciju. U
primjeru 2.10. smo dokazali da p — Op korespondira sa [IxRxx, no Citaju¢i dokaz
vidimo da smo to ucinili pokazuju¢i da p - Op lokalno korespondira s Rxx.
Sli¢no, u primjeru 2.11. smo pokazali da 00p - Op lokalno korespondira sa
OyOz((RxyURyz) — Rxz). 1z ovih primjera je oc¢ito na koji nacin se iz lokalnog
korespondenta modalne formule dobiva globalni korespondent, a sada ¢emo to 1
precizno iskazati.

Propozicija 3.2.

Ako je a(x) lokalni korespondent modalne formule @, onda je [lxa(x)
njen globalni korespondent. Posebno, ako ¢ ima lokalnog korespondenta
prvog reda, onda ima i globalnog korespondenta prvog reda.

Dokaz. 1zravno iz definicija valjanosti u svijetu okvira i valjanosti na okviru u
definiciji 1.4, definicije istinitosti u logici prvog i drugog reda, te definicije
lokalne 1 globalne korespondencije. u

Medutim, Sto je mozda manje ocekivano, obrat ne vrijedi: postoje modalne
formule koje imaju korespondenta prvog reda na okvirima, a nemaju lokalnog
korespondenta. No, ovdje ne¢emo trebati takve formule, jer sve Sahlgvistove
formule (do c¢ije pune definicije ¢emo do¢i postupno) imaju lokalnog
korespondenta. Stoga ¢emo u nastavku sve rezultate dokazivati u terminima
lokalne korespondencije, imajuc¢i na umu propoziciju 3.2. koja onda osigurava 1
globalnu korespondenciju.
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3.2. ZATVORENE FORMULE

U korespondenciji prvog reda na okvirima malo toga je o€ito na prvi pogled, no
ipak postoji klasa modalnih formula kod kojih je ta korespondencija trivijalna.
To su formule bez propozicionalnih varijabli.

Definicija 3.3.

Kazemo da je formula osnovnog modalnog jezika @ zatvorena ako se u
njoj ne pojavljuje nijedna propozicionalna varijabla.

Rijec je, dakle, o formulama koje su izgradene samo od logickih konstanti (za
laz 1 istinu) uz upotrebu bulovskih veznika i modalnih operatora. Kako smo ve¢
napomenuli, u potrazi za korespondentom prvog reda uvijek ¢emo polaziti od
prijevoda drugog reda iz propozicije 2.9. (i to iz prve tvrdnje te propozicije, jer
trazimo lokalnog korespondenta). No, ovdje nam to nece biti nikakav problem,
jer se zbog izostanka propozicionalnih varijabli u tom prijevodu nece pojaviti
kvantifikacija drugog reda.

Propozicija 3.4.

Neka je ¢ zatvorena formula. Tada ¢ lokalno korespondira s formulom
prvog reda a4(x) koja je efektivno izracunjiva iz ¢.

Dokaz. Kako @ ne sadrzi nijednu propozicionalnu varijablu, iz propozicije 2.9.
odmabh slijedi da je F, wi-@ ako i samo ako FE=ST.(@)[w]. Lako je napisati
program koji iz @ izraGunava ST.(¢@), pa tvrdnja odmah slijedi. |

Koliko god bile trivijalne, zatvorene formule su vrlo korisne u primjenama (npr.
u logici dokazivosti). Naime, ¢ak i1 bez ijedne propozicionalne varijable mogu se
izraziti matematicki relevantna svojstva okvira. Vidjet ¢emo to na sljede¢em
primjeru.

Primjer 3.5.

Zatvorena formula OT definira klasu okvira u kojoj svaki svijet ima
sljedbenika, tj. korespondira s formulom [x[)Rxy.

.....

Sad ¢emo vidjeti kakvi su matematicki uvjeti na okvir da bi "istina" bila
"moguca". Prema propoziciji 3.4, formula OT lokalno korespondira sa S7,(OT).
Izracunajmo S7,(0T) prema definiciji 2.1.
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STAOT) = ST(0-U) = Dy(RxyIST(~1)) = Dy(Rxy3 ST,(1)) = Dv(RxyLh=y)
Iz propozicije 3.2. sada slijedi da nasa formula (globalno) korespondira na

okvirima s formulom prvog reda [ix[y(Rxylh=y), koja se ocito mozZe
pojednostaviti na ekvivalentnu [Clx[yRxy. n
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3.3. UNIFORMNE FORMULE

U svim modalnim formulama koje ¢emo razmatrati u nastavku pojavljuju se
propozicionalne varijable, pa prijevod iz propozicije 2.9. sadrZzi univerzalne
monadske kvantifikatore drugog reda. Postavljanje odredenih restrikcija na
sintaksu modalnih formula omogu¢it ¢e nam da se tih kvantifikatora rijeSimo u
postupku koji ¢e onda rezultirati korespondentom prvog reda. Univerzalni
monadski kvantifikatori pred formulom znace da formula vrijedi za sve
podskupove okvira. No, za mnoge formule je moguée odabrati jednostavnu
instancu formule drugog reda (tj. konkretne podskupove okvira) takvu da se
valjanost na toj instanci Siri na valjanost na svim podskupovima.

Definicija 3.6.

Propozicionalna varijabla p se pojavljuje pozitivno ako je u dosegu
parnog broja negacija, a megativno ako je u dosegu neparnog broja
negacija.

Modalna formula @ je pozitivna u p (negativna u p) ako se p u ¢
pojavljuje samo pozitivno (negativno). Formula je pozitivna (negativna)
ako je pozitivna (negativna) u svakoj varijabli koja se u njoj pojavljuje.

KaZzemo da se p pojavljuje uniformno u ¢ ako se pojavljuje samo
pozitivno ili samo negativno (tj. ako je @ pozitivna ili negativna u p).
Formula je uniformna ako se sve propozicionalne varijable koje sadrzi
pojavljuju uniformno.

Svi ovi pojmovi potpuno analogno se definiraju za jezik korespondencije drugog
reda, s tim da se umjesto o pojavljivanju propozicionalnih varijabli govori o
pojavljivanju monadskih varijabli drugog reda. Oc€ito je modalna formula
pozitivna u p ako i1 samo ako je njen prijevod drugog reda pozitivan u
odgovaraju¢oj monadskoj varijabli P. Jasno, ako je ¢ pozitivna (negativna) u p,
onda je = @ negativna (pozitivna) u p.

Pojmovi iz definicije 3.6. odnose se na sintaksu formula. Sada ¢emo definirati
semanticka svojstva koja im, kako ¢emo potom dokazati, odgovaraju.

Definicija 3.7.
Neka je p propozicionalna varijabla. Kazemo da je modalna formula ¢
monotono rastuc¢a u p ako se proSirenjem valuacije od p ¢uva njena

istinitost, tj. preciznije, ako za svaki model (W,R,V), svaki svijet w 1 svaku
valuaciju V' takvu da je V(p)UV'(p) 1 V(g)=V"(q) za sve g#p, vrijedi:
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ako je (W,R,V), wi- ¢, onda je (W,R,V"), wi- .

Analogno, ¢ je monotono padajuca u p ako se suzenjem valuacije od p
cuva njena istinitost, tj. ako za svaki model (W,R,V), svaki svijet w 1 svaku
valuaciju V' takvu da je V'(p)UWV(p) i V(q)=V"(q) za sve g#p, vrijedi:

ako je (W,R,V), wi- @, onda je (W,R,V"), wi- @.

Sli¢no se definira rastu¢a i padaju¢a monotonost formule jezika korespondencije
drugog reda u monadskoj varijabli P.

Sada ¢emo dokazati vezu sintaktickih pojmova pozitivnosti 1 negativnosti sa
semantickim pojmovima monotonosti.

Lema 3.8.

Neka je ¢ formula osnovnog modalnog jezika. Tada vrijedi:
1. Ako je @ pozitivna u p, onda je monotono rastuca u p.
2. Ako je ¢ negativna u p, onda je monotono padajuca u p.

Dokaz. Obje tvrdnje dokazuju se simultano indukcijom po sloZenosti formule @.
Bez smanjenja opCenitosti mozemo pretpostaviti da se p pojavljuje u ¢ (inace je
@ ocito i pozitivna i negativna u p, a isto tako je ocito i rastuc¢a i padajuca u p, pa
tvrdnje vrijede trivijalno). Dakle, za bazu indukcije dovoljan je sluc¢aj kad je ¢
jednaka propozicionalnoj varijabli p. Tada je ¢ pozitivna u p. Za proizvoljni
model (W,R,V) 1 svijet w je (W,R,V), wikp po definiciji ako i samo ako je w u
V(p). No, za proSirenje V' odmah slijedi da je w u V'(p), dakle (W,R, V"), wiFp.
Time smo dokazali prvu tvrdnju za bazu indukcije, a druga tvrdnja vrijedi
trivijalno.

Pretpostavimo da obje tvrdnje vrijede za sve formule slozenosti manje ili
jednake n i neka je @ formula slozenosti nt1. Tada je @ jednaka -~ ¢ ¢luili Oy,
pri cemu su formule /1 U slozenosti manje ili jednake n.

1. @ = = (. Najprije, neka je @ pozitivna u p. Tada je ocito (/negativna u p, pa je
po pretpostavci indukcije ¢ padajuca u p. Treba dokazati da je ¢ rastuca u p.
Neka je (W,R,V) proizvoljni model, w svijet iz W1 V' proSirenje, tj. V(p)UV'(p).
Neka je (W,R,V), wi-¢@. Odmah slijedi da nije (W,R,V), wi- . Tada ne vrijedi ni
(W,R,V"), wiF, jer bi to bilo u kontradikciji s padaju¢om monotonos¢u od .
Sada odmabh slijedi (W,R,V"), wi-= i, tj. (W,R, V"), wiF-@, $to smo i trebali doka-
zati. U slucaju kad je ¢ negativna u p, //je pozitivna u p i dokaz ide analogno.
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2. ¢ = Yu. Neka je ¢ pozitivna u p. To znac¢i da se p pojavljuje u @ samo
pozitivno, pa se p pojavljuje samo pozitivno 1 u podformulama 1 v. Dakle, (/1
U su po pretpostavcei indukcije rastuce u p. Treba dokazati da je i ¢ rastuéa u p.
Neka je (W,R,V) proizvoljni model, w svijet iz W 1 V' valuacija takva da je
V(ip)V'(p). Neka je (W,R,V), wi-@, tj. (W,R,V), wi-(du. Po definiciji 1.3, tada
je (W.RV), wi- ili (W,R,V), wi-u. Kako su ¢ 1 U rastuée u p, slijedi da je
(W.R V"), wi-ili (W,R, V"), wiv, dakle (W,R,V"), wi- v, tj. (W,R,V"), wi-¢@. U
sluc¢aju kad je ¢ negativna u p, takve sui i Ui dokaz je analogan.

3. ¢ = 0. Neka je ¢ pozitivna u p. Tada je i ( pozitivna u p, pa je po
pretpostavci indukcije rastuc¢a u p. Neka je (W,R,V) proizvoljni model, w svijet
iz Wi V' takva da je V(p)UV'(p). Neka je (W,R,V), wi-@, tj. (W,R,V), wiFOY.
Tada postoji svijet v takav da je Rwv i (W,R,}), vI-{. Kako je ¢ rastuca u p,
slijedi (W,R,V"), vi-y, pa je (W.R,V"), w0, tj. (W,R, V"), wi-¢@. Analogno se
dokazuje slucaj kad je ¢ negativna u p. u

Isti rezultat slicno se dokazuje i1 za formule jezika korespondencije drugog reda.
Prije nego Sto pokazemo na koji na¢in se monotonost primjenjuje u dokazivanju
korespondencije prvog reda na okvirima, treba napomenuti da se na ovom
mjestu potrebno drzati sintakse formula po definiciji, tj. imati na umu kada
koristimo pokrate. Npr. formula p - Op samo je prividno pozitivna u p. Naime,
rijeC je o pokrati za = p[Kp, pa ta formula nije ni pozitivna ni negativna u p, jer
se p u njoj na prvom mjestu pojavljuje negativno, a na drugom pozitivno.

Pogledajmo sada na primjeru kako monotonost formule osigurava koresponden-
ciju prvog reda na okvirima.

Primjer 3.9.

Formula 0op korespondira na okvirima s formulom Ux[y(Rxy=0] zRyz),
tj. definira klasu okvira ¢iji svaki svijet ima sljedbenika koji nema
sljedbenika (za svijet koji nema sljedbenika kazemo da je R-terminalan).

Dokaz. Dokazujemo da 0op lokalno korespondira s Ly(Rxy[3[] zRyz). Neka je F
okvir 1 w svijet takav da je F, wi-Ogp, tj. Oop je istinita u w bez obzira na
valuaciju. Za p, promotrimo minimalnu valuaciju V,, tj. takvu da je V,.(p)=0.
Kako je 1 za nju OoOp istinita, to postoji v takav da je Rwv i Op istinita u v. To
znaci da za sve sljedbenike od v vrijedi p, no kako je valuacija od p prazna, to je
moguce samo ako v nema sljedbenike. Time smo dokazali da iz F, wi-0op
slijedi F=Dy(Rxy30 zRyz)[w].
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Obratno, pretpostavimo FEIW(Rxy[Hl] zRyz)[w], tJ. neka svijet w okvira F ima
R-terminalnog sljedbenika. Odmah slijedi da je Ogp istinita na modelima
baziranim na F takvima da je valuacija minimalna za p, tj. V,(p)=0U. No, mi
tvrdimo da je Oop valjana u svijetu w, tj. istinita za svaku valuaciju. Neka je V'
proizvoljna valuacija. Kako je ¢op pozitivna u p, to je i rastuca u p. OcCito je
V.(p)UV(p), pa tvrdnja slijedi. n

Klju¢na tocka ovog dokaza je uzimanje minimalne valuacije s koje se pozivom
na monotonost rezultat Siri na sve valuacije. Sad ¢emo vidjeti kako ovakav
argument omogucuje izracunjiv prijevod uniformne modalne formule na
korespondenta prvog reda preko prijevoda drugog reda.

U prijevodima drugog reda P uvijek sudjeluje u obliku [IPa. Valuacijom g se
varijabli P pridruZzuje konkretan podskup g(P) okvira (Sto odgovara
pridruZivanju poskupa V(p) propozicionalnoj varijabli p u modalnoj formuli
valuacijom J)). Pritom se g(P) ¢esto moze reprezentirati formulom prvog reda
koju ¢emo oznaciti sa o(P). Npr. prazan skup moze se izraziti formulom x#x.
Zatim promatramo formulu prvog reda [oO(P)/P]a koja nastaje uklanjanjem
univerzalnog kvantifikatora drugog reda iz UPa 1 supstitucijom kojom
monadsku varijablu P u a zamjenjujemo sa o(P). Kazemo da je [O(P)/Pla
instanca formule [IPa. Jasno je da istinitost formule drugog reda povlaci
istinitnost njene instance. Nas ¢e zanimati slu¢ajevi u kojima mozemo dokazati 1
obrat — da istinitost instance povlaci istinitost formule drugog reda. Ve¢ mozemo
naslutiti da ¢e to biti slucajevi u kojima se mozemo pozvati na monotonost.

Prije nego Sto iskazemo i1 dokaZzemo teorem za sve uniformne formule,
pogledajmo primjer 3.9. iz perspektive prijevoda drugog reda.

Prvi korak je izracunavanje S7,(0ap) po definiciji 2.1:
ST(0ap) = Dy(RxyUST(op)) = Ly(RxyM z(Ryz - Pz))

U drugom koraku, iz propozicije 2.9. slijedi da Oop lokalno korespondira na
okvirima s formulom drugog reda UPLy(Rxyll z(Ryz - Pz)), koja kaZze da
ST (Oop) vrijedi za sve podskupove okvira.

Tre¢i korak je uzimanje minimalne instance [O(P)/P]Ly(Rxyll z(Ryz — Pz)),
gdje o(P) izrazava minimalnu valuaciju, tj. prazan skup. Konkretno, posluzit ¢e
nam O(P)=z#z, pa dobivamo formulu prvog reda [)(Rxy[l] z(Ryz - z#z)), koja je
oCito ekvavalentna s jednostavnijom [W(Rxy[3[] zRyz). Jasno, iz istinitosti
prijevoda drugog reda slijedi istinitost njegove instance.
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I na kraju, dokazujemo obrat pozivaju¢i se na monotonost. Kako je Oop
pozitivnha u p, njen prijevod drugog reda je pozitivan u P, pa istinitost na
minimalnoj instanci povlacdi istinitost za sve podskupove. Dakle, formula prvog
reda [y(Rxy[3[] zRyz) je ekvivalentna prijevodu drugog reda formule Oop, pa je
Uy(Rxy3U zRyz) njen lokalni korespondent prvog reda na okvirima. Na kraju
jo$ samo iz propozicije 3.2. zaklju¢ujemo da je [Lx[(Rxy=[0 zRyz) globalni
korespondent.

Ovdje smo koristili sve argumente koji ¢e nam sada posluziti u dokazu
(izraCunjive) korespondencije prvog reda na okvirima za proizvoljnu uniformnu
formulu. Napomenimo jo§ samo da, kad imamo formulu negativhu u p,
uzimamo maksimalnu instancu (cijelu domenu okvira) ¢ija valjanost zbog
padaju¢e monotonosti povlaci valjanost za sve podskupove.

Teorem 3.10.

Neka je ¢ uniformna modalna formula. Tada ¢ lokalno korespondira s
formulom prvog reda a4(x) koja je efektivno izracunjiva iz ¢.

Dokaz. Prema propoziciji 2.9, ¢ lokalno korespondira na okvirima s formulom
drugog reda:
OP,...0P, ST ) (3.2)

Ovdje su Py, ..., P, monadske varijable drugog reda koje odgovaraju propozicio-
nalnim varijablama iz ¢. Dokazat ¢emo da je (3.2) ekvivalentna formuli prvog
reda, uzimanjem odgovarajucih instanci za univerzalno kvantificirane varijable
Py, ..., P,

Kako je ¢ uniformna, oc€ito je takav i njen standardni prijevod ST,(¢@). Dakle,
svaka se varijabla drugog reda u formuli pojavljuje samo pozitivno ili samo
negativno. Za varijable koje se pojavljuju samo pozitivno, uzimamo minimalnu
instancu (prazan skup), a za varijable koje se pojavljuju samo negativno
maksimalnu instancu (cijelu domenu okvira). Preciznije, za svaku varijablu
drugog reda P koja se pojavljuje u ST,(@) definiramo supstituciju o(P) ovako:

y#y, ako je ST.(¢) pozitivna u P,

o(P =
() {y =y, ako je ST.(@) negativna u P.

Pritom su s y oznacene varijable koja se u ST«(@) pojavljuju u atomarnim
podformulama oblika Py. Sada se u (3.2) supstituira ovako:

1. uklanjaju se kvantifikatori drugog reda,

2. svaka podformula oblika Py supstituira se sa a(P)(y).
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Tako se iz (3.2) dobiva instanca:
[o(P1)/Py,..., O(P,)/P,]ST(@) (3.3)

Dokazat ¢emo da je (3.3) ekvivalentna s (3.2). Jasno je da (3.2) povlaci (3.3), jer
je (3.3) njena instanca, tj. istinitost formule (3.3) ekvivalentna je istinitosti
formule ST,(@) za valuaciju koja monadskoj varijabli P; pridruZzuje prazan skup
ako je formula pozitivna u P;, a cijelu domenu okvira ako je formula negativna u
P;. Kako istinitost formule (3.2) znaci istinitost za sve valuacije, iz nje slijedi
istinitost za tu konkretnu valuaciju. Za obrat, uo¢imo da (3.3) ima jednu
slobodnu varijablu (i to x). Neka je F okvir i w svijet takav da je

F=[o(P))/Py,...,0(P,)/P,)ST(@)[w]. 3.4)

Pogledajmo formulu [O(P,)/Ps,...,0(P,)/P,]ST(@)[w], u kojoj su supstituirane
sve monadske varijable osim P;, koja se u njoj pojavljuje slobodno. Ta formula
je pozitivna ili negativna u P;. Pretpostavimo najprije da je pozitivna u P;. Tada
ocito (3.4) vrijedi ako i samo ako je [O(P,)/Ps,...,0(P,)/P,]ST(@)[w] istinita za
valuaciju koja varijabli P, pridruzuje prazan skup. No, kako za proizvoljnu
valuaciju g vrijedi da je g(P;) nadskup praznog skupa, iz leme 3.8.(1) slijedi
F=0OP[A(P,)/P,...,a(P,)/P,]1ST@)[w]. (3.5)

U drugom slucaju, tj. ako je formula negativna u Py, (3.4) vrijedi ako i samo ako
je [a(Py)/Ps,...,a(P,)/P,)ST(@)[w] istinita za valuaciju koja varijabli P;
pridruzuje cijelu domenu od F. Za proizvoljnu valuaciju g tada je g(P;) podskup
domene okvira, pa iz leme 3.8.(2) takoder slijedi (3.5).

Postupak nastavljamo induktivno. Za P, gledamo formulu dobivenu iz (3.5)
ispustanjem supstitucije od P,, tj. UP[a(P3)/Ps,...,a(P,)/P,]ST(@)[w]. U toj
formuli je P, slobodna i njena istinitost u odgovaraju¢oj valuaciji je
ekvivalentna istinitosti od (3.5). Istim argumentiranjem kao za P;, slijedi
F=0P,OP,[O(P3)/Ps,...,a(P,)/P,]ST(@)[w] itd. Tako na kraju dobivamo
F=0OP,...0P,ST(@P)[w], Sto smo i trebali dokazati.

Slijedi da je (3.3) lokalni korespondent prvog reda modalne formule ¢. Kako se
(3.3) dobiva od ¢ jednostavnim manipulacijama na sintaksi, oc¢ito je lako
napisati program koji za proizvoljnu uniformnu formulu kao rezultat daje njenog
korespondenta prvog reda. u

Iako se moze re¢i da je (3.3) oCita instanca iz Cije istinitosti slijedi valjanost (t;.
istinitost za sve podskupove) uniformne formule, ipak je bio potreban ovakav
podulji dokaz indukcijom, jer definicija monotonosti prirodno zahtijeva da
valuacija bude fiksirana u svim varijablama osim u jednoj.
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3.4. VRLO JEDNOSTAVNE SAHLQVISTOVE FORMULE

Kako smo ve¢ napomenuli, formula p - Op nije uniformna (jer je pokrata za
- plp), ali u primjeru 2.10. smo dokazali da ima korespondenta prvog reda,
koriste¢i pritom slican argument kao kod uniformnih formula — uzimanje
minimalne valuacije. No, ako promotrimo dokaz u primjeru 2.10, vidimo da se u
njemu koristi minimalna valuacija za konzekventu Op (koja je pozitivna u p)
implikacije p - Op. Sahlgvistove formule su Siroka klasa implikacija kod kojih se
moze slicno argumentirati. Radi jednostavnosti izlaganja, definirat ¢emo ih u
nekoliko koraka.

Definicija 3.11.

Vrlo jednostavna Sahlgvistova antecedenta je formula izgradena od
logickih konstanti 1 propozicionalnih varijabli, samo uz upotrebu veznika
konjunkcije [1i modalnog operatora moguénosti ©.

Vrlo jednostavna Sahlgvistova formula je implikacija ¢ — (/takva da je @
vrlo jednostavna Sahlqvistova antecedenta, a {/ pozitivna formula.

Primijetimo da je p — Op vrlo jednostavna Sahlqvistova formula. Nesto sloZeniji
primjer je, recimo, (p[K0q) — ol(pllg). Pritom treba pripaziti jer su o 1 U pokra-
te, pa je konzekventa ovog primjera po definiciji zapravo = 0-0-(=plad g), pa
su u njoj i p i ¢ u dosegu po Cetiri negacije, dakle formula je pozitivna u svim
svojim propozicionalnim varijablama.

U sljede¢em teoremu opisat ¢emo algoritam koji izracunava korespondenta
prvog reda proizvoljne vrlo jednostavne Sahlqvistove formule. Njegov dokaz
klju¢an je za razumijevanje Sahlqvistove korespondencije i1 sva daljnja
proSirenja bit ¢e samo elaboriranje ideja koje ¢emo ovdje predstaviti. Kao i kod
uniformnih formula, polazimo od prijevoda drugog reda. No, prije preciznog
iskaza 1 dokaza teorema, ideju ¢emo predstaviti na primjerima.

Po¢nimo s formulom p - Op. U primjeru 2.10. dokazali smo da ona definira
refleksivnost, no sad ¢emo pokazati da se ta korespondencija moze izvesti iz
sintakse te formule, odnosno njenog prijevoda drugog reda. Njega smo veé
izraCunali — to je formula (3.1). No, ovdje polazimo od lokalnog korespondenta
OP(Px — Dy(Rxy[IPy)). (3.6)

Kod uniformnih formula ovdje se uzimao prazan skup ili cijela domena kao
minimalna, odnosno maksimalna instanca koja formulu ¢ini istinitom, $to se
potom Sirilo zbog monotonosti na sve podskupove. Kod Sahlqvistovih formula
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uzima se minimalna instanca koja antecedentu ¢ini istinitom. U naSem primjeru
je za (3.6) potrebna minimalna instanca za koju je Px istina. Potrebna
supstitucija je o(P)(z) := z=x, gdje je z bilo koja varijabla koja se u prijevodu
drugog reda pojavljuje u podformulama oblika Pz. Uklanjanjem kvantifikatora
drugog reda 1 supstitucijom dobivamo formulu x=x — [J(RxyLl=x), koja se ocito
moze joS pojednostaviti na ekvivalentnu Rxx.

Treba dokazati da su formule (3.6) i Rxx ekvivalentne. Iako to odmah slijedi iz
primjera 2.10. 1 propozicije 2.9. (jer su obje lokalni korespondenti formule
p-9p), ovdje ¢emo dati direktan dokaz, kako bismo ilustrirali strategiju
dokazivanja za proizvoljnu vrlo jednostavnu Sahlqvistovu formulu. Neka je F
okvir i w svijet takav da je FE=LP(Px - y(RxyPy))[w]. To znaci da za svaki
podskup okvira kojem je w element (pa tako i za minimalni takav podskup {w})
mora postojati svijet v takav da je Rwv i v je element tog podskupa. No, u
minimalnom slucaju to onda znaci da je v jednak w i da vrijedi Rww, tj.
FERxx[w]. To je laksi smjer (raspisali smo ga radi ilustracije; zapravo je
dovoljno konstatirati da je Rxx instanca formule (3.6)), koji pokazuje da je nasa
supstitucija na pravi nacin reprezentirala minimalnu valuaciju — jednoc¢lan skup.

Obratno, pretpostavimo FERxx[w] i dokazimo FE=UP(Px - Ly(Rxy[IPy))[w], tj.
dokazimo F&=Px - U(RxyLIPy)[w] za proizvoljnu valuaciju g koja varijabli x
pridruzuje svijet w. Treba dokazati da iz FE=Px[w] slijedi F=Ly(RxyLIPy)[w], tj.
da postoji svijet v takav da je F=(RxyPy)[w,v]. No, F=Px[w] znaci da je w u
podskupu g(P), pa iz FERxx[w] slijedi da za v mozemo uzeti baS w, tj.
F=(RxyLPy)[w,w].

Dakle, iz minimalnosti instance za koju je antecedenta istinita slijedi tvrdnja, jer
je konzekventa pozitivha, pa se istinitost na minimalnoj instanci S$iri po
monotonosti na sve podskupove. Pogledajmo sada jedan malo sloZeniji primjer.

Primjer 3.12.

Vrlo jednostavna Sahlqvistova formula
Op - O0p (3.7)

korespondira s formulom prvog reda [Ux[ly(Rxy— [(Rxz[IRzy)), tj.
definira gustocu.

Dokaz. Dokazat ¢emo da (3.7) lokalno korespondira sa [y(Rxy — [lz(Rxz[1Rzy)).
Najprije izracunajmo (lokalni) prijevod drugog reda LIPST,(Op — O0p).
OPST,(0p - 00p) = OP(ST, (9p) — ST, (00p))

=UPOy(Rx Py U z(Riz ST.(Op)))
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=0PCy(Rxy) Py U z(R¥d  z(Rzz;, Pz))
Ovdje se prije instancijacije formula sreduje kako bi se izbjegla kvantifikacija

unutar antecedente. Primjenom ekvivalencije (ka(x)- 0 o Ox(a(x)- D),
dobivamo formulu

0P y(Rb By z(Rkt  z,(Rzz;, Pz))). (3.8)
Sada koristimo supstituciju o(P)(u) := u=y, gdje je u bilo koja varijabla koja se
pojavljuje u podformulama oblika Pu. Dobivamo

y(Rod 3 » U z(RkE] z(Riz= z y))), Sto se moze pojednostaviti na
y(Rxy— U z(Rxzl  Rzy)).

Time smo pokazali da je formula gustoe instanca prijevoda drugog reda
formule (3.7). Preostaje dokazati obrat, tj. da istinitost te instance povlaci
istinitost za sve podskupove. No, opet je supstitucija odabrana tako da je
instanca minimalna za koju je antecedenta istinita, pa iz pozitivnosti
konzekvente slijedi tvrdnja.

Preciznije, dokazimo da FEUy(Rxy - [Z(Rxz[IRzy))[w] povlac¢i da je (3.8)
istinita na F za valuaciju koja varijabli x pridruzuje svijet w. Kako su obje
formule kvantifikacirane sa [y, trebamo dokazati da za proizvoljni svijet v iz
FERxy - Lz(RxzLIRzy)[w,v] slijedi

F=UOP(Rxy[Py — [E(Rxz[ zy(Rzz,[Pzy))[w,v], 1.

F=(RxyUPy - [E(Rxz[D z;(Rzz,[UPz,)))[w,v] za svaku valuaciju g takvu da je
g)Ewigy)=v.

Neka je FE=(Rxy[IPy)[w,v]. To znaci da je v u g(P) 1 vrijedi Rwv. Iz pretpostavke
FERxy - Lz(Rxz[IRzy)[w,v] slijedi F=LE(Rxz[1Rzy)[w,v], tj. postoji svijet u takav
da je Rwu i Ruv. No, kako je v u g(P), odmabh slijedi Fi=(Rzz,[0Pz))[u,v], dakle
Felk(Rzz,UPz)))[u], pa iz Rwu slijedi FE(Rxz[IIz(Rzz,UPz))[w,u], dakle
FELE(RxzD z,(Rzz,[IPz,))[w], Sto smo 1 trebali dokazati. |

U ovom primjeru koriste se gotovo sve ideje iz dokaza sljedeceg teorema, u
kojem dokazujemo korespondenciju prvog reda za sve vrlo jednostavne
Sahlqgvistove formule.

Teorem 3.13.

Neka je X = ¢ — ¢ vrlo jednostavna Sahlqvistova formula. Tada X lokalno
korespondira s formulom prvog reda ay(x) koja je izraCunjiva iz X.
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Dokaz. Prema propoziciji 2.9, X lokalno korespondira s UP;...LHP,ST.(X), t].
OP;...0P,(ST(P) - ST.(¢)). Prema pretpostavci, ST,(Y) je pozitivna, pa ¢emo je
radi lakSeg razumijevanja oznaciti s POS. Dakle, imamo prijevod oblika
OP,...0P,(ST(p) - POS) (3.9)

1. korak. ST(@®) je prijevod vrlo jednostavne Sahlqvistove antecedente, u kojoj
su pojavljivanja modalnog operatora mogucnosti reprezentirana egzistencijalnim
kvantifikatorima. Kako bismo mogli uzimati odgovarajuce instance, kvanti-
fikatore iz antecedente trebamo izvuéi ispred glavne implikacije. To ¢inimo
koristeci ekvivalencije

(ka()P) - (ax)Up i (kalx)-P) - Ux(ax)- P),

koje su, lako se vidi, valjane za sve formule a i B1 za svaku varijablu x, pod
uvjetom da se x ne pojavljuje slobodno u £. Standardni prijevod je definiran tako
da se kod svake primjene kvantifikacije uzima nova varijabla, pa se ove
ekvivalencije mogu koristiti za preformuliranje (3.9). Za to su nam dovoljne ove
dvije formule, jer se u vrlo jednostavnoj Sahlqvistovoj antecedenti pojavljuje
samo veznik [l Za njega koristimo prvu ekvivalenciju, dok nam je druga
potrebna za izvlacenje kvantifikatora ispred glavne implikacije (primijetimo da
nam prva ekvivalencija nije bila potrebna u primjeru 3.12, jer se u antecedenti
formule (3.7) ne pojavljuju konjunkcije). Prvi korak rezultira formulom oblika

0p,...0P,Ox,...0x,(RELCAT - POS), (3.10)

gdje je REL konjunkcija podformula oblika Rx;x;, a AT konjunkcija podformula
oblika Px; (u primjeru 3.12. je REL = Rxy, a AT = Py).

2. korak. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da se svaka varijabla
drugog reda P koja se pojavljuje u konzekventi POS, takoder pojavljuje i u
antecedenti RELLJAT (u suprotnom je (3.10) pozitivha u P, pa je primjenom
supstitucije o(P)(y) := y#y prema dokazu teorema 3.10. mozemo svesti na
ekvivalentnu formulu u kojoj se P ne pojavljuje).

Neka je P; varijabla drugog reda koja se pojavljuje u (3.10) i neka su
Px,,..,Bx, sva pojavljivanja od P; u antecedenti od (3.10), dakle u AT.
Definiramo supstituciju:

o(P)y)=(y=x, 0.0 7 x),

gdje je y bilo koja varijabla koja se u (3.10) pojavljuje u podformulama oblika
Py.
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Primijetimo da je o(P;) minimalna instanca za koju je antecedenta istinita.
Preciznije, u antecedenti REL[IAT se kao slobodne varijable pojavljuju
X, X1....X,. Za svaki okvir F i za sve svjetove w,w;...,w,, tada vrijedi:

ako je F=AT[w,w,...,w,], onda F=EL(A(P;)(y) - Py)[w,wi...,W] (3.11)

U kombinaciji s pozitivno$¢u konzekvente Sahlqvistovih formula, (3.11) daje
klju¢ za razumijevanje zasto Sahlqvistove formule imaju korespondente prvog
reda.

3. korak. Sada supstituiramo oO(P;) za svako pojavljivanje od P; u (3.10) i
briSemo univerzalne kvantifikatore drugog reda. Dobivamo formulu oblika
[O(P))/Py,..., O(P,)/P,]Ux,...0x,(RELUAT - POS).

Primijetimo da se u REL ne pojavljuju monadske varijable drugog reda. Osim
toga, zbog izbora supstitucije, [O(P,)/Py,..., O(P,)/P,]JAT je trivijalno istinita.
Zbog toga dobivamo ekvivalentnu formulu oblika

[x,...0x,(REL = [G(P,)/P,,..., O(P,)/P,]POS) (3.12)

Zbog pretpostavke da se sve varijable drugog reda P iz konzekvente pojavljuju i
u antecedenti, (3.12) je formula prvog reda. Preostaje dokazati da je ona
ekvivalentna s (3.10). Prva implikacija je ocita jer je (3.12) instanca od (3.10).
Za obrat, pretpostavimo da su (3.12) i antecedenta od (3.10) istinite i dokazimo
da je konzekventa od (3.10) istinita. Preciznije, pretpostavimo
F=lx,...0x,(REL - [a(P,)/Py,..., O(P,)/P,JPOS) i

FERELOAT[w,w,...,w,,].

Odmah slijedi F=[a(P,)/P;,...,0(P,)/P,]JPOS[w,w;...,w,,]. Kako je POS pozitiv-
na, ona je i rastuca u svakoj varijabli P, pa iz (3.11) slijedi
FEPOS[w,w;...,w,], Sto smo 1 trebali dokazati.

Jasno je da se svi koraci na sintaksi polazne formule mogu jednostavno
1sprogramirati. |

Pogledajmo sada jo§ neke klasicne primjere modalno definabilnih svojstava
relacija.

Primjer 3.14.

Formula
p -o0p (3.13)

definira simetricnost, tj. korespondira s formulom [lx[Iy(Rxy — Ryx).
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Dokaz. Ocito je (3.13) vrlo jednostavna Sahlqvistova formula. Izracunajmo
najprije njen (lokalni) prijevod drugog reda.
DP(STp) - ST(olp)) =0P(Px— U y(Rxp ST, (0p))

=UP(Px- U y(Rxy» U z(RE Pz))
Nema kvantifikatora u antecedenti, pa odmah mozemo primijeniti supstituciju
O(P)(u) := u=x. Dobivamo
x=x - y(Rxy-» Uz(REl = x))
Antecedenta je trivijalno istinita, a konzekventu jo§ moZemo pojednostaviti i
dobivamo [y(Rxy— Ryx). Prema teoremu 3.13, to je lokalni korespondent
formule (3.13). Sada iz propozicije 3.2. slijedi da je formula simetri¢nosti
[kl y(Rx»  Ryx) njen globalni korespondent. [

Primijetimo da iz primjera 2.10, 2.11. 1 3.14. sada slijedi da mozemo napisati
alternativnu definiciju relacije ekvivalencije:

Neka je W neprazan skup i R binarna relacija na W. Kazemo da je R relacija
ekvivalencije ako su na okviru (W,R) sljede¢e formule valjane:

. p - Op

2. 00p - Op

3. p -o0p.

Sliénu definiciju za parcijalni uredaj ne mozemo napisati, jer antisimetri¢nost
nije modalno definabilna. Naime, slicno kao u primjeru 2.15, dokazuje se da
antisimetri¢nost opcenito nije sacuvana u slici surjektivnog ograni¢enog
morfizma, koja ¢uva valjanost modalnih formula.'?

Za sljedeci primjer, kazemo da je relacija euklidska ako za svaki svijet w vrijedi
da su svaka dva svijeta dostiziva iz w ujedno 1 medusobno dostiziva.

Primjer 3.15.

Formula
Op —olp (3.14)

korespondira s formulom [UxUyUz(RxyURxz - Ryz), tj. definira klasu
okvira Cija je relacija dostizivosti euklidska.

Dokaz. Jasno, (3.14) je vrlo jednostavna Sahlqvistova formula. Izra¢unajmo
njenog lokalnog korespondenta drugog reda.

12 Kako smo veé napomenuli, definicija ograni¢enog morfizma, kao i drugih invarijanti, moze se vidjeti
u knjizi [1]. Teorija modela i okvira sustavno je izlozena i u [7], gdje se moze vidjeti i dokaz da
antisimetri¢nost nije modalno definabilna (str.15).
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LP(ST«(Op) - ST(0p)) = UPU y(Rxid Py U z(Rxz ST, (Op))
=UPOy(Rxyl Py O z(Rxl  z(Rezy  Pz))))

Najprije kvantifikator iz antecedente izvlac¢imo ispred glavne implikacije:

LR y(Ry P z(Rxil  z(Bzz,  Pz))).

Supstituiramo o(P)(u) := u=y. Dobivamo

y(Rod 3 »» U z(Rxel z(RzZ, =z »))), Sto pojednostavljujemo na

y((Rxy— U z(Rxz  Rzy).Ova formula je ocito ekvivalentna s

[yl z(Rbl  Rxz  Rzy). Iz teorema 3.13. i propozicije 3.2. slijedi da (3.14)

korespondira na okvirima sa [Ikl[} z(Rdy Rxz Rzy). Konjunkcija je

komutativna, pa nije bitno §to smo u konzekventi dobili Rzy, a ne Ryz. n

Kazemo da relacija ima svojstvo jedinstvenosti ako za svaki svijet w vrijedi da
su svaka dva svijeta dostiziva iz w medusobno jednaka.

Primjer 3.16.

Formula

Op -»ap (3.15)
korespondira s formulom Ux[y[z(Rxy[URxz-y=z), tj. definira klasu
okvira €ija relacija dostiZivosti ima svojstvo jedinstvenosti.

Dokaz. Lokalni prijevod drugog reda formule (3.15) je

UP(ST(Op) - ST(ap)) = UP(LW(RxyUPy — Uz(Rxz — Pz)).

Izvlacenjem kvantifikatora dobivamo

OPUy((RxyIPy) — [z(Rxz — Pz)). Supstitucijom o(P)(u) := u=y dobivamo
Oy((Rxylhy=y) - Uz(Rxz - z=y)). To se lako pojednostavljuje na

Uylz(RxyURxz —» y=z), pa iz teorema 3.13. 1 propozicije 3.2. slijedi tvrdnja. m
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3.5. JEDNOSTAVNE SAHLQVISTOVE FORMULE

Kao $to smo vidjeli iz niza primjera, ve¢ 1 vrlo jednostavni fragment
Sahlqvistovih formula izrazava brojna vazna svojstva relacija. U nastavku ¢emo
vidjeti koliko se jo§ mozZe proSiriti klasa formula na koje se moze primijeniti
sli¢no argumentiranje — uzimanje minimalne instance antecedente.

Definicija 3.17.

Formula osnovnog modalnog jezika zove se O-atom ako je oblika
O0...00p, gdje je p propozicionalna varijabla. Takvu formulu, u kojoj se
operator nuznosti pojavljuje £>0 puta, skrac¢eno oznaCavamo s gOp. Za
k=0, o-atom je formula p.

Dogovorno se ponasamo kao da je o, modalni operator, pa se u skladu s tim
uvodi 1 oznaka R, za, uvjetno refeno, odgovaraju¢i binarni relacijski simbol
jezika korespondencije. Zapravo je Rixy samo pokrata formule

Dy1(Roey [0 yo(Ry 2 [0 y3(Ryoys UL Myt (Ryieoy 11 LRyg1p).--.))).

Uoc¢imo da se uz ovu pokratu prijevod O-atoma 0,p moZe napisati analogno
standardnom prijevodu formule op, tj. kao Uy(Rixy — Py).

Za k=0, Roxy oznaCava formulu x=y, kako bi se zadrzala analogija prijevoda.
Naime, standardni prijevod formule p je Px, no to je ocCito ekvivalentno nesto

kompliciranijem [ly(x=y — Py).
Definicija 3.18.

Jednostavna Sahlgvistova antecedenta je formula izgradena od logickih
konstanti 1 O-atoma, samo uz upotrebu veznika konjunkcije [11 modalnog
operatora mogucénosti ©.

Jednostavna Sahlgvistova formula je implikacija ¢ -  takva da je ¢
jednostavna Sahlqvistova antecedenta, a {/ pozitivna formula.

Uo¢imo da je jedina izmjena u odnosu na definiciju vrlo jednostavnih
Sahlqvistovih formula (definiciju 3.11) koriStenje svih C-atoma, a ne samo
propozicionalnih varijabli, u izgradnji antecedente. U dokazu da svaka
jednostavna Sahlqvistova formula ima izracunjivog korespondenta prvog reda
na okvirima treba, dakle, samo pokazati da nam O-atom u antecedenti nece
onemoguciti uzimanje minimalne instance, a u tu svrhu treba definirati
odgovarajucu supstituciju.
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Teorem 3.19.

Neka je X = @ ¢ jednostavna Sahlqvistova formula. Tada X lokalno
korespondira s formulom prvog reda ay(x) koja je izraunjiva iz X.

Dokaz. Kao u dokazu teorema 3.13, polazimo od prijevoda drugog reda
OP,...0P,(ST(p) - POS) (3.16)

1. korak. Izvla¢imo egzistencijalne kvantifikatore (koji predstavljaju prijevod
operatora mogucnosti) iz antecedente jednako kao u dokazu teorema 3.13, $to
rezultira formulom oblika

0P;...00P,Ox;...0x,(RELCBOX-AT - POS), (3.17)
gdje je REL, kao i prije, konjunkcija podformula oblika Rxx;, a BOX-AT je
konjunkcija prijevoda o-atoma, tj. podformula oblika Ly(Rx;y — Py).

2. korak. Neka je P; varijabla drugog reda koja se pojavljuje u (3.17) i neka su
T(x; )., 7 (x, ) prijevodi svih o-atoma u antecedenti formule (3.17) u kojima

se pojavljuje P;, tj. 77 su podformule oblika Dy(R,j X, Y= Py).

Sada definiramo supstituciju

o(P)(y)=(Rx,y 0.0 R x, ), gdje je y bilo koja varijabla koja se u (3.17)
pojavljuje u podformulama oblika Py. Primijetimo da su u slucaju /=0
podformule le X, ¥ jednake X, =V, tj. ova supstitucija se podudara s onom iz

teorema 3.13. u slucaju trivijalnog o-atoma.

Lako se vidi da se ovom supstitucijom dobiva minimalna instanca za koju je
antecedenta istinita, pa je ostatak dokaza jednak dokazu teorema 3.13, osim S$to
svako pojavljivanje AT treba zamijeniti s BOX-AT. u

Primjer 3.20.

Formula osnovnog modalnog jezika
op »odp (3.18)

korespondira s formulom prvog reda OxOyOz((RxyORyz) — Rxz)."

Dokaz. Lokalni prijevod drugog reda formule (3.18) je
UP(ST«(op) - ST(oop)) = UP(Uy(Rxy — Py) - Lz(Rxz - Uzi(Rzz, - Pz1))).

" Formula (3.18), dakle, takoder definira tranzitivnost, kao i formula (2.2) iz primjera 2.11. Stoga je
ovo ujedno i primjer da razliCite modalne formule mogu definirati istu klasu okvira. Formula (3.18)
predstavlja uobicajen modalni izraz za tranzitivnost u literaturi, npr. u [6], kad se u definiciji abecede
modalnog jezika navodi operator nuznosti, dok se operator mogucnosti definira kao pokrata.
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U antecedenti nema operatora mogucénosti, pa odmah moZemo primijeniti
supstituciju iz dokaza teorema 3.19. U ovom slufaju imamo samo jednu
propozicionalnu varijablu i samo jedan b-atom Op, odnosno njegov prijevod
Uy(Rxy — Py). Supstitucija je, dakle, o(P)(u) := Rxu. Dobivamo

Uy(Rxy — Rxy) —» Uz(Rxz - Uz, (Rzz, - Rxz)). OCito je ovdje antecedenta trivijal-
no istinita, pa se formula pojednostavljuje na [z(Rxz — [1z1(Rzz, - Rxz;), §to je
ocito ekvivalentno s [z[lz,((Rxz[IRzz,) - Rxz;), pa primjenom propozicije 3.2.
slijedi tvrdnja. u

Za sljedeci primjer, kazemo da je relacija konvergentna ako za svaki svijet w
vrijedi da svaka dva svijeta dostiZiva iz w imaju zajedni¢kog sljedbenika.

Primjer 3.21.

Formula osnovnog modalnog jezika
¢op —»olp (3.19)

korespondira s formulom prvog reda [x[yz(Rxy[Rxz — [k (Ryz,[IRzz,),
tj. definira konvergentnost.

Dokaz. Polazimo od prijevoda drugog reda

DP(ST(Oop) ~ ST(olp)) = UP(Ly(RxyLIST\(ap)) — Uz(Rxz - STAOp))) =
UP(y(Rxyll zi(Ryzy - Pz,)) - Uz(Rxz — [Ey(Rzz,[1Pzy))).

U prvom koraku izvla¢imo egzistencijalni kvantifikator i dobivamo
DPDy((nyDI’ Zl(RyZl —>PZl)) - DZ(RXZ — &z(RZszpZz))).

Jedini prijevod o-atoma u antecedenti je [Uz(Ryz;— Pz;), pa supstituiramo
O(P)(u) := Ryu i dobivamo

Uy((RxylD z1(Ryz; —» Ryz1)) - z(Rxz — [E(Rzz,[1Ryz;))) 1 pojednostavljujemo na
Uy(Rxy — Uz(Rxz — [Ey(Rzz,[1Ryz,))), §to je ekvivalentno s

OyOz((RxyURxz) — [Ey(Rzz,[0Ryz;)) 1 tvrdnja slijedi. =
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3.6. SAHLQVISTOVE FORMULE

U definiciji vrlo jednostavnih i1 jednostavnih Sahlqvistovih formula, antecedente
se formiraju na nacin da omogucuju nalaZzenje minimalne instance za koju su
istinite, a konzekvente su pozitivne, S§to omogucluje Sirenje istinitosti s
minimalne na sve instance. Ista ideja stoji i iza definicije cijele Sahlqvistove
klase. Vidjet ¢emo da se uz o-atome u izgradnji antecedente mogu koristiti i
negativne formule, a uz konjunkciju i disjunkcija. Od tako dobivenih implikacija
sve Sahlqvistove formule slazu se primjenom operatora nuznosti i veznika
konjunkcije i disjunkcije. Evo i precizne definicije.

Definicija 3.22.

Sahlgvistova antecedenta je formula osnovnog modalnog jezika izgradena
od logickih konstanti, o-atoma 1 negativnih formula, uz upotrebu veznika
konjunkcije [, disjuncije [1i modalnog operatora moguénosti ¢.

Sahlgvistova implikacija je formula ¢ - ( takva da je ¢ Sahlqvistova
antecedenta, a {/pozitivna formula.

Sahlqgvistova formula je formula sastavljena od Sahlqvistovih implikacija
slobodnom primjenom operatora nuznosti 0O i veznika konjunkcije [, te
primjenom disjunkcije samo medu formulama koje nemaju zajednickih
propozicionalnih varijabli.

Prije nego dokaZzemo da svaka Sahlgvistova formula ima izracunjivog
korespondenta prvog reda, razmotrimo ograniCenja te klase formula. Naime,
kako su o, [Ji — pokrate, moZe ostati pomalo nejasno koje formule osnovnog
modalnog jezika nisu Sahlqvistove. Pogledajmo npr. Loébovu formulu
O(gp - p) - 0p (primjer 2.12). Njena konzekventa jest pozitivna formula, ali
antecedenta 0O(oOp —p), kada raspiSemo implikaciju jednaka o(-oplp), ne
zadovoljava definiciju Sahlqvistove antecedente, jer iako je negativna formula
- Op povezana s O-atomom p veznikom [, na tako formiranu - opllp djeluje
operator nuznosti, S§to je tipicna zabranjena kombinacija u antecedenti
(disjunkcija u dosegu operatora nuznosti).

Druga tipi¢na zabrana je operator moguénosti u dosegu operatora nuznosti.'*
Formula O0op - o0p iz primjera 3.21. je Sahlqvistova jer je konzekventa oOp
pozitivna, a antecedenta je dobivena djelovanjem operatora ¢ na C-atom Op.

" Pozitivno (konstruktivno) intonirana definicija Sahlqvistovih formula u ovom radu analogna je
definiciji iz [1], koja se odnosi na opéenito definiran modalni jezik. U literaturi postoje ekvivalentne
definicije u kojima se Sahlqvistove formule definiraju negativno, preko spomenutih tipi¢nih zabrana.
Takva je i definicija u originalnom Sahlqvistovom radu [10].
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Medutim, obratna implikacija 00p — 0op nije Sahlqvistova, jer u antecedenti
operator 0 djeluje na Op, Sto znaci da O nije ni u O-atomu, niti u negativnoj
formuli, $to su dozvoljene mogucénosti iz definicije 3.22.

Sljede¢a lema svodi problem korespondencije s proizvoljne Sahlqvistove
formule na Sahlqvistovu implikaciju.

Lema 3.23.

Neka su ¢ i (¢ formule osnovnog modalnog jezika, a a i [ formule jezika

korespondencije prvog reda. Tada vrijedi:

1. Ako su @i a(x) lokalni korespondenti, onda su o;¢ i Ly(Rxy - [y/x]a)
lokalni korespondenti.

2. Ako ¢ lokalno korespondira s @ i ¢ lokalno korespondira s £, onda
@l lokalno korespondira s allg.

3. Ako ¢ lokalno korespondira s a'i /lokalno korespondira s £, pri ¢emu
@ i ¥ nemaju zajednickih propozicionalnih varijabli, onda @l
lokalno korespondira s allg.

Dokaz. 1. Neka su ¢ i a(x) lokalni korespondenti, tj. za svaki okvir i za svaki
svijet vrijedi: F, wi-¢ ako i samo ako Fi=a[w]. Treba dokazati da je F, wi-0,¢
ako 1 samo ako FELy(Rxy — [y/x]a)[w].

Po definiciji 1.4, F, wi-0,¢ ako i samo ako M, wi-0,¢ za svaki model M baziran
na F, no to prema propoziciji 2.2. vrijedi ako i samo ako MI-ST(0,@)[w] za
svaki model M baziran na F. Kako je ST(0¢)=Uy(Rixy — ST,(9)), slijedi da je
F, wi-O¢ ako i samo ako MI-Uy(Rexy — ST(@))[w] za svaki model M baziran
na F.

Po definiciji istinitosti u logici prvog reda, Mi-Oy(Rxy — ST,(¢))[w] znaci da za
svaki svijet v vrijedi: ako vrijedi Rywv, onda je MIFST(@)[v], Sto je zbog
propozicije 2.2. ekvivalentno s M, vi-¢@.

No, kako Rywv ne ovisi o izboru modela M, slijedi da je F, wi-o,¢ ako i samo
ako za svaki svijet v iz Rywv slijedi F, vi-¢@. Kako je F, vi-¢ ako i samo ako
FE=alv], slijedi tvrdnja.

2. Neka ¢ lokalno korespondira s a i ¢ lokalno korespondira s [ Tada su
sljedece tvrdnje oc¢ito medusobno ekvivalentne:
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F, wi- @Oy

M, wi- @0y za svaki model M baziran na F

M, wiF@ 1 M, wi  za svaki model M baziran na F
F,wkF@iF, wky

Fe=a[w]i FEGw]

F=algw].

3. Imamo analogni niz ekvivalentnih tvrdnji:

F, wi- @Oy

M, wiF @[y za svaki model M baziran na F

M, wi- @ ili M, wiF ¢ za svaki model M baziran na F
F,wi-@ili F, wi-y

F=alw] ili FEgw]

Fe=algw].

Treba, medutim, napomenuti da u ovom slu¢aju nije tako oc€ita ekvivalentnost
trece 1 Cetvrte tvrdnje. Treca jasno slijedi iz Cetvrte, no obrat ne mora vrijediti
ako nije zadovoljena pretpostavka da formule ¢ i ¢/ nemaju zajednickih
propozicionalnih varijabli. Naime, u svakom modelu baziranom na F mogla bi
biti istinita jedna od tih formula, a da nijedna od njih nije valjana."” DokaZzimo
stoga detaljnije da tre¢a tvrdnja povlaci Cetvrtu.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje modeli M=(F,}) i M' =(F, V") bazirani na F
takvi da ¢ nije istinita u w na M, a ¢/ nije istinita u w na M'. Neka je M" =(F,}"")
model takav da je V'"(p)=V(p) za svaku propozicionalnu varijablu p koja se
pojavljuje u @ i V'"(q)=V'(q) za svaku propozicionalnu varijablu ¢ koja se
pojavljuje u . Kako @i ( nemaju zajednickih propozicionalnih varijabli, M" je
dobro definiran model na kojem ni ¢ ni ¢/ nisu istinite u w. No, tada ni @I nije
istinita u w na M", $to je u kontradikciji s pretpostavkom. n

Teorem 3.24.

Neka je X Sahlgvistova formula. Tada X lokalno korespondira s formulom prvog
reda a,(x) koja je 1zraCunjiva 1z X.

Dokaz. Prema lemi 3.23, dovoljno je dokazati tvrdnju za Sahlqvistove
implikacije. Neka je stoga X = ¢ — , pri ¢emu je @ Sahlqvistova antecedenta, a
 pozitivna. Polazimo od prijevoda drugog reda [IP;...00P,(ST(@) - ST()).

'® Jednostavan primjer takve situacije je valjana formula p& p. U svakom svijetu svakog modela
istinito je p ili =p, no nijedna od te dvije formule nije valjana.
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1. korak. Kao 1 u dokazima teorema 3.13. 1 3.19, izvlaimo egzistencijalne
kvantifikatore (koji su prijevod operatora moguénosti) ispred glavne implikacije.
No, kako se u Sahlqvistovoj antecedenti uz [ koristi i [1 uz dosad koriStene
ekvivalencije (iste kao u dokazu teorema 3.13), trebat ¢emo i ove:

(et -y) « (a-yUB-y) i

O...(a0p) - (O...add ...5),

kako bismo se rijesili disjunkcija.

Iz ovih (ocito valjanih) ekvivalencija slijedi da prijevod drugog reda moZemo
preoblikovati u konjunkciju formula oblika
0P,...0~P,Ux;...0x,(RELOBOX-ATLINEG - ST()), (3.20)
gdje su REL 1 BOX-AT, kao 1 prije, konjunkcije podformula oblika Rxgx;
odnosno prijevoda O-atoma, a NEG je konjunkcija prijevoda negativnih
formula, pa je stoga i sama negativna.

Zbog leme 3.23.(2), dovoljno je dokazati da svaka formula oblika (3.20) ima
ekvivalentnu formulu prvog reda. Pritom koristimo (o¢ito valjanu) ekvivalenciju
((aLNEG) - f) « (a- (B3 NEG)),

gdje je -NEG pozitivna formula (jer je negacija negativne). Pomocu te
ekvivalencije (3.20) postaje

pri ¢emu je POS pozitivna formula (jer je disjunkcija dviju pozitivnih), pa
dolazimo u istu situaciju kao pred 2. korak u dokazu teorema 3.19. Tvrdnja
stoga slijedi primjenom ostatka tog dokaza. u

Razmotrimo sada jo§ par primjera.
Primjer 3.25.

Formula osnovnog modalnog jezika
o(p - 9p) (3.21)
korespondira s formulom prvog reda Llx[y(Rxy — Ryy).

Dokaz. Prema primjeru 2.10, formula p — Op lokalno korespondira s formulom
Rxx. Iz leme 3.23.(1) slijedi da formula (3.21) lokalno korespondira sa
Uy(Rxy — Ryy), pa tvrdnja slijedi iz propozicije 3.2. u

Primjenom operatora nuznosti na formulu refleksivnosti tako smo dobili
svojevrsnu pomaknutu refleksivnost — svojstvo da je svaki svijet refleksivan ako
je neciji sljedbenik. Za ovaj primjer trebala nam je samo lema 3.23, pa evo i
jedan nesto sloZeniji, koji zahtijeva primjenu teorema 3.24.
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Primjer 3.26

Formula
(pO0=p) - Op (3.22)
korespondira s formulom prvog reda Ulx[y(Rxy[k#y — Rxx).

Dokaz. Prijevod drugog reda formule (3.22) je

OP(PxD y(RxyE Py) - [k(Rxz[Pz)).

Ovdje je Px prijevod o-atoma p, a [y(Rxyld Py) je prijevod formule 0-p, u
kojoj operator moguénosti djeluje na negativhu formulu -p. Prvi korak je
izvlaCenje egzistencijalnog kvantifikatora (prijevoda operatora mogucnosti)
ispred glavne implikacije. Dobivamo

UOPUy(PxURxyl4 Py — [E(Rxz[1Pz)). To je formula oblika (3.20), pri ¢emu je
BOX-AT = Px, REL = Rxy i NEG = = Py. Sada prebacujemo NEG u konzekven-
tu 1 dobivamo

UOPUy(Px[Rxy — Pyllll z(Rxz[Pz)). Sada je POS = Pylll] z(Rxz[1Pz).

Kako imamo samo jedan i to trivijalni o-atom, potrebna supstitucija je

O(P)(u) := u=x. Dobivamo

Oy(x=xURxy — y=x[ll] z(Rxz[k=x)), §to se pojednostavljuje na

Uy(Rxy — y=x[IRxx) ili, ekvivalentno, [ly(Rxy[k#y — Rxx). u

Iza dokaza teorema 3.13, 3.19. 1 3.24, kao 1 svih razmotrenih primjera, koji
pokazuju kako funkcionira algoritam prevodenja Sahlqvistovih formula na
korespondente prvog reda, stoji jedna ideja — u minimalnoj instanci koja
antecedentu Cini istinitom, prikladnom supstitucijom prevesti monadske
varijable drugog reda na izraze prvog reda. Korespondenciju potom osigurava
pozitivnost konzekvente.
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4. UMJESTO ZAKLJUCKA — OBRAT, PROSIRENJA, POTPUNOST

Ovdje ¢emo navesti rezultate koji odreduju mjesto Sahlqvistovih formula u
teoriji korespondencije, odnosno, pokuSat ¢emo dati odgovore na pitanja moze li
se odrediti klasa formula prvog reda koje korespondiraju sa Sahlqvistovim
formulama, zatim moze li se Sahlqvistova klasa prosiriti uz zadrzavanje dobrih
svojstava, te kakvi se aksiomatski sistemi dobivaju dodavanjem Sahlqvistovih
formula sistemu K. Dokazi ovih rezultata nadilaze okvire ovog rada, pa ¢emo ih
samo ukratko navesti kako bismo zaokruzili pricu.

Teorem 4.1. (Chagrova)

Nije odluc¢ivo ima li proizvoljna formula osnovnog modalnog jezika
korespondenta prvog reda.'®

Ovaj smo rezultat ve¢ naveli. Op¢i algoritam korespondencije, dakle, ne postoji.
Odavde, dakako, odmah slijedi da Sahlgvistova klasa ne sadrzi sve modalne
formule koje imaju korespondenta prvog reda. Naime, lako je napisati program
koji ¢e odluciti je li proizvoljna modalna formula Sahlqvistova i1 izracunati
njenog korespondenta prvog reda ako jest."”

Sve Sahlqvistove formule imaju lokalnog korespondenta prvog reda. Ve¢ smo
napomenuli da neke modalne formule imaju globalnog, ali ne 1 lokalnog
korespondenta. No, postoje i formule koje imaju lokalnog korespondenta, a nisu
Sahlqvistove.'®

Naveli smo ograni¢enja Sahlqvistovih formula, pa se namecée pitanje moze li se
ta klasa prosiriti. U [1] autori konstatiraju da se moze, no da se time naruSava
jednostavnost, kao i da je upitno moze li se dobiti proSirenje dovoljno
interesantno da bi bilo vrijedno tog Zzrtvovanja jednostavnosti. U svakom
sluCaju, proSirenje se ne moze ostvariti naprosto ukidanjem nekog od
ograni¢enja iz definicije Sahlqvistovih formula. No, autori ¢lanka [8] razvijaju,
kako navode u saZetku, izmijenjen sintakticki pristup modalnim jezicima 1
generaliziraju Sahlqvistovu metodu minimalnih valuacija koriste¢i topoloski
pristup. ProSirenje Sahlqvistovih formula je, dakle, aktualno podrucje
istrazivanja u kojem joS$ nije sve rec¢eno.

Ovo je dokazano u ¢lanku [4].

U ovom radu izraCunjivost samo konstatiramo kao intuitivno jasnu. Algoritam korespondencije
detaljno je izlozen u [12].
18 Otkrivanje ovakvih primjera nije trivijalno i zahtijeva Sire izlaganje teorije okvira. To je u€injeno i
primjeri su navedeni u [1].
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U kratkom izlaganju o sistemu K (str. 5-6) napomenuli smo da se dodavanjem
formule tranzitivnosti ¢0p — Op aksiomima tog sistema dobiva sistem K4, koji
generira tocno sve formule valjane na tranzitivnim okvirima.

Stovise, vrijedi sljedeéi rezultat, poznat kao Sahlgvistov teorem potpunosti.
Teorem 4.2. (Sahlqvist)

Ako je X skup Sahlqvistovih formula, onda je sistem KJ, dobiven
dodavanjem formula iz } aksiomima sistema K, potpun u odnosu na
klasu okvira definiranu skupom 3"

Tako mozemo npr. dodavanjem modalnih formula koje izrazavaju refleksivnost,
simeti¢nost 1 tranzitivnost sistemu K dobiti sistem koji generira tocno sve
valjane formule na klasi okvira ¢ija je relacija dostiZivosti relacija ekvivalencije.
Veé¢ smo napomenuli da antisimetricnost nije modalno definabilna, pa ne postoji
sli¢an sistem za relacije parcijalnog uredaja. No, iako Goldblatt-Thomasonov
teorem daje algebarsku karakterizaciju modalno definabilnih okvira, bilo bi
pogodnije da se ve¢ iz sintakse formule prvog reda moze zakljuciti ima li ona
modalnog korespondenta. Tu ne postoji rezultat koji daje nuzne i dovoljne
uvjete, ali postoji vrlo znacajno djelomic¢no rjeSenje — uvjetima na sintaksi moze
se odrediti je li proizvoljna formula prvog reda korespondent Sahlqvistove
formule. U knjizi [1], od str. 171, precizno su definirane Krachtove formule
prvog reda i dokazan sljedeéi teorem, svojevrsni obrat Sahlgvistovog teorema
korespondencije.

Teorem 4.3. (Kracht)

Svaka Sahlqvistova formula lokalno korespondira s Krachtovom
formulom. Obratno, svaka Krachtova formula je lokalni korespondent
prvog reda neke Sahlqvistove formule, koja je izracunjiva iz Krachtove
formule.

Problem korespondencije na okvirima Sahlqvistovim je formulama samo
djelomi¢no rijeSen. Medutim, dvosmjerna izra¢unjivost, Sirina, jednostavnost i
rezultat potpunosti ocrtavaju izrazitu vaznost ove klase modalnih formula.

¥ To je dokazao Sahlqgvist u radu [10]. JoS jedan dokaz izloZen je u Clanku [11].
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