Pete vjezbe

Fran Miskovié

1. travnja 2026.

1 Bernoullijeva jednadzba

Oblika je:
y'(z) = P(x)y(x) + Qz)y(x)", n#0

Koristimo supstituciju u(x) = y(z)! =" pa imamo:
u'=(1=n)y "y = (1 -n)(P(z)u(z) + Q(x))

§to nam daje jednadzbu tipa:
(uP(z) + Q(x))dz —du =0

§to rjesavamo jednom od metoda iz prvog tjedna predavanja.

Zadatak 1. Rijesi jednadzbu:

y +xy = ay’.
Rjesenje. Zapigimo je u obliku iy’ = —zy + 2%, Sada je ocito da se radi o Bernoullijevoj jednadzbi.
Klasi¢éna supstitucija u = '3 = y~2 nam daje:
du 2 —z?
(—zu+z)de — du =0 < xdx = &0 +C=—-In(]1 —u|) = u(z)=Ce

22

§to u konacnici daje y(z) = Ce'z .

2 Riccatijeva jednadzba

Oblika je:
Y =P@)y’ +Q(z)y+r(x), P#0,R#0

Ako znamo partikularno rjesenje yo onda je opée rjesenje oblika y = yg + u, gdje u zadovoljava
Bernoullijevu jednadzbu danu s:
u' = Pu® + (2Pyo + Q)u.

Zadatak 2. Pronadi opce rjesenje jednadzbe
y =y -y -2
uz pomo¢ partikularnog rjesenja yo(z) = 2.

Rjesenje. Primijetimo da se radi o Riccatijevoj jednadzbi pa je opce rjeSenje oblika y = 2+ wu, pri ¢emu
vrijedi:

du
u(u+ 3)

(1 1
v u+3

v = u?+(2-2-1)u = u(u+3) = ) du=3dr = In

Y ‘:3.%-1-0
u—+3

sto daje ;5 = O, odnosno u(1 — Ce?”) = 30e’ — y =2+ 13_052;




Zadatak 3. Pronadi opce rjesenje jednadzbe

y =9/ —y/z+ 22

uz pomo¢ partikularnog rjesenja yo(x) = 2.
Rjesenje. Primijetimo da se radi o Riccatijevoj jednadzbi pa je opée rjesenje oblika y = x2 + u, pri
¢emu vrijedi:

o =u?/2® + (2/x — 1/2)u = u? /2 +u/x.

1-2

Ovo je Bernoullijeva jednadzba pa koristimo supstituciju v = u = 1/u koja nam daje jednadzbu:

(v/z 4+ 1/2%)dr — dv = 0 <= (va® + 1)dz — 23dv = 0.

Ova jednadzba je izobarna uz n = —2, tj. v = z/x? pa dv = dz/2? — 2zdx /23 i:
dx dz 1
(24 1)dx — zdz + 2zdz = 0 <= (32 + 1)dz = zdz <— > 341 —hn|z|+C= gln\?)z—&—l\

stodaje 3z +1=C¥x,tj. 2=CYr—3itimev=a2(C¥Yr—1%)iu= C?;;_l te naposlijetku
y(z) = 2? (1 + %)
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