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1 Uvod

1.1 Motivacija

Zapocnimo nasSa razmatranja primjerom tzv. paradoksa solites, odnosno paradoksa
hrpe:

e Cini li milijun zrnaca pijeska hrpu?
e Ako iz hrpe pijeska uklonimo jedno zrnce, ¢ini li preostali pijesak i dalje hrpu?

Na prvo pitanje nas bi odgovor gotovo sigurno bio da. Ako smatrate da je
milijun zrnaca premalo, mozete uzeti neki drugi, po volji velik broj. Ako iz hrpe
uklonimo jedno zrnce, tesko da bi itko golim okom mogao ustvrditi razliku, a odgovor
na pitanje je li nesto hrpa ili nije upravo ovisi o procjeni golim okom. Zato je
ocekivan odgovor i na drugo pitanje da. No tu se pojavljuje poteskoca. Naime,
tako uklanjanjem jednog po jednog zrnca dolazimo u situaciju u kojoj nam ostaje
samo jedno zrnce, ili ¢ak nijedno, a upravo smo ustvrdili da bi to i dalje trebala biti
hrpa. Koliko god znacenje rijeci hrpa bilo nejasno, ipak ¢e se vec¢ina ljudi sloziti da
jedno zrnce ne ¢ini hrpu. Mogli bismo taj problem rijesiti jednostavno tako da hrpu
definiramo kao bilo koji broj zrnaca pijeska, ali takva definicija nam nije korisna jer
ne odgovara znacenju rije¢i hrpa u govornom jeziku. Mogli bismo probati izbjeci
problem tako da definiramo hrpu kao beskonacan skup zrnaca pijeska ili re¢i da ne
postoji takav pojam kao Sto je hrpa pijeska, ali to bi nam bilo joS manje korisno.
Jedino sto nam preostaje je da odaberemo neki prirodan broj N, takav da skup
od N zrnaca ¢ini hrpu, a skup od N — 1 viSe ne ¢ini hrpu. Postavlja se pitanje
koliki je taj N? Sto, tisu¢u, milijun zrnaca? Cak i da se dogovorimo za neki broj,
time smo upravo promijenili smisao rijeci hrpa. Za skup od jednog zrnca i za skup
od milijardu i dalje ¢emo lako moci procijeniti je li hrpa ili ne, ali sto kad imamo
skupove od N — 21 N + 2 zrnaca? Bez brojanja ne¢emo ni vidjeti razliku izmedu
njih.

Problem je u tome sto svijet oko nas, nasa percepcija, komunkacija i razmisljanje
nisu crno-bijeli, rijetko je sto apsolutno i ”¢isto”. Navikli smo razmisljati u sivim
tonovima, koristiti nejasne izraze poput "hrpa pijeska”, "mlad covjek”, "tezak za-
datak”, "puno novaca”, te nam ¢injenica da njihovo znac¢enje mozda i nije sasvim
tocno odredeno u veéini slucajeva ne predstavlja problem. No ako pokusamo mode-
lirati jedan takav problem, na primjer svrstavanje ljudi u dvije skupine - visoke
i niske, zapadamo u poteskoce jer ne mozemo to rijeSiti na elegantan nacin. Na
odredenoj visini moramo povudéi crtu i reéi da su svi koji su ispod crte niski, a svi



koji su iznad crte visoki, ali ne mozemo izraziti nijanse izmedu ”visokog” i "niskog”,
pa ne mozemo ni uspjesno modelirati ljudski nac¢in razmisljanja.

Upravo iz zelje da se modeliraju takvi problemi, Lotfi Zadeh je 1965. u [13]
razvio fuzzy! teoriju skupova. Glavna ideja u fuzzy teoriji skupova je da element
fuzzy skupa ima odgovarajuc¢i stupanj pripadnosti. Kako karakteristicna funkcija
klasi¢nog skupa poprima vrijednosti 0 ili 1, logi¢no je za skup mogucih stupnjeva
pripadnosti fuzzy skupu uzeti segment [0, 1]. Mogli bismo za skup stupnjeva pripad-
nosti uzeti i samo neki konacan podskup danog segmenta, ali radije ¢emo koristiti
cijeli segment jer nam to daje vecu Sirinu. Vazno je uvidjeti razliku izmedu stupnja
pripadnosti nekog elementa i vjerojatnosti. Mogli bismo, pogresno, pomisliti da je
stupanj pripadnosti elementa skupu isto sto i vjerojatnost dogadaja da se element
nalazi u skupu, no te su dvije stvari potpuno razli¢ite. Da bismo Sto bolje objas-
nili razliku izmedu stupnja pripadnosti i vjerojatnosti, posluzit ¢emo se jos jednim
primjerom.

Zamislimo casu vode, i neka je stupanj pripadnosti te ¢ase u skup punih casa
jednak 0.5. Casa moze biti potpuno prazna, skoro prazna, napola puna, skoro
puna i potpuno puna (naravno, moze biti bilo koja nijansa izmedu ovih slucajeva
koji ni sami nisu precizno definirani). Uz stupanj pripadnosti ¢ase skupu punih
casa 0.5 ocekujemo da je nasa casa tada napola puna. No, kad bismo rekli da je
vjerojatnost dogadaja da je casa puna 0.5, imamo samo dvije krajnosti - potpuno
punu i potpuno praznu ¢asu, te vidimo da se opet vra¢amo na onaj stari problem koji
smo uvodenjem fuzzy skupova rijesili. Razlika je upravo u tome da se, kad govorimo o
vjerojatnosti, opet vracamo na upotrebu klasi¢nih skupova. Isto tako, kad govorimo
o stupnju pripadnosti, nemamo nikakvog slu¢ajnog dogadaja ¢iju bismo vjerojatnost
proucavali - imamo samo ¢asu koja nije ni potpuno puna ni potpuno prazna. Ako
zelimo, mozemo stupanj pripadnosti povezati s vjerojatnoséu da promatrac¢ odgovori
potvrdno na pitanje nalazi li se element u skupu (”je li ovaj ¢ovjek visok?”), ali niti
ta veza ne mora nuzno postojati.

Za primjer obratnog sluc¢aja uzmimo poznati Schrodingerov ”paradoks kvantne
macke” - macka je zatvorena u neprozirnoj kutiji u kojoj se nalazi otrov koji, ¢im
dode u doticaj s mackom, macku trenutno ubija. U kutiji se nalazi i uredaj koji u sebi
ima radioaktivni uzorak te kad taj uzorak ispusti alfa-cesticu, aktivira se mehanizam
koji otpusta otrov. Vjerojatnost dogadaja da se ¢estica raspala ovisi o vremenu, pa
pretpostavimo da pokus traje toliko dugo da je vjerojatnost jednaka 0.5. Alfa-cestica
je u superponiranom stanju - njezina valna funkcija mora opisivati i raspadnutu i
neraspadnutu alfa-cesticu. Bududi da je zivot macke direktno povezan sa stanjem
alfa-Cestice, Schrodinger je ustvrdio da je i macka u superponiranom stanju, odnosno
da je i ziva i mrtva u isto vrijeme. Kasnija otkri¢ca na polju kvantne fizike su
pokazala da u takvoj konstrukciji alfa-cestica gubi superponirano svojstvo, pa ga
ne moze ni prenijeti na macku. lako se egzistencija kvantne macke i dalje zasniva
na vjerojatnosti, macka je veé¢ ziva ili mrtva, a ne oboje istovremeno. Ako bismo

lengl. fuzzy - neizrazit, nejasan



iz vjerojatnost dodadaja da je macka prezivjela zakljucili da je stupanj pripadnosti
macke skupu zivih macaka jednak 0.5, dobili bismo slu¢aj u kojem macka nije ni
isklju¢ivo ziva ni iskljucivo mrtva. Mogli bismo to protumaciti kao polustanje izmedu
zivota i smrti (nije ni ziva ni mrtva), ili kao kvantnu superpoziciju - stanje u kojem
je macka i ziva i mrtva. No ni jedno od ta dva tumacenja stupnja pripadnosti ne
odgovara nasem primjeru - dok ne pogledamo u kutiju mi ne znamo je li macka ziva
ili ne, ali znamo da moze biti samo u jednom od ta dva stanja.

Sa fuzzy skupovima lako nam je modelirati niz problema kao Sto je razvrstavanje
ljudi na visoke i niske: oni grani¢ni slucajevi koji su nam zadavali poteskoce, u fuzzy
skupu visokih ljudi imat ¢e stupnjeve pripadnosti blizu 0.5, i time ¢emo mo¢i potpuno
jasno izraziti ¢injenicu da se radi o grani¢nim slucajevima. Po stupnju pripadnosti
vidimo i relativan odnos dvaju elemenata, u ovom slucaju koji je od dvoje ljudi visi.

1.2 (Cilj ovog rada

Vet smo spomenuli da rije¢ fuzzy na engleskom jeziku znaci nejasan, neizrazit. Sin-
tagma "nejasna logika” ili "neizrazita logika” mozda zvuéi kontradiktorno, jer bismo
mogli naslutiti da se ovdje radi o logici u kojoj nisu jasno definirana ”pravila igre”,
no fuzzy se u tom nazivu odnosi na istinitost tvrdnji. Kako u fuzzy skupu elementi
imaju stupanj pripadnosti, tako u fuzzy logici tvrdnje imaju stupanj istinitosti.

Fuzzy logika je logicki sistem koji formalizira aproksimativno zakljucivanje, i
u tom je smislu fuzzy logika prosirenje visevaljane logike. U ovom ¢emo radu
proucavati visevaljanu logiku sudova s istinitosnim vrijednostima na segmentu [0, 1].
Definirat ¢emo jezik i semantiku, navesti aksiome i pravilo izvoda te time defini-
rati sistem BL. Pokazat ¢emo da za taj sistem vrijedi teorem adekvatnosti, teorem
dedukcije (iako opcenito u slabijem obliku nego za klasi¢nu logiku), te na kraju i
teorem potpunosti.



2 Visevaljana logika sudova

2.1 Neprekidna t-norma i njen reziduum

U ovom ¢emo poglavlju raditi na visevaljanoj logici. Bavit ¢emo se logikom sudova,
a za skup istinitosnih vrijednosti uzet ¢emo segment [0, 1] realnih brojeva, gdje 1
oznacava apsolutnu istinu, a 0 apsolutnu neistinu. Vrlo vaznu ulogu imat ¢e relacija
<, uz koju je skup [0,1] linearno ureden, gust i potpun (svaki skup istinitosnih
vrijednosti ima supremum i infimum).

Zahtijevat ¢emo da svaki (npr. binarni) veznik ¢ ima odgovarajuéu interpretaciju
fe: [0, 1]2 — [0, 1], koja ¢e za svaki par formula ¢, 1 odredivati stupanj istinitosti od
c(p, 1), odnosno ey, iz stupnjeva istinitosti od ¢ i ¢ (analogan uvjet zahtijevamo
za veznike drugih mjesnosti).

Pri odabiru interpretacije inzistirat ¢emo na tome da visevaljana logika mora
biti generalizacija klasi¢ne dvovaljane logike. Na primjer, ako veznik & nazovemo
konjunkcijom, njegova interpretacija * mora zadovoljavati jednakosti 1 % 1 = 1,
1*0=0,0%x1=0,0%x0=0.

Pocinjemo s izborom interpretacije za konjunkciju, jer ¢emo u 2.9 pokazati da do-
bar izbor semantike konjunkcije odreduje semantiku cijelog jezika. Da bismo dobili
sto bolje kandidate, postavit ¢emo iduée zahtjeve na temelju intuitivnog shvacanja
konjunkcije: veliki stupanj istinitosti od @& znaci da su stupnjevi istinitosti od
@ 1 veliki, pri ¢emu su oba jednako vazna (drugim rije¢ima interpretacija je ko-
mutativna). Dakle, prirodno nam je pretpostaviti da je interpretacija konjunkcije
nepadajuca funkcija u oba argumenta, da je 1 neutralni element, a da je 0 nul-
element (odnosno x 1 = x, 1 z %0 = 0). Slijede¢a funkcija zadovoljava navedene
uvjete:

Definicija 2.1. t-norma je binarna operacija *: [0, 1]2 — [0,1] sa slijedeéim svoj-
stvima:

1. Funkcija * je komutativna v asocijativna:

THRY =Y *T,
(xxy)xz=x%*(y*z).

2. Funkcija * je nepadajuca:

ako r1 < 1o tada x1 xy < X9 * Y,

ako y1 < yo tada x xy; < T * Y.



3. 1xx=x10%xx=0, 2a svaki x € [0,1].

Funkcija x je neprekidna t-norma ako je t-norma @ neprekidna je.
Primjer 2.1. Slijedece su funkcije najvazniji primjeri neprekidnih t-norma::

1. Lukasiewiczova t-norma: = xy = max(0,z +y — 1).

2. Godelova t-norma: z %y = min(z,y).

3. Produktna t-norma: zxy =2x-y.

Prodiskutirajmo sada implikaciju. U klasi¢noj dvovaljanoj logici je implikacija,
@ — 1), istinita ako i samo ako je istinitosna vrijednost od ¢ manja ili jednaka
istinitosnoj vrijednosti od . Oznacimo li s = interpretaciju veznika —, a sa x
i y stupnjeve istinitosti formula ¢, odnosno 1, mozemo generalizirati prethodno
svojstvo: veliki stupanj istinitosti x = y znaci da stupanj istinitosti * nije mnogo
veét od stupnja istinitosti y. Slijedi da interpretacija x = y treba biti nerastuca u
x i nepadajuca u y.

Nadalje, zahtijevat ¢emo adekvatnost fuzzy modusa ponensa: iz stupnja istini-
tosti (ili donje mede) = od ¢, te stupnja istinitosti (ili donje mede) x = y od ¢ —
trebamo moci odrediti donju medu za stupanj istinitosti y od 1.

Funkcija koja daje donju medu za y ocito bi trebala biti nepadaju¢a u oba
argumenta (Sto je istinitiji prethodnik, to je istinitiji sljedbenik). Ako je jedan od
argumenata 0, jedini uvjet na (donju medu od) y je 0 < y, pa je 0 nul-element
operacije o kojoj raspravljamo. Ako je x = y jednako 1, tada trazimo da je x < y, a
ako je x = 1, htjeli bismo da bude (z = y) < y, $to znadi da je 1 neutralni element
nase funkcije.

Unato¢ tome S$to ne mozemo lako opravdati komutativnost i asocijativnost, za
nasu funkciju korisno nam je uzeti t-normu *, Sto daje:

akoa <zib<(r=y)tadaaxb<uy.
Posebno, za a = x i uz supstituciju z = b dobivamo
ako z <x =y tadaz*xz <y.

S druge strane, htjeli bismo da x = y bude ¢im veéi (jer nam je tada pravilo jace).
Kad je xxz < y, tada je z kandidat za x = y (u smislu da zadovoljava prije navedene
uvjete), pa mozemo zahtijevati

ako z *x z <y tada z < (x = y),

odakle slijedi
xx z <y ako i samo ako z < (z = ).

Slijedi da je x = y najvedi z koji zadovoljava x x z < y.



Lema 2.2. Neka je * neprekidna t-norma. Tada postoji jedinstvena funkcija x =y
sa svojstvom da je (x * z) < y ako i samo ako z < (x = y), za sve x,y,z € [0,1].
Ta je funkcija dana sa (x = y) = max {z|x x z < y}.

Dokaz. Neka su z,y € [0,1]. Iz uvjeta na funkciju koju trazimo vidimo da z =
(x = y) povladi z < (z = y), odnosno da skup {z|z * z < y} sadrzi sve kandidate
za x = y. S druge strane vidimo da je (z = y) gornja meda tog skupa. Dakle, ako
uopce postoji broj koji bi bio kandidat za (z = y), on mora biti gornja meda koja
je sadrzana u skupu, odnosno maksimum.

Funkcija * je neprekidna, pa je neprekidna i funkcija f,, definirana s f,(t) = xxt.
Za inverznu sliku od f, na segmentu [0, y| ocito vrijedi

fo (0,9]) = {zlex 2 <y}.

Segment [0,y] je zatvoren skup, a f, je neprekidna funkcija, pa inverzna slika
mora biti zatvoren skup, a to znaéi da postoji max {z|z % z < y}. Navedeni postupak
mozemo provesti za sve x, y, te po tockama definiramo (z = y) = max {z|z *x z < y}.
Jedinstvenost je ocita jer smo za svaki par x,y imali samo jednu moguc¢nost. O]

Definicija 2.3. Funkciju x = y iz prethodne leme nazivamo reziduumom
t-norme.

Sada ¢emo pokazati neka svojstva reziduuma, te ¢emo navesti reziduume ¢-normi
koje smo ranije naveli:

Lema 2.4. Za svaku neprekidnu t-normu * @ njen reziduum = vrijedi:
1. x <y ako i samo ako (v = y) =1,
2. 1=z ==

Dokaz. 1. Iz x < y slijedi x x 2 < gy, za svaki z, pa po definiciji reziduuma
(x = y) = 1. Obratno, ako je (z = y) =1, tada vrijedi z = x % 1 < y.

2. (I1=2)=max{z|l*xz <z} =max{z|z <z} ==z

Lema 2.5. Vrijedi slijedece:
1. Akoje x <y, tada x =y * (y = z) .
2. Ako je x < u <y iwu je idempotentan (u*u = u), tada je v *xy = x.

Dokaz. 1. Kao u dokazu 2.2 neka je f,(2) = y * 2. Znamo da je f(0) = 0
i f(1) = y, pa zbog neprekidnosti postoji z € [0,1] takav da f,(z) = =.
Ozna¢imo sa 2’ najved takav z. Za t € (2,1] vrijedi f,(t) > x, jer bismo u
suprotnom zbog neprekidnostii f, (1) = y dobili kontradikciju s ¢injenicom da
je 2/ najvedi z takav da f,(z) = z. Sada vidimo da je 2’ = max {z|y * z < z},
pa je 2’ = (y = x), odakle slijedi tvrdnja.
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2. Iz prve tvrdnje imamo x = u* (u = z). Slijedi da je x*xu = u* (u = x)*xu =
ux (u= x) =x. Tada vrijedi x *y > x xu = x. S druge strane, oc¢ito vrijedi
rxy < x, pa je time pokazana jednakost.

[]

Teorem 2.6. Slijedece operacije su reziduumi prije navedenih t-norma:

1 ko x <
1. Lukasiewiczova implikacija: © = y = ) RO T =Y,
l—xz+y ,akox>y.

1 ko x <
2. Godelova implikacija: © = y = { ; RO T < Y,
y , akox >y.

1 , ako x <y,

3. Goguenova implikacija: v = y =
y/x , ako x> y.

Dokaz. Treba dokazati slucaj x > y:

1. x x 2z = y je ekvivalentno sa © + z — 1 = y, odnosno z = 1 — x + y. Dakle,
1 —z+y=max{z|zxz <y}

2. o % z = y je ekvivalentno sa min(z, z) = y. Ovo posljednje je ekvivalentno sa
z=1y.
3. zxz = y je ekvivalentno sa x - 2 = y. Ovo posljednje je ekvivalentno sa
z=y/x.
O

Definicija 2.7. Odsad ¢emo jedinicni segment [0, 1] promatrati kao algebru s ope-
racijama minimuma i maksimuma, koje cemo oznacavati s N odnosno U, fiksiranom
t-normom *, odgovarajucim reziduumom =-, te istaknutim elementima 0 1 1. Tu
cemo algebru oznacavati s L(x).

Uredaj < mozZemo definirati preko operacije minimuma: x < y ako i samo ako
x Ny =z, a operacije minimuma i maksimuma se mogu definirati pomocu * i =,
Sto ¢emo pokazati u slijedecoj lemi:

Lema 2.8. Za svaku neprekidnu t-normu * vrijede iduci identiteti:

I.xNy=zx*(x=y),

2.z2Uy=((z=vy)=y)N(y=2) = ).

Dokaz. 1. Akojez <y, tadaje (t =y) =1paz*(x=1y)=2x. Akojez >y,
tada iz 2.5 imamo x * (z = y) = v.

2. Akojexz <y, tada (z = y) =11 ((zr = y) = y) = (1 = y) = y. Nadalje,
y<((y=2z)=x)jer je y * (y = z) < x. Pokazali smo jednakost za = < y,
a dokaz drugog slucaja je analogan.

]



2.2 Osnovna viSevaljana logika

Svaka neprekidna t-norma * odreduje semantiku logike sudova: * uzimamo za inter-
pretaciju (jake) konjunkcije &, reziduum = od * postaje interpretacija implikacije.
Preciznije, imamo slijedece:

Definicija 2.9. Neka je x proizvoljna neprekidna t-norma. Jezik logike sudova
PC(x) zadane s t-normom x sadrzi propozicionalne varijable py,ps, ..., veznike & i

—, te konstantu 0.
Formule definiramo na slijedeci nacin:

1. Svaka propozicionalna varijabla je formula.
2. 0 je formula.
3. Ako su 1, formule, tada su &) i o — 1 formule.

Definiramo (slabu) konjunkciju, disjunkciju, negaciju i ekvivalenciju:
P AV je p&lp — 1),
eV je ((p—=¥) =) A (Y — ) — o),
e ge p—0,
p=1v je (¢— V)& — )
Interpretacija propozicionalnih varijabli je preslikavanje e koje svakoj propozi-
cionalnoj varijabli p pridruuje njenu istinitosnu vrijednost e(p) € [0,1]. To se
preslikavange jedinstveno moZze prosiriti na sve formule na slijedeci nacin:

e(0) =0,
elp = ¥) =e(p) = e(¥),
e(p&rp) = e(p) x e(V).
Lema 2.10. Za bilo koje formule o, 1 vrijedi:
e(p A tp) = min(e(p), e(v)),
e(p vV ¢) = max(e(p), e(¥)).
Dokaz. Tvrdnje direktno slijede iz 2.8. 0

Definicija 2.11. Formula ¢ je 1-tautologija od PC(x) ako je e(¢) = 1, za svaku
interpretaciju e.

Dakle, 1-tautologija je formula koja je istinita za svaku interpretaciju. Sada ¢emo
odabrati neke formule, koje su 1-tautologije svake propozicionalne logike PC'(x), za
aksiome, i razviti sistem koji ¢e biti zajednicka osnova svim logikama PC'(x). Sistem
je adekvatan, pa ¢e svaka dokaziva formula biti 1-tautologija svake PC(x), a time i
tautologija klasicne dvovaljane logike.



Definicija 2.12. Slijedece formule su aksiomi osnovne logike BL!:
(A1) (¢ =) = (v = Xx) = (¢ = X))

(A2) (p&y) —

(A3) (p&y)) — (&)

(A4) (p&e(p = v)) = (V&(¥ — @)

(A5a) (v — (Y = x)) — ((p&y) — X)

(A5Db) ((p&y)) — x) = (¢ — (¥ — X))

(A6) ((p— ) —=x) = (v = ¢) = x) = X)

(A7) 0—¢

Pravilo dedukcije sistema BL je modus ponens. Sada na klasi¢an nacin mozemo
definirati dokaz ¢ dokazivu formulu v sistemu BL.

Napomena 2.13. Navedeni aksiomi izraZavaju slijedeca svojstva:

(A1) Tranzitivnost implikacige.

(A2) &-kongunkcija implicira prvi clan.
(A3) Komutativnost &-konjunkcije.
(A4) Komutativnost N-konjunkcije.
(A5) Definicija reziduuma.

(A6) Dokaz po sluéajevima.

(A7) 0 implicira sve.

Lema 2.14. Svi aksiomi BL su 1-tautologije u svakoj PC(x). Ako su ¢ i p — 1)
1-tautologije od PC (%), tada je i1 1-tautologija od PC(x).

Dokaz. (A2) - (A4) i (A7) su ocito 1-tautologije. Za proizvoljnu interpretaciju
ozna¢imo sa x,y, z redom interpretacije formula ¢, 9, x.

(A1) Interpretacija formule (Al) jednaka je (z = y) = ((y = 2) = (¢ = 2)).
Ako pokazemo da je vrijednost tog izraza uvijek veca ili jednaka 1, dokazali
smo tvrdnju, buduéi da interpretacija poprima vrijednosti u segmentu [0, 1].
Iz definicije reziduuma dobivamo daje 1 < ((z = y) = ((y = 2) = (x = 2)))
ckvivaletno sa (x = y) < ((y = z) = (x = 2)), te primjenom istog postupka
jos dvaput dobivamo ekvivalentan izraz ((z = y) * (y = 2) x ) < 2.

Kakojexx(z=vy)=aNy <y, iyx(y = z) = yNz < z, nejednakost vrijedi,
¢ime je tvrdnja dokazana.

lengl. Basic Logic - osnovna logika
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(A5) Za svaki t € [0, 1] ekvivalentno je:

Kako to vrijedi za svaki ¢, tada vrijedi (z = (y = 2)) = ((x xy) = 2), a to
nam daje istinitost (Ab5a) i (A5b) za svaku interpretaciju.
(A6) Ocito vrijedi (z = y) =11ili (y = z) =1, i vrijedi (1 = y) = v.

Akoje (y = z) =1, tadaje (y = 2) = 2) = 2) = (1 = 2) = 2)=//
(2 = z) =1, pa je i zadana formula istinita (zbog istinitosti konkluzije).
Akoje (z=y)=1tada ((z=y)=2)=1=2) < (y=2) = 2) = 2),
odakle takoder slijedi da je zadana formula istinita.

Modus ponens ¢uva istinitost, jer ako je x = 1 i (x = y) = 1, tada mora biti
y=1(er 1 =y=y). O

Pokazali smo da su aksiomi (A1) - (A7) 1- tautologije, te da pravilo izvoda modus
ponens Cuva istinitost. Iz toga slijedi tvrdnja iduceg teorema:

Teorem adekvatnosti 2.15. Svaka formula dokaziva u BL je 1-tautologija svake
propozicionalne logike PC(x).

Sada ¢emo navesti niz dokazivih svojstava veznika, te ¢emo dokazati ona svojstva
koja ¢emo koristiti da bismo dokazali teorem dedukcije i teorem potpunosti. Dokaze
formula ¢emo provesti tako da za svaku pojedinu formulu navedemo nizove formula
koje su BL-dokazi. Spomenimo jos$ i ¢injenicu da iz aksioma (A1) dvostrukom prim-
jenom pravila izvoda modus ponens slijedi da je hipoteticki silogizam dopustivo
pravilo izvoda, Sto ¢e nam dokaze uciniti preglednijima.

Lema 2.16. U BL su dokaziva slijedeca svojstva implikacije:
(1) ¢ — (¥ —9),

(1) = (¢ = ¥) =),

(2) (=W —=x) = @ —=(¢—x)

(3) ¢ — .

Dokaz.

(1)

1. (p&p) — ¢ (aksiom (A2))
2. ((p&t)) = @) = (¢ = (¥ — ) (aksiom (AS5D))
3. o — (Y— ) (mod pon: 1, 2)
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(1)

(2)

(3)

—

Ll

ANl

A

(&l = ¥)) = (V&(¥ — ¢)) (aksiom (A4))
(&(v — @) = ¢ (aksiom (A2))
(p&(p — 1)) = ¢ (hip sil: 1, 2)
((p&(p — ) = ) — (¢ — ((p — V) — 1)) (aksiom (Abb))
(o= (¢ =) =) (mod pon: 3, 4)
(o= (p— o) =) (formula (1°))
(= (¥ = x) = x) —

(¥ —=x)—=x) = (¢—x) = (¥ — (¢ —x))) (aksiom (Al))
(W —=x)=x)=(p—=x) = @ —=(¢—x) (modpon: 1,2)
(= W—=x)— (¥ —=x)—x) = (—x)) (aksiom (A ))
(o= W —=x) = W= (p—x) (hip sil: 4, 3)
o — (Y —p) (formula (1))

(p—= (W —9)— (¥—(p—¢)) (formula (2))

Y — (p— ) (mod pon: 1, 2)

(W= (p—=9)—(¢—¢) (prethodna formula)

p = (mod pon: 3, 4)

]

Napomena 2.17. U [1] je pokazano da je aksiom (AS3) suvisan jer je dokaziv
pomocu ostalih aksioma. Naime, ako sa BL™ oznacimo sistem dobiven iz BL uk-
lanjanjem aksioma (A3), vrijedi slijedece:

Lema 2.18. Formula p&p — & je dokaziva uw BL™.

Dokaz. Bududi da u dokazu prethodne leme nismo koristili (A3), mozemo koristiti
njene rezultate:

1.

SRRl

7.

(V&) — (V&) (forumla (3))

(V&) — (Y&o)) — (Y — (¢ — (Y&y)))  (aksiom (A5D))

Y — (p— (V&yp)) (mod pon: 1, 2)

(¥ = (p = (V&p))) — (¢ = (¥ — (V&yp))) (formula (2 )) O
o — (¢ (w&go)) (mod pon: 3, 4)

(p = (v — (V&p))) — (p&t)) — (V&)  (aksiom (A5a))

(p&etp) — (V&) (mod pon 5, 6)

Primijetimo da svaka dokazana formula ¢iji je " glavni” veznik implikacija odreduje
jedno dopustivo pravilo izvoda. Zbog preglednosti i kratko¢e dokaza, koristit ¢emo
neka od tih pravila izvoda, koja éemo oznacavati s pi(z), gdje je x redni broj odgo-
varajuée formule (najcesée ¢e to biti formule (2) i (6) koju éemo tek dokazati). Cesto
¢emo koristiti i pravila izvoda izrazena aksiomima (Aba) i (A5b), te ¢emo ih nazivati
zajednickim nazivom reziduiranje, i oznacavati kraticom rez.
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Napomena 2.19. Spomenimo jos i ¢injenicu da je dopustivo pravilo &-introdukcija,
koje cemo koristiti v dokazima nekih tvrdngi, kao v u dokazu teorema dedukcije.
Naime, uz pretpostavku da su formule ¢ i 1 dokazive, imamo slijedece:

| (pretpostavka)
2. ¢ (pretpostavka)
3 (pk) — (k) (formula (3))
4 o= (¥ — ((p&v))) (rez: 5)

5. 1 — (&) (mod pon: 1, 4)
6. &) (mod pon: 2, 5)

Lema 2.20. U BL su dokaziva slijedeca svojstva jake konjunkcije:

(4) (p&(p =) — ¢,

(5) v — (¥ — (&),

(6) (v — ) = ((pkx) — (P&x)),

(7) ((p1 = Y1)&(p2 = 2)) = ((prd&epa) — (hr&er))),

(8) (p&i)&ex — p&(vV&x), (p&(v&x)) — ((p&ip)&x). (asocijativnost)
Dokaz. (4) Veé¢ smo dokazali prilikom dokazivanja (17).

(5)

L (p&ip) — (p&tp)  (formula (3))
2. p— (Y — (p&)) (rez: 1)

(6)

L (p&(p =) = ¢ (formula (4))
2. Y — (x — (P&x)) (formula (5))
3. (p&(p — 1)) — (x — (&x))  (hipsil: 1, 2)
4= ((p—=v) = (x = (V&x))) (rez: 3)
5 ((p—= ) — (x = (V&x))) —

(x = ((p =) = (Y&x))) (formula (2))
6. sOH( — ((p — ¥) — (V&x))) (hip sil: 4, 5)
7. (p& ) (¢ = ¥) — (Y&x))  (rez: 6)
8. (p— 1) = ((p&x) — (V&x))  (Pi(2): 7)
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(7)
(V1&p2)] (formula (6))

(2 — )] (pi(6): 1)
(Y1&hs)] (formula (6))

(1 = 1) = [(p1&p2) —

[(p1 = V1)&(p2 — 2)] —

[((p1&ep2) — (1&pa))&

(2 — P2) = [(P1&p2) —
4. [((pr1&p2) — (P1&pa))&(p2 — )] —

[((p1&pa) — (V1&pa))&((P1&ip2) — (P1&ab))] (pi(6): 3)

[(p1&p2) — (V1&eps)] —

[((Y1d&epz) — (P1d&erhn))) — ((r&ea) — (P1&ethy))]  (aksiom (Al))

[((p18&ep2) — (V1&p2))&((V1&ip2) — (Y1&e)a))] —

[(p1&pa) — (P1&ehy)] (rez: 5)

[(p1 = V1)&(p2 — 2)] = [(p1&pa) — (V1d&ethp)]  (hip sil: 2, 4, 6)
(8)

((p&p)&ex) — ((p&ep)&ex) (formula (3))

(p&rp) — (x — ((p&)&x))  (rez: 1)
e — (U= (x = (p&p)&x))) (rez: 2)
 — (V&x) — (p&))&x)))  (rez: 3)
(p&e(v&x)) — ((p&)&x))  (rez: 4)

Obratna implikacija pokaze se analogno.

G W

Lema 2.21. U BL su dokaziva slijedeca svojstva A-konjunkcije:
(9) (b AD) =0, (b AY) =1, (&) — (A1),

(10) (¢ =) = (¢ = (P AY)),

(11) (pAY) — (¥ Ay),

(12) (g =) A (P = x) = (¢ = (¥ AX)).

Dokaz. (9) Prve dvije formule slijede direktno iz definicije veznika A te aksioma
(A2), odnosno formule (4). Treéu dokazujemo:

1. ¥ — (¢ —1) (formula (1))
(V&) — ((p — P)&p) (pi(6): 1)

(&) — (V&) (aksiom (A3))
(p&tp) — (p&(p — 1)) (hip sil: 3, 2)

=W

(10)

L (p&(p — ) = (p&(p — 1)) (formula (3))
o — (¢ =) = (pA)) (rez: 1)
3. (p—=1) = (p— (pAY)) (pi(2): 2)

(11) Po definiciji slijedi iz (A4).

o
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(12)

1. (v—x)— [ —WAYX)] (formula (10))
2. (=)= [(v = WAX) = (¢ = (PAX))] (aksiom (Al))
3. [l —=YIN(p—=X)]— (¢ =) (formula (9))
4 [lp=P)n(p—x)] —

(= W AX) = (p— (W AX))] (hip sil: 3, 2)
5. [ — (WAX)] —

[((p =) A (p— X)) = (¢ — (P AX))] (pi(2): 4)
6. (Yv—x) — (12) (hip sil: 1, 5)
6. (x —v)— (12) (analogno)
7. (= x) = (12)] = [((x = ¢) — (12)] — (12)) (aksiom (A6))
8. [(x — ) — (12)] — (12) (mod pon: 6, 7)
9. e —=Y)IN(p—=X)] = lp— ¥ AX)] (mod pon: 6, 8)

Lema 2.22. U BL su dokaziva slijedeca svojstva V-disjunkcije:

(13) ¢ = (pVY), ¥ = (pVY), (pVY) = (Y Vo),

(14) (¢ =) = (V) = 1),

(15) (¢ = V)V (¥ — o),

(16) ((p = x) A (¥ —x)) = ((p V) = x).

Dokaz. (13) (¢ V1) — (1 V ) ocito slijedi iz definicije V i formule (11).

L op—((¢p—1)—1) (formula (1))
o — (v = ¢) — ) (formula (1))

3 o (o V) (pi(12): 1, 2)

(14)
L (VYY) = (((p—=¥) =) A(( — @) — ) (definicija)
2. (pVY) = (¢ =) =) (pi(9): 1)
3. (p—=9) = ((pVY) = 1)) (pi(2): 2)

(15)
L (p—=v)—= ((¢—=vV) V(@ — ) (formula (13))
2. (W—¢) = (=) V(@ —9y) (formula (13))
3. ((p =) —(15)) = (((v — ) — (15)) — (15)) (aksiom AG)
4. (¥ — ¢) — (15)) — (15) (mod pon: 1, 3)
5. (p—=Y) V(Y — o) (mod pon: 2, 4)
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(16)

L (p—=9) = ((pVe) =) (formula (14))
2. (V) =) —
(¥ —=x) = ((pVY)— X)) (aksiom (A1))
3. (=AW —=x)— @ —x) (formula (9)
4. (b —x) —
(e V) =) = ((p V) = X)) (pi(2): 2)
5. (e = X)A (W —x)) —
(V) =) = ((pVY) — X)) (hip sil: 3, 4)
6. ((pVe) =) —
(e =X)A W = X)) = (pVY)) = X)) (pi(2): 5)
7. (¢ — ) — (16) (hip sil: 1, 6)
7. (Y — ) — (16) (analogno)
8. ((p—v)— (16)) — (¥ — ¢) — (16)) — (16)) (aksiom (A6)
9. (v — ) — (16)) — (16) (mod pon: 7, 8)
10. (¢ =)A= x) = (V) = x) (mod pon: 7', 9)

[
Slijedeée dvije formule dokazuju se potpuno analogno kao (12) i (16):
Korolar 2.23. U BL je dokazivo:
12°) ((p = )&(p = x)) = (¢ = (¥ A X)),
16°) ((¢ = x)&(¥ — X)) = (¢ V ¥)x).
Dokaz slijede¢ih formula neéemo navoditi, a moze se naéi u [6]:
Lema 2.24. U BL su dokaziva slijedec¢a svojstva negacije:
(17) ¢ — (¢ — ), posebno, ¢ — == i (p&—p) — 0,
(18) (p — (p&—1p)) — =,
(18’) (¢ =) = (= — —),
(187) (¢ — =) — (¥ — ).
Definicija 2.25. Oznacit éemo 0 — 0 s 1.
Lema 2.26. U BL je dokazivo:
(19) 1,
(20) ¢ — (1&p),

(20°) (I— o) — .
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Dokaz. (19) Po definiciji slijedi iz (3).

(20)

1. i—> (o — (1&¢)) (formula (5))

2. 1 (formula (19))

3. p— (1&y) (mod pon 2, 1)
(20%)

1. I—> (1 —¢)— ) (formula (1))

2. 1 (formula (19)

3. (T—p)—op (mod pon: 2, 1)

Slijedece formule dokazuju se koristeéi formule (12°), (167), (12) i (13):
Lema 2.27. U BL su dokaziva iduca svojstva od A i V:
(21) (A AX) = (e AY)AX), (P AY)AX) = (A (Y AX)),
(22) (pV (P VX)) = (V) VX), ((pVY)VX) = (pV (¥ VX)),
(23) e = oA (pVY), (pV(pAY)) — .

Od slijedec¢ih formula dokazat ¢emo tri koje ¢emo kasnije koristiti. Preostale se
pokazuju na slican nacin:

Lema 2.28. U BL su dokaziva slijedeca svojstva ekvivalencije:

(24) v=o, (p=v) = W =9), (=& =x)) = (P =X),

(25) (¢=v) = (¢ =), (¢=v) = (¥ — o),
(26) (p=7) — ((p&x) = (v&x)),
(27) (¢ =¢) = (¢ — x) = (¥ — X)),
(28) (v =¢) = ((x = ©) = (x — V),
(29) (p=7v) = ((p = V) A (¥ — ¢)).
Dokaz.
(26)
L (p=v) = ((p = )& — ¢)) (formula (3))
2. (g =) = ((p&x) — (V&x)) (formula (6))
3. (¥ — ) = (V&x) — (p&X)) (formula (6))
4. (¢ =) = ((p&x) — (W&x))] &
(¥ = ¢) = ((V&x) = (0&x))] (&-int: 2, 3)
5. [(p = )& — p)] —
[((p&x) — (V&x))&((p&x) — (p&x))] (pi(7): 4)
6. (p=1v)— ((p&x) = (V&X)) (hip sil: 1, 5)
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(27)

L (p=v) = (g = V)& — ¢)) (formula (3))
2. (p—=Y) = (p—=x)— (¥ —Xx) (aksiom (A1))
3. (W—=¢) = (¥ —=x)— (g —x)) (aksiom (A1))
4. o =)= (g = x) = W —=x))]&

(¥ = @) = (¥ = x) = (¢ = X)) (&-int: 2, 3)
5. [(p = )& — p)] —

(g = x) = (W = x)&((W = x) = (¢ — X)) (pi(7): 4)
6. (p=v)—=(p—x)={® —x) (hip sil: 1, 5)

(28)

L (¢e=v) = (¢ = V)& — ¢)) (formula (3))
2. (x = @)&x) — ¢ (formula (4))
3. [((x—=¢)—=x) =¥l —

(o =) = ((x = p)&x) — V)] (aksiom (A1)
4. (p =) = ((x = 9)&x) — V) (mod pon: 2, 3)
5 (k= 9&x) =) = (x =) = (x =) (rez: 4)
6. (p—1)—=((x—9)—K—1)) (hip sil: 4, 5)
6. (v —=¢)—=((x—=v) — Kx—9) (analogno)
7. ((p—=v) = (x=9) = x—=v))&

(v —=¢) = (x =)= (x = ¢))) (&-int: 6, 67)
8. ((p = P)&(Y — ¢)) —

(x—=9) = x—=V)&((x =) = (x —=¢) Pi(7):7)
9. (p=v) = ((x = ¢)=(x —v)) (hip sil: 1, 8)

]

Definicija 2.29. Teorija nad BL je proizvoljan skup formula. 1zvod u teoriji T
je niz o1, ...,o, formula takvih da je svaka od njih ili aksiom BL ili element iz
T (pretpostavka) ili slijedi iz neke od prethodnih formula primjenom pravila izvoda
modus ponens. T F ¢ oznacava da za ¢ postoji izvod u T, odnosno da je ¢ zadnja
formula izvoda u T

Sada ¢emo dokazati slabu verziju teorema dedukcije, te ¢emo nakon toga pokazati
da jaka verzija teorema, koja vrijedi za klasi¢nu logiku, opc¢enito ne vrijedi za sisteme
PC(x). Navesti ¢emo sistem PC/(x) za koji vrijedi jaka verzija, te dokazati da je
navedeni sistem jedini od svih sistema PC(x) sa tim svojstvom.

Teorem dedukcije 2.30. (slaba verzija) Neka je T teorija i, 1 formule. TU{p}
Y ako 1 samo ako postoji n takav da T = @™ — ), gdje @™ oznacava konjunkciju
& ... &p u kojoj formula ¢ nastupa n puta.

Dokaz. Akojen > 11T F ¢" — 9, tada T F (& ') — 1, odnosno T + ¢ —
("t — ), odakle slijedi T U {p} = "1 — ¢. Koristenjem pravila izvoda modus
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ponens i reziduiranja (aksiom (Aba)) dobivamo T'U {¢} F ¢ — 1, te na kraju
TU{p}F .

Obratno, neka T'U {¢} F 9, i neka su formule 74, ...,y neki T'U {p}-izvod od
. Indukcijom ¢emo pokazati da za j = 1,...k, postoji n; takav da T = @™ — ;.
To ocito vrijedi ako je y; aksiom BL ili T'U {¢}. Ako je ~; rezultat primjene pravila
izvoda modus ponens na prethodne formule ~; i 7, — <;, tada po pretpostavci
indukcije imamo

ThE¢" >%iTEE™ = (v — ),

te &-introdukeijom, i pravilom izvoda opisanim formulom (7) dobivamo

T+ (p"&p™) — (7i&(vi — 7;) odnosno T F "™ — ;.

Lema 2.31. Formula ¢ — (p&p) opéenito nije 1-tautologija.

Dokaz. Pretpostavimo da je u PC(x) formula ¢ — (p&¢) istinita za svaku inter-
pretaciju. Tada mora biti x < x * x, a po definiciji funkcije * vrijedi x * x < x. To
znaci da je funkcija * idempotentna, odnosno x % x = x. Neka su z,y € [0, 1] i BSO
r<y. Tadajexxy >zxxx=xtexxy < xx1l=x, dakle xxy = z, pa je funkcija
x zapravo funkcija minimuma.

Uzmimo, na primjer, da je funkcija * produktna t-norma. Tada je funkcija *
neprekidna t-norma razli¢ita od funkcije minimuma, pa u odgovaraju¢em sistemu
PC(x) formula ¢ — (p&) nije 1-tautologija. O

Napomena 2.32. [z teorema adekvatnosti slijedi da za svaku formulu @ ne vrijeds
Fpr @ — (e&p). Iz tog razloga ima smisla wvesti slijedece prosirenje od BL:

Definicija 2.33. Godelova logika je prosirenje sistema BL dodatnim aksiomom:
p — ()

Napomena 2.34. Sada cemo pokazati da opcéenito ne vrijedi teorem dedukcije u
jakom obliku u kojem vrijedi za klasicnu logiku. Od svih sistema PC(x), Gddelova
logika ce biti jedina za koju vrijedi klasicéni teorem dedukcije:

Teorem dedukcije 2.35. (jaka verzija)

1. Za Godelovu logiku vrijedi klasicni teorem dedukcije, tj. za svaku teoriju T 1
formule @, ¥ vrijedi T U {p} F 1 ako i samo ako T F ¢ — 1.

2. Ako za PC(x) wvrijedi klasicni teorem dedukcije, tada je funkcija % zapravo
funkcija minimuma.

Dokaz. 1. Nuznost se pokaze na jednak nacin kao u slabom teoremu dedukcije.
Dovoljnost slijedi kao posljedica slabog teorema indukcije i idempotentnosti

od &.
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2. Pretpostavimo da za PC(x) vrijedi klasi¢ni teorem dedukcije. Tada zbog
{¢} F (p&p) vrijedi F ¢ — (p&), Sto znaéi da je * idempotentna. U
2.31 smo pokazali da to povlaci ¢injenicu da je funkcija * funkcija minimuma.

[]

Glavni cilj u ovom poglavlju nam je bio definirati logike PC'(x) i BL, te dokazati
teorem potpunosti za logike BL. Unato¢ tome, spomenut ¢emo jos i pojam konzis-

tentne teorije, te nekoliko dokazivih formula, da bismo upotpunili sliku o sistemu
BL:

Definicija 2.36. Teorija T je nekonzistentna (kontradiktorna) ako T 0. Inace
kazemo da je konzistentna.

Lema 2.37. Teorija T je nekonzistentna ako i samo ako T - ¢, za svaku formulu
©.

Dokaz. Ako T dokazuje svaku formulu, tada posebno 7' F 0, pa je nekonzistentna.
Obratno, ako T' I 0, tada T' dokazuje svaku formulu ¢ jer T 0 — . O

Lema 2.38. Ako je T U {p} nekonzistentna, tada za neki n vrijedi T F = (™).

Dokaz. Ako T U {¢} I 0, tada po teoremu dedukcije postoji n takav da T o™ —
0. O

Dokaz slijede¢ih formula neéemo provoditi no dokazi se mogu nadi u [6):
Lema 2.39. U BL su dokazivi slijedeéi zakoni distributivnosti:
(30) @&(vV x) = (p&h) V (p&ex), p&(¥ A x) = (&) A (&),
(B1) (kA VX) =((pAY)VI(PAX). (pV ([ AX)) = ((pVY)A(p VX))
Lema 2.40. U BL je dokazivo:
(32) (pV)&(p V) = ((p&p) V (W&y)), (¢ AD)&(p AY) — (&) A (P&1)).
(33) (¢ = V)"V (¢ — @), za svakin
Teorem 2.41. U BL su dokaziva de Morganova pravila:
(34) (mp A=) ==(p V),

(35) (mp V) ==(pA).
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3 Teorem potpunosti za sistem BL

3.1 Teorem potpunosti za sistem BL

Dosad smo proucavali neprekidne t-norme kao kandidate za interpretaciju kon-
junkcije, odgovarajuce reziduume kao intepretaciju implikacije i pomoc¢u njih definini-
rali semantiku negacije, minimuma i maksimuma. Za svaku fiksiranu neprekidnu
t-normu *, definirali smo odgovarajucu logiku sudova PC(x). Izrekli smo aksiome
koji su 1-tautologije u svakoj PC'(x), definirali dokazivost, te dokazivali formule u
BL. Sistem je adekvatan - svaka dokaziva formula je 1-tautologija svake PC'(x).

Sada ¢emo izvrsiti algebraizaciju BL. Uvest ¢emo algebarsku mnogostrukost koja
¢e sadrzavati algebre koje ¢emo nazivati BL-algebrama i pokazati slijedece:

1. Segment [0, 1] s pridruzenim interpretacijama veznika je linearno uredena BL-
algebra, za svaku t-normu .

2. BL je adekvatna za svaku linearno uredenu BL-algebru, odnosno svaka dokaziva
formula je L-tautologija u svakoj takvoj resetci.

3. Skup klasa ekvivalencije svih formula po ekvivalentnosti dokazivosti, zajedno
s interpretacijama veznika, je BL-algebra (ne linearno uredena).

4. Formula koja je tautologija u svim linearno uredenim BL-algebrama je tau-
tologija u svim BL-algebrama.

Kada to pokazemo, moc¢i ¢emo dokazati teorem potpunosti. Prvo ¢emo uvesti
pojmove mnogostrukosti algebra, (pseudo)resetke, reziduirane resetke, te konacéno
BL-algebre:

Definicija 3.1. Algebra B je homomorfna slika algebre A ako postoji surjektivni
homomorfizam s A na B. Produkt familije algebri (A;),., je algebra ciji je nosac
Kartezijev produkt nosaca algebri (A;), s operacijama definiranim po komponen-
tama.

Definicija 3.2. Klasa algebri iste signature je algebarska mnogostrukost ako je
zatvorena na podalgebre, homomorfne slike 1 produkte.

Napomena 3.3. (Birkhoffov teorem; vidi [8]) Neka je T jezik (=, Fi, ..., F,), i neka
je K klasa struktura za T (interpretirajuci = kao identitet). K je mnogostrukost
ako 1 samo ako postoji skup T identiteta takav da je K klasa svih struktura M za T
takvih da su svi identiteti 1z T istiniti u M .

Drugim rijecima, klasa algebri iste signature je mnogostrukost ako i samo ako ju
je moguce definirati skupom identiteta.
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Definicija 3.4. Algebra L = (L,N,U) je pseudoresetka ako su u L zadovoljeni
slijedeci identitets:

rNxr=x rUx=x (idempotentnost)
rNy=yNx rUy=yUx (komutativnost)
zNyNz)=(xNy)Nz zU(yUz)=(xUy)Uz (asocijativnost)
zN(zVUy) =2 zU(zNy) == (apsorpcija)

Pseudoresetka je reSetka ako ima najveéi © najmangi element.
Napomena 3.5. Ocito je da pseudoresetke ¢ine mnogostrukost.

Definicija 3.6. Reziduirana resSetka je algebra
(L7 ﬂ? U7 >k? :>7 07 1)
sa cetiri binarne operacije i dvjema konstantama takva da vrijedi:

1. (L,N,U,*,=,0,1) je resetka s najveéim elementom 1, i najmanjim elementom
0 (definiramo x <y ako x Ny =z odnosno xUy =y).

2. (L,*,1) je komutativna polugrupa s neutralnim elementom 1, odnosno, * je
komutativna, asocijativna @ vrijedi 1 x x = x za svaki x.

3. % 1= c¢ine adjunktni par, odnosno

2z < (z =y) ako i samo ako x * z < y za sve x,y, z.

Definicija 3.7. Reziduirana reSetka (L,N,U,*,=,0,1) je BL-algebra ako i samo
ako za sve x,y € L vrijede identiteti:

L.xNy=zx*(x=1y),
2. (z=y)Uly=z) =1
Lema 3.8. U svakoj BL-algebri za sve x,y, z vrijedi:
(@) zx(z=y)<yiz<(y= (rxy)),
(b) x <y impliciraxxz<yxz, (z=z)<(z2=vy), (y=2) < (r=2),
(c) x <y ako i samo ako v =y =1,
(d) (wUy)xz=(rx2)U(y*z),
(€) zUy=((z=y)=y)N(y==)=2).

Dokaz.

(a) Tvrdnja z x (z = y) < y slijedi po adjunktnosti iz (zr = y) < (z = y).
Nejednakost @ < (y = (2 % y)) slijedi po adjunktnosti iz (z * y) < (z * y).
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(b) Pretpostavimo daje z < y. Iz (a) imamo y < (z = yxz). Daklex < (2 = yx*z2),
pa po adjunktnosti vrijedi (zx2) < (y*2). Iz (a) slijedi zx (2 = z) <z < y, te
po adjunktnosti vrijedi (z = x) < (2 = y). Konaéno, iz (a) i prve tvrdnje koju
smo dokazali u (b) slijedi = * (y = 2) < y* (y = 2) < z, pa po adjunktnosti
slijedi (y = 2) < (x = 2).

c) Buduéi da je 1 neutralan element, x < y je ekvivalentno sa 1 *x < y. Po

Bududéi da je 1 tralan el t, < y je ekvivalent 1 <y P
adjunktnosti vrijedi 1 < (x = y), a bududi da je 1 najveéi element, slijedi
1= (z=y).

(d) Iz asocijativnosti i idempotentnosti od U slijedi da je x < (z Uy). Tada iz (b)
slijedi = % z < (z Uy) * z. Analogno, vrijedi y * z < (z Uy) * 2z, odakle zbog
asocijativnosti U slijedi (z % 2) U (y* 2) < (x Uy) * 2.

Obratno, = * z < (z * 2) U (y % z) odakle po adjunktnosti slijedi z < (z =
((x*2)U(y*2))). Analogno, vrijedi y < (z = ((x*2)U(y*2))). Iz prethodne
dvije nejednakosti slijedi (z Uy) < (2 = ((z % 2) U (y * 2))), te kona¢no po
adjunktnosti vrijedi (z Uy) % 2 < (z* 2) U (y * 2).

(e) Iz svojstava BL-algebri slijedi ((z = y) = y)N (y = x) = z) =

(z=y)=yN(y=2) =2)x((r = y)U(y = ). Iz (d) slijedi da je
prethodni izraz jednak (((z = y) = y) N ((y = 2) = z) * (z = y))U

(x=y)=yN((y=12)=2)*(y = x)). Iz (a) slijedi da je to manje ili
jednako (((z = y) = y) * (z = y)) U(((y = z) = x) * (y = x)), 5to je po (a)
manje ili jednako od yUx =2 Uy.

Obratno, iz (d) i (a) slijedi (z = y) * (x Uy) =

(x*(z = y)U(y=*x(zr = v)) <yUy =y, pa po adjunktnosti slijedi
rUy < (z = y) = y. Analogno pokazemo da vrijedi z Uy < (y = z) = z, te
konacno z Uy < ((z = vy) = y)N((y = z) = x).

]

Definicija 3.9. Reziduirana resetka (L,N,U,*,=,0,1) je linearno uredena ako
joj je uredaj linearan, odnosno za svaki par x,y vrijedi xt Ny =z i x Ny =y.

Ocito vrijedi slijedece:

Lema 3.10. Linearno uredena reSetka je BL-algebra ako i samo ako je identitet
rNy=xx(x=y) u njoj istinit.

Napomena 3.11. 1. Uyjet Ny = x x (x = y) je zadovoljen ako je linearno
uredena reziduirana resetka djeljiva, odnosno ako za sve x,y takve da x >y
postoji z sa svojstvom da y = x * 2.

2. Svaka neprekidna t-norma odreduje BL-algebru na jedinicnom segmentu [0, 1]
uz standardni (linearni) ureday.
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Definicija 3.12. Neka je L = (L,N,U, *,=,0,1) BL-algebra. L-interpretacija
propozicionalnih varijabli je bilo koje preslikavanje e koje svakoj propozicionalnoj
varijabli p pridruzuje element e(p) € L. Interpretaciju svih formula dobit éemo
prosirenjem interpretacije propozicionalnih varijabli koristeci operacije od L kao in-
terpretacyje:

e(0) = 0,
e(p — ) = e(p) = e(¥),
e(p&ey)) = e(p) * e(v).

(odavde slijedi e(pAY) = e(p)Ne(h), e(p Vi) = e(p)Ue(¥), e(mp) = e(p) = 0)
Formula ¢ je L-tautologija ako je e(p) = 1, za svaku L-interpretaciju e.

Teorem adekvatnosti 3.13. Sistem BL je adekvatan s obzirom na L-tautologije,
odnosno ako je ¢ dokaziva uw BL, tada je ¢ L-tautologija za svaku BL-algebru L.
Opcenitige, ako je T teorija w BL i T dokazuje ¢, tada za svaku BL-algebru L i svaku
L-interpretaciju e propozicionalnih varyabli koja svim aksiomima od T pridruzuje
vrijednost 1 vrijedi e(p) = 1.

Dokaz. Da bismo dokazali tvrdnju, trebamo pokazati da su svi aksiomi od BL L-
tautologije, te da je definicija funkcije U pomoéu = L-tautologija (pokazali smo u
(e)). Za sve aksiome osim (A6) pokazujemo na identican nac¢in kao u prethodnom
poglavlju, te jos trebamo pokazati za (A6):
l=(((z=y) =2 = (((y= 1) = z) = 2)) je eckvivalentno sa
1<(((z=9y)=2) = ((y=x) = 2) = 2)), Sto je ekvivalentno sa
(x=vy)=2) < (((y = x) = 2) = 2) te kona¢no
((x = y) = 2)*(((y = x) = 2)) < z. Pokazat ¢emo da vrijedi posljednja
nejednakost te ¢e iz toga slijediti tvrdnja.
(z=y)=2)x(((y=2)=2)) =
(z=y)=2)x(((y=2) = 2)*((x=y)U(y = z))
(z=y)=2)x(x=y)U(((y=12)=2)*({y = 1))

Lema 3.14. Klasa svih BL-algebri je algebarska mnogostrukost.

Dokaz. Prije smo spomenuli da je klasa svih pseudoresetki mnogostrukost. Uvjeti
na 0 i 1 mogu se izraziti identitetima x N1 = x i t U0 = z. Komutativnost
i asocijativnost od * te uvjet da je 1 neutralan element za * takoder izrazavamo
identitetima: xxy =y*x, x* (y* z) = (r *y) *x z, odnosno x * 1 = x.

Sad ¢emo dokazati da adjunktnost mozemo izraziti slijede¢im nizom identiteta:

(1) zn(y = (vxy)) ==z,
(2) (z=y)*xr)Uy =y,
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(3) (z=(zUy)) =1,
(4) (=2)=(z= (xUy))) =1,
(8) (zNy)xz=(zxz)N(yx*z2).

Pokazimo prvo da su svi identiteti istiniti u svakoj BL-algebri: (1) je ekvivalentno
sax <y = (xrxy), a(2) sa(x = y)*xx < y, Sto smo pokazali da vrijedi u
lemi 3.8, tvrdnja (a). Zbog x < x Uy iz (c) slijedi (3). Identitet (4) vrijedi zbog
svojstva operacije = da je nepadajuca funkcija u drugoj varijabli (y < z povlaci
(x = y) < (x = 2)). Identitet (5) je jedan od zakona distributivnosti koji smo
dokazali u prethodnom poglavlju, pa je (5) istinito zbog adekvatnosti.

Pokazimo sada da ako zamijenimo adjunktnost u definiciji BL algebre identite-
tima (1) - (5), mozemo dokazati da vrijedi adjunktnost:

(a) = <y implicira x x 2z < y * z.
Akojex <y, tadaxz =zNy, pazxz = (zNy)*z Iz (5) slijedi x x z =
(x*x2)N(y*xz), pajexr*xz <yx*z.

(b) x <y akoisamo ako (z = y) = 1.
Ako je x <y, tada (xUy) =y, paza z = 1 iz (4) imamo = = y = 1. Obratno,
akojer=y=1tadazNy=zx(r=>y)=xx1l=uz pajex <uy.

(c) = <y implicira (z = z) < (2 = y).
Tvrdnja slijedi direktno iz (4).

(d) z < (z = y) ako i samo ako x x z < y.

Iz (1) imamo z < z = (x x z), dakle ako je z x z < y, tada z < x = y. Ako je
z<z =y, tadazxz<xx(r=1y) <y, ¢ime smo pokazali adjunktnost.

[
Sada ¢emo pokazati da klase dokazivo ekvivalentnih formula cine BL-algebru.

Definicija 3.15. Fiksirajmo teoriju T w BL. Za svaku formulu ¢, neka je (|, skup
svih formula ¢ takvih da T+ @ = 9 (formule koje su T-dokazivo ekvivalentne ).
Ly je skup svih klasa [¢];. Definiramo:

0= [G]T
L= [T]T
[olp * [¥]p = [p&dly
[l = Wlr = e — Ylp
[elr N Wl = e Ay

[lp U]y = [p VYlp
(Definicija ima smisla zbog (26)-(28)) Ovu algebru oznacit éemo s L.
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Lema 3.16. Ly je BL-algebra.

Dokaz. Idempotentnost, komutativnost, asocijativnost i apsorpcija operacija U i N
slijede iz (9), (13), (16), (21), (22), (23) iz prethodnog poglavlja.
Operacija * zadovoljava svojstva komutativne polugrupe s neutralnim elementom

po (A3), (8) i (20).
Da bismo dokazali adjunktnost, prvo ¢emo pokazati slijedece:

[olr <[]y ako isamo ako T'F ¢ — 1)

Ako TH @ — 4, tada T F o = (@ A), stoga (¢l = [@lr N [W]p 1 [elr < [¥]p
Obratno, ako [p], <[], tada T F ¢ = (¢ A1) odakle slijedi T+ ¢ — 9.
Sada pokazujemo adjunktnost:

Xl < ([¢lp = [¥]p) ako i samo ako T+ x — (¢ — @) $to je ekvivalentno
sa T F (x&p) — 1. Ovo posljednje je ekvivalentno sa [x&¢]; < [¢];, odnosno
(X]7 * [¢]r < [¥]p. Dakle, Ly je reziduirana resetka.

Svojstva (1) i (2) iz definicije BL-algebre su zadovoljena po definiciji A i (15).
Time je tvrdnja dokazana. O]

Sada ¢emo pokazati kako filtri na reziduiranim resetkama odreduju homomor-
fizme i karakterizirati ih.

Definicija 3.17. Neka je L = (L,N,U, *,=,0,1) reziduirana resetka. Filtar u L
je neprazan skup F' C L takav da za sve x,y € L vrijedi:

1. Akoa € Fibe F tadaaxb e F,
2. akoacFia<btadabeF.
Za filtar F kaZemo da je prosti filtar ako i samo ako za sve x,y € L vrijedi:
(x=y)eFili(y=x)el
Lema 3.18. Neka je L BL-algebra i neka je F filtar. Oznacimo
x ~py ako i samo ako (v =>y) € Fi(y=1z) € F
Tada vrijedi:
1. ~p je kongruencija i odgovarajuca kvocijentna algebra L/NF je BL-algebra
2. L/NF je linearno uredena ako i samo ako je F' prosti filtar.

Dokaz. Refleksivnost i simetri¢nost relacije ~p relacija su ocite, pa da bismo dokazali
da se radi o relaciji ekvivalencije, trebamo pokazati da je tranzitivna: to slijedi iz
¢injenice da je formula ((¢ — ¥)&(¥ — x)) — (¢ — x) l-tautologija u L, pa
za sve x,y, z vrijedi ((z = y) *x (y = 2)) < (x = 2), te iz definicije filtra slijedi
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da (z = y),(y = 2) € F povlaéi (r = z) € F. Zato mozemo definirati klase
ekvivalencije [z], = {y|lz ~F y}.

Da bismo pokazali da se radi o kongruenciji (tj. da ¢uva operacije), slicno kao u
dokazu prethodne leme pokazemo da je [z], < [y|, ekvivalentno sa (v = y) € F,
i provjerimo da [z], = [y|p implicira [z % 2], = [y*2]p, [z = 2], = [y= 2|7 1
[z = x], = [ = y|p. Zato mozemo definirati operacije *, = (i U, N) na skupu
L/_, klasa ekvivalencije tako da [z] * [y], = [z * y] itd.

Preslikavanje koje svakom x pridruzuje klasu [z] je homomorfizam i L/  jes in-
duciranim operacijama BL-algebra (jer BL-algebre tvore algebarsku mnogostrukost,
pa su zatvorene na homomorfizme buduéi da homomorfizam ¢uva identitete).

Pretpostavimo sad da je F' prosti filtar, i neka su =,y € L. Tada ili (z =
y) € F, te [z, < [yl ili (y = 2) € F, pa [y < [z]p. Pokazali smo da je <
linearan. Obratno, neka je L/ _  linearno ureden i x,y € L. Tada je ili [z], < [y]p
i(z=y)eF,ili[ylp <|z]z1(y=x) € F, paje F prosti filtar. O

Lema 3.19. Neka je L BL-algebra i a € L, a # 1. Tada postoji prosti filtar F na
L koji ne sadrzi a.

Dokaz. Ocito je Fy = {1} filtar koji ne sadrzi a. Pokazat ¢emo da ako je F filtar
koji ne sadrzi a, i x,y € L takvida (r = y) € F'i (y = =) € F, tada postoji filtar
F’ O F koji ne sadrzi a, ali sadrzi (z = y) ili (y = x). Najmanji filtar F” ¢iji je F
podskup, i koji sadrzi z je F' = {u|(Fv € F)(In € N)(v* 2" < u)}.

Pretpostavimo (z = y) € F, (y = x) € F, i neka su Fj, F, najmanji filtri koji
sadrze I kao podskup i (z = y) odnosno (y = z) kao element. Tvrdimo da a ¢ F}
ili a € Fy. Pretpostavimo suprotno. Tada za neki v € F' i prirodan broj n vrijedi
vx(z=y)" <aivx(y=a)"<a,daklea >vx(z=y)"Uvx*(y = 2)" =
vk ((x =y)"U(y=2)") =v=*1=nu0,pajea € F,sto je kontradikcija (Koristili
smo (33) iz prethodnog poglavlja). Dobili smo da mora biti a & Fy ili a € F5.

Neka je sada L prebrojiva BL-algebra (Sto ¢e biti slu¢aj u nasem dokazu pot-
punosti), tada mozemo sve parove (z,y) € L? poredati u niz {(z,,y,)|ln € N},
uzmimo Fy = {1}. Sada ¢emo induktivno konstruirati niz filtara F), sa svojstvom
da a ¢ F,,. Pokazali smo da za filtar F,, takav da a ¢ F,, postoji filtar F,, O F,
takav da a ¢ F, i da vrijedi (z, = y,,) € F), ili (y = z) € F}, . Za konstruirani F,,
definiramo F,,;; = F. Nas trazeni prosti filtar je unija

"

U slucaju da L nije prebrojiv, morali bismo koristiti aksiom izbora i provesti slican
postupak s transfinitnim nizovima filtara. n

Lema 3.20. Svaka BL-algebra je podalgebra direktnog produkta sustava linearno
uredenth BL-algebri.
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Dokaz. Neka je U skup svih prostih filtara na BL-algebri L. Za svaki F' € U neka
je Lp = L/__ ineka je
L =[] Lr

Feu

L* je direktan produkt linearno uredenih reziduiranih resetki {Lgp|F € U}. Za
xr € L, neka je i(x) element {[z].|F € U} od L*. Ovo preslikavanje ocito ¢uva
operacije, treba pokazati da je injekcija. Ako su z,y € F'ixz # y, tada x £ y ili
Y f x. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo x ﬁ y; tada (r = y) # 1 u L,
pa postoji prosti filtar F' na L koji ne sadrzi (v = y). Tada u Lp = L/__ vrijedi

2] £ [y, dakle i(x) #i(y). O

Definicija 3.21. Svakoj formuli ¢ 1z BL pridruzujemo term ¢°® jezika reziduiranih
resetki tako da redom zamijenimo veznike —, &, A, V, 0, 1 funkcijskim simbolima i
konstantama =, *, N, U, 0 odnosno 1, i zamjenom svake propozicionalne varijable
pi odgovarajuc¢om objektnom varijablom x;.

Lema 3.22. 1. Svaka formula koja je L-tautologija za sve linearno uredene BL-
algebre je L-tautologija za sve BL-algebre.

2. ¢ je L-tautologija ako i samo ako je identitet ©* = 1 istinit u L.
Dokaz. Lema slijedi kao posljedica prethodne leme. O]

Teorem 3.23. (Teorem potpunosti) BL je potpun sistem, odnosno za svaku formulu
@ slijedece je ekvivalentno:

1. ¢ je dokaziva u BL
2. za svaku linearno uredenu BL-algebru L, ¢ je L-tautologija
3. za svaku BL-algebru L, ¢ je L-tautologija

Dokaz. 1z teorema adekvatnosti 3.13 slijedi da (1) povlaéi (2), a iz leme 3.22 slijedi
da (2) povlaci (3). Pretpostavimo sad da vrijedi (3), odnosno da je ¢ L-tautologija,
za svaku BL-algebru L. Pokazali smo da je algebra Lgy,, klasa ekvivalentnih formula
od BL, BL-algebra. Dakle, ¢ je Lp;-tautologija. Posebno, neka je e(p;) = [pil 5, za
sve propozicionalne varijable. Tada e(y) = [¢]z, = [1]5,, pa slijedi BL - ¢ =1,
stoga BL - ¢. O]
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Sada ¢emo poop¢iti teorem potpunosti. U tu svrhu prvo dajemo slijede¢u defini-
ciju:

Definicija 3.24. 1. Shema aksioma dana formulom ®(pq,...p,) je skup svih
formula ®(p1, ..., ¢,) dobivenih supstitucijom p; sa p; uw P(p1,...pn), 26 i =
1,...,n.

2. Sistem C' je shematska ekstenzija od BL ako je dobiven iz BL dodava-
njem (konacno ili beskonacno mnogo) shema aksioma aksiomima BL. (Pravilo
dedukcije ostaje modus ponens.)

3. Neka je C shematska ekstenzija od BL i neka je L BL-algebra. L je C-algebra
ako su svi aksiomi od C' L-tautologije.

Teorem 3.25. (Generalizirani teorem potpunosti) Neka je C' shematska ekstenzija
od BL i neka je ¢ formula. Slijedece je ekvivalentno:

1. ¢ je dokaziva u C
2. ¢ je L-tautologija za svaku linearno uredenu C'-algebru L
3. ¢ je L-tautologija za svaku C-algebru L

Dokaz. Implikacija (1) = (2) je adekvatnost i dokazuje se kao i inace. Implikacija
(2) = (3) slijedi iz leme 3.20 i njenog dokaza: proizvoljna C-algebra je podalgebra
direktnog produkta svojih linearno uredenih faktora, koji su takoder C-algebre.
Da bismo pokazali (3) = (1), primijetimo da je i algebra Lo klasa medusobno C-

ekvivalentnih formula jedna C-algebra: ako je ® (1, ..., p,) instanca sheme aksioma
O(pr,...,pn) 1e(p) = [Yile, tada e(P(pr, ... 0n)) = [2(eh, ... )], gdje je
©i iz ¢ zamjenom p; sa ;. Stoga je i P(¢),...,¢,,) instanca sheme, pa vrijedi
[‘13(90’1,-'-790%)]0 = [1]()- O
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Smjernice za daljnje proucavanje

U ovom smo se radu bavili samo fuzzy logikom sudova, no fuzzy logika je daleko
vece podrucje s puno prostora za daljnjim proucavanjem. U [6] se, uz temu kojom
smo se ovdje bavili, obraduje fuzzy predikatna logika, slozenost i odlucivost, te fuzzy
kvantifikatori i modalnost. O modalnosti mozemo ¢itati i u [15] te [10]. U [2] se
opisuje metoda za dobivanje konjuntivne normalne forme za formule fuzzy logike.
U [5] se uvodi pojam uninormi, koje su poopéenje t-normi i t-konormi (koje nismo
spomenuli u ovom radu, ali se mogu naéi u [6]) te se promatra osnovna uninormna
logika BUL. U [3], [9], [4] i [14] moZemo prouciti ”prakticnu” primjenu fuzzy logike
i fuzzy skupova u ra¢unalstvu i teoriji odlu¢ivanja.
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