Parcijalne diferencijalne jednadzbe 1
Kolokvij 13.2.2023.

1. Dana je zadaca

u(l,y) = ev.

(a) (1) Odredite sve karakteristicne tocke vektorskog polja a.
(b) (4) Rijesite ovu zadaéu te pronadite najveé¢u domenu na kojoj je rjesenje defini-
rano.

{ux + ruy = u,

2. (a) (3) Neka je z € R? takav da je |x| < 1. Izracunajte

/ do(y)
5(0,1) |z —y|?

Napomena: za Greenovu funkciju d-dimenzionalne jedini¢ne kugle vrijedi
V.G(z,y) Lol

n x, = T . i
/ dwaly — x|

(b) (3) Neka je u € C*(RY) harmonicka funkcija takva da vrijedi
/ u(z)?dr < oo.
Rd

Dokazite da je u = 0.

3. (5) Rijesite pocetnu zadaéu

Up — Ugy +u =tsinz, na R x (0, 00)
u(-,0) =1, na R x {t = 0},

4. Neka je Q C R? otvoren i ogranicen. Pretpostavimo da u € C12(Q7) N C(Qr) zado-

voljava
uy —Au+b-Vu+cu <0 na Qr,

gdje su b € C°(Qp;RY) i ¢ € C°(Qr) zadane.
(a) (4) Ako je ¢ = 0 na Qp, dokazite da u zadovoljava princip maksimuma, tj. da
vrijedi
max ¢ = max u.
QT I\T
(b) (2) Ako je ¢ > 0 na Qg, dokazite da vrijedi

maxu < maxu®,
QT I-‘T

gdje je ut(x) = max{0, u(z)}.
5. (4) Rijesite pocetnu zadacu
Utt—AU:O, na R3 XR+,
u(ry, T2, 73,0) = 21 + 22, na R3 x {t =0},

uy (1, T9,73,0) = 9 + 73, na R®x {t =0}

Uputa: Pokusajte uociti svojstvo zadanih funkcija koje ¢e vam olaksati rac¢un.



Rjesenja

1. Imamo

2.

a(z,y,z) = B} , blxyy,z) =2 S={(1,5):s€R}, wup(l,s)=¢".

Kako je a(1,s,€e®) - n(s) = (1,1) - (1,0) = 1, zakljucujemo da karakteristénih tocaka
nema.

Karakteristiéni sustav je

Rjesenje ovog sustava je dano s

1 1
z(t,s) =t+1, y(t,s) = §(t—|—1)2+s— 3 2(t,s) = e,

Sada vidimo da za svaki (x,y) € R? mozemo invertirati preslikavanje (¢,s) — (z,y),

te imamo

1, 1
t=x+1, S=Y—5T 5

Stoga je konacno rjesenje na cijelom R? dano s
w(z,y) = lEV+s@y) = u=3@-1?,

(a) Primijetimo kako je
do(y) 4 <
- ~ [ ViGlaydoly).
/5(0,1) |z —y|? 1 —|z[? 5(0,1)
S obzirom da je posljednji integral upravo izraz za rjeSenje rubne zadace
—Au=0, uK(0,1),
u=1, na S(0,1),

te je ocito u = 1 (jedinstveno) rjeSenje iste, slijedi da je trazeni integral jednak
4
1—|z|?”

(b) Neka je z € R? proizvoljan, te r > 0. Koristeéi teorem srednje vrijednosti i
Holderovu nejednakost dobivamo
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Kako je integral u posljednjem retku konacan, pustanjem r — oo slijedi u(z) = 0.
S obzirom da je x bio proizvoljan, imamo u = 0.

3. Uvedimo pomoc¢nu funkciju
v(z,t) = e'u(w,t).

Tada v zadovoljava

Ut — Ve = telsinz,  mna R x (0, 00),
v(-,0) =1, na R x {t = 0}.

Koristeci formulu za rjeSenje ove zadace imamo

t
v(z,t) = / O(x —y, t)dy + / / O(x —y,t — s)se’ sinydy.
R o Jr

Prvi integral je zbog svojstva elementarnog rjesenja jednak 1, dok za drugi integral
dobijemo kao na vjezbama

t t
//@(x—y,t—s)sessinydy:/ ses</<1>(x—y,t—s)sinydy>ds
o Jr 0 R
t
*(sinz e® ")ds

= se
0

1
=1 sinz(2te’ — e +e77).

Konacno, rjeSenje polazne zadace je dano s

1
u(x,t) = e v(z,t) = 2 sinz(2t — 1 +e %) + e

4. (a) Pretpostavimo suprotno, tj. da se maksimum postize u tocki (xg,tg) € Q.
Imamo dva slucaja:
i. to < T: Tada vrijedi u(xg,to) = 0 te Vu(xo, ty) = 0. Takoder, kako i funkcija
x — u(w, ty) poprima maksimum u zy, tada je i matrica D?u(zo, to) negativno
semidefinitna. Sada kao i u primjeru za harmonicke funkcije dobijemo da je
njen trag (odnosno Au(zg,tg)) nepozitivan broj. Konac¢no, dobivamo

0 > w(wo, to) — Au(zo, to) + b - Vu(xo, to) = —tr(Diu(xo,to)) >0,

Sto je kontradikcija.
ii. Slucaj to = T ide analogno, uz prilagodbu u(xo, to) > 0 umjesto w(zo, ty) =
0.
(b) Ako je maksimum funkcije u na Qp nepozitivan, tj. u < 0, tvrdnja ocito vrijedi.
Pretpostavimo sada da u postize pozitivni maksimum u tocki (xg, tg) € Q. Tada
zbog ¢ > 0 na isti nacin kao i u (a) dijelu u tocki (zo,ty) dobivamo kontradikciju

0>u —Au+b-Vu+cu>0.



5. Prema Kirchhoffovoj formuli za rjeSenje valne jednadzbe u tri dimenzije, imamo
) = (g0 o, 900+ )+ Vo) - (o = )it
(z,t)

Kako su g, h harmonicke funkcije, vrijedi teorem srednje vrijednosti, pa prva dva ¢lana
pod integralom daju x1 + x5 + t(x2 + x3), dok za posljednji imamo prema teoremu o
divergenciji

1
1S (1) S(x,t) Vo) - (y ~2)doy) S(z,t) | / K(z,t) -0

Stoga je konac¢no rjesenje jednako

u(zy, xo, x3,t) = o1 + x9 + t(22 + T3).



