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Predgovor

Ovaj nastavni materijal namijenjen je prije svega studentima diplomskog studija Ra-
cunarstvo i matematika Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Zagrebu. Kolegij
Slozenost algoritama trenutno je obavezni kolegij na drugoj godini diplomskog studija
Racunarstvo i matematika s tjednom satnicom 3+40. Navedeni kolegij predajem od
akademske godine 2009./10. Sadrzaj kolegija ve¢inom je pokriven izvrsnim Sipsero-
vim udzbenikom [23]. Jedan od ciljeva ovog materijala je naglasiti veze sa sadrzajima
koji se predaju u kolegijima Matematicka logika, Oblikovanje i analiza algoritama,
Interpretacija programa i Izracunljivost.

Algoritam je jedan od osnovnih pojmova u racunarstvu i matematici. Istaknimo
ovdje neke algoritme koje su studenti trebali upoznali tijekom studija: Euklidov i
Hornerov algoritam (kolegij Elementarna matematika 1); algoritmi za pretraziva-
nje (kolegiji Programiranje 1 i 2); algoritmi za sortiranje (kolegiji: Programiranje 1,
Diskretna matematika, Kombinatorika, Strukture podataka i algoritmi); algoritmi
na grafovima (kolegiji: Diskretna matematika, Oblikovanje i analiza algoritama);
osnovni Gaussov algoritam (kolegij Numericka matematika); QR algoritam (kolegij
Iterativne metode); algoritmi normaliziranih rezova — obrada slike (kolegij Matema-
ticko modeliranje pretrazivaca); Dijkstrin algoritam, algoritmi za poravnanje parova
nizova i Viterbijev algoritam (kolegij Bioinformatika); simpleks metoda (kolegij Uvod
u optimizaciju); algoritmi za zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje prirodnih
brojeva, brza Fourierova transformacija (kolegij Oblikovanje i analiza algoritama);
heuristicki algoritmi za rjesavanje problema SAT i TSP (kolegij Metaheuristike); ...

U kolegiju Matematicka logika posebno se naglasi vazna razlika logike sudova i
logike prvog reda: prva je odluciva, a druga nije (Churchov teorem). Na taj nacin se
zeli istaknuti da je nuzno formalno definirati pojam algoritma. U kolegiju Izracunlji-
vost definira se pojam algoritma, tj. formalno se definira intuitivni pojam izracunljive
funkcije. U kolegiju Interpretacija programa medu ostalim razmatraju se jezici i gra-
matike, te konacni automati. U kolegiju Oblikovanje i analiza algoritama razmatraju
se neki konkretni algoritmi, te se odreduje njihova vremenska slozenost.

Poglavlje pod naslovom Dodatak sadrzi dokaze nekih teorema i rjesenja zadataka
koji su usko povezani s ostalim dijelovima ovog nastavnog materija, ali nisu ispreda-
vani, a onda nisu ni nuzni za polaganje kolegija. Sadrzaj Dodatka velikim dijelom
¢ine studentski seminari.



Za greske u ovom nastavnom materijalu kriv sam samo ja. Biti ¢u zahvalan
svakome tko me upozori na gresku bilo kakve vrste.

Zagreb, prosinac, 2018. Mladen Vukovié¢
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Poglavlje 1
Uvod

Ovaj Uvod ima nekoliko ciljeva. Prvo ¢emo navesti neku motivaciju za proucavanje
slozenosti algoritama. Zatim ¢emo ponoviti neke pojmove vezane uz izracunljivost.
Jedna tocka ovog Uvoda biti ¢e posvecena konac¢nim automatima i jezicima. Posto je
gotovo u svim udzbenicima iz teorije slozenosti osnovni model izra¢unavanja Turingov
stroj (u kolegiju Izracunljivost to je bio RAM-stroj), jednu tocku ¢emo posvetiti
Turingovim strojevima. U nekim dijelovima skripte koristit ¢emo i neke pojmove
matematicke logike. Pojmove iz logike ponovit ¢emo neposredno ispred dijela skripte
gdje ¢emo ih koristiti.

1.1 Motivacija

The Clay Mathematics Institute of Cambridge, Massachusetts (CMI) odabrao je 2000.
godine 7 vaznih, a dugo vremena nerijesenih problema, ponudivsi nagradu od po
milijun dolara za rjesenje svakog od njih. Ti problemi zovu se Milenijski problemi.
Jedan od tih problema naziva se "P = NP?” ili "P vs. NP”. Rije¢ je o problemu iz teorije
algoritama, a koji, vrlo pojednostavljeno receno, glasi: Postoje li, za naizgled sloZene
algoritme, jednostavniji algoritmi koji rjesavaju iste probleme?

Sada navodimo primjer s mrezne stranice CMI-a kojim zelimo na jednostavan
nacin ilustrirati problem "P=NP?” .

Primjer 1.1. Pretpostavimo da Zelimo organizirati smjestaj za grupu od 400 stude-
nata. Prostor je ogranicen, te ée samo 100 studenata dobiti sobu. Da ne bi bilo
prejednostavno, dekan je dao listu parova "nekompatibilnih” studenata: onih koji ne
mogu zajedno biti u domu (tj. ako jedan dobije smjestaj, drugi ga ne smije dobiti).

Ako Zelimo eksplicitno rjesenje postavljenog problema moramo razmotriti sve 100
clane podskupove skupa studenata, te provjeriti koji od njih (ako ijedan!) zadovoljava
uvjet "nekompatibilnosti”.

Znamo da traZenih podskupova ima (1188 , §to je otprilike 3 - 10" skupova.

Danasnjem najbrzem racunalu trebalo bi oko 30 000 godina da na taj nacin rijesi
problem.
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Razmatrant problem je jedan od tipicnih tzv. NP problema, jer je za neko ponudeno
rjesenje jednostavno provjeriti zadovoljava li dane uvjete, ali do samog rjesenja opce-
nito nije jednostavno doci.

Sljede¢om tablicom Zelimo naglasiti koliko su veliki neki brojevi. Kasnije, kada
¢emo razmatrati vremensku slozenost nekih algoritama, bilo bi dobro prisjetiti se ove
tablice, i to posebno, kada ¢emo imati situaciju da je neki algoritam eksponencijalne
vremenske slozenosti.

Pretpostavimo da neko ra¢unalo izvrsava milijun instrukcija u sekundi. U sljedecoj
tablici su istaknuta okvirna vremena koja bi bila potrebna rac¢unalu za izvrsiti f(n)
instrukcija za razli¢ite vrijednosti n.

| ) | n=10" | n=100 | na=10°
log, n 1075 sec 1,7-107° sec 2-107° sec
n 1073 sec 0,1 sec 1 sec
n-logy,n 0,01 sec 1,7 sec 20 sec
n? 1 sec 3 sata 12 dana
n3 17 min 32 godine 317 stoljeca
2" 10%% stoljeca | 100 %90 godina | 1009 9 godina

Naglasit ¢emo jos jednom neprakti¢nost algoritama c¢ija je vremenska slozenost
eksponencijalna. Ako bi imali racunalo koje u jednoj sekundi izvrsava 100 milijuna
instrukcija, njemu bi za izvrsavanje 250 instrukcija trebalo oko 365 godina.

Zelimo jo§ istaknuti da ¢emo osim vremenske sloZenosti promatrati i prostornu
slozenost.

1.2 Izracunljivost — kratki sazetak

U ovoj tocki ¢emo kratko ponoviti osnovne pojmove i teoreme vezane uz teoriju izra-
¢unljivosti. To su sljedec¢i pojmovi: RAM-izracunljiva funkcija, primitivno rekurzivne
funkcije i relacije, (parcijalno) rekurzivne funkcije, rekurzivni skupovi, indeks funk-
cije, Kleenijev teorem o normalnoj formi, teorem rekurzije, Riceov teorem, Churchova
teza, aritmeticka hijerarhija i rekurzivno prebrojivi skupovi. Sve detalje o navedenim
pojmovima mozete naéi u [26].

Jedno od osnovih pitanja u teoriji izra¢unljivosti je sto znac¢i da je neka funkcija
f: S C N¥ — N izrac¢unljiva. Jedan nacin stroge definicije izracunljive funkcije dan
je pomo¢u RAM-stroja.

RAM-stroj (eng. random access machine) je model idealiziranog rac¢unala. Sastoji
se od trake s registrima, spremnika za program i brojaca. Registri na traci su redom
oznaceni sa R, R, Ro, ... Pretpostavljamo da registara ima prebrojivo beskonacno
mnogo. Na pocetku rada RAM-stroja, te u svakom trenutku rada, u svakom registru
moze biti upisan proizvoljni prirodni broj. U spremniku za program prije pocetka
rada stroja upisuje se program. Program za RAM-stroj je konacan niz instrukcija.
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Postoje cetiri tipa instrukcija za RAM-stroj: INC Ry, DEC Ry,m, GO TO m i
STOP. Opisimo kratko svaku instrukciju. Kada stroj izvodi instrukciju INC Ry, tada
jednostavno broj u registru Ry poveca za jedan, te broj u brojacu poveca za jedan.
Kada izvodi instrukciju DEC Ry, m tada stroj prvo ispita da li se u registru Ry
nalazi broj razli¢it od nule. Ako je u Ry zapisan broj razli¢it od nule, tada se taj broj
smanjuje za jedan, a broj u brojacu se poveca za jedan. Ako je u registru Ry, zapisana
nula, tada se samo broj u broja¢u promijeni u m. Kada stroj izvodi instrukciju GO
TO m, tada se jednostavno broj u broja¢u promijeni u m. Instrukcija STOP znaci
bezuvjetno zaustavljanje rada stroja. Rad RAM-stroja s programom P i ulaznim
podacima & = (x1,...,2x) (na pocetku rada stroja u registru R; je zapisan prirodan
broj z;, za i = 1,...,k ) nazivamo P-izracunavanje sa Z. Kazemo da program P za
RAM-stroj izra¢unava funkciju f : S € N¥ — N ako za sve T € N* vrijedi:

T € S ako i samo ako P—izracunavanje sa T stane, te je na kraju rada u
registru Ry zapisan broj f(Z).

KaZemo da je neka funkcija f : S € N¥ — N RAM-izracunljiva ako postoji
program P za RAM-stroj koji je izracunava.

Kodiranje RAM—programa je svaka injekcija P + e koja je izracunljiva, te postoji
program () za RAM-stroj tako da (Q—izracunavanje sa x odgovara na pitanje je li x
kod nekog RAM-programa, te odreduje u tom sluc¢aju o kojem programu se radi.

Drugi nacin stroge definicije pojma izracunljive funkcije je pomocu parcijalno
rekurzivnih funkcija. Klasa svih parcijalno rekurzivnih funkcija je najmanja klasa
funkcija koja sadrzi sve inicijalne funkcije (nul-funkeiju, funkciju sljedbenik, te sve
projekcije) i zatvorena je na kompoziciju, primitivou rekurziju i p—operator.  Za
parcijalno rekurzivnu funkciju kazemo da je primitivno rekurzivna ako je totalna, te
ju je moguce definirati bez koristenja p—operatora. Za parcijalno rekurzivnu funkciju
kazemo da je rekurzivna ako je totalna. Za skup (ili relaciju) S € N* kazemo da je
(primitivno) rekurzivan ako je karakteristicna funkcija ys (primitivno) rekurzivna.

Za sve e,k € N sa {e}* oznacavamo parcijalnu funkciju iz N* koja je definirana

sa:
izlazni rezultat, ako je e kod nekog programa P,

te P—izracunavanje sa I stane;

{e}(@) ~
nedefinirano, inace.

Kazemo da za neku funkciju f : S € N¥ — N postoji indeks e ako vrijedi f ~ {e}*.

Kleenijev teorem o normalnoj formi za parcijalno rekurzivne funkcije.
Postoji primitivno rekurzivna funkcija U, te za svaki k € N\ {0} postoji primitivno
rekurzivna relacija Ty, tako da za svaku k—mjesnu parcijalno rekurzivnu funkciju ¢
postoji e € N tako da za svaki ¥ € NF vrijedi o(Z) ~ U(uyTi(e, 7,y)).

Istaknimo neke posljedice Kleenijevog teorema:

a) funkcija je RAM—izracunljiva ako i samo ako funkcija je parcijalno rekurzivna;
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b) za funkciju postoji indeks ako i samo ako funkcija je parcijalno rekurzivna,;

¢) za svaku (k+ 1)-mjesnu parcijalno rekurzivnu funkciju G postoji e € N tako da
za svaki T € NF vrijedi: G(e, Z) ~ {e}(Z). (Teorem rekurzije)

d) ako je @ # S G N koji ima svojstvo da i € S'i {i} ~ {j} povladi j € S, tada S
nije rekurzivan skup. (Riceov teorem)

Churchova teza: Svaka izracunljiva funkcija je parcijalno rekurzivna.

Halting problem: Postoji li RAM-stroj koji za svaki program P i svaki ¥ odreduje
hoé¢e li P—izracunavanje sa & stati?

Halting problem je nerjesiv, tj. ne postoji trazeni RAM-stroj (tj. program za RAM-
stroj). Istaknimo da je dokaz nerjesivosti halting problema jednostavna posljedica
egzistencije funkcije koja nije izracunljiva:

f(z) ~ { {z}(x) + 1, akoje {x}(x) definirano;

0, inace.

(Uocite da za definiciju funkcije f koristimo dijagonalni postupak, a njena neizracun-
ljivost slijedi iz Churchove teze).

Konacan niz kvantifikatora oblika Q1 ... Qnyn, gdje su Q; € {V,3}, nazivamo
prefiks. Kazemo da je prefiks TI2 ako je alternirajuéi, sadrzi n kvantifikatora i prvi
kvantifikator slijeva je V. Kazemo da je prefiks X2V ako je alternirajudi, sadrzi n kvan-
tifikatora i prvi kvantifikator slijeva je 3. KaZemo da je neka relacija R jedna IT?
relacija ako postoji rekurzivna relacija P i T2 prefiks Qv ... Qnyn, tako da vrijedi:
R(%) ako i samo ako Q1% ... QuynP(Z,y1,...,yn). Ponekad ¢emo pisati R € I1°, te

govoriti da je TI2 oznaka klase svih T2 relacija. Sli¢no definiramo pojam X0 relacije.
Kazemo da je relacija A ako je istovremeno I10 i 30.

Teorem o aritmetickoj hijerarhiji. Za svaki n > 0 postoji I relacija koja nije
Y0 te postoji X0 relacija koja nije 19,

KaZemo da je relacija S C N¥ rekurzivno prebrojiva ako je S domena neke par-
cijalno rekurzivne funkcije. Kratko ¢emo reéi da je to RE-relacija (eng. recursively
enumerable). Istaknimo neke ¢injenice o rekurzivno prebrojivim relacijama:

a) relacija R je RE-relacija ako i samo ako je R € X9

b) postoji RE-relacija koji nije rekurzivna;

c¢) funkcija f je parcijalno rekurzivna ako i samo ako je graf od f jedna RE-relacija.
(Teorem o grafu)

d) relacija R je rekurzivna ako i samo ako su relacije R i —R rekurzivno prebrojive.
(Postov teorem)

e) skup A C N je rekurzivno prebrojiv ako i samo ako skup A je slika neke parcijalno
rekurzivne funkcije.
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1.3 Konacni automati i jezici — kratki sazetak

Konac¢ni automati su "konacne aproksimacije" Turingovih strojeva. Oni su najjednos-
tavniji modeli racunanja. Ovdje ¢emo kratko ponoviti osnovne ¢injenice o konac¢nim
automatima. Prije kona¢nih automata navodimo definicije osnovnih pojmova vezanih
uz jezike.

Neka je I" neki alfabet (tj. proizvoljan neprazan skup). Elemente skupa I" nazivamo
simboli. Svaki konacan niz elemenata od I' nazivamo rije¢. Sa I'* oznacavamo skup
svih rijec¢i skupa I'. Pretpostavljamo da za svaki alfabet I' skup I'* sadrzi praznu rijec,
tj. rije¢ koja ne sadrzi niti jedan element od I'. Praznu rije¢ oznacavamo sa LI. Ako je
alfabet I' konacan ili prebrojiv skup, tada je skup svih rijeci I'* prebrojiv skup. Svaki
podskup skupa I'* nazivamo jezik. Duljina neke rije¢i o je broj simbola koje sadrzi.
Duljinu rije¢i a oznac¢avamo sa |a.

Konaé¢ni automat je uredena petorka M = (Q,T,6, qo, F'), gdje je redom:

e () konacan skup, ¢ije elemente nazivamo stanja;

I' je konacan skup koji nazivamo alfabet konacnog automata;

funkciju § nazivamo funkceija prijelaza, pri ¢emu je § : Q x (I'U{U}) = @;

qo € @ je istaknuti element skupa stanja koji nazivamo pocetno stanje;
e [' C () nazivamo skup prihvac¢ajucih stanja.

Neformalno govoredi, mozemo reé¢i da se konacni automat sastoji od cetiri dijela:
trake na koju se upisuje ulazna rije¢, glave koja cita redom simbole ulazne rijeci,
memorije koja se moze naci u jednom od kona¢no mnogo stanja, te kontrolne jedinice
koja ovisno o trenutnom stanju i proc¢itanom simbolu prebacuje automat u novo
stanje. Opisimo kratko rad konac¢nog automata. Na pocetku rada automat je u
pocetnom stanju qo, te je glava za citanje na poc¢etnom simbolu ulazne rije¢i. Nakon
startanja automata, kontrolna jedinica mijenja stanje ovisno o trenutnom stanju i
procitanom simbolu. Zatim se glava pomice na idué¢i simbol rijeci. Ako glava prede
preko zadnjeg simbola ulazne rijeci, tada se automat zaustavi.

Neka je M = (Q,T, 4, qo, F) konac¢an automat. Kazemo da automat M prihvaca
neku rije¢ a € I'* ako automat M s rijeci o kao ulazom stane u nekom od prihvacajucih
stanja iz zadanog skupa F. Skup svih rijec¢i koje prihvaca neki zadani konacni automat
M oznacavamo sa L(M). Kazemo da je neki jezik L regularan ako postoji konacan
automat M tako da vrijedi L = L(M). (Regularni jezici se mogu zadati i pomoéu
regularnih izraza; vidi zadatak 2 na strani 148).

Konac¢ni automati koje smo do sada razmatrali nazivaju se i deterministicki kona-
¢ni automati. Nedeterministicki konaéni automat je uredena petorka (Q, T, 9, qo, F'),
gdje sve komponente imaju isto znacenje kao i kod deterministickog automata, jedino
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je funkcija prijelaza sada zadana kao § : @ x (I'U {U}) — P(Q). Nedeterministicki
konac¢ni automat, osim sto moze preci u vise stanja, moze obavljati i tzv. e—prijalaze,
tj. ne mora se glava pomicati na sljedeé¢i simbol ulazne rijec¢i, a stroj moze prijeci
u novo stanje. Vazno je istaknuti da za svaki nedeterministicki kona¢ni automat N
postoji deterministi¢ki kona¢ni automat M tako da vrijedi L(N) = L(M).

Lema o pumpanju za regularne jezike. Neka je L regularni jezik. Tada postoji
k € N tako da za svaku rije¢ z € L koja ima najmanje k simbola, postoje rijeci u, v, w
tako da je z = wvw, v # U, |uv| <k, te za sve n € N vrijedi wv"w € L.

Primjenom leme o pumpanju lako je provjeriti da jezik {0"1" : n € N} nije
regularan.

1.4 Turingov stroj

Kako odrediti vrijeme izvodenja nekog algoritma? Ako bi mjerili vrijeme izvodenja
neke implementacije algoritma, morali bi voditi racuna o kojem programskom jeziku
se radi. Zatim, morali bi znati koji prevodioc programskog jezika koristimo. Naravno,
ne bi smjeli zaboraviti istaknuti koje racunalo smo koristili. Racunala se razvijaju
velikom brzinom i novi modeli dolaze na trziste svakodnevno. Sigurno se slazete da
bi bilo vrlo tesko odrediti programski jezik, njegov prevodioc i vrstu racunala koji bi
nam sluzili za odredivanje vremenske slozenosti svakog algoritma. Kako bi se izbjegla
potreba stalnog biranja idealne platforme za testiranja algoritama, analiza algoritama
bazira se na teorijskom racunalu. Najcesée se razmatraju Turingovi strojevi. Pojam
Turingovog stroja definirao je 1936. godine Alan Turing.

Slika 1.1: Alan Turing (1912.-1954.)

Prije formalne definicije, dajemo intuitivni opis Turingovog stroja. Mozemo reci da je
Turingov stroj automat koji manipulira simbolima na beskonac¢noj traci, pri ¢emu su
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ti simboli iz fiksiranog konacnog alfabeta. Traka je podijeljena u registre. U svakom
registru moze biti zapisan samo jedan simbol. Traka je beskonacna slijeva i zdesna.
U jednom trenutku glava stroja moze promatrati samo jedan registar. Turingov stroj
ima samo konacan broj stanja. Turingov stroj moze izvrsavati ¢etiri vrste akcije:

a) pomaknuti glavu za jedan registar lijevo;
b) pomaknuti glavu za jedan registar desno;
c¢) procitati simbol iz registra kojeg promatra;

d) napisati simbol (iz danog skupa simbola) u registar (odnosno, izbrisati postojeci
simbol i napisati novi).

Turingov stroj mozemo zadati tablicom iz koje se moze isc¢itati skup stanja i dozvo-
ljenih simbola. U sljede¢em primjeru upravo dajemo definiciju trazenog Turingovog
stroja pomocu tablice.

Primjer 1.2. Na traci se nalazi zapisan prirodan broj veci od nule u unarnom zapisu
(npr. broj 5 je zapisan kao IIIII). Definirat éemo Turingov stroj koji odreduje binarni
zapis tog broja. Pretpostavljamo da se glava stroja mna pocetku nalazi na krajnjem
lijevom znaku.

Prvo dajemo opis rada stroja po koracima, a onda éemo ga tocno zadati tablicom.

~

. pomak na zadnji desni znak I;

2. obrisati zadnji desni znak I;

3. pomak na prvo lijevo prazno mjesto;

4. na prazno mjesto pisemo 1;

5. pomak na zadnji desni znak I;

6. obrisati zadnji desni znak I;

7. pomak lijevo do prve znamenke zdesna,

8. ako je znamenka 0 tada je treba obrisati i napisati 1, te primijenimo korak 10.;
ako je znamenka 1 tada je treba obrisati ¢ napisati 0, te pomaknuti se jedno
mjesto lijevo,

9. ako je opet procitana neka znamenka (0 ili 1) tada se vratimo na korak 8.;

10. vracamo se na korak 5. ako jos ima znakova I, a inace stroj stane.
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Sada trazeni Turingov stroj zadajemo tablicom.

’ H qo ‘ q1 ‘ q2 ‘
0 || 0Dgo | 05qsTop | 1Dqo
1 || 1Dqy | 15qsTrop | 0Lgo
U || ULg: | USgsTop | 1Dqo
1 || IDqy LILgo 1Lgs

Primijetimo da dani Turingov stroj ima cetiri moguca stanja: qo, q1, G2 T qsTop
(zavrsno stanje). Skup dozvoljenih simbola je {1,0,1}. Slovo D oznacava da se glava
stroja pomice desno u sljedecem koraku, slovo L oznacava da se glava stroja pomice
lijevo, a slovo S oznacava da glava stroja ostaje na istom registru na traci.

Turingovi strojevi mogu se zadavati i grafovima. To pokazujemo u sljede¢em
primjeru.

Primjer 1.3. Dajemo primjer Turingovog stroja koji na praznu traku napise tri ista
simbola: sss. Prazno mjesto oznacavamo sa U. TraZeni Turingov stroj je zadan slje-

decim grafom.
. U:sD . U: sD e

Slika 1.2: Turingov stroj zadan grafom.

Najcesc¢e ¢emo Turingove strojeve zadavati neformalnim opisima. U sljede¢em
primjeru navodimo jednu takvu situaciju.

Primjer 1.4. Opisimo Turingov stroj koji provjerava je li zapisani prirodni broj na
traci palindrom, tj. broj koji je jednak bez obzira ako ga citamo s lijeva ili zdesna.
Primjerice, neki palindromi su 22, 121, 5335 1 478 87/. Pretpostavljamo da je broj
na traci zapisan u dekadskom zapisu, te da se na pocetku rada stroja glava nalazi na
prvoj lijevoj znamenci.

Stroj procita prou lijevu znamenku. Neka je to neki k € {0,1,...,9}. Tada stroj
prede u stanje qi, te obrise prvu lijevu znamenku. Nakon toga glava za citanje se
mice do zadnje desne znamenke (stroj ostaje u stanju qi). Ako je posljednja desna
znamenka razlicita od k, stroj staje u stanju qng. Ako je posljednja desna znamenka
jednaka k, tada je stroj obrise, pomakne se na prvu znamenku lijevo, te se ponovi
citav postupak.

Sada navodimo formalnu definiciju Turingovih strojeva, i to one vrste koju ¢emo
najcesce koristiti.
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Definicija 1.5. Turingov stroj je uredena sedmorka (Q,%, 1,0, q0,4pa, qNE), gdje
je redom:

e () konacan skup cije elemente nazivamo stanja;

e X je konacan skup, cije elemente nazivamo ulazni simboli. Pretpostavljamo
da X ne sadrzi "prazan simbol" kojeg oznacavamo sa L,

I' je konacan skup kojeg nazivamo alfabet Turingovog stroja. Pretpostav-
ljamo da je prazan simbol Ll element od I'; te 3 C T;

0:QxT' = QxT'x{L,D,S} je proizvoljna funkcija koju nazivamo funkcija
prijelaza;

qo je element iz Q) i nazivamo ga pocetno stanje;

qpa je element skupa Q) i nazivamo ga stanje prihvacanja;

qnE je element skupa Q) i nazivamo ga stanje odbijanja.

Uoc¢imo da je funkcija ¢ totalna funkcija. To, primjerice, znaci da je definirano
d(qpa,s), tj. ¢ini se da stroj nastavlja raditi i nakon zavrSnog stanja. Naglasimo
ponovno da je to formalna definicija, a intuitivni opis stroja je nesto drugo. Istaknimo
jos da slovo L oznacava pomak glave za citanje jedno mjesto lijevo na traci, D pomak
desno na traci, a S znaci da glava za Citanje ostaje na istom mjestu.

Primijetite da smo definirali da Turingov stroj ima samo dva zavrsna stanja: qpa
i gng. Ponekad se takvi strojevi nazivaju odlucitelji. Kako bi mogli razmatrati
primjerice probleme optimizacije, ili pak izracunljivost funkcija, tada se razmatraju
strojevi koji se nazivaju pretvaraci (ako se zaustave tada je rije¢ koja je preostala na
traci zapravo izlazni rezultat). Za funkcije oblika f : S C N*¥ — N se definira pojam
Turing-izracunljivosti na sasvim analogni nacin kao i RAM-izracunljivost. Vazno
je naglasiti da se klase RAM-izracunljivih i Turing—izracunljivih funkcija poklapaju
(vidi zadatke u Dodatku na strani 150).

Definicija 1.6. Kazemo da Turingov stroj T = (Q, %, 1,0, 90, qpa, qvE) Prepoz-
naje neku rije¢ w € I'* ako postoji konacan niz parova (1o, 50), - -, (T, Sm) € Q@ X T,
te konacan niz simbola I, ..., I, € {L,D,S} tako da vrijedi:

a) ro =qo @ So je prui lijevi simbol rijeci w;
b) za svakij € {0,...,m—1} imamo §(rj, s;) = (Tj4+1, Sj+1,Lj+1) @ 7j € {qpa,anve};
C) Tm = dDA-

Za proizvoljan Turingov stroj T sa L(T) oznacavamo skup svih rijeci koji T prepoz-
naje. Kazemo da neki Turingov stroj T prepoznaje jezik L ako vrijedi L = L(T). Za
neki jezik L kaZemo da je Turing—prepoznatljiv, ili samo kratko prepoznatljiv,
ako postoji Turingov stroj koji ga prepoznaje.
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Svaki konacan jezik je Turing—prepoznatljiv. Jezik {0"1" : n € N} je Turing—
prepoznatljiv.

Nadalje ¢emo re¢i da neki Turingov stroj staje s nekim danim ulazom, ako
postoje nizovi kao u prethodnoj definiciji, pri ¢emu je 7, = qpa ili 7, = qng. Ako
takvi nizovi ne postoje, re¢i ¢emo da Turingov stroj radi vjecno s danim ulazom.

Ako Turingov stroj T' prepoznaje rije¢ w, tj. stroj T s ulazom w staje u konacno
mnogo koraka u zavrSnom stanju ¢p 4, tada kazemo jos da Turingov stroj 17" prihvaca
rije¢ w. Ako Turingov stroj T' s ulazom w staje u kona¢no mnogo koraka u stanju
qNE, tada jos kazemo da Turingov stroj odbija rijec w.

Primijetimo da ako Turingov stroj T' prepoznaje jezik L, te je w € I'*\ L, tada
Turingov stroj T' koji na pocetku kao ulazni podatak ima na traci zapisanu rije¢ w
uopcée ne mora stati, tj. ne mora nuzno zavrsiti sa stanjem qyg.

Definicija 1.7. Za neki jezik L C I'* kaZemo da je Turing—odluciv, ili kratko od-
luciv, ako postoji Turingov stroj T koji ga prepoznaje, te za svaku rije¢ w € T'* \ L
stroj T s ulazom w staje u zavrsnom stanju qng. Ako neki jezik nije odluciv tada jos
kazemo da je neodluciv.

U literaturi se Turing—prepoznatljivi jezici nazivaju i rekurzivno prebrojivi jezici.
Razlog tome je rekurzivna prebrojivosti skupa {f(w) : w € L} za svaki Turing—
prepoznatljiv jezik L, gdje je f proizvoljno kodiranje rijeci jezika L s prirodnim bro-
jevima. Turing—odlucivi jezici se nazivaju i rekurzivni jezici.

Znamo da svaki rekurzivno prebrojiv podskup od N ne mora biti rekurzivan. To
znaci da postoje jezici koji su prepoznatljivi, ali nisu i odlucivi (vidi zadatak 4 na
strani 15).

Primjer 1.8. Lako je pokazati da su sljedeci jezici odlucivi.

Skup svih rijeci zadanog konacnog alfabeta.

{z € T* :|z| je prim broj }, gdje je T' proizvoljan konacan skup.

Jezik kojeg prepoznaje neki konacan automat, tj. reqularni jezik.

Jezik koji je generiran s konteksno neovisnom gramatikom.

Kako bismo mogli navesti neke primjere neodlucivih jezika moramo prvo defini-
rati kodiranje Turingovih strojeva. Neka je T' = (Q, %, 1,0, g0, ¢pa, gnE) proizvoljan

Turingov stroj. Neka je Q = {qo,q1,2, - - -, @m, Gm+1, dm+2}, Pri Cemu je ¢mi1 = gpa
i ¢ni2 = qng. Definiramo kodiranje stroja 7" pomocu nizova nula i jednica ovako:

e svakom stanju ¢; pridruzujemo niz od 7 + 1 nula;

e simbolu L (oznaka za pomak glave stroja u lijevo) pridruzujemo 0, simbolu D
pridruzujemo 00, a simbolu S pridruzujemo 000;
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e ako je I' ={sy,...,s,}, tada simbolu s; pridruzujemo niz od i nula.

Ako je 0(q,s) = (¢, ¢, 1), pri cemu ¢,¢' € Q, s, € T',te I € {L,D,S}, tada
uredenu petorku (q, s,q’, s’, I) nazivamo konfiguracija Turingovog stroja 7. Svakoj
konfiguraciji (¢, s, ¢, s, I) pridruzujemo niz nula i jedinica na sljedeé¢i nacin:

'kod stanja ¢" 1 'kod simbola s" 1 "kod stanja ¢'" 1 "kod simbola s'" 1 "kod
simbola I".

Bududi da je svaki Turingov stroj jedinstveno odreden konac¢nim nizom konfigura-
cija ky,...,k, (skupovi @ 1T su konac¢ni), te mozemo zadati da je niz konfiguracija
ureden leksikografski, tada Turingovom stroju 7' na jedinstveni nacin pridruzujemo
sljededi kod:

1 "kod konfiguracije k;" 1 'kod konfiguracije k2" 1 ... 1 "kod konfiguracije k," 1

Primijetite da prilikom kodiranja nismo uzeli u obzir skup 32, tj. nismo ga kodirali.
Razlog tome je to $to nam u daljnim razmatranjima skup ¥ nece biti bitan.

Kod Turingovog stroja T oznac¢avamo sa (7'). Notacija sa siljatim zagradama
se na prirodan nac¢in prosiruje. Ako su 7' i 7" dva Turingova stroja, tada (T',7”)
oznacava njihov kod iz kojeg se mogu rekonstruirati oba stroja. Ako je T stroj i w
neka rije¢, tada s (T, w) oznacavamo kod stroja T' koji na ulazu ima rije¢ w.

Postoji vise nacina dokazivanja neodlucivosti nekog jezika. Neodlucivost nekog
jezika mozemo dokazivati dijagonalnim postupkom. Zatim, dokaz neodlucivosti nekog
jezika mozemo provesti svodenjem njegove odlucivosti na odluc¢ivost nekog jezika za
koji smo prije dokazali da je neodluciv. Za dokaz neodlucivosti nekog jezika ponekad
je vrlo zgodno primijeniti Riceov teorem. Prije teorema navodimo u sljedecoj lemi
jedan jezik ¢iju neodlucivost ¢emo koristiti u dokazu Riceovog teorema. Lema se lako
dokazuje primjenom dijagonalnog postupka.

Lema 1.9. Jezik Ary = {(T,w) : T je Turingov stroj koji prihvaca rije¢ w} je
neodluciv.

Dokaz. Pretpostavimo da stroj A odlucuje jezik A7y;. Ako zavrsno stanje stroja A s

ulazom (T, w) oznacimo s A((T,w)), tada vrijedi

| gpa, akostroj T prihvaca rije¢ w;
AT, w)) = { gNE, inace.

Definiramo novi Turingov stroj D koji s ulazom (T") radi ovako:

1. prvo simulira rad stroja A s ulazom (T, (T));

2. ako stroj A prihvati rije¢ (T, (T)) tada definiramo da stroj D odbije rije¢ (T).
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3. ako stroj A odbije rije¢ (A, (A)) tada definiramo da stroj D prihvada rije¢ (T').
Kratko mozemo zapisati rad stroja D ovako:

gpa, ako stroj T ne prihvaca rije¢ (T');
gnve, akostroj T prihvaca rije¢ (T').

b)) = {

(Primijetite da prethodni skraceni zapis ne moze biti definicija stroja D. Egzistenciju
stroja D osigurava pretpostavka o egzistenciji stroja A.)
Tada posebno imamo:

D((D)) = gpa, ako stroj D ne prihvaca rije¢ (D);
| qvE, skostroj D prihvaéa rije¢ (D).

Time je dobivena kontradikcija. Q.E.D.

Primijetite da je u prethodnom dokazu koristen dijagonalni postupak. G. Cantor
je primjenom dijagonalnog postupka dokazao da je skup R neprebrojiv. K. Godel
je koristio dijagonalni postupak prilikom dokaza nepotpunosti Peanove aritmetike.
Egzistencija funkcije f : N — N koja nije izracunljiva takoder se dokazuje primjenom
dijagonalnog postupka (vidi stranu 4).

Teorem 1.10. (H. G. Rice, 1951.) Neka je L proizvoljan jezik koji ima sljedeca
svojstva:

a) za sve Turingove strojeve Ty i Ty, za koje je L(Ty) = L(T3), vrijedi:
(Ty)y € L ako i samo ako (1) € L;

b) postoje Turingovi strojevi Ty i Ty takvi da je (T7) € L i (Ty) & L.
Tada je jezik L neodluciv.

Dokaz. Pretpostavimo da je jezik L odluciv. Cilj nam je dokazati da bi tada jezik
Arar, koji je definiran u prethodnoj lemi, trebao biti odluciv. U tu svrhu éemo
konstruirati stroj S koji ¢e odlucivati jezik Arps. Neka je I' konacan alfabet takav da
je L C I'*. Neka je T" Turingov stroj koji odlucuje jezik L. Tada za svaku rije¢ x € ['*
vrijedi:

| gpa, ako we L;
Tz) = { qve, ako weT*\ L.

Oznacimo sa T neki Turingov stroj za koji vrijedi L(Tp) = 0. Ako (Ty) € L tada
primijetimo da za jezik I'* \ L redom vrijedi:

(1) ako su S; i Sy Turingovi strojevi takvi da L(S;) = L(S;) tada iz
uvjeta a) iz iskaza teorema imamo sljedece ekvivalencije:

(S))elM™\L & (S))¥¢L & (S9) €L & (Sy)el™\L;
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(2) bududi da iz b) imamo da postoji stroj Ty tako da vrijedi (T) & L,
tada (Ty) € T\ L;

(3) za stroj Ty imamo (Ty) & T\ L;

(4) bududi da smo pretpostavili da je jezik L odluciv, tada je i jezik I\ L
takoder odluciv.

Dakle, ako (Ty) € L tada jezik I'* \ L ispunjava uvjete teorema, te za njega vrijedi
(Ty) & T*\ L, onda u daljnim razmatranjima promatramo jezik I'* \ L. Radi kraceg
zapisa jezika pretpostavit éemo da vrijedi (Ty) & L.

Neka je T} neki Turingov stroj za koji vrijedi (T}) € L (takav postoji zbog uvjeta
b) u iskazu teorema).

Za svaki stroj M koji na ulazu ima rije¢ w definiramo stroj M,,. Rad stroja M,
koji na ulazu ima rije¢ x € I'* definiramo ovako:

qpa, ako M(w)=qpa i Ti(z) = qpa;
My(x) = gNe, ako M(w) = qng;
radi vjecno, inace.

(Uoc¢imo da ako stroj M s ulazom w ne staje u konacno koraka tada stroj M, sa
svakim ulazom radi bez zaustavljanja. Zatim, ako stroj M s ulazom w staje u stanju
qpa, ali stroj T1 s ulazom x radi bez zaustavljanja, tada ni stroj M, s ulazom x ne
staje u kona¢no mnogo koraka.)

Definiramo Turingov stroj S koji na ulazu ima rije¢ (M, w), gdje je M Turingov
stroj, a w € I'*, na sljedeci nacin:

pa, ako T((My)) = qpa;
S((M,w)) :{ ZNE’ ako T({(M,)) :ZNE'

(Uocite da stroj S sa svakim ulazom staje u kona¢no mnogo koraka, jer po pretpos-
tavci stroj T odlucuje jezik L, pa on staje u kona¢no mnogo koraka za svaki ulaz.)

Tvrdimo da stroj S odlucuje jezik Arp,. U tu svrhu promatramo dva slucaja:
<M,w) € ATM i (M,w> g ATM-

Pretpostavimo prvo da za neki stroj M i neku rije¢ w vrijedi (M,w) € Arp.
Iz definicije jezika A7) tada slijedi da stroj M prihvaca rije¢ w. Iz definicije stroja
M, tada imamo L(M,) = L(T}). Bududi da je (11) € L, tada iz uvjeta a) iz iskaza
teorema slijedi (M,,) € L. Buduéi da stroj T odlucuje jezik L tada stroj T" prihvaca
rije¢ (M,,). 1z definicije stroja S slijedi da tada stroj S prihvada rije¢ (M, w).

Promotrimo sada slucaj kada je M Turingov stroj i w rije¢ tako da vrijedi S({M,w)) =
qpa. Zelimo dokazati (M, w) € Arpyy, tj. stroj M prihvaéa rije¢ w, odnosno da vri-
jedi M(w) = qpa. Iz S((M,w)) = gpa i definicije stroja S slijedi T'((M,)) = qpa.
Bududéi da po pretpostavci stroj T odlucuje jezik L tada (M,,) € L. Ako bi vrijedilo
M (w) = qng ili stroj M radi s ulazom w beskonac¢no tada L(M,,) = (. Tada imamo
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L(M,)=0= L(Ty) i (M,) € L. Iz uvjeta b) iz iskaza teorema slijedi (Ty) € L, $to
je kontradikacija. To znaci da mora vrijediti M (w) = qpa.

Promotrimo sada slucaj kada za neki stroj M i neku rije¢ w vrijedi (M, w) & Arpy.
Tada iz definicije jezika A7) slijedi da stroj M ne prihvacéa rije¢ w. Tada su moguce
dvije situacije: stroj M s ulazom w radi bez zaustavljanja ili vrijedi M (w) = qnEg.
Ako stroj M s ulazom w radi bez zaustavljanja, tada stroj M, ne staje u konacno
mnogo koraka niti za jedan ulaz, pa je L(M,) = 0. Ako vrijedi M(w) = qng, tada
iz definicije stroja M, slijedi L(M,) = (. Zaklju¢ujemo da u obje situacije vijedi
L(M,) = 0, tj. L(M,) = L(Ty). Buduéi da (Ty) ¢ L tada iz uvjeta a) iz iskaza
teorema slijedi (M,,) ¢ L. Tada stroj T" odbija rije¢ (M,), a onda i stroj S odbija
rije¢ (M, w).

Time smo dokazali da stroj S odlucuje jezik Aryy, tj. jezik Arps je odluciv. Time
je dobivena kontradikcija s prethodnom lemom. Q.E.D.

Turingove strojeve koji smo do sada razmatrali nazivaju se i jednotracni deter-
ministicki Turingovi strojevi. Mogu se promatrati i sljedece varijante Turingovog
stroja: visetracni, stroj s visedimenzionalnim trakama, stroj s vise glava za c¢itanje
i pisanje, te nedeterministicki Turingov stroj. Prilikom rjesavanja nekih problema
zgodnije je upotrijebiti neku varijantu (najcesée visetrac¢nu ili nedeterministicku ver-
ziju).

Kao $to smo ve¢ naveli, Turingove strojeve koje smo do sada razmatrali nazi-
vamo deterministicki Turingovi strojevi. Kod nedeterministickih Turingovih strojeva
funkcija prijelaza poprima vrijednosti u partitivnhom skupu. Sada dajemo njihovu
formalnu definiciju.

Definicija 1.11. Nedeterministicki Turingov stroj je uredena sedmorka

(Qa 27 F? 57 4o, 4D A, qNE)J gd]@ simboli Qa 27 Fv do, dpa ( gNE Zma]u isto znaé@nje
kao kod deterministickih Turingovih strojeva. No, sada je promijenjena kodomena
funkcije prijelaza, tj. imamo § : Q@ x T' — P(Q x T' x {L, D, S}).

Nedeterminizam se najbolje ocituje u tome Sto stroj u nekom stanju i trenutno
procitanim simbolom moze postupati na bitno razlicite nac¢ine. Najbolje je mogucénost
postupanja na razli¢ite nacine zamisljati kao grananja.

Definicija 1.12. KaZemo da nedeterministicki Turingov stroj N = (Q,%, T, 6,
do, 4pa, qnE) Prepoznaje rije¢ w € I'* ako postoji konacan niz parova (rg, o), - - -,
(Tms Sm) € Q X T, te konacan niz simbola I, ..., I, € {L,D,S} tako da vrijedi:

a) ro =qo @ So je prui lijevi simbol rijeci w;
b) za svakij € {0,...,m—1} imamo (rji1, 8541, Lj41) € 6(r5,8;) @ rj € {qpa, anE};

¢) Tm = qpa.
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Za proizvoljan nedeterministicki Turingov stroj N sa L(N) oznacavamo skup svih
rijeci koji stroj N prepoznaje. KazZemo da neki nedeterministicki Turingov stroj N
prepoznaje jezik L ako vrijedi L = L(N).

Mozemo kratko reé¢i da neki nedeterministicki Turingov stroj N prepoznaje neku
rije¢c w ako taj stroj s ulaznim podatkom w ima svojstvo da barem jedna grana
izracunavanja stane u kona¢no mnogo koraka u zavrsnom stanju qpa.

Reéi ¢emo da neki nedeterministicki stroj s nekim ulazom staje ako sve grane
izracunavanja stanu u nekom zavrsnom stanju.

Za svaki nedeterministicki Turingov stroj NV postoji deterministicki Turingov stroj
T tako da vrijedi L(N) = L(T'). To ¢emo posebno istaknuti u teoremu 2.18.

Kada u daljnjim izlaganjima napisemo samo "Turingov stroj", mislimo na jedno-
tracni deterministicki Turingov stroj.

Zadaci
1. Neka je L C I'* odluciv jezik. Dokazite da je tada i jezik I'* \ L odluciv.

2. Neka su L; i Ly odlucivi jezici. Dokazite da su tada jezici Ly \ Lg, LN Lo i
L U Ly takoder odluéivi.

3. Dokazite da su sljededi jezici odlucivi:

: T je Turingov stroj koji ima manje od 78 stanja};

: T je Turingov stroj koji ima to¢no 153 stanja};

)
)
T) : T je Turingov stroj ¢iji alfabet sadrzi manje od 1000 simbola};
)
)

: T je Turingov stroj ¢iji alfabet sadrzi toéno 33 simbola};

: T je Turingov stroj ¢iji alfabet sadrzi vise od 17 simbola};

Ty, Ts) : Ty i Ty su Turingovi strojevi koji imaju jednak broj stanja};
T1,T,) : Ty i Ty su Turingovi strojevi pri ¢emu je kardinalnost alfabeta
stroja 77 manja od kardinalnosti alfabeta stroja T5}.

4. Dokazite nerjesSivost halting problema za Turingove strojeve, tj. dokazite da
jezik HALTry = {{(M,w) : M je Turingov stroj s ulaznom rijeéi w koji staje}
nije odluc¢iv. Dokazite da je navedeni jezik prepoznatljiv.

Uputa. Pretpostavite da je jezik HALTry, odluciv, te tada definirajte Turingov
stroj koji odlucuje jezik Aryy;.

5. Dokazite da sljedeci jezici nisu odlucivi:

a) Ly = {(T,w) : T je Turingov stroj koji ne prihvaca rije¢ w};

b) Ly = {{T,w) : T je Turingov stroj koji odbija rije¢ w};
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¢) Ly = {(T,w) : T je Turingov stroj koji radi beskona¢no s ulazom w}.

Upute. a) Ocito Ly = {0,1}* \ Arys. Ako bi jezik L; bio odluciv tada bi i jezik
Aras takoder bio odluéiv.
b) Za svaki Turingov stroj 7" definiramo pripadni "komplementarni" Turingov
stroj T ovako:
sl qpa, ako T(w) = qnE;
T(w) =
(w) { ave, ako T(w) = gpa.

(Primijetite da oba stroja T i T s nekim ulazom staju, ili pak oba rade bez
zaustavljanja.) O¢ito za svaki Turingov stroj 7" i svaku rije¢ w vrijedi: (T, w) €
Aryr ako i samo ako (T, w) € Lo. To znaci da iz odlucivosti jezika Ly slijedi i
odlucivost jezika Arys.

c¢) Oc¢ito vrijedi Ly = {0,1}*\ HALTry,.

. Dokazite da jezik Epy = {(T) : T je Turingov stroj za koji vrijedi L(T) = 0}

nije odluciv.

. Dokazite da jezik EQry = {(T1,Ts) : T1 i Ty su Turingovi strojevi za koje

vrijedi L(T}) = L(T5)} nije odluciv.

Uputa. Neka je Ty neki Turingov stroj za koji vrijedi L(Ty) = (). Ocito za svaki
Turingov stroj T vrijedi: (T) € Erp ako i samo ako (T, T) € EQry. Buduéi
da iz prethodnog zadatka znamo da jezik Er,; nije odluciv, tada iz prethodne
ekvivalencije slijedi da ni jezik EQ7js nije odluciv.

. Dokazite da sljedeci jezici nisu odlucivi:

a) {(T) : T je Turingov stroj takav da L(T) < 373};
b) {(T) : T je Turingov stroj takav da L(T") = 1001};
c) {{T') : T je Turingov stroj takav da L(T") > 561}
) {T)
) {T)

T

) konacan skup};
T') beskonacan skup}.

d) {{T') : T je Turingov stroj za koji je L(
(

e T) : T je Turingov stroj za koji je L

. Dokazite da jezik L = {(T,Ts) : T\ i T, su Turingovi strojevi takvi da vrijedi

L(Ty) C L(T3)} nije odluciv.

Rjesenje. Neka je Tj neki Turingov stroj koji prihvaca samo rijec¢ 0, tj. vrijedi
L(Ty) = {0}. Oznacimo Ly = {(T) : T je Turingov stroj i 0 € L(T)}. O¢ito za
svaki Turingov stroj 7" vrijedi: (T') € Ly ako i samo ako (T, T) € L. To znadci
da je za neodlucivost jezika L dovoljno dokazati da jezik Lg nije odluciv. U tu
svrhu koristimo Riceov teorme. Ocito postoje Turingovi strojevi T i T” takvi
da vrijedi 0 € L(T) i 0 ¢ L(1"), tj. takvi da je (T') € Lo i (I") & L. Neka su
Ty i Ty Turingovi strojevi takvi da je L(Ty) = L(T) i vrijedi (1) € Lg. Tada
vrijedi 0 € L(Ty). Iz L(T}) = L(T5) slijedi 0 € L(T3), a onda i (Ty) € Lo.
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Dokazite da jezik L = {(T%,Ts) : Ty i T5 su Turingovi strojevi i L(T1) N L(Ty) =
0} nije odluciv.

Dokazite da jezik L = {(T',Ts) : T1 i T5 su Turingovi strojevi i L(T1)U L(Ty) =
{0,1}*} nije odluciv.

Dokazite da sljedeci jezici nisu odlucivi:
a) {(11,Ty) : Ty i Ty su Turingovi strojevi takvi da postoji rije¢ koju oba
stroja prihvacaju};
b) Ly = {(T1,T3) : T} i Ty su Turingovi strojevi takvi da postoji rije¢ koju
oba stroja ne prihvacaju};

¢) Ly = {(T1,Tz) : Ty i Ty su Turingovi strojevi takvi da postoji rije¢ koju
oba stroja odbijaju}.

Uputa. a) Oznac¢imo dani jezik sa L. Neka je Ty neki stroj koji prihvaca samo
rije¢ 0. Oznac¢imo L' = {(T) : T je Turingov stroj koji prihvaca rije¢ 0}.
Primjenom Riceovog teorema lako je dokazati da je jezik L' neodluciv. O¢cito
za svaki Turingov stroj 7" vrijedi: (T) € L' ako i samo ako (Tp,T) € L.

Dokazite da sljedeci jezici nisu odlucivi:

a) {(T) : T je Turingov stroj za koji je jezik L(T) regularan};
b) {(T) : T je Turingov stroj za koji je jezik {0,1}* \ L(T") regularan};

d) {(T') : T je Turingov stroj za koji je jezik {0,1}* \ L(T") prepoznatljiv};

) (1)
) (1)
c) {(T') : T je Turingov stroj za koji je jezik L(T') prepoznatljiv};
) {(T)
e) {(T') : T je Turingov stroj za koji je jezik L(T') odluciv};

) {(T)

f) {(T') : T je Turingov stroj za koji je jezik {0,1}* \ L(7T) odluciv}.

Rjesenje. a) Oznacimo dani jezik sa L. Primjenjujemo Riceov teorem. Neka je
T Turingov stroj koji odlucuje jezik {0"1" : n € N} (takav stroj postoji!). Iz
leme o pumpanju znamo da jezik L(7') nije regularan. Iz toga slijedi (T") & L.
Neka je T" neki Turingov stroj za koji vrijedi L(7") = {0,1}*. Buduéi da je
{0, 1}* regularan jezik tada imamo (7") € L. Neka su T} i T5 Turingovi strojevi
za koje vrijedi L(Th) = L(T3) i (T1) € L. Tada je jezik L(T)) regularan. Iz
L(Ty) = L(Ty) slijedi da je i jezik L(T5) regularan, tj. vrijedi (1) € L.

Odpredite sto radi nedeterministicki Turingov stroj koji je zadan sljede¢om sli-
kom.
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Slika 1.3: Primjer nedeterministickog Turingovog stroja

UvOD



Poglavlje 2

Vremenska slozenost

U ovom poglavlju definirat ¢emo osnovne pojmove vezane uz vremensku slozenost
nekog Turingovog stroja. Ako je T neki jednotraéni Turingov stroj (deterministicki
ili nedeterministicki), te su ¢ i ¢’ dva njegova stanja, s i s’ simboli alfabeta, te I €
{L, D, S}, tada uredenu petorku (¢, ¢, s, s’, I) nazivamo korak stroja T  ako vrijedi
d(q,s) = (¢,s',I),odnosno (¢, s',I) € 6(q, s) ako se radi o nedeterministickom stroju.

Definicija 2.1. Neka je T neki deterministicki Turingov stroj koji staje za svaki
ulazni podatak. Vremenska slozenost deterministickog stroja T je funkcija timer :
N — N, gdje je timer(n) maksimalan broj koraka koje stroj T napravi za svaki ulazni
podatak duljine n.

Neka je N neki nedeterministicki Turingov stroj koji staje za svaki ulazni podatak.
Vremenska slozenost nedeterministickog stroja N je funkcija timey : N — N,
gdje je timen(n) maksimalan broj koraka, uzimajuéi u obzir sve grane, koje stroj N
napravi za svaki ulazni podatak duljine n.

Ako je timer vremenska slozZenost stroja T (deterministickog ili nedeterministic-
kog) tada kazemo da stroj T' radi u vremenu timer, tj. da je T timer-vremenski
slozen Turingov stroj.

Vremensku slozenost nekog problema (ili jezika) ne mozemo definirati kao vre-
mensku slozenost najefikasnijeg Turingovog stroja koji rjesava taj problem. Dva su
barem razloga za to: moguce je ubrzati izracunavanje primjenom veceg alfabeta ili
moguce je ubrzati izraCunavanje primjenom vise traka. Sljedeci teorem upravo govori
da je odlucivanje o nekom jeziku uvijek mogucée proizvoljno linearno ubrzati. Dokaz
teorema je dan u Dodatku.

Teorem 2.2. (O linearnom ubrzanju) ! Neka je L proizvoljan odluciv jezik. Za
svaki Turingov stroj T koji odlucuje jezik L i prirodan broj m # 0 postoji Turingov
stroj S koji odlucuje jezik L, te za svakin € N vrijedi:

timer(n)

timeg(n) < ———= + n.
m

U literaturi na engleskom jeziku teorem se naziva Linear Speed—Up Theorem.

19
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Prirodno se postavlja pitanje jesu li moguca i veca ubrzanja od linearnog. Djelo-
micni odgovor na to pitanje daje sljedeéi teorem.

Teorem 2.3. (Speed—Up teorem)

Za svaku rekurzivnu funkciju g : N — N postoji odluciv jezik L tako da za svaki
Turingov stroj T koji odlucuje jezik L postoji Turingov stroj S tako da za svakin € N
vrijedi: g(timeg(n)) < timeg(n).

Dokaz mozete pogledati u [7]. Primijetimo da je teorem o linearnom ubrzanju
primjenjiv na sve odlucive jezike. Prethodni pak teorem govori da postoji jezik koji je
moguce odlucivati na proizvoljno brzom stroju. Za proizvoljni jezik tesko je ocekivati
bolje od linearnog ubrzanja.

2.1 Notacija veliko O

Toc¢no vrijeme trajanja rada nekog Turingovog stroja i potrebnog prostora je unapri-
jed ved¢inom gotovo nemoguce izracunati, stoga ga procjenjujemo. Jedan prikladan
oblik procjene u kojem pokusavamo ocijeniti vrijeme trajanja rada stroja je trajanje
rada za velike ulazne podatke, koji zovemo asimptotska analiza. Cesto je tesko, a
nekad i nemoguce, izvesti egzaktnu formulu za broj operacija nekog algoritma. Zato
proucavamo asimptotsko ponasanje broja operacija kad veli¢ina ulaznih podataka
neograniceno raste. Obicno se slozenost algoritama usporeduje s nekom od sljedec¢ih
standardnih funkcija:
log,n, n, nlog,n, n? n® 2™

Sljede¢om tablicom Zelimo naglasiti koliko su zapravo velike (priblizne) vrijednosti

nekih funkcija.

’ n H log2n| n |nlog2n| n? | n? | " ‘
5 3 5 15| 251125 32
10 4 10 40 | 100 | 10° | 10°
100 7| 100 700 | 10* | 10° | 10%°
1000 10 | 10° 10* | 10° | 109 | 103"

Definicija 2.4. Neka su f,g : N — RT dvije funkcije. KaZemo da je funkcija g
asimptotska gornja meda za funkciju f ako postoji ¢ > 0 ing € N tako da za
svaki n > ng vrijedi f(n) < cg(n). Oznaka: f(n) = O(g(n)).

Propozicija 2.5. Ako vrijedi fi(n) = O(g1(n)) @ fa(n) = O(ga(n)) tada je f1(n)+
fo(n) = O(g1(n) + g2(n)).
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Dokaz. 1z fi(n) = O(g;(n)) slijedi da postoji n; € Ni¢; > 0 tako da za svaki n > n;
vrijedi f;(n) < ¢igi(n), za ¢ € {1,2}. Neka je ng = max{ny,no} i ¢¢ = max{cy,co}.
Tada za svaki n > ng vrijedi: fi(n) + fo(n) < c1g1(n) + c2g2(n) < co(g1(n) + g2(n)).

Q.ED.

Propozicija 2.6. Ako vrijedi fi(n) = O(g1(n)) i fa(n) = O(g2(n)) tada je fi(n)+
fa(n) = O(max{g1(n), ga(n)}).

Dokaz. Neka za svaki n > ny vrijedi f1(n) < ¢1¢91(n) i neka za svaki n > ny vrijedi
fa(n) < cago(n). Neka je ng = max{ni,na} ico = ¢1+cp. Tada za svaki n > ng vrijedi:

filn)+f2(n) < c1g1(n)+eaga(n) < (cr1te2) max{gi(n), g2(n)} = co-max{gi(n), g2(n)}.
Q.E.D.

Propozicija 2.7. Ako vrijedi fi(n) = O(g1(n)) i fa(n) = O(g2(n)) tada je fi(n) -
fa(n) = O(g1(n) - g2(n)).

Dokaz. Neka za svaki n > ny vrijedi fi(n) < ¢1¢91(n) i neka za svaki n > ny vrijedi
fa(n) < caga(n). Neka je ng = max{ni,na} i co = ¢1 - co. Tada za svaki n > ng vrijedi:
fi(n) - fa(n) < c191(n) - caga(n) = co - g1(n) - g2(n). Q.E.D.

Propozicija 2.8. Ako je p: N — RT polinom stupnja k tada vrijedi p(n) = O(nk).

Dokaz. Neka je p(n) = ag + ain + ... + axn®, gdje je ax # 0. Oznacimo ¢ = |ag| +
lai| + ... + |ag|. Tada za svaki n € N\ {0} vrijedi:

p(n) =Ip()| <laol + lar|-n + ... + Jax|-n*
= ||ao|/n* + Jai|/n*t + ...+ |ag]| - 0¥
< (lao| + laz|+ ... + |ap])n* = cnk.
Q.E.D.
Propozicija 2.9. Vrijedi logyn = O(n).
Dokaz. Indukcijom po n lako je dokazati da vrijedi log,n < n. Raspisujemo samo
korak indukcije: logy(n + 1) <log,(n +n) =logy(2n) =log,n +1 < n+ 1, pri ¢emu

smo za zadnju nejednakost koristili induktivnu pretpostavku. Q.E.D.

Definicija 2.10. Neka je T deterministicki ili nedeterministicki Turingov stroj. Ka-
zemo da je stroj T':

e (vremenski) polinomni ako postoji neki polinom f tako da vrijedi timer(n) =

O(f(n));



22 POGLAVLJE 2. VREMENSKA SLOZENOST

e (vremenski) eksponencijalni ako postoji eksponencijalna funkcija g tako da
vrijedi timer(n) = O(g(n)).

U istom smislu ¢emo koristiti nazive (vremenski) polinomni i eksponencijalni al-
goritam.

Napomena 2.11. Kada govorimo o rjesivosti nekog problema na Turingovim stro-
jevima tada pod pripadnim jezikom podrazumijevamo skup svih rjesenja tog problema.
U daljnjem tekstu govorit éemo da je neki problem rjesiv u polinomnom (eksponenci-
jalnom) vremenu na (ne)deterministickom Turingovom stroju, ako je pripadni jezik
takav.

U sljedeé¢em primjeru navodimo tri algoritma za jedan odlucivi jezik. Vremenska
slozenost svakog od tih algoritama je razli¢ita. Na taj nacin zelimo ponovno naglasiti
da je nemoguce definirati vremensku slozenost problema. No, sljedeéi primjer ukazuje
na jos jednu vaznu ¢injenicu: vremenske slozenosti promatranih algoritama ipak imaju
nesto zajednicko, tj. nisu sasvim nepovezane (polinomne su).

Primjer 2.12. Jezik L = {0¥1* : k € N} je odluciv. Navest éemo tri Turin-
gova stroja koji odlucuju dani jezik, a imaju medusobno razlicitu vremensku slozZe-

nost. Pretpostavljamo da je na traci svakog stroja na pocetku rada zapisana neka rijec
w € {0,1}*. Neka je |w| = n.

o Oznacimo sa Ty jednotracni Turingov stroj ¢iji rad moZemo opisati pomocu slje-
decih koraka:

1. Glava stroja prijede preko cijele rijeci te provjeri da li se simbol 0 negdje
nalazi desno od simbola 1. Ako se neki simbol 0 nalazi desno od nekog
simbola 1, tada stroj odmah staje u stanju qng.

2. Stroj ponavlja sljedece sve dok ima simbola 0 i 1 na traci:

a) Glava stroja prelazi po traci te brise uzastopce jedan simbol 0 i jedan
simbol 1;

b) Ako na traci postoji jos neki simbol 0 nakon sto su obrisani svi simboli
1, dli pak postoji simbol 1 kada su obrisani svi simboli 0, tada stroj
staje, i to u stanju qng. Inace stroj zavrsava u stanju qpa.

Kako bi odredili vremensku sloZenost stroja Ty analiziramo posebno svaki dio
rada stroja. U prvom dijelu rada stroj prolazi jednom preko ulazne rijeci. Stroju
za taj prvi dio treba n koraka. Za vracanje glave na prvi lijevi simbol ulazne rijeci
stroju treba novih n koraka. Dakle, prije pocetka rada u drugom dijelu stroj je
napravio 2n koraka, tj. vremenska sloZenost je O(n).

U drugom dijelu stroj ponavlja pregledavanje i brisanje simbola O ¢ 1. Za svaki
pregled treba O(n) koraka. Buduéi da se u svakom pregledu brisu dva simbola
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(jedna 0 i jedna 1) tada su nuzna n/2 pregleda. Dakle, ukupno potrebno vrijeme
za taj drugi dio rada je (n/2) - O(n), tj. O(n?).

U zavrsnom koraku stroj jos jednom treba proci po citavoj rijeci kako bi mogao
odluciti da li ¢e prihvatiti ili odbaciti ulaznu rije¢ w. Za to mu treba jos O(n)
koraka.

Rezimirajmo: ukupno vrijeme rada stroja 11 za neku rije¢ duljine n alfabeta

{0,1} iznosi: O(n) + O(n?) + O(n) = O(n?).

e Sada opisujemo rad jednotracnog Turingovog stroja koji odlucuje isti jezik, ali
mu je vremenska sloZenost O(nlogy,n). Navodimo korake rada stroja.

1. Glava stroja prijede preko cijele rijeci te provijeri da li se simbol 0 negdje
nalazi desno od simbola 1. Ako se neki simbol 0 nalazi desno od nekog
simbola 1, tada stroj odmah staje u stanju qng.

2. Stroj ponavlja sljedece korake sve dok ima simbola 0 ili 1 na traci.

a) Glava stroja prelazi preko rijeci koja je trenutno na traci. Ako je
ukupan broj simbola 0 i 1 neparan broj, tada stroj stane u stanju qng-

b) Glava stroja prelazi preko rijeci koja je trenutno na traci i brise svaki
drugi simbol 0 pocevsi od prvog, te brise svaki drugi simbol 1 pocevsi
od prvog.

3. Ako nema vise simbola 0 i 1 na traci tada stroj stane u stanju qpa, a inace
staje u stanju qNg.

U svakom koraku (1., 2a), 2b), 3.) stroj radi O(n) koraka. Koraci 1. i 3. se
izvode samo jednom. Korak 2b) se ponavlja najvise 1 + logyn puta. Ukupan
broj koraka rada ovog stroja priblizno je jednak: O(n) + (14 logyn) - O(n), tj.
O(nlogyn).

e Na kraju navodimo primjer dvotracnog Turingovog stroja (kasnije éemo for-
malno definirati visetracne strojeve) koji odlucuje dani jezik i ima vremensku
sloZenost O(n). Navodimo korake rada stroja.

1. Glava stroja prijede preko cijele rijeci te provjeri da li se simbol 0 negdje
nalazi desno od simbola 1. Ako se neki simbol 0 nalazi desno od nekog
simbola 1, tada stroj odmah staje u stanju qng.

2. Glava stroja prelazi preko simbola 0 na prvoj traci sve dok ne dode do prvog
simbola 1. Istovremeno kopira simbole 0 na drugu traku.

3. Glava stroja prelazi preko svih simbola 1 na prvoj traci do kraja. Za svaki
procitani simbol 1 na prvoj traci obrise simbol 0 na drugoj traci. Ako su svi
simboli 0 na drugoj traci obrisani prije nego sto je procitan zadnji simbol
1 na prvoj traci, tada stoj zavrsi u stanju qng.
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4. Ako su sve nule na drugoj traci obrisane stroj staje u stanju qpa. Ako je
neki simbol 0 preostao na drugoj traci, tada stroj zavrsava u stanju qyg.

Ocito je vremenska sloZenost definiranog Turingovog stroja jednaka O(n). MoZe
se pokazati da je to najbolje moguce vrijeme (vidi zadatak 1 na strani 151).

Primjer 2.13. Odredimo pribliznu vremensku sloZenost sljedecih dijelova programa.

Petlja Petlja

for (int t=0; i<n; i++) for int ©=0; i<nxn; i++)
sum=sum-1; sum=sum+1;

izursava se v O(n) koraka. izvrSava se u O(n?) koraka.

Program Program

1=1; sum=0

while (i<n) { for(int 4=0; i<n; %i++)
sum=sum+1; for(int 7=0; j<n; j++)
1=Tk 2 SUM+=17x7;

} izvrsava se u O(n?) koraka.

izvrsava se u O(logyn) koraka.

Program

1=1;

while(i<=n) {
§=1;
while(j<=n) {

J=J*2;

}
1=1+1;

}

izvrsava se v O(nlogyn) koraka.

Zadaci
1. Ispitajte vrijede li sljedec¢e tvrdnje:

a) 3n+7=0(n) g) logn =0O(n)

b) n=03n+7) h) n=0O(logn)

c) n*+n=0(n? i) n*=0(2")

d) n?=0(n*+n) j) 2" = O(logn)

e) n=0(0.1n?) k) v/n=0(n)

f) 0.1n*> = O(n) 1) n=0(nloglogn)
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Rjesenje. Sve tvrdnje su istinite, osim tvrdnji f), h) i j).

. Dokazite da vrijedi 2" = O(3"/n).

Uputa. Indukcijom dokaZite da za svaki n > 7 vrijedi 2" < 3" /n.

. Dokazite da za sve a,b > 1 vrijedi log, n = O(log, n).

. Vrijedi li 3" = O(2")? Vrijedi li (2n)! = O(n!?)?

Rjesenje. Ne vrijedi niti jedno od navedenog.

. Vrijedi li 14+ 2+ ... +n=0(n?? Vrijedi li 12 +22 + ... +n? = O(n?)?

. Provjerite vrijedi li, tj. dokazite ili nadite protuprimjere za sljedece tvrdnje:

a) Ako je f(n) = O(g(n)) tada je g(n) = O(f(n);
b) Ako postoji ng € N takav da je za svaki n > ng ispunjeno log,(g(n)) > 1
i f(n) =0(g(n)), tada vrijedi logy(f(n)) = O(logy(g(n)));
c) Za svaku funkciju f: N — RT vrijedi f(n) = O(f*(n)).
Rjesenje b). Iz f(n) = O(g(n)) slijedi da postoji ¢ > 01iny € N tako da za svaki
n > ny vrijedi f(n) < ¢ (n) Neka je ny = max{ng,ns}. Tada za svaki n > ny
> 1,

vrijedi log,(g(n)) g(n) > 2. Neka je ky € N najmanji prirodni broj za
koji vrijedi ¢ < 20, Tada za svaki n > ny vrijedi:

f(n) < cg(n) <2%g(n) < g™(n) - g(n) = g™ (n),

t]. logy(f(n)) < (ko + 1) log,(g(n)).

. Za proizvoljne funkcije f,g : N — RT bili smo definirali Sto znac¢i f(n) =

O(g(n)). No, ¢esto se oznaka O(g(n)) koristi i za klasu svih funkcija f za koje
vrijedi f(n) = O(g(n)), tj. O(g(n)) = {f : f(n) = O(g(n))}. Kada uzmemo
u obzir tu definiciju, tada je jasno Sto znaci O(f(n)) = O(g(n)), O(f(n)) +
O(g(n)) = O(h(n)), O(f(n)) - Olg(n)) = O(h(n)), 20U = 0(g(n)) i slicro.
Dokazite da vrijedi:

a) O(n) + O(n) + O(n) = O(n);

b) O(n?) + O(n) = O(n?);

c) (n/2) - O(n) = O(n*);

d) O(n) + (1 +1logyn) - O(n) = O(nlogyn).

. Za proizvoljnu funkciju f : N — R*, takvu da je f(n) > n, odredite odnos klasa

funkcija O(27() i 20((m),

Rjesenje. Neka je ¢ > 0 proizvoljan. Tada o¢ito vrijedi: ¢2/(") = 2logzc. 2f(n) —
2logzc+f() Neka je ng najmanji prirodan broj za koji vrijedi ng > log, c¢. Tada
za svaki n > ng vrijedi: logyc+ f(n) < ng + f(n) <n+ f(n) < f(n) + f(n).
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To znaci da je za svaki n > ng ispunjeno c2f(m) < 22f(") Time smo dokazali da
vrijedi O(27(W) C 20U/ (),

Neka ¢; > 11 ¢ > 0 proizvoljni. Tada za svaki n € N vrijedi:
2c1f(n) < 0,20 o oler=Df(n) < Co,

Iz pretpostavke n < f(n) i posljednjeg slijedi da 2°0U™) C O(2/™) povlaci
20e1=Nn < ¢, Sto je nemogude.

. Vrijedi li opéenito da f(n) = O(g(n)) povlaci 2/ = O(29())?

Rjesenje. Ne. Uzmimo f(n) = 2n. Tada ocito vrijedi f(n) = O(n). U drugu
ruku, 27" = O(2") sada zapravo znaci 22* = O(2"). Ovo posljednje je ekviva-
lentno sa: (3¢ > 0)(Ing € N)(Vn > ng)d™ < ¢- 2", odnosno 2" < ¢, sto ocito
nije istina.

Neka su f,¢g : N — R* funkcije za koje vrijedi g(n) = O(f(n)). DokazZite da
tada imamo O(f(n) + g(n)) = O(f(n)).

Dokazite da za sljedece algoritme pretrazivanja i sortiranja vrijede sljedece pro-
cjene vremenske slozenosti:
e odredivanje maksimuma zadanog kona¢nog skupa realnih brojeva: O(n);
e linearno pretrazivanje: O(n);
e binarno pretrazivanje sortiranog niza: O(log,n);
e bubble sort, selection sort, insertion sort: O(n?);
e merge sort, heap sort, quick sort: O(nlog,n).

Rjesenje. Ovdje dajemo jedan algoritam za odredivanje maksimuma. Kraj
svake instrukcije navodimo potreban broj koraka.

procedure mazximum (a,...,a,)
max = a 1
1:=2 1
while 1 <n n
if mar < a; then n —1
mar = q; od0don—1
1 =14+1 n—1
return max 1

Ukupan broj koraka moze najmanje biti 3n + 1, a najvise 4n.

Sada navodimo opis algoritma za linearno pretrazivanje, te kraj svake instrukcije
navodimo potreban broj koraka.
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procedure linear_search (k,ay,...,a,)

loc:=0 1

1:=1 1

while i <n A loc=0 odldon+1
if £ = q; then od1ldon

loc:=1 0ili1l

elsei:=i+1 od 0don

return loc 1

Ukupan broj koraka moze najmanje biti 7, a najvise 3n + 4.

Dajemo i opis algoritma za bubble sort.

procedure bubble_sort (ay,...,a,)
1:=1 1
while i <n n
g:=1 n—1
while j <n (n—1)n
if aj > Gjt+1 (n — 1)2
temp := a; 0 do (n—1)2
aj = a4 0 do (n—1)2
aji1:=temp 0do (n—1)
ji=Jj+1 (n — 1)
1:=1+1 n—1

Ukupan broj koraka moZe najmanje biti 3n? — 2n + 1, a najvise 6n? — 8n + 4.

2.2 Teoremi o redukciji

U ovoj tocki dokazujemo dva teorema koja smo ve¢ bili najavili. Prvi teorem govori
da se svaki visetracni Turingov stroj moze simulirati s nekim jednotracnim strojem,
a drugi teorem tvrdi da se svaki nedeterministicki Turingov stroj moze simulirati s
nekim deterministickim Turingovim strojem. Vazno je naglasiti da se u oba teorema
navodi kakva je vremenska slozenost novog stroja. U oba teorema zahtijevamo da
vrijedi f(n) > n. To je zato jer zahtijevamo da svaki Turingov stroj procita barem
ulaznu rijec.

Definicija 2.14. Neka je k € N\ {0,1}. k—tracni Turingov stroj je uredena
osmorka (k,Q,T',%,0,q0,9p4,qNE), gdje simboli Q, T, X, qo, qpa @ qng imaju
isto znacenje kao u definiciji jednotracnog Turingovog stroja, a funkcija prijelaza je
sada dana sa: 6 : Q x T* — Q xT* x {L, D, S}*.

Kada kaZemo "visetracni Turingov stroj" mislimo na neki k—tracni Turingov
stroj.
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Pojmovi kao $to su visetracni Turingov stroj prepoznaje rijec, visetrac¢ni
Turingov stroj prihvacéa, odnosno odbija neku rijec, te visetracni Turingov
stroj prepoznaje jezik, definiraju se sasvim na isti nacin kao za jednotracne Tu-
ringove strojeve, pa ih neé¢emo ovdje navoditi.

Definicija 2.15. KaZemo da su dva Turingova stroja S i T (jednotracni, visetracni
i nedeterministicki; mogu biti iste vrste, a mogu biti i razlicite vrste) ekvivalentna
ako prepoznaju iste jezike, tj. ako vrijedi L(S) = L(T).

Teorem 2.16. (O redukciji viSetracnog Turingovog stroja na jednotracni)
Neka je f: N — R funkcija takva da je f(n) > n, za svaki n € N. Tada za svaki
visetracni Turingov stroj vremenske sloZenosti f(n) postoji ekvivalentan O(f*(n))-
vremenski sloZen jednotracni Turingov stroj.

Dokaz. Neka je M = (k,Qur, Xar, Uary Oar, Qo, qpa, qne) neki k—tracni Turingov stroj
¢ija je vremenska sloZenost f(n).

Definiramo alfabet stroja S ovako: I's := Iy U{s : s € Ty} U {f}. Simbol £ je
novi simbol, tj. ne pripada skupu I'y;. Simbol § treba posluziti kao separator izmedu
sadrzaja raznih traka stroja M koje kopiramo na jednu traku stroja S. Za svaki simbol
s € I'y; u alfabetu stroja S imamo simbol $, ¢ime oznacavamo da se glava stroja M
upravo nalazi nad tim simbolom.

Neka je w = w;...w, ulazna rije¢ stroja M koja je zapisana na prvoj traci.
Funkciju prijelaza stroja S ne¢emo formalno definirati, ve¢ ¢emo dati opis stroja 5, te
istovremeno navoditi njegovu vremensku slozenost. Na pocetku rada stroj S kopira
sljedecu rije¢: £ wy wy ... w, §U§ LU ... Ut (Sa U smo oznacili praznu rijec, tj.
"blank".) Sa w; je oznaceno da se na prvoj traci stroja M glava za Citanje nalazi na
simbolu w;. Sa LI je oznaceno da su sve trake, osim prve, stroja M prazne, tj. da se
glave za Citanje nalaze na praznom simbolu.

Analizirajmo vremensku slozenost prvog koraka rada stroja S. Stroj S treba zapi-
sati na traku n—simbola w;, zatim (k + 1)-simbol £, te (k — 1)-simbol L. To znadi da
stroju S za prvi korak treba n+ (k+1) 4+ (k — 1) = n + 2k pomaka po traci. Buduéi
da je broj k konstantan (ne ovisi o broju n) tada je vremenska slozenost prvog koraka
O(n). Za simulaciju jednog koraka rada stroja M stroj S mora dva puta prijeéi po
aktivnom dijelu trake. U prvom prolazu stroj S odreduje polozaj virtualnih glava, tj.
odreduje k—torku sj ... sy kako bi znao argument funkcije prijelaza stroja M. U dru-
gom prolazu po svojoj traci stroj S izvrsava ono Sto mu nalaze funkcija d,,. Trajanje
jednog prolaza po aktivhom dijelu trake stroja S jednako je sumi duljina aktivnih
dijelova traka stroja M (uveéano za k + 1 separatora f.) No, aktivni dio niti jedne od
k traka stroja M ne moze biti dulji od f(n). Prilikom simuliranja nekog koraka rada
stroja M moze biti nuzno pomicanje sadrzaja trake stroja S udesno (to je slucaj kada
bi virtualna glava trebala doéi na neki simbol ). Takvih pomicanja moze biti najvise
k. Dakle, ukupno vrijeme simuliranja jednog koraka stroja M je O(f(n)).
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Sumiranjem dobivamo vremensku slozenost stroja S:

O(n) + fn) - O(f(n))
T T T
inicijaliziranje broj simulacija
trake stroja S koraka jednog
stroja M koraka od M
Sto ukupno iznosi O(f?(n)). Q.E.D.

Ocita posljedica prethodnog teorema je da ne moramo promatrati pojam Turing—
prepoznatljivih i Turing—odluc¢ivih jezika u odnosu na visetrac¢ne strojeve. Tu ¢inje-
nicu koristimo u dokazu sljedec¢eg teorema.

Teorem 2.17. Jezik L C T je Turing—odluciv ako i samo ako su jezici L ¢ I'*\ L
Turing—prepoznatljivi.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je jezik L Turing-odluciv. Neka je T Turingov stroj
koji ga prepoznaje, te za svaku rije¢ w € I'*\ L stroj staje u zavrsnom stanju gyg.
Bududi da stroj T prepoznaje jezik L, tada je L Turing—prepoznatljiv. Definiramo
stroj 7" koji se poklapa u svemu sa strojem T, osim $to je ¢p4 = qne 1 @vg = qpA-
Tada ocito stroj 7" prepoznaje jezik I'* \ L.

Pretpostavimo sada da su jezici L i I'* \ L Turing—prepoznatljivi. Neka je T}
Turingov stroj koji prepoznaje jezik L, a neka je T, Turingov stroj koji prepoznaje
jezik T'*\ L. Definiramo dvo—trac¢ni Turingov stroj T" koji na jednoj traci simulira rad
stroja 17, a na drugoj traci stroja T5. Zatim, definiramo da ako za neku ulaznu rijec¢
neki od strojeva T3 i 15 stanu, tada stane i stroj 7. Primijetimo da ¢e za svaku rijec¢
iz I'* stroj T stati. Ako za neku rije¢ w stroj 17 zavrsi u stanju prihvac¢anja, tada
definiramo da stroj T" stane u stanju gpa. Ako za neku rijec¢ stroj T zavrsi u stanju
prihvacanja, tada definiramo da stroj 7" stane u stanju qyg. Ako pak za neku rijec¢
stroj 17 prvi zavrsi u stanju odbijanja, tada definiramo da stroj 1" stane u stanju gy g.
Ako za neku rijec stroj T5 stane u stanju odbijanja, tada definiramo da stroj T stane
u stanju gpa. Ocito stroj T odlucuje jezik L. Q.E.D.

Teorem 2.18. (O redukciji nedeterministickog stroja na deterministicki)
Za svaki nedeterministicks Turingov stroj N postoji njemu ekvivalentan determinsticki
Turingov stroj T

Stovise, ako je N nedeterministicki Turingov stroj vremenske sloZenosti f(n), gdje
je f: N = Rt funkcija takva da je f(n) > n, za svaki n € N, tada postoji njemu
ekvivalentan 2°0M) —yremenski slofen deterministicki Turingov stroj.

Dokaz. Radi jednostavnosti izlaganja pretpostavljamo da je N neki jednotracni nede-
terministicki Turingov stroj. Konstruirat ¢emo prvo 3—-tra¢ni deterministicki Turingov
stroj T' koji je ekvivalentan stroju N. Trake stroja T" redom nazivamo: ulazna traka,
traka za simulaciju, traka s adresama.
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Stroj T treba simulirati sve grane izracunavanja stroja N. No, stroj 7" ne simulira
redom rad svake grane, ve¢ to radi po "nivoima'.

Broj grananja nekog ¢vora je broj svih neposrednih sljedbenika tog ¢vora. Ozna-
¢imo sa b maksimalan broj grananja stroja N. Uoc¢imo da je b > 1, jer za b = 1 stroj
N bi zapravo bio deterministicki stroj. Svakom ¢voru u stablu izra¢unavanja stroja
N pridruzujemo adresu koja je rije¢ alfabeta ¥, = {1,2,...,b}. To ilustriramo na
sljedecoj slici.

Slika 2.1: Stablo izracunavanja

Primjerice, niz 331 oznacava ¢vor koji se nalazi na grani koja pocinje s korijenom
stabla (koji je oznacen s 1), zatim se grana nastavlja sa ¢vorom koji je oznacen sa 3,
te konacno dolazi do tre¢eg nivoa gdje je oznaka 3.

Na skupu ¥; promatramo uredaj < koji je definiran ovako:

jw] < o]
w<v & ili
lw| =1|v] i w jeispred v u odnosu na leksikografski uredaj.

Svaki ¢vor stabla izracunavanja je zapravo jedan uredeni par koji odreduje neke
konfiguracije stroja V.

U svakom trenutku rada stroja T treca traka sadrzi neku rije¢ alfabeta >;,. Ta
rije¢ reprezentira ¢vor koji je oznaka neke konfiguracije stroja N ¢iji rad se simulira
na drugoj traci. Opisimo malo detaljnije rad stroja T" po koracima:

1. Na pocetku rada na prvoj traci stroja T' zapisana je rije¢ w, a druga i treca
traka su prazne. Prazna rije¢ na trecoj traci znaci da se prvo treba simulirati
dio konfiguracije stroja N koji je definiran korijenom stabla (koji je oznacen sa

1);
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2. Rije¢ w s prve trake se kopira na drugu;
(na taj nacin je ulazna rije¢ stalno zapisana na prvoj traci, pa se moze koristiti
za simuliranje svake grane izracunavanja).

3. Druga traka se koristi za simulaciju jedne grane izracunavanja stroja N. Prije
svakog koraka prvo se procita simbol na trecoj traci kako bi se odredilo koji izbor
stanja i simbola treba napraviti. Ako na tre¢oj traci vise nema simbola ili ako
simbol ne predstavlja niti jednu konfiguraciju stroja N, prekine se izvrsavanje
grane i prelazi se na korak 4. Ako se naide na konfiguraciju koja odbija ulaz,
takoder se ide na korak 4. Ako se naide na konfiguraciju koja prihvac¢a ulaz,
tada definiramo da i stroj T" stane i prihvaca ulaz;

4. Zamijeniti rije¢ na trecoj traci s rije¢i koja neposredno slijedi u odnosu na uredaj
< na skupu X;. Prelazi se na korak 2. kako bi se simulirao jedan korak sljedece
grane racunanja stroja N.

Dakle, stroj T" prelazi redom po ¢vorovima iste visine. O¢ito je stroj T" ekvivalentan
stroju N.

Pretpostavimo sada da je N nedeterministicki stroj vremenske slozenosti f(n). Pro-
vedimo sada analizu vremenske slozenosti stroja 7.

Za svaki ulaz duljine n duljina proizvoljne grane izracunavanja stroja N je najvise
f(n). Ukupan broj listova u stablu izra¢unavanja stroja N je najvise b/ (ima najvise
f(n) nivoa, te svaki novi nivo ima najvise b—puta vise ¢vorova u odnosu na prethodni
nivo.)

Dokazimo indukcijom da za svaki b > 1 i svaki k € N vrijedi 1 +b4b2+4...+bF <
20%. Baza indukcije je trivijalno ispunjena jer 1 4+ b < b+ b = 2b. Pretpostavimo da
tvrdnja vrijedi za neki k£ € N. Tada imamo:

= bFL(2/b + 1)
S bk+1(1 + 1) — 2bk+1,

14+ 0+ 0+ ... 4+ 0 + v

pa smo provjerili i korak indukcije.

Iz dokazane pomocéne tvrdnje slijedi da je ukupan broj ¢vorova u stablu manji
od dvostrukog broja listova. Iz toga slijedi da broj svih ¢vorova u stablu mozemo
ograniciti sa O(b'(™). Vrijeme potrebno za prolaz od korijena stabla izracunavanja
stroja N do nekog ¢vora je O(f(n)). Buduéi da ispitujemo sve puteve od korijena do
svakog ¢vora tada je ukupno vrijeme rada stroja 7 manje ili jednako f(n) - 207,
Redom vrijede sljedece nejednakosti za svaki n € N :

F(n) - 267" < 20 L I n) < QpRf(n) _ gL+ (log, 2f(n)

pa je stroj T vremenske slozenosti 2°0/(™),
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Primjenom teorema o redukciji visetracnog stroja na jednotracni slijedi da postoji
jednotrac¢ni Turingov stroj S koji je ekvivalentan stroju 7' (a onda je ekvivalentan i
stroju N) ¢ija je vremenska slozenost jednaka:

(QO(f(n)))2 _ 920(f(n) _ 9O(f(m)

Q.ED.

Napomena 2.19. Definirali smo pojam odlucivog jezika u odnosu na jednotracne
deterministicke Turingove strojeve. Prethodna dva teorema itmaju za posljedicu da
nije potrebno posebno razmatrati odlucive jezike u odnosu na visetracne, odnosno
nedeterministicke, Turingove strojeve.

2.3 Primjeri algoritama

U ovoj tocki navodimo nekoliko algoritma i njihove vremenske slozenosti. To su algo-
ritmi koje ¢emo kasnije vise puta koristiti. Prvo navodimo algoritme za aritmeticke
operacije s prirodnim brojevima.

2.3.1 Operacije s prirodnim brojevima

Prvo razmatramo jedan algoritam za zbrajanje dva prirodna broja koji su dani u
binarnom zapisu. Promatramo Turingov stroj s 3 trake. Na drugoj i trecoj traci
na pocetku rada stroja neka se nalaze sumandi zapisani u binarnom zapisu, te na
pocetku i kraju oznaceni simbolom L. Prva traka neka bude na pocetku prazna (na
njoj ¢e Turingov stroj ispisati rezultat zbrajanja). Bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da su oba sumanda duljine n (ako je jedan od sumanda manje duljine
Turingov stroj ga moze dopuniti do duljine n s vodeé¢im nulama u jednom prolazu,
dakle u vremenu O(n)). Neka se glave stroja na pocetku rada nalaze na krajnjim
desnima znamenkama sumanda. Sljede¢om tablicom zadajemo Turingov stroj koji
zbraja dva zadana broja.

Trake 2 1 3 / stanje | qo (pocetno stanje) | ¢

(0,0) OLLL g 1LLL g
(0,1) ili (1,0) 1LLL g OLLLq
(1,1) OLLL g ILLLq
(L,1) U'SSSgsrop 1SS S gsrop

Tablica 2.1: Turingov stroj koji zbraja dva zadana sumanda.
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Tablica u prvom stupcu sadrzi uredene parove koje glave c¢itaju s traka 2 i 3.
Primjerice konfiguracija 1 L L L gy znaci da na prvoj traci glava napise simbol 1, sve
tri glave pomakne za jedno mjesto u lijevo, te stroj prelazi u stanje go. Konfiguracija 1
S S S qgsrop pak znaci da se na prvoj traci pise simbol 1, sve tri glave ostaju na mjestu,
te stroj staje. Vidljivo je da stroj u jednom prolazu obavlja zbrajanje (najvise n + 1
koraka) stoga je timep(n) = n + 1, tj. timer(n) = O(n). Dakle, navedeni algoritam
za zbrajanje prirodnih brojeva je polinoman.

Za oduzimanje, mnozenje i dijeljenje s ostatkom takoder postoje polinomni algo-
ritmi (vidi [5]).

2.3.2 Euklidov algoritam

Neka su a i b dva prirodna broja takva da je a < b. Euklidovim algoritmom odreduje
se najvedi zajednicki djeljitelj brojeva a i b, kojeg kratko oznacavamo sa nzd(a,b).
Euklidov algoritam glasi:

e Ako je a =0, onda je najvedi zajednicki djelitelj od a i b jednak nzd(a,b) = b.
e Ako je a > 0, cjelobrojno dijelimo b sa a, i ostatak tog dijeljenja oznac¢imo sa r.
Tada je nzd(a,b) = nzd(r,a), pa je stoga dovoljno odrediti najveci zajednicki

djelitelj od r i a.

Bududi da je r < a, ova rekurzija staje nakon kona¢no mnogo iteracija i vraca
nzd(a,b).

Propozicija 2.20. Fuklidov algoritam se izvodi u polinomnom vremenu. Tocnije,
treba mu O(logy a + log, b) aritmetickih operacija s ulazom (a,b).

Dokaz. Promotrimo izvrsavanje Euklidovog algoritma:
b:=qoa + 1
a:=qro + 11

o= (@oT1 + T2

Primijetimo da u prvom koraku vrijedi b > a + ro > 2rg, pa je stoga

ro < = i nadalje arg < —
ada .
0 27 1 J 0 9

Na isti nacin dobivamo da u drugom koraku vrijedi ror; < *5*. Zakljucujemo da
Tiri—1

za svaki i vrijedi ririp < #5511z Cega slijedi da za k = [logy(ab)] vrijedi:
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ab ab ab ab
Th=2Tho1 < o8 = Sl @] S Jlom@)  gp -
Zmaci, nakon najvise log,(ab) koraka, produkt odgovarajuéih ry_o 1 ri_q je strogo
manji od 1, tj. jednak je 0 pa algoritam zavrsava. Kako se svaki korak algoritma
sastoji od elementarnih racunskih operacija (zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dije-
ljenje s ostatkom prirodnih brojeva) za koje smo naveli u prethodnom primjeru da su
polinomne, slijedi da je ukupno vrijeme algoritma polinomno. Q.E.D.

Promotrimo sada jednu drugu varijantu Euklidovog algoritma. To je verzija koja
je, navodno, sli¢nija izvornoj Euklidovoj ideji od algoritma maloprije. Koraci tog
algoritma su sljededi:

e Ako a =0, tada nzd(a,b) = b.
e Ako a < b, tada zamijenimo a i b.

e U slucaju 0 < a < b, iznova definiramo b kao b := b — a.

Ovaj algoritam daje isti rezultat kao i prvi algoritam, medutim nije polinomne
slozenosti, ve¢ eksponencijalne. U to se mozemo osvjedociti ve¢ u slucaju kada je
a = 1: za nzd(1,b) nam treba b iteracija, Sto je eksponencijalno veliko obzirom na
[logb] + 1, broj znamenki ulaza. Problem se lako uocava na primjeru: za a = 8 i
b = 28, prvi korak prvog algoritma ¢e biti 28 = ¢-a+r = 3-8+4. Drugi ¢e algoritam
za isti rezultat napraviti ovo:

=b—a=28—-8 =20
b:=20—8=12

b:=12-8=4

Dakle, za jedan korak prvog algoritma, drugi potrosi ¢ koraka (u nasem primjeru je
to 3 koraka). Zato je vremenska sloZenost algoritama toliko razlicita.

Treba navesti jos jedno bitno svojstvo Euklidovog algoritma. On, naime, ne vraca
samo najvec¢i zajednicki djelitelj dvaju brojeva ve¢ i brojeve p i ¢ takve da je
nzd(a,b) = pa + gb. To svojstvo ima vise primjena: u dijeljenju u polju klase re-
ziduala modulo m te, na primjer, kod izracunavanja cijelog broja x o kojem znamo
samo ostatke cjelobrojnog dijeljenja s relativno prostim brojevima my, ..., my (koristi
se Kineski teorem o ostatcima).

2.3.3 MnoZenje matrica

Neka su A = [a;;] 1 B = [b;;] dvije matrice reda n. Ako oznacimo A - B = [¢;;] tada

je cij = > apby;. UoCimo da je velicina ulaznog podatka 2n?. Standardni algoritam
k=1
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za mnozenje matrica, tj. ako jednostavno mnozimo matrice koriste¢i definiciju, treba
nam O(n?) mnoZenja. Postoje brZi algoritmi za mnoZenje matrica (npr. Strassenov
algoritam).

2.4 Univerzalni Turingov stroj

U ovoj tocki definiramo pojam univerzalnog Turingovog stroja koji ¢emo koristiti
kasnije. Zapravo, mi smo ve¢ implicitno koristili univerzalne Turingove strojeve kada
smo bili rekli da za svaki Turingov stroj M i ulaznu rije¢ w postoji neki Turingov
stroj koji za ulaz ima (M, w), te simulira rad stroja M s ulazom w. No, ovdje nam je
vazno istaknuti kolika je vremenska slozenost univerzalnog Turingovog stroja.

Nadalje ¢emo prilikom zadavanja Turingovog stroja isticati samo one dijelove koji
ga razlikuju od nekog drugog. Primjerice, M = (5, Qar, L' ar, 0ar) je oznaka za 5-tracni
Turingov stroj ¢iji je skup stanja @/, alfabet trake je I'y/, te je funkcija prijelaza d,;.
Nismo posebno istaknuli skup X2, ulaznih simbola, poc¢etno stanje gy te zavrsna stanja
dpA 1 gNE-

Definicija 2.21. Neka je T = (k+1,Q7, T, dr) neki (k+ 1)—tracni Turingov stroj, a
S = (k,Qs,I',05) neki k—tracni Turingov stroj (imaju isti alfabet I'). Neka je p € T'*
proizvoljna rijec. KaZemo da stroj T' simulira stroj S s programom p ako za
proizvolinu rije¢ w € I'* vrijedi:

e strojT" s ulazom w na prvoj traci i p na zadnjoj traci stane ako i samo ako stroj
S s ulazom w stane;

e ako su oba stroja stala, tada na prvih k traka imaju isti sadrzaj, te su stala u
istom zavrsnom stanju.

Definicija 2.22. Neka je k € N\ {0} ¢ T neki (k + 1)—tracni Turingov stroj nad
alfabetom I'. KaZemo da je T univerzalni Turingov stroj ako za svaki k—tracni
Turingov stroj S nad alfabetom T' postoji rije¢c p € I'* tako da stroj T simulira stroj
S s programom p.

Teorem 2.23. (O egzistenciji univerzalnog Turingovog stroja)
Za svaki prirodan broj k > 1 i svaki konacan alfabet T postoji (k + 1)—tracni univer-
zalni Turingov stroj T.
Ako je S neki k—tracni Turingov stroj s alfabetom U koji staje za svaki ulaz, te
je p € I'" program s kojim stroj T simulira rad stroja S, tada vrijedi: timer(n) <
Ip| - timeg(n), za svakin € N.

Dokaz. Ovdje ¢emo dati samo skicu dokaza. Detaljan dokaz teorema mozete pronadi,
primjerice, u [7].

Neka su zadani £ > 1 i konacan alfabet I'. Neka je S neki k—trac¢ni Turingov stroj
s alfabetom I'. Po dogovoru smatramo da je na pocetku rada stroja S ulazni podatak
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w zapisan na prvoj traci, glava za ¢itanje se nalazi na prvom lijevom simbolu rijeci
w, a sve ostale trake stroja S su prazne.

Opisat ¢emo rad stroja T' (ne¢emo detaljno definirati njegov alfabet, a ni skup
stanja i funkciju prijelaza). Prije pocetka rada stroja T' na (k + 1). traci se zapise
kod pocetnog stanja stroja S, te kod stroja S. Zatim, na prvoj traci stroja 1" se zapise
rije¢ w. Glava za ¢itanje na prvoj traci stroja T se nalazi na prvom lijevom simbolu
rije¢i w. Tada startamo stroj 7. On ¢e prvo na (k + 1). traci potraziti konfiguraciju
stroja S ¢ije stanje je pocetno, na prvoj traci stroja S glava za ¢itanje je na prvom
lijevom simbolu rijec¢i w, a na svim ostalim trakama glave su nad praznim simbolima.
U daljnjem dijelu koda konfiguracije ocita se u koje stanje stroj S prelazi. Kod tog
novog stanja se tada zapise na (k+ 1). traci stroja T’ na mjestu koda pocetnog stanja
stroja S. Zatim se na (k+1). traci stroja T oCita Sto ¢e se napisati na svakoj od prvih
k traka, te u kojem smjeru ¢e se pomaknuti svaka glava. Analogno dalje.

Zelimo naglasiti da na prvih k traka stroj 7' simulira rad stroja S. Bududéi da za
svaki korak stroja S stroj 7' na (k + 1). traci prelazi preko koda stroja S, tada ocito
vrijedi: timer(n) < [(S)|timeg(n), za svaki n € N.

Ako je p neki program s kojim stroj 7" simulira rad stroja S, o¢ito mora vrijediti
(S)] < Ipl- QE.D.

Kako ne postoji jedinstveno kodiranje Turingovog stroja, tako ne postoji ni jedins-
tveni univerzalni stroj. Uz mnostvo mogucnosti kreiranja takvog stroja, postavlja se
pitanje najmanjeg (u smislu veli¢ine alfabeta i skupa stanja) univerzalnog stroja. Prvi
pokusaj kreiranja ¢im manjeg stroja dogodio se 1962. godine, kada je M. Minsky de-
finirao univerzalni Turingov stroj s alfabetom od 4 simbola i sa 7 stanja. Danas je
poznat univerzalni Turingov stroj s 2 stanja i alfabetom od 5 simbola.

Za (n 4+ 1)-mjesnu parcijalno rekurzivnu funkciju G kazemo da je univerzalna
funkcija ako za svaku n—mjesnu parcijalno rekurzivnu funkciju f postoji y € N tako
da vrijedi f(7) ~ G(Z,y). Vrijedi: za svaki n € N postoji (n + 1)-mjesna univerzalna
funkcija. Alternativna definicija univerzalnog Turingovog stroja moze biti: univer-
zalni Turingov stroj je Turingov stroj koji izracunava neku univerzalnu funkciju.

2.5 Klase vremenske slozenosti

U ovoj tocki definiramo za svaku funkciju f : N — RT pripadne klase vremenske
slozenosti. Navest ¢emo teoreme koji isticu netrivijalnost klasa vremenske slozenosti.
Posebno razmatramo klase PTIME i NPTIME.

Definicija 2.24. Neka je f : N — R proizvoljna funkcija. Klasa vremenske sloZe-
nostt DTIME(f(n)) je skup svih jezika koji su odlucivi s nekim O(f(n))-vremenski
sloZenim jednotracnim deterministickim Turingovim strojem.

Klasa vremenske sloZenosti NTIME(f(n)) je skup svih jezika koji su odlucivi s
nekim O(f(n))—vremenski sloZenim nedeterministickim Turingovim strojem.
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Iz definicije odmah slijedi tvrdnja sljedece propozicije.

Propozicija 2.25. Za svaku funkciju f: N — R vrijedi:

DTIME(f(n)) € NTIME(f(n)).

Prirodno se postavlja pitanje je li, primjerice, skup DTIME(n?) \ DTIME(n?)
neprazan. Zatim, mozemo pitati postoji li odluciv jezik L tako da za njega vrijedi
L eDTIME(2") i L ¢DTIME(n’). Odgovor na oba pitanja je potvrdan. O tome
govori teorem o vremenskoj hijerahiji. Kako bi mogli izreéi taj teorem prvo definiramo
tzv. "malo o" notaciju.

Definicija 2.26. Neka su f,g: N — RT proizvoljne funkcije. Pisemo f(n) ~ o(g(n))

ako je 1Lm M = 0. KaZemo da je Turingov stroj 7' vremenske slozenosti
o(f(n)) ako wrijedi timep(n) ~ o(f(n)). KaZemo da je neki jezik L odluciv u
vremenu o(f(n)) ako postoji Turingov stroj vremenske sloZenosti o(f(n)) koji ga

odlucuje.

Sljededi teorem isti¢e netrivijalnost klasa vremenske slozenosti. Teorem se do-
kazuje primjenom dijagonalnog postupka. Dokaz teorema je dan u Dodatku. Prije
iskaza teorema navodimo definiciju jo$ jednog pojma.

Definicija 2.27. Neka je f : N — N funkcija koja je veca ili jednaka O(nlogsn).
Kazemo da je funkcija f vremenski konstruktibilna ako je funkcija koja rijec¢
1" preslikava u binarnu reprezentaciju od f(n) Turing—izracunljiva na nekom stroju
vremenske sloZenosti O(f(n)).

Teorem 2.28. (O vremenskoj hijerahiji)
Za svaku vremenski konstruktibilnu funkciju f postoji jezik L tako da vrijedi L &€
DTIME(f(n)), ali L nije odluciv niti na jednom Turingovom stroju T za koji vrijedi

timez(n) ~ o(f(n)/ 1og, f(n)).

DokazZite da je za svaki k& > 1 funkcija n — n* vremenski konstruktibilna (vidi
zadatak 5 na strani 41). Tada tvrdnja sljedeéeg korolara jednostavno slijedi iz pret-
hodnog teorema.

Korolar 2.29. Za svaki k € N vrijedi DTIME(n*) SDTIME(nf*!).

Sljededi teorem takoder pokazuje netrivijalnost klasa slozenosti DTIME(f(n)).
Iz njega primjerice slijedi da za svaki k € N postoji odlucivi jezik L tako da L ¢
DTIME(n*). Zatim, iz sljedeéeg teorema slijedi da ne postoji rekurzivna funkcija f
tako da za svaki odlucivi jezik L vrijedi L € DTIME(f(n)).
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Teorem 2.30. (O netrivijalnosti vremenske hijerahije)
Za svaku rekurzivnu funkciju f : N — N postoji odluciv jezik L tako da vrijedi L &
DTIME(f(n)).

Kako bi dokazali prethodni teorem definirat ¢emo prvo pojam potpuno vremenski
konstruktibilne funkcije, te dokazati dvije leme. Nakon toga ¢emo dati dokaz teorema.

Definicija 2.31. Za funkciju f : N — N kaZemo da je potpuno vremenski kons-
truktibilna ako postoji Turingov stroj koji za svaki ulaz duljine n radi tocno f(n)
koraka.

Potpuno vremenski konstruktibilna funkcija f ocito je Turing—izracunljiva, te za
svaki n € N mora zadovoljavati f(n) > n, jer smatramo da Turingov stroj treba
barem procitati ulazni podatak i joS jedan znak koji oznacava kraj ulaza. Zatim,
svaka potpuno vremenski konstruktibilna funkcija f za koju vrijedi da f(n) je vece
od O(nlog,n) ocito je vremenski konstruktibilna.

Primjer 2.32. PokaZimo da je funkcija f(n) = n® potpuno vremenski konstrukti-
bilna. U tu svrhu opisujemo 2—tracni Turingov stroj kojemu je na ulazu rijec duljine
n. Ako je rije¢ duljine 0 ili jedan, tada je jasno kako stroj treba postupiti. Opisujemo
rad stroja kada je n > 2. Stroj prvo kopira rijec¢ s ulaza na drugu traku, s time da
u prvom koraku na prvoj traci brise prvi znak ulazne rijeci (ukupno n koraka, a na
ulazu je ostala rijec¢ duljine n—1). Za svaki od preostalih n— 1 znakova na prvoj traci
stroj procita cijelu rije¢ na drugoj traci (uocimo da mu za to treba n(n — 1) koraka).
Dakle, ukupno stroju treba: n+ (n — 1) -n = n? koraka.

Svaka potpuno vremenski konstruktibilna funkcija je rekurzivna. Obrat ne vrijedi.
Primjerice, niti jedna rekurzivna funkcija za koju je f(n) < n nije potpuno vremen-
ski konstruktibilna. Pomoc¢u potpuno vremenski konstruktibilnih funkcija lako je
ograniciti vremensku slozenost drugih Turingovih strojeva. Turingov stroj T ¢ija je
vremenska slozenost toéno f(n) mozemo "ugraditi" u druge Turingove strojeve, te
stroj T koristimo kao sat. Konkretnije, nekom Turingovom stroju M "dodamo" stroj
T tako da se na dodatnim trakama izvrSava jedan korak stroja 7', dok se na preostalim
trakama izvrsi jedan korak stroja M.

Lema 2.33. Ako je funkcija f : N — N potpuno vremenski konstruktibilna, tada je 1
funkcija f* potpuno vremenski konstruktibilna.

Dokaz. PokaZimo prvo da je funkcija f? potpuno vremenski konstruktibilna. Neka
je T neki Turingov stroj koji za svaki ulaz duljine n radi toéno f(n) koraka. Stroj T
modificiramo na sljede¢i nacin:

1. Stroju T' dodamo jos dvije trake koje su na pocetku prazne. Nove trake u
daljnjem razmatranju nazivamo prva i druga traka.
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2. Pokrenemo stroj T' s nekim ulazom duljine n. Za svaki korak rada neka se na
prvoj traci zapise jedan simbol razli¢it od praznog. (Uoc¢imo: time je izvrseno
f(n) koraka, te je na prvoj traci zapisano f(n) simbola.)

3. Nakon sto je stroj T stao, rije¢ s prve trake se kopira na drugu traku, s time da
se u prvom i drugom koraku na prvoj traci obrisu prvi i drugi simbol. (Uoé¢imo:
time je napravljeno novih f(n) koraka, te je na prvoj traci rije¢ duljine f(n)—2,
a na drugoj traci je rije¢ duljine f(n). )

4. Za svaki od f(n) — 2 simbola na prvoj traci, procita se cijela rije¢ na drugoj
traci.

Ukupan broj koraka rada upravo upisanog stroja je: f(n)+f(n)+(f(n)—2)-f(n) =
f?(n). Time smo dokazali da je funkcija f? potpuno vremenski kontruktibilna.
Primijenimo li opisani postupak na funkciju f? dobivamo trazenu tvrdnju. Q.E.D.

Lema 2.34. Za svaku rekurzivnu funkciju f : N — N postoji potpuno vremenski
konstruktibilna funkcija g takva da za svakin € N vrijedi f(n) < g(n).

Dokaz. Neka je T} Turingov stroj koji za svaku rije¢ w na ulazu daje kao izlaz njenu
duljinu |w| u binarnom zapisu.

Po pretpostavci funkcija f je rekurzivna, pa je onda i Turing—izracunljiva (vidi
zadatke u Dodatku). Neka je T; Turingov stroj koja izrac¢unava funkciju f (ako je na
ulazu broj n u binarnom zapisu, tada stroj T3 na izlazu ima broj f(n) u binarnom
zapisu).

Neka je T3 stroj koji za ulaz n € N u binarnom zapisu, kao izlaz daje unarni zapis
broja n. Uo¢imo da za svaki n € N vrijedi timer,(n) > n.

Definiramo funkciju g : N — N ovako:

g(n) = timer,(n) + timer,(n) + timer,(f(n)).

Ocito za svaki n € N vrijedi f(n) < g(n). Oznac¢imo sa T + T, + T3 Turingov stroj
nastao "spajanjem" tri prije opisana Turingova stroja. Tada za svaku rije¢ w, takvu
da je |w| = n, stroj T} + T + T radi to¢no g(n) koraka. Q.E.D.

Sada dajemo dokaz teorema 2.30. Primjenom leme 2.34. slijedi da mozemo pret-
postaviti da je f potpuno vremenski konstruktibilna funkcija. Neka je I' proizvoljan
konacni alfabet. Neka je T" dvotracni univerzalni Turingov stroj nad alfabetom I
(takav postoji; vidi teorem 2.23.). Definiramo jezik:

L={weTl*: zaulaz (w,w) stroj T staje u najvise f*(Jw|) koraka}.

Jedan Turingov stroj koji odlucuje jezik L dobivamo malom modifikacijom stroja
T. Iz leme 2.33. slijedi da je f* potpuno vremenski konstruktibilna funkcija. Tada
postoji Turingov stroj 7" koji za svaki ulaz duljine n radi to¢no f*(n) koraka. Stroju T
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ugradimo stroj 7" kao "$topericu". Ako za neku rije¢ w stroj 1" stane u najvise f*(|Jw|)
koraka (bez obzira u kojem stanju), tada definiramo da modificirani stroj prihvaca
rije¢ w. Ako pak za neku rije¢ w novi stroj ne stane u najvise f*(Jw|) koraka, tada
definiramo da taj novi stroj odbija rije¢ w.

Pretpostavimo da vrijedi L € DTIME(f(n)). Tada postoji neki k—tra¢ni Turingov
stroj slozenosti O(f(n)) koji odlucuje jezik L. Tada iz teorema 2.16. slijedi da postoji
ekvivalentni 1-tra¢ni Turingov stroj M slozenosti ¢ - f*(n), za neki ¢ > 0. Tada za
svaki n > ¢ vrijedi: cf?(n) < nfi*(n) < f(n)- f2(n) = f*(n).

Malo modificiramo stroj M tako da novi stroj odlucuje jezik L, te za svaku rijec
w € I radi najvise f3(Jw|) koraka:

e ako je w € I'* za koju je |w| > ¢, tada koristimo stroj M;
e Rijeci w € I'* za koje je |w| < ¢ ima kona¢no mnogo. Modifikacijom
funkcije prijelaza stroja M mozemo u linearnom vremenu za takve
rijec¢i odluciti pripadaju li jeziku L.
Lako je vidjeti da primjenom stroja M mozemo definirati jednotracni Turingov
stroj S koji ima sljedec¢a dva svojstva:

a) w € L ako i samo ako stroj S s ulazom w ne staje;

b) ako je za neku rije¢ w stroj S stao, tada je napravio najvise f(|w|)
koraka.

Neka je p € I'* tako da univerzalni Turingov stroj 7' s programom p simulira rad
stroja S.

Pretpostavimo prvo p € L. Tada stroj S s ulazom p ne staje. U drugu ruku, iz
definicije jezika L slijedi da stroj T s ulazom (p, p) staje. Buduéi da stroj T simulira
stroj S s programom p, tada bi i stroj S s ulazom p trebao stati, ¢ime je dobivena
kontradikcija.

Dakle, mora vrijediti p € L. Iz definicije stroja S tada slijedi da stroj S s ulazom
staje. Iz teorema 2.23. slijedi:

timer(|p|) < |p| - times(|p|) < [p| - f2(Ip]) < f(Ipl) - f2(Ip]) = f*(Ip)).

To znadi da stroj T' s ulazom (p, p) staje u najvise f4(|p|) koraka. Iz definicije jezika
L tada slijedi p € L. Time je dobivena kontradikcija. Q.E.D.

Sada navodimo jos jedan teorem koji istice netrivijalnost klasa vremenske sloze-
nosti. Dokaz teorema mozete pogledati primjerice u [7]. Skica dokaza je dana u
Dodatku.

Teorem 2.35. (O praznini) 2
Neka je g rekurzivna funkcija, takva da za svakin € N vrijedi n < g(n). Tada postoji
rekurzivna funkcija f tako da za svaki n € N vrijedi n < f(n), te imamo

DTIME((go f)(n)) = DTIME(f(n)).

2U literaturi na engleskom jeziku ovaj teorem se naziva Gap theorem.
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Zadaci

1. Dokazite da je jezik Arp Turing—prepoznatljiv. Dokazite da jezik {0, 1}*\ Arp
nije Turing prepoznatljiv.

2. Dokazite korolar 2.29.
3. Dokazite da postoje rekurzivne funkcija f i g tako da vrijedi:

a) DTIME(f(n)) =DTIME(f?(n));
b) DTIME(g(n)) =DTIME(29().

4. Dokazite da je funkcija n — n3 potpuno vremenski konstruktibilna.

Rjesenje. Neka je T" Turingov stroj s tri trake. Na pocetku rada stroja na prvoj
traci je zapisana neka rije¢ ws ... w,, a druga i trec¢a traka su prazne. Stroj prvo
prepiSe rije¢ na drugu i trec¢u traku, te na prvoj traci u prvom koraku obrise
simbol w;. Tako je stroj napravio n koraka. Zatim, za svaki simbol s prve trake
stroj procita rije¢ s druge trake, te za svaki simbol s druge trake procita rijec¢
na tre¢oj traci. To je ukupno: (n —1)-n-n = n> — n? koraka. Nakon toga za
svaki simbol na prvoj traci procita ¢itavu rije¢ na drugoj traci (na trecoj traci
ne radi nista). To je jos: (n—1)-n = n? —n koraka. Ukupno je stroj napravio:
n + (n®—=n? + (n*—n) = n3 koraka.

5. DokazZite da je za svaki k € N funkcija n — n* potpuno vremenski konstrukti-
bilna.
Uputa. Za svaki k > 2 vrijedi:

k1
n"=n+ Y (n—1n'.

=1

6. Dokazite da je funkcija n +— 2" potpuno vremenski konstruktibilna.
Rjesenje. Neka je T" Turingov stroj s tri trake. Pretpostavljamo da je ulazna
rije¢ wy ... w, zapisana na prvoj traci, te da su druga i tre¢a traka prazne na
pocetku rada stroja. Ako ulazna rijec nije prazna, tada pretpostavljamo da je na
pocetku rada glava za Citanje na prvoj traci nad simbolom w;. Ovdje opisujemo
korake rada stroja 7.

a) Ako je n = 0, tj. na prvoj traci je na pocetku zapisana prazna rije¢, tada
se glava za Citanje pomakne jedno mjesto udesno i stroj stane.

b) Ako je n # 0 tada stroj radi sljedece:

1. Simbol w; se kopira na drugu traku, te se istovremeno glava na prvoj
traci pomakne jedno mjesto udesno. (Time je stroj napravio jedan
korak.)
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2. Stroj ponavlja sljedece sve dok na prvoj traci glava ne dode do praznog
mjesta:

(i) na prvoj traci se glava za ¢itanje pomakne jedno mjesto udesno;

(ii) ako je glava na prvoj traci bila nad nekim simbolom s parnim
indeksom, tj. na nekom simbolu oblika wsy, tada se dva puta kopira
rije¢ s druge trake na trec¢u. Prilikom drugog kopiranja obrise se
rijec¢ s druge trake;

(iii) ako je glava na prvoj traci bila nad nekim simbolom s neparnim
indeksom, tj. na nekom simbolu oblika w1, tada se dva puta ko-
pira rijec s trec¢e trake na drugu traku. Prilikom drugog kopiranja
obrise se rije¢ s trece trake.

Primijetimo: ako je na drugoj (trecoj) traci bila zapisana neka rije¢
duljine k, tada ¢e nakon izvrsenja ovog dijela rada stroja na trecoj
(drugoj) traci biti zapisana rije¢ duljine 2k, a druga (treca) traka ce
biti prazna.

3. Kada je glava na prvoj traci dosla do praznine, tada se glava pomakne
jos jedno mjesto u desno, te stroj stane.

Ukupan broj koraka stroja 7" koji na ulazu ima rije¢ duljine n, pri cemu jen > 1,
jednak je: 14+2+44 ... +2" 41 =2"

. Neka su f,g: N — N potpuno vremenski konstruktibilne funkcije. Dokazite da
je tada i funkcija f + g potpuno vremenski konstruktibilna.

Rjesenje. Neka su T i T, Turingovi strojevi takvi da za svaki ulaz duljine n
stroj Ty radi to¢no f(n) koraka, a stroj T, radi to¢no g(n) koraka. Oznac¢imo s
I'; alfabet stroja T}, a s I'y alfabet stroja T,. Alfabet I'y, stroja T,, neka je
zadansa 'y, =y UT,U{p}, pri cemup ¢ I'; UT', (simbol p ¢e nam sluziti kao
oznaka da se radi o prvom simbolu ulazne rijeci). Neka stroj 7 ima k; traka,
a stroj T, neka ima k, traka. Definirat ¢emo stroj Ty, koji ima ky + k; + 1
trake.

Ulazni podatak w; ... w, (neka rije¢ duljine n) na pocetku rada stroja T,
zapisana je na traci koju ¢emo nazivati ulazna traka, te se glava za citanje nalazi
na prvom lijevom znaku ulazne rije¢i. Pretpostavljamo da su ostale trake stroja
T4 prazne.
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.\I_I\I_I‘wl\ ‘wn\l_l‘l_l‘... ulazna traka

prva radna traka

k¢. radna traka

(kf +1). radna traka

(kg + kg). radna traka

Izgled traka stroja T4 prije pocetka rada

Na pocetku rada stroja T;, ulazni podatak s prve trake kopira se na prvu
radnu traku, te na (ky + 1). traku i to zdesna na lijevo. U prvom koraku se
umjesto simbola w; na ulaznoj traci zapise simbol p. To znaci da se nakon n
koraka glava na prvoj traci nalazi na prvoj praznini zdesna iza ulaznog podatka,
a na prvoj radnoj i (k; + 1). traci glave se nalaze na prvom simbolu slijeva.

(Napomena. Ne mozemo pretpostavljati da ¢e nakon simulacije rada stroja T
na ulaznoj traci biti zapisana pocetna ulazna rijec).

!
[uJul p | | w, [U] U] ... ulazna traka
4
U U] wn | | w; [U[U ... prvaradna traka
k¢. radna traka
i
Juu] w | Jwy U] U] ... (kf+1). radna traka

(kg + kg). radna traka

Izgled traka stroja T, nakon prvih n koraka
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Sada stroj Ty, istovremeno simulira prvih n koraka rada stroja T i stroja
T,. Simulacija stroja T se odvija na prvih k; radnih traka, a simulacija rada
stroja T}, se odvija na zadnjih k, radnih traka. Uoc¢imo da nam brojenje tocno
n koraka omogucava rije¢ na ulaznoj traci (primijetite da je vazno Sto smo
posebno oznacili prvi lijevi simbol ulazne rije¢i). Nakon n koraka istovremene
simulacije rada oba stroja, prekidamo simulaciju rada stroja T}, te nastavljamo
samo simulaciju rada stroja Ty. Kada zavrsi simulacija stroja T stroj T,
je ukupno napravio n + f(n) koraka. Tada pokreéemo nastavak simulacije
rada stroja T, te do kraja te simulacije stroj Ty, napravi jos g(n) — n koraka
(primijetite da je g(n) —n > 0, jer je po pretpostavci zadataka funkcija g
potpuno vremenski konstruktibilna, pa je posebno g(n) > n za svaki n € N).

Stroj T4 je napravio ukupno: n+ f(n) + g(n) —n = f(n) + g(n) koraka.

. Objasnite zasto se u definiciji vremenski konstruktibilne funkcije zahtijeva da

je f(n) vece ili jednako O(nlogyn).

Rjesenje. Kako bi Turingov stroj mogao izracunati binarnu reprezentaciju od
f(n), mora mu biti poznata binarna reprezentacija broja n. To zna¢i da Turingov
stroj mora ulaz, koji je oblika 1" (niz od n jedinica, tj. unarna reprezentacija
broja n), pretvoriti u binarnu reprezentaciju od n. Promotrimo sljede¢i Turingov
stroj S (zbog jednostavnosti, pretpostavimo da je ulaz dan u obliku #111...1%):

S = na ulazu je 1" (glava je na prvom lijevom znaku £):

(a) Dok glava stroja nije dosla do drugog znaka f (tj. kraja ulaznog
niza), pamti parnost broja jedinica, te svaku drugu jedinicu (po-
¢evsi od prve) zamijeni sa znakom & (znakovi & su ignorirani u
sljede¢em prolazu). Neka znak 0 predstavlja paran broj jedinica,
a znak 1 neparan broj jedinica.

(b) Ako se u ulaznom nizu pojavila barem jedna jedinica, zapisi par-
nost na prvo slobodno mjesto prije prvog znaka £ (prvo slobodno
mjesto s lijeve strane ulaza) i vrati se na prvi znak f. Ako u
ulaznom nizu vise nema jedinica (tj. ako su ostali samo znakovi
&), onda prekini s radom.

(c) Vrati se na korak 1.

Opisani stroj ulaz 1™ pretvara u binarnu reprezentaciju od n, te je zapisuje s
lijeve strane ulaznog niza. U prvom koraku stroj mora pro¢i kroz cijeli ulazni niz
pocevsi od prvog znaka f za Sto mu treba n+ 1 pomak glave. U drugom koraku
stroj mora: vratiti na prvo slobodno mjesto prije prvog znaka f, zapisati parnost,
te se ponovno vratiti na prvi znak §. Za to mu treba: n + 1 pomaka da dode do
prvog znaka £, zatim (u najgorem slucaju) log, n pomaka (jer toliko znamenaka
ima broj n u binarnom zapisu) da dode do prvog slobodnog mjesta prije prvog
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znaka f, te naposljetku jos (u najgorem slucaju) log, n pomaka da ponovno dode
do prvog znaka f. Dakle, u drugom koraku ukupno imamo (n+1)+log, n+log, n
pomaka. U tre¢em koraku ponavljamo prvi korak i eventualno drugi. Buduéi
da je nakon svakog zavrsetka prvog koraka broj jedinica u nizu duplo manji,
prva dva koraka ¢emo ponavljati log, n puta. Jos trebamo jedan prolaz kroz niz
da se uvjerimo da u nizu vise nema jedinica, tj. da su ostali samo znakovi &.
Za to nam treba n + 1 pomak. Dakle, zakljucujemo da nam za pretvorbu broja
n u binarnu reprezentaciju ukupno treba (n + 1+ log, n + log, n)logy,n +n+ 1
pomaka, sto je O(nlog,n). Upravo to je i razlog zasto se u definiciji vremenski
konstruktibilnih funkcija zahtjeva da je funkcija f veca ili jednaka O(nlog,n).

2.5.1 Klasa PTIME

U ovoj tocki razmatramo klasu problema za koje postoji efikasan ("brzi") algoritam
za rjesavanje. To je klasa problema koji su odluc¢ivi na nekom polinomno slozenom
Turingovom stroju. Osim definicije dat ¢emo i nekoliko vaznih primjera koje ¢emo
kasnije koristiti.

Definicija 2.36. S PTIME, ili samo kratko s P, oznacavamo klasu svih jezika koji su
odlucivi na nekom deterministickom Turingovom stroju vremenske sloZenosti O(nF),
za neki k € N. Dakle, vrijedi

P= J DTIME(n").
keN

Vjeruje se da je klasa P invarijantna u odnosu na izbor teorijskog modela izra-
¢unavanja (u nasem slucaju to je Turingov stroj). Za svaka dva poznata modela
izracunavanja pokazalo se da postoji konstanta c¢ koja ima sljede¢e svojstvo: ako
prvi stroj napravi ¢t koraka, tada drugi stroj napravi O(t¢) koraka (vidi zadatak 2).
Neka razmatranja upucuju na to da model izracunavanja koji se bazira na kvantnoj
mehanici, nije polinomno ekvivalentan Turingovom stroju.

Komentirat ¢emo kratko Sto zapravo znaci "efikasno izracunavanje'. Nadamo se da
se slazete, da izracunavanja koja se izvrsavaju u linearnom ili "kvadratnom" vremenu,
smatramo efikasnim. Zatim, prirodno je zahtijevati da je klasa efikasnih algoritama
zatvorena za kompoziciju. Cobham je 1974. dokazao da je najmanja klasa problema
koja sadrzi sve probleme linearne i kvadratne slozenosti, te je zatvorena za kompozi-
ciju, upravo klasa P.3

3 Tesko ¢emo se sloziti da klasa DTIME(n!'%?) sadrzi samo probleme koje moZzemo 'efikasno"
rijesiti. Medutim, kada se dokazuje u praksi da neki problem pripada klasi P, obi¢no se pronade
algoritam sloZenosti n® ili n®. ViSe puta se znalo dogoditi da se za neki problem pronade prvo
algoritam velike polinomne sloZenosti (npr. n?Y). No, najéesée je kasnije pronaden algoritam &ja je
slozenost najvise n®.
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Primjer 2.37. Jezik RELPRIM definiramo kao {(x,y) : © iy su relativno prosti pri-
rodni brojevi }. Jezik RELPRIM moZemo odluciti s Euklidovim algoritmom, za koji
smo pokazali da je polinomne sloZenosti. To znaci da je vremenska sloZenost jezika
RELPRIM takoder polinomna. Dakle, RELPRIM € P.

Primjer 2.38. Navedimo neke probleme koji pripadaju klast P.

1. zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje s ostatkom prirodnih brojeva (vidi
stranu 32 i knjigu [5]);

2. odredivanje najvece zajednicke mjere dvaju prirodnih brojeva (Euklidov algori-
tam i njegova slozenost, je dan na strani 33);

3. ispitivanje povezanosti grafa; traZenje najkraceg puta u grafu
(o problemima na grafovima éemo pricati kasnije);

4. 2-SAT; SAT-Horn (O tome éemo takoder govoriti kasnije);

5. problem egzistencije rjesenja sistema linearnih algebarskih jednadZbi.

Napomena 2.39. Neka su by, by > 2 proizvoljni prirodni brojevi. Za svaki n € N
broj znamenki u prikazu broja n u bazi b; je jednak [log, n| + 1. Buduci da vrijedi
log,, n
logy, b1’
kljucujemo da je klasa P invarijantna za odabir baze u kojoj cemo prezentirati prirodne
brojeve kao ulazne podatke.

log, n = tada se duljine prikaza razlikuju za konstantni faktor. Iz toga za-

Sada navodimo dva primjera algoritma na grafovima koji su polinomne vremenske
slozenosti. Prvo navodimo sve potrebne definicije u vezi grafova.

Definicija 2.40. Usmjereni graf je uredeni par (G, R), gdje je G proizvoljan ne-
prazan konacan skup, a R C G x G. Ako je relacija R simetricna tada kaZemo jos
da je graf neusmjeren. FElemente skupa G nazivamo ¢vorovi, a elemente skupa R
bridovi.

Za graf (G', R') kaZemo da je podgraf grafa (G,R) ako je G' C G, te je R' C
RNG x G

KazZemo da postoji put izmedu cvorova v i w ako postoji konacan niz cvorova
by, ...,b, tako da vrijedi: vRbyRby ... b, Rw.

Sada prvo razmatramo problem egzistencije puta izmedu dva ¢vora u grafu. U tu
svrhu definiramo sljedeéi jezik:

PROBLEM PUT= {(G,z,y) : G je graf, =,y € G, postoji put od x do y}.

Lema 2.41. Vryjedi: PROBLEM PUT € P.
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Dokaz. Navodimo jedan algoritam koji za dani graf G i ¢vorove x i y u polinomnom
vremenu odreduje da li postoji put od ¢vora x do ¢vora y. Ovdje su koraci algoritma:

(1) oznadi ¢vor x;

(2) za svaki brid {a,b} u kojem je ¢vor a oznacen, oznaci i ¢vor b;
(3) ako je neki novi ¢vor oznacen, vrati se na korak (2);

(4)

4) prihvati ulaz (G, x,y) ako je ¢vor y oznacen, a inace ga odbij.

Odredimo vremensku sloZenost navedenog algoritma. Prvii ¢etvrti korak se izvode
samo jednom, te za njih treba najvise O(n) koraka (sa n smo oznagcili duljinu ulazne
rije¢i koja odreduje graf). U drugom koraku provjerava se svaki brid. U grafu sa m
¢vorova ima priblizno najvise O(m?) bridova (ako se radi o potpuno povezanom grafu,
tada je svaki ¢vor povezan sa svim ¢vorovima, pa ima 2m - (m — 1) + m bridova).
Zatim, u drugom koraku se za svaki brid provjerava je li prvi ¢vor oznacen, te se mozda
oznacava drugi ¢vor. Dakle, broj koraka u (2) je 2:O(m?), tj. O(m?) koraka. Korak (2)
se ponavlja najvise onoliko puta koliko ima ¢vorova, tj. m puta. Time zaklju¢ujemo
da drugi korak treba najvise O(m?) ponavljanja. Buduéi da o¢ito vrijedi m = O(y/n),
tada je vremenska slozenost navedenog algoritma jednaka: O(n)+ O(n/n)+0O(n) =
O(ny/n). Q.E.D.

Definicija 2.42. Za graf (G, R) kaZemo da je povezan ako izmedu svaka dva cvora
postoji put. Ciklus u grafu je put koji ima isti pocetak i kraj. Stablo je povezan
graf bez ciklusa. Razapinjajuce stablo grafa (G, R) je podgraf koji je stablo i ¢iji
skup cvorova je G. Neka je (G, R) graf i f: R — RT. Tada uredenu trojku (G, R, f)
nazivamo tezinski graf.

Sada razmatramo jedan polinomni algoritam za odredivanje minimalnog razapi-
njujuéeg stabla zadanog tezinskog grafa.* Problem minimalnog razapinjajuéeg stabla
sastoji se od odredivanja razapinjujuceg stabla ¢ija je ukupna suma tezina njegovih
bridova minimalna, ako je zadan neki tezinski graf. Primijetimo da problem mini-
malnog razapinjujuceg stabla nije problem odluke. Sada dajemo korake Primovog
algoritma kojim se odreduje minimalno razapinjajuce stablo. Neka je zadan tezinski
graf (G, R, f). Primov algoritam se sastoji od sljedeéih koraka:

1. Iz skupa ¢vorova G proizvoljno odaberemo pocetni ¢vor v, te definiramo stablo

T = {v}.

2. Ponavljamo sljedeé¢i korak sve dok u stablu 7' nemamo to¢no k(G) ¢évorova:
stablu T" dodajemo brid minimalne tezine s jednim krajem u skupu T, a drugim
u skupu G\ T

4Primjenom Zornove leme lako je dokazati da u svakom povezanom grafu postoji razapinjajuée
stablo. Zornova lema glasi: Ako je (A, <) parcijalno ureden skup u kojem za svaki neprazni lanac
postoji gornja meda, tada skup A sadrzi barem jedan maksimalni element.
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Kao jedan primjer izvodenja Primovog algoritma analizirat ¢emo odredivanje ra-
zapinjujuceg stabla grafa kojeg zadajemo na sljedecoj slici.

Slika 2.2: Tezinski graf

[zabiremo jedan ¢vor grafa, i njega inicijalno postavljamo u trazeno razapinjujuce
stablo. Neka je to ¢vor 1. Sada trazimo brid koji ima najmanju tezinu, a da mu je
jedan ¢vor u skupu G \ 7T, a drugi u skupu 7" = {1}. Bridovi koji su kandidati su:
{1,2}, {1,3} i {1,11}. Bududi da brid {1, 3} ima najmanju tezinu, njega dodajemo.

Slika 2.3: Pocetak primjene algoritma
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Sada promatramo bridove {1,2}, {1,11}, {3,4}, {3,5} i {3,6}. Brid najmanje
tezine je brid {3,4}, pa njega dodajemo.

H 4
2

Slika 2.4: Nakon drugog koraka

Uzastopnim dodavanjem ¢vora dobivamo sljede¢e minimalno razapinjajuce stablo:

Slika 2.5: Minimalno razapinjujuce stablo

Vremenske sloZenost Primovog algoritma je O(n?), gdje je n broj ¢vorova grafa.

Napomena 2.43. Oznacimo s PRIMES problem ispitivanje primarnosti prirodnog
broja. Indijski matemataticari Agrawal, Kayal i Saxena su 2004. godine u casopisu
Annals of Mathematics objavili ¢lanak v kojem su dokazali da vrijedi PRIMES € P.
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Sada éemo u grubim crtama navesti korake Agrawal, Kayal, Saxenovog algoritma.
Za svakir € N i svakin € Z za koje je nzd(n,r) =1, sa o.(n) oznacavamo najmangi
prirodan broj k koji ima svojstvo n* =1 (mod r). Sa ® oznacavmo Eulerovu funkciju
koja svakom prirodnom broju pridruzuje broj svih prirodnih brojeva koji su manji od
n, te su relativno prosti sa n.
Agrawal, Kayal, Sazenov algoritam:

1. Ako je n = a’
"SLOZEN";

za neki a € N ¢ b > 1, tada algoritam zavrsava s porukom

2. Nadi najmanji r takav da je o.(n) > logyn;

3. Ako je 1 < nzd(a,n) < n za neki a < r, tada algoritam zavrsava s porukom

"SLOZEN";

4. Ako je n <r, tada algoritam zavrsava s porukom "PRIM';

5. Za a=1 do [\/®(r)logn] napravi:
ako (X +a)" # X" +a (mod X" — 1,n)), tada algoritam zavrsava s porukom
"SLOZEN';

6. Algoritam zavrsava s porukom "PRIM'.
Jos neke detalje o algoritmima za ispitivanje primarnosti mozete naci u knjizi [5].

Definicija 2.44. Oznacimo sa EXPTIME klasu svih jezika koji su odlucivi na nekom
Turingovom stroju vremenske sloZenosti O(Q”k), za neki k € N. Dakle, vrijedi:

EXPTIME = | ) DTIME(2").
keN

Iz teorema o vremenskoj hijerarhiji, tj. iz teorema 2.28., slijedi tvrdnja sljedeceg
korolara.

Korolar 2.45. Vrijedi PG EXPTIME.

Dokaz. Ocito vrijedi P C EXPTIME. Kako bi dokazali da vrijedi prava inkluzija, po-
kazimo da za svaki k € N vrijedi DTIME(n*) & DTIME(2"). Iz zadatka 6 znamo
da je funkcija n — 2" vremenski konstruktibilna. Iz teorema o vremenskoj hijerahiji,
tj. teorema 2.28., slijedi da postoji odluciv jezik L e DTIME(2") tako da jezik L nije
odluciv niti na jednom Turingov stroju 7" za koji vrijedi timer(n) ~ o(2"/log, 2").
Buduéi da za svaki k € N o¢ito vrijedi n* ~ 0(2"/n) tada L ¢ PTIME. Q.E.D.
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Zadaci

1. Dokazite da je klasa P zatvorena za konac¢ne unije.
Rjesenje. Neka su Ly, Ly € P. Neka je T; = (k;, Q;, ', ;) neki k;~tracni Turingov
stroj koji odlu¢uje jezik L; u vremenu f;(n), gdje je f; neki polinom, za i = 1, 2.
Definiramo Turingov stroj T' = (k1 + ko + 1, Q, T', §) koji odlucuje jezik L U Ly
tako da je Q@ = Q1UQ2 (pretpostavljamo da je Q1NQ2 = 0), a funkciju prijelaza
d posebno opisujemo. Stroj 7" ima jednu ulaznu traku (vazno je da se ulazni
podatak ne mijenja na toj traci). Stroj T' prvo kopira ulaznu rije¢ s ulazne trake
na prvu radnu traku. Tada stroj 7" "simulira" rad stroja T} koriste¢i prvih k
radnih traka. Ako nakon toga 'simulacija" stroja T zavrsi u stanju gp4 tada
definiramo da stroj T takoder zavrsi u stanju ¢pa. Ako "simulacija" stroja T}
zavrsi u stanju gy tada stroj T kopira rije¢ s ulazne trake na (k; + 1). radnu
traku. Nakon toga stroj T pokrene "simulaciju" stroja T5. Ako "simulacija'
stroja T, zavrsi u stanju gpa tada definiramo da stroj T takoder zavrsi u stanju
gpa. Ako "simulacija " stroja T zavrsi u stanju ¢yg tada definiramo da stroj T’
takoder zavrsi u stanju gy g. OcCito stroj T odlucuje jezik LU Ly. Uoc¢imo jos da
vrijedi: timer(n) < 2n + fi(n) + fa(n), pa je stroj T' polinomne slozenosti.

2. Dokazite da je klasa P zatvorena za komplemente.
Uputa. Ako stroj T odlucuje neki jezik L C I'* u vremenu f(n), onda stroj T
koji je jednak stroju T osim $to je ¢h, = ¢hp 1 ¢p = ¢b54 odlucuje jezik
'\ L u istom vremenu f(n).

3. Dokazite da je klasa P zatvorena za konacne presjeke.
4. Dokazite da je klasa P zatvorena za simetri¢ne razlike.

5. Dokazite da je klasa P zatvorena za konkatenacije.

Neka su L;, Ly € P proizvoljni. Neka su T} i T5 deterministicki Turingovi
strojevi polinomne vremenske slozenosti takvi da je L(T1) = Ly i L(T%) = Lo.
Neka je vremenska slozenost stroja Ty jednaka O(n*), a stroja T neka je O(n').
Definirat ¢emo deterministicki Turingov stroj polinomne vremenske slozenosti
koji odlucuje jezik Lj * L.

Stroj T' za svaku ulaznu rijeC w na prvoj traci razmatra sve podrijeci o i 3 za
koje vrijede w = «a* 3. Za svaki takav rastav pobrise prvo sve na drugoj i trec¢oj
traci, te napise rije¢ a na drugu traku i rije¢ 8 na trec¢u traku. Tada se simulira
rad stroja T; s ulazom «, te rad stroja Ty s ulazom (. Ako za neki par (a, f)
oba stroja prihvate ulaze, tada definiramo da i stroj T" prihvac¢a ulaz. Inace
definiramo da stroj T" odbija ulaz. Ocito stroj T odlucuje jezik Li * Lo.

Dokazimo jos da je vremenska sloZenost stroja T polinomna. Za svaki par («a, ()
slozenost rada stroja T je jednaka: |w|+timer, (|a]) +timer,(|5]). Tada ukupan
broj koraka rada stroja T s rije¢i w na ulazu mozemo ocijeniti sa sljede¢im
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nejednakostima:

Jw|
3 <|w| + timeq, (m) + timer, (Jw| — m))
m=0

| ] |
= Z_O\w\ + Z_:Otz'meTl(m) + Z_:OtimeTz(]w]—m)

|w]| ||
= Jw|- (Jlw|+1) + Z_:OtimeTl(m) + Z_:OtimeTz(]w] —m)

IN

|w] |w]
Kolw|* + zocmmk + 208"’(|w| —m)!

IN

Kolw]* + Ki|lw|" + Ksw|',

gdje su Ko, o, ..., Clu|y S0,-- -8, te K1 1 Ky neki pozitivni realni brojevi. Iz
toga slijedi da je vremenska slozenost stroja 1" polinomna.

. Neki pojmovi vezani uz grafove su definirani ve¢ u definicijama 2.40. i 2.42. Za
podgraf (G', R') grafa (G, R) kazemo da je klika ako je R = G’ x G'. Za kliku
(G', R') grafa (G, R) kazemo da je k—klika, ako sadrzi toéno k ¢vorova, gdje je
k > 2. PROBLEM KLIKA sastoji se od odredivanja da li zadani graf sadrzi kliku
zadane veli¢ine, tj. formalno:

PROBLEM KLIKA = {(G,k) : G je graf koji sadrzi neku k—kliku}.

PROBLEM KLIKA ¢emo razmatrati kasnije (vidi stranu 61). Za svaki & > 2 moze
se promatrati i sljede¢i problem:

kE-KLIKA = {G : G je graf koji sadrzi k—kliku}

Dokazite da za svaki k > 2 vrijedi k-KLIKA € P.
Rjesenje. Neka je k > 2 zadan, te neka je G neki graf sa n vrhova. Oznacimo
sa A algoritam koji kao ulazni podatak prima graf G te radi sljedece:

1. Za svaki k ¢lani podskup S od G :

provjeri ¢ine li vrhovi iz S jednu k—kliku u grafu G. Ako
je S jedna k—klika, tada algoritam staje u stanju qpa, a
inacCe se bira novi k—¢lani podskup od G.
2. Ako su ispitani svi k—Clani podskupovi od G, te niti jedan od njih
nije k—klika od G, tada algoritam staje u stanju qyg.

Ocito algoritam A ispituje sadrzi li graf G neku k—kliku. Odredimo vremensku
slozenost algoritma A. Prvi korak algoritma se izvodi (Z) puta, tj. njegova

vremenska sloZenost je O(n*). Drugi korak se moZe provesti u vremenu O(k?n)
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(za svaki od vrhova izabranog k ¢lanog podskupa S provjerava se je li povezan
s ostalim odabranim bridovima; svaki vrh grafa GG je incidentan s najvise n — 1
bridova). To znali da je vremenska sloZenost algoritma A jednaka: O(nF) -
O(k*n), tj. O(n**1).

7. Dokazite da problem povezanosti grafa pripada klasi P.

2.5.2 Klasa NPTIME

Nazalost, za mnoge vazne probleme nije poznat polinoman algoritam. No, mnogi
od tih problema ipak imaju jedno zajednicko svojstvo: odluc¢ivi su na nekom ne-
deterministickom Turingovom stroju polinomne vremenske slozenosti. U ovoj tocki
razmatramo upravo tu klasu problema.

Definicija 2.46. Sa NPTIME, ili samo kratko s NP, oznacavamo klasu svih jezika koji
su odlucivi na nekom nedeterministickom Turingovom stroju vremenske sloZenosti
O(nF), za neki k € N. Dakle, vrijedi:

NP = | J NTIME(n").

keN

Bili smo veé istaknuli da za svaku funkciju f : N — R* vrijedi DTIME(f(n)) C
NTIME(f(n)). Iz toga ocito slijedi tvrdnja sljede¢eg korolara.

Korolar 2.47. Vrijedi P C NP.

Sljededi teorem jako dobro opisuje klasu NP: za svaki problem iz te klase lako je
provjeriti je li nesto njegovo rjesenje.

Teorem 2.48. (O certifikatu)
Za svaki jezik L vrijedi:

LenNP& (FJReP)(TkeN)
L={x:(Fo)(lc] = O(z[*) A R(z,0))}-

Rije¢ ¢ nazivamo certifikat za rijec x, a jezik koji sadrzi sve certifikate nazivamo
certifikat za jezik L.

Dokaz. Dokazimo prvo implikaciju < . Konstruiramo nedeterministicki Turingov
stroj ovako: za ulaz x prvo "pogadamo" certifikat. U prvom koraku stroj se razgrana
na sve moguce rijeci duljine jedan. U drugom koraku se razgrana na sve moguce rijeci
duljine dva. Itd. ... U |z|¥F koraka ¢e biti generirane sve rije¢i zadanog alfabeta ¢ija je
duljina najvise |z|*. Po pretpostavci za € L postoji certifikat ¢ija je duljina najvise
|z|*. Zatim, po pretpostavci u polinomnom vremenu moze se ispitati vrijedi li R(z, c).
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Dokazimo sada obratnu implikaciju. Pretpostavimo da postoji nedeterministicki
Turingov stroj 1" koji odlucuje jezik L u polinomnom vremenu. Trazenu relaciju R
definiramo ovako:

(x,c) € R ako i samo ako  rije¢ c predstavlja put u stablu racunanja
stroja T, ako stroj T prihvaca rije¢ =x.

Po pretpostavci stroj T odlucuje rije¢ x u polinomnom vremenu, pa posebno vrijedi
lc| = O(|z|*). Lako je vidjeti da vrijedi R € P. Q.E.D.

Primjer 2.49. Iz prethodnog teorema slijedi da je za dokaz da za neki jezik L vrijed:
L € NP, dovoljno naci certifikat za svaku rijec jezika L. Oznacimo SLOZEN={n € N : n
nije prim broj}. Ocito je certfikat za svaki slozZeni prirodan broj jedan njegov djeljitel;.
Ako je zadan prirodan broj n, te otkrijemo jedan djeljitelj d od n, tada je vrlo lako
provjeriti dijeli li stvarno d broj n. Dakle, SLOZEN € NP.

Kao sto smo veé¢ bili naveli jos u uvodu ovog materijala, problem odnosa klasa
P i NP, tj. problem "P vs NP' je za sada nerijeSeni problem. Problem je star vise
od 40 godina. Istaknimo neka razmisljanja o problemu "P vs NP' imaju¢i na umu
karakterizaciju klase NP pomocu certifikata.

a) lakse je utvrditi je li neki odgovor toc¢an, nego dati odgovor;
b) daleko lakse je provjeriti je li dokaz nekog teorema toc¢an, nego dokazati teorem;

c¢) lakse je provjeriti je li je neki put u grafu potpun, nego utvrditi postoji li potpun
put.

Primjer 2.50. Sada navodimo neke primjere problema koji pripadaju klasi NP.

e problem ispunjivosti formula logike sudova, tj. problem SAT (tom problemu je
posveceno sljedece poglavlje);

e problem faktorizacije prirodnih brojeva;
e problem cjelobrojnog linearnog programiranja,
e odredivanje je li je graf 3-obojiv (taj problem éemo razmatrati kasnije);

e problem egzistencije Hamiltonovog puta u grafu (Hamiltonov put je onaj koji
sadrzi sve cvorove u grafu, ali samo jednom; taj problem cemo takoder razmatrati
kasnije);

e problem egzistencije nezavisnog skupa u grafu (nezavisan skup je potpuno nepo-
vezan podgraf; taj problem éemo takoder razmatrati kasnije);

e problem egzistencije klike u grafu (klika je potpuno povezan podgraf; taj problem
éemo takoder razmatrati kasnije);
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e problem trgovackog putnika, tj. PROBLEM TSP (eng. traveling salesman problem;
vidi zadatak 6.4 na strani 152);

o Minesweeper
(vidi V. Kojié, Minesweeper problem je NP—potpun, math.e, 12 (2008);
http://e.math.hr)

e problemi u vezi igara: potapanje brodova, tetris, gomilice, Sokoban.

U sljede¢em primjeru zelimo istaknuti da se razmatra i slozenost problema koji su
definirani nad R i C (za viSe detalja vidite [3]).

Primjer 2.51. (Hilbertov Nullstellensatz)

Neka su f1, ..., fr € C[Xq,...,X,] proizvoljni polinomi nad poljem C. Koji su nuzni
i dovoljni uvjeti da ti polinomi imaju zajednicku nul-tocku? Odgovor na to pitanje
daje Hilbertov Nullstellensatz:

Skup polinoma {fi,..., fr} ima zajednicku nul-tocku ako i samo ako ne

k
postoje polinomi gy, ..., g, € C[Xy,..., Xi] tako da vrijedi Y g; - f; = 1.
i=1

Odnosno, postoji nul-tocka konacnog skupa polinoma fi,..., fr ako i samo ako
je ideal I = I(f1,..., fx) pravi ideal. (Ako postoje polinomi gi,...,qx takvi da je
> g fi = 1, tada imamo 1 € I, jer iz definicije ideala vrijedi I - C[Xy,..., X, C I.
To znaci da je tada I = C[Xy, ..., Xk]), tj. ideal I nije pravi ideal.)

Uocite da bas nema smisla pricati o Turingovim strojevima koji operiraju s kom-
pleksnim brojevimal! Definiraju se posebni strojevi koji operiraju s kompleksnim bro-
jevima. Postavljena je hipoteza da me postoji polinomni algoritam koji odlucuje Hil-
bertov Nullstellensatz nad C.

Zadaci
1. Dokazite da je klasa NP zatvorena za konacne unije i konkatenacije.

2. Dokazite da postoji odluciv jezik L tako da vrijedi L ¢ NP.
Rjesenje. Neka je I' proizvoljan konacan alfabet. Definiramo jezik L ovako:

L= {(T):T jejednotracni deterministicki Turingov stroj nad alfabetom T'
koji ne prihvaca rije¢ (T) u najvise 22" koraka}.

Iz teorema 2.23. slijedi da postoji univerzalni Turingov stroj nad alfabetom
. Funkcija n — 22" je potpuno vremenski konstruktibilna (vidi zadatak 6 na
strani 41). Modifikacijom stroja U dodavanjem "Stoperice" koja broji najvise
22" koraka, dobivamo stroj koji odlucuje jezik L. To znaci da je jezik L odluéiv.
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Pretpostavimo da vrijedi L € NP. Neka je N neki nedeterminsiticki Turingov
stroj vremenske slozenosti n*, za neki k € N, koji odlu¢uje jezik L. Iz teorema
2.18. o redukciji nedeterministickog Turingovog stroja na deterministicki slijedi
da postoji deterministicki Turingov stroj M koji odlucuje jezik L i vremenske
sloZenosti je 20(") Tada postoji ¢ > 01 nyg € N tako da za svaki n > ng
vrijedi timey(n) < 2en*  Oéito postoji n; > ng tako da za svaki n > ny vrijedi
en® < 27 Tada imamo da za svaki n > n; vrijedi: timeyr(n) < 22"

Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je [(M)| > ny, jer inace
mozemo skupu stanja stroja M dodati nova stanja koja se uopcée ne koriste, pa

se time dovoljno poveca duljina koda stroja M, ali se vremenska slozenost stroja
M ne mijenja. Tada imamo:

(Mye L < (M)e L(M)
& stroj M prihvaéa rije¢ (M) u vremenu timey(|(M)])
& stroj M prihvaéa rije¢ (M) u najvise 221 koraka
& MEL

Time je dobivena kontradikcija.
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NP—potpunost

U ovom poglavlju posebno ¢emo razmatrati problem ispunjivosti formula logike su-
dova, tj. problem SAT (eng. satisfiability). Prvo ¢emo ponoviti definicije nekih pojmo-
va, te istaknuti neke ¢injenice. Centralni dio ovog poglavlja je Cook-Levinov teorem
koji govori da je svaki NP-problem moguce svesti na problem SAT. Na kraju ¢emo
razmotriti jos neke varijante problema SAT, te opisati Davis-Putnamov algoritam za
rjeSavanje problema SAT.

3.1 Osnovne definicije

Prisjetimo se prvo nekih pojmova iz logike sudova, te istaknimo neke ¢injenice koje
¢emo kasnije trebati.

Definicija 3.1. Alfabet logike sudova je unija skupova Ay, As i Az, pri cemu je:

Ay = {Py, P, P, ...} prebrojiv skup cije elemente nazivamo
propozicionalne varijable,

Ay = {—, A, V, =, <} skup logickih veznika,
As = {(, )} skup pomocénih simbola (zagrade).

Definicija 3.2. Atomarna formula je svaka propozicionalna varijabla. Pojam for-
mule logike sudova definiramo rekurzivno:

a) svaka atomarna formula je formula;

b) ako su A i B formule tada su i rijeci (—A), (ANB), (AVB), (A— B) i
(A < B) takoder formule;

c) rijec alfabeta logike sudova je formula ako je nastala primjenom konacéno mnogo
koraka uvjeta a) i b).

57
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Definicija 3.3. Svako preslikavanje sa skupa svih propozicionalnih varijabli u skup
{0,1}, tj. I : {Py, P1,...} — {0,1}, nazivamo totalna interpretacija ili kratko inter-
pretacija. Ako je preslikavanje definirano na podskupu skupa propozicionalnih varijabli
tada kazZemo da je to parcijalna interpretacija.

Definicija 3.4. Neka je I interpretacija (totalna ili parcijalna). Tada vrijednost in-
terpretacije I na proizvoljnoj formuli definiramo rekurzivno ovako:

I(=A) =1 ako i samo ako I(A)=0;
I(ANB) =1 akoisamo ako I(A)=11iI(B)=
I(AV B) =1 ako i samo ako I(A) =1 ili ](B)
I(A— B)=1 akoisamo ako I(A)=0 ili [(B):
I(A<+ B)=1 akoisamo ako I(A)=I(B).

Preglednije je vrijednost interpretacije na formulama definirati pomocu tablica
koje se nazivaju semanticke tablice. Tada se vrijednosti interpretacije za slozenije
formule mogu definirati kao u sljedecoj tablici.

rloll-PlProlPvolP=0QlPeQ
olo] 1 0 0 1 1
01 1 0 1 1 0
11o] o 0 1 0 0
11 o0 1 1 1 1

Tablica 3.1: Vrijednosti interpretacije za sloZenije formule.

Definicija 3.5. Za formulu F' logike sudova kaZemo da je ispunjiva ako postoji in-
terpretacija I tako da vrijedi I(F) = 1.

Kazemo da su formule A i B logicki ekvivalente, i pisemo A < B, ako za svaku
interpretaciju I vrijedi 1(A) = I(B).

Definicija 3.6. Atomarnu formulu i njezinu negaciju nazivamo literal. Formulu
oblika Ay N As A ... N A, nazivamo konjunkcija, a formulu oblika AV Ay NV ...V A,
nazivamo disjunkcija, gdje su A; proizvoljne formule.

Elementarna konjunkcija je konjunkcija literala, a elementarna disjunkcija je di-
sjunkcija literala. Konjunktivna normalna forma, ili kratko knf, je konjunkcija
elementarnih disjunkcija. Disjunktivna normalna forma, ili kratko dnf, je di-
sjunkcija elementarnih konjunkcija.

Teorem o normalnim formama u logici sudova. Za svaku formulu F' logike
sudova postoji konjunktivna normalna forma A i disjunktivna normalna forma B
tako da vrijedi F < A i F < B.



3.1. OSNOVNE DEFINICIJE 99

Sve detalje o logici sudova, kao i dokaz prethodnog teorema, mozete vidjeti u [25].

Sada navodimo jedan algoritam za odredivanje konjunktivne normalne forme for-
mule, te isti¢emo njegovu vremensku slozenost.

Algoritam za odredivanje konjunktivne normalne forme zadane formule F:

1. Primjenom ekvivalencija (A — B) < (mAV B) i (A<« B) < ((mAV B) A
(=B V A) eliminiraju se logicki veznici — i <+ iz formule.

2. Primjenom de Morganovih zakona i pravila dvojne negacije dobiva se formula
u kojoj je svaka negacija uz neku propozicionalnu varijablu.

3. Primjenom distributivnosti veznika V prema A, tj. primjenom ekvivalencije (AV
(BAC)) < ((AV B)A(AvV()), dobiva se konjunktivna normalna forma koja
je logicki ekvivalentna formuli F.

Navedeni algoritam je eksponencijalne vremenske slozenosti jer primjenom pravila
za distributivnost duljina potformula se skoro dva puta poveca.

Zelimo istaknuti da postoji i polinomni algoritam za odredivanje knf (dobivena
knf F’ nije nuzno logicki ekvivalentna pocetnoj formuli F, ali je ispunjivost fromule
F' ekvivalentna ispunjivosti formule F”). Neke detalje mozete vidjeti u zadatku 3, a
svi detalji su navedeni u [20] i [21].

Problem SAT (eng. satisfiability) glasi: odrediti je li zadana knf ispunjiva. Odnosno,
tocnije:
SAT ={F : F je ispunjiva knf}.

Semanticke tablice su npr. jedan algoritam za ispitivanje ispunjivosti formule.
No, znamo ako formula sadrzi n razlic¢itih propozicionalnih varijabli, tada semanticka
tablica sadrzi 2" redaka. To znac¢i da semanticke tablice nisu polinomni algoritam,
ve¢ eksponencijalni. Ako bi racunalo za svaki redak semanticke tablice potrosilo jednu
mikrosekundu trebalo bi mu vise od godinu dana da napravi semanticku tablicu za
formulu koja ima 50 varijabli. U tockama koje slijede istaknut ¢emo vaznost problema
SAT, te navesti neke varijante tog problema.

Knf koja u svakoj svojoj elementarnoj disjunkeiji sadrzi toéno k literala (za neki
k € N\ {0}), nazivamo k—knf. Problem k-SAT se sastoji od ispitivanja ispunjivosti
k—knf, odnosno tocnije:

k-SAT = {F : F je ispunjiva k—knf}.
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3.2 Polinomna reducibilnost
Neka su I'y i I'y proizvoljni alfabeti.

Definicija 3.7. KaZemo da je neka funkcija f : I'y — I'5 vremenski polinomno
izracunljiva ako postoji polinomno vremenski sloZen Turingov stroj koji za svaku
rije¢ w € I'y kao ulazni podatak na traku ispisuje f(w).

Definicija 3.8. KaZemo da je jezik L, C I'] polinomno reducibilan na jezik
Ly CT%, ako postoji vremenski polinomno izracunljiva funkcija f : I'7 — Iy takva da
za svaki w € I'T vrijedi:

w € Ly ako i samo ako  f(w) € Lo.

Ako je jezik Ly polinomno reducibilan na jezik Ly tada to oznacavamo sa Ly <, L.

Propozicija 3.9. Ako Ly <, Ly i Ly <, L3 tada vrijedi Ly <, Ls.
Propozicija 3.10. Ako Ly € P i () # Ly # I'* tada Ly <, L.

Propozicija 3.11. Ako Ly € P (odnosno Ly € NP) i Ly <, Ly tada Ly € P (odnosno
L, € NP).

Dokaz. Neka je L, € NP. Tada postoji £ € N i nedeterministicki Turingov stroj
N vremenske slozenosti n* koji odluéuje jezik Lo. Buduéi da je jezik L, polinomno
reducibilan na jezik Lo tada postoji vremenski polinomno izracunljiva funkcija f :
['y" — I tako da za svaku rije¢ w € I'y" vrijedi: w € Ly ako i samo ako f(w) €
Ly. Buduéi da je f vremenski polinomno izracunljiva tada postoji Turingov stroj T’
vremenske slozenosti n™, za neki m € N, koji za ulaz w € I'] na traku ispisuje rijec
f(w), edie je n = [uw].
Definiramo nedeterministicki Turingov stroj .S ovako:

a) prvo se simulira rad stroja 7" koji za ulaz w € I'] na traku ispiSe rije¢ f(w);
b) zatim se simulira rad stroja N;

c¢) definiramo da stroj S prihvaca rije¢ w ako i samo ako stroj N prihvaca rije¢
f(w), odnosno stroj S odbija rije¢ w ako i samo ako stroj N odbija rije¢ f(w).

Ocito stroj S odlucuje jezik Lq, tj. vrijedi L(S) = L. Primijetimo da je stroj
S polinomne slozenosti, jer su strojevi N i T polinomne vremenske slozenosti, tj.
tocnije: stroj S je vremenske slozenosti O(n?), gdje je p = max{k,m}. Q.E.D.

Definicija 3.12. KaZemo da je neki jezik L NP—potpun ako zadovoljava sljedeca
dva uvjeta:
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a) jezik L pripada klasi NP;

b) svaki jezik L' € NP je polinomno reducibilan na jezik L.

Propozicija 3.13. Neka je L, neki NP-potpun jezik i Ly € NP. Ako Ly <, Ly tada
je i jezik Lo NP—potpun.

Sada dajemo dva primjera u kojima pokazujemo polinomnu reducibilnost pro-
blema 3-SAT na jedan problem s grafovima, te jednog problema s grafovima na pro-
blem SAT. Neke pojmove vezane uz grafove ve¢ smo bili definirali u definicijama 2.40.
i 2.42. na strani 46. PROBLEM KLIKA definirali smo u zadatku 6 na strani 52.

Teorem 3.14. Problem 3-SAT je polinomno reducibilan na PROBLEM KLIKA.

Dokaz. Neka je F' neka 3—knf koja sadrzi k elementarnih disjunkcija (a onda sadrzi
tocno 3k literala). Za formulu F' kontruiramo graf (G, R) ovako: skup ¢vorova sadrzi
sve literale od F' (viSe ¢vorava moze biti oznaceno istim literalom), a svi ¢vorovi su
povezani bridom osim ova dva izuzetka:

a) nikoja dva literala koja pripadaju nekoj istoj elementarnoj disjunkciji od F' nisu
povezana bridom;

b) nikoja dva komplemantarna literala, tj. literali oblika P i =P, nisu povezani
bridom.

Tvrdimo da vrijedi: ' € SAT ako i samo ako graf GG sadrzi k—kliku.
Pretpostavimo prvo da je knf F'ispunjiva. Neka je I neka interpretacija za koju vrijedi
I(F) = 1. Tada u svakoj elementarnoj disjunkciji od F' postoji literal koji je istinit
za interpretaciju I. U svakoj elementarnoj disjunkciji izaberemo to¢no jedan literal
koji je istinit za interpretaciju I. Ocito da svi ti istiniti literali tvore jednu k-kliku
u grafu G (svi su medusobno povezani bridovima jer ne pripadaju istoj elementarnoj
disjunkciji, te ne mogu biti suprotni literali buduéi da su istiniti za istu interpretaciju).
Pretpostavimo sada da graf G sadrzi neku k—kliku G’. Definiramo parcijalnu in-
terpretaciju I : Var(F') — {0,1} ovako:

| 1, akoje P, e,
I(P) = { 0, inace.

Buduéi da po pretpostavci formula F' sadrzi k elementarnih disjunkcija, te je G’
jedna k—klika, tada u svakoj elementarnoj disjunkciji postoji literal L tako da vrijedi
I(L) = 1. Iz toga ocito slijedi I(F) = 1, tj. formula F' je ispunjiva. Q.E.D.

Za ilustraciju dajemo graf koji je pridruzen sljedecoj formuli:

(PLV PV P)AN(PLV P,V —aP) A (PyV PV Ps).
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Slika 3.1: Primjer grafa koji je pridruzen formuli

Definicija 3.15. KazZemo da je graf (G,R) k—obojiv (k € N\ {0}) ako postoji
particija By, ..., By (dopustamo da su neki skupovi B; prazni) skupa G tako da ne
postoje a,b € G, te j e {l,... ,k} za koje vrijedi {a,b} € R i a,b € B;. PROBLEM
k-=0BOJIVOSTI sastoji se od odredivanja je li zadani graf k—obojiv.

U sljedeé¢em poglavlju navest ¢emo da se problem 3-SAT moze polinomno reduci-
rati na PROBLEM 3-0BOJIVOSTI. U sljede¢em primjeru pokazujemo kako se PROBLEM
3-0BOJIVOSTI za graf sa 4 ¢vora moze svesti na problem 3-SAT. Primjer bi trebao
posluziti za lakse razumijevanje dokaza Cook-Levinovog teorema koji dajemo odmah
nakon primjera.

Primjer 3.16. Neka je ({1,2,3,4}, R) proizvoljan graf. Definirat éemo knf F tako
da vrijedi: graf G je 3-obojiv ako i samo ako formula F' je ispunjiva. U tu svrhu
promatramo sljedeci skup propozicionalnih varijabli:

{P117P127 P137P217P22a P237P317P32a P337P417P427 P43}'

Intutivno znacenje je sljedece: ako je I interpretacija takva da za neku varijablu Pjy
vrijedi I(Pj;) = 1, tada je ¢vor j obojan k—tom bojom. Sada redom definiramo ele-
mentarne disjunkcije koje ce graditi traZenu knf F. Za svaki i = 1,2,3,4 neka je
C; = Py V Py V Pg. (Intuitivno znacenje formule C;, tj. cinjenice 1(C;) = 1, je
da je cvor i obojan barem jednom od tri boje.) Zatim, za svakii = 1,2,3,4 defini-
ramo: T; = =PV - Pyp, U; =-P31V-Pg, V,=-=PsV -Pg3. Neka je formula I

definirana sa:
4 4 4 4
e () () () )
i=1 i=1 i=1 i=1
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(Ako za neku interpretaciju I vrijedi I1(Fy) = 1, tada to intuitivno znaci da je svaki
cvor grafa obojan s jednom i samo jednom bojom.)

Moramo jos definirati formulu koja ce izraZavati ¢injenicu da nikoja dva cvora
istog brida nisu obojana istom bojom. Iz tog razloga za svaki brid e = {u,v} grafa i
svaku boju j € {1,2,3} definiramo formulu: D.; = —P,; V —P,;. Neka je

FQ = /\ Dej'

e€R, j=1,2,3

Konacno, neka je F' = Fi N\ Fy. Nije tesko vidjeti da dobivena formula F ima traZena
svojstva. Primijetimo jos da se konstrukcija formule F' moZe provesti u polinomnom
vremenu u odnosu na zadani pocetni graf G.

3.3 Cook—Levinov teorem

U ovoj tocki dokazujemo teorem za koji se sigurno moze re¢i da je sam temelj te-
orije slozenosti. Teorem jednostavno govori da se svaki NP problem moze polinomno
reducirati na problem SAT. To znaci da kada bi imali neki polinomni algoritam na
deterministickom Turingovom stroju koji bi odlu¢ivao problem SAT, tada bi za svaki
NP problem postojao polinomni algoritam na deterministickom Turingovom stroju.

Teorem 3.17. (S. Cook, L. Levin, 1971.) Problem SAT je NP—potpun.

Dokaz. Kako bi dokazali da je SAT € NP iz teorema o certifikatu slijedi da je za svaku
knf F' logike sudova dovoljno nadi certifikat ¢, tako da postoji deterministicki Turingov
stroj T" koji u polinomnom vremenu za (F,c) odreduje je li F' ispunjiva formula.
Naravno, za ispunjivu formulu F' certifikat ¢ je niz 0 i 1 za koju je I(F) = 1. O¢ito
je |c| < |FJ, tj. |¢| = O(|F|). Trazeni deterministicki Turingov stroj ima dvije trake.
Na prvoj traci je zapisana formula F, a na drugoj traci je zapisan certifikat. Stroj
jednim prolaskom preko formule propozicionalnim varijablama pridruzuje vrijednosti
0ili 1 (¢itamo ih s druge trake). Drugim prolaskom stroj provjerava da li se u svakoj
elementarnoj disjunkciji nalazi barem jedna jedinica. Za to mu ukupno treba O(|F|)
koraka.

Preostalo je dokazati kako se proizvoljan jezik iz klase NP moze polinomno redu-
cirati na problem SAT. Neka je L € NP proizvoljan jezik, te neka je N = (', @, d) neki
jednotra¢ni nedeterministicki Turingov stroj koji odlucuje jezik L u vremenu n*, za
neki £ € N. Buduéi da stroj N za ulaz duljine n radi najvise n* koraka, tada na traci
moze pristupiti najvise do n* razli¢itih registara. Definirat ¢emo formulu ® logike
sudova koja ¢e imati sljedece svojstvo: Turingov stroj N prihvaca rije¢ w ako i samo
ako formula @ je ispunjiva. Sada uvodimo notaciju i ilustracije koje bi nam trebale
pomo¢i u definiciji polinomne redukcije. Pretpostavljamo da su registri trake Turin-
gov stroja N oznaceni cijelim brojevima, te da je na pocetku rada stroja glava na
nultoj ¢eliji. Na sljedecoj slici prikazujmo n* x n* tablicu ¢iji su redovi konfiguracije
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#1q | w w2‘~--‘wn‘ u ‘ u “ U | # | 1. konfiguracija
# # | 2. konfiguracija
# #
ok
< prozor
# # | n-ta konfiguracija
ok

Slika 3.2: Tablica koja predstavlja jednu granu izracunavanja

jedne grane stroja N koji na ulazu ima rije¢ w = w; ... w,. Sa LI oznac¢avamo prazno
mjesto na traci.

Svaka konfiguracija stroja sastoji se od tri objekta: trenutnog stanja, ukupnog
sadrzaja trake i lokacije glave. Iz prakti¢nih razloga svaka konfiguracija pocinje i
zavrsava znakom f, tako da su prvi i zadnji stupac u tablici ispunjeni znakom f. Prvi
red u tablici je pocetna konfiguracija stroja N, a svaki sljedeci redak tablice dobiven
je u skladu s funkcijom prijelaza 0 stroja N. Tablica prihvaca rije¢ w ako bilo koji
redak tablice predstavlja konfiguraciju stroja koja prihva¢a w. Svaka tablica za stroj
N koja prihvaca rije¢ w odgovara jednoj grani izracunavanja stroja N koja prihvaca
w. Stoga je pitanje da li stroj N prihvaca rije¢ w ekvivalentno pitanju postoji li tablica
za N koja prihvaca rije¢ w. Neka je C = QUT U {#}. Za sve 4,5 € {1,...,nF} i
svaki s € C sa z; ; s ozna¢avamo propozicionalnu varijablu. Formulama logike sudova
opisat ¢emo rad Turingov stroja N.

Svaki od (n*)? dijelova tablice nazivat éemo éelija. Sadrzaj éelije u i—tom retku i
j—tom stupcu oznac¢avamo sa cel(i, j) (to je neki element skupa C'). Sadrzaj svake ¢elije
reprezentiramo propoziconalnim varijablama. Ako varijabla x; ; ; poprimi vrijednost
1, tada vrijedi cel(i,j) = s. Trazena formula ® je konjunkcija formula ®.., Pgyare,
Dpomak 1 Pprinvet- Sada redom definiramo svaku formulu. Formula @, izrazava da
svaka celija sadrzi samo jedan simbol:

EEA [( V %ms) A ( AN (mzigsV ﬂf@y;t))]-

1<ij<nk L\ seC steC, s#t
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Formula &, izrazava da prvi redak tablice sadrzi pocetnu konfiguraciju stroja
N koji na ulazu ima rije¢ w = wy ... w, :

(I)start = xl’l’ﬁ/\wl,zqo /\‘r173,w1 /\.T1’47w2 VAN x17n+27wn/\x1,n+37u/\ Ce /\xl,nk—l,u/\xl,nk,ﬂ'

Formula ®,,in0q: izrazava da u tablici postoji prihvac¢ajuca konfiguracija, a defini-

rana je formalno ovako:
(I)prihvat = \/ Tijapa-
1<i,j<nk

Formula ®,0,q; izrazava da svaki redak tablice dobivamo primjenom funkcije pri-
jelaza d. To ¢emo osigurati tako da svaka mala tablica dimenzije 2 x 3 bude u skladu
s funkcijom d. Takve male tablice koje su u skladu s funkcijom § éemo nazivati legalni
prozor. (Primijetite da je dovoljno i nuzno promatrati samo prozore velic¢ine 2 x 3.)
Konfiguracije stroja N ¢emo zapisivati u obliku uqv, gdje je ¢ trenutno stanje, a u i
v su rijeci koje se nalaze na traci tako da je uv trenutno stanje trake, a glava stroja
se nalazi na prvom simbolu rijec¢i v.

Navodimo dva primjera legalnih prozora. Neka su a,b,c € I', ¢,q2 € Q, te

6(qr,a) ={(q,a,D)} 1 0(q,b) = {(q2,¢, L), (q2,0,D)}.

Navodimo dva primjera legalnih prozora koji su inducirani gore zadanom funkcijom
prijelaza.

a | qi|b
Q2| a|cC

Primjer jednog legalnog prozora

Prvi redak prozora izrazava da je stroj u stanju ¢y, te da se glava za citanje nalazi
nad simbolom b. Drugi redak prozora izrazava da je stroj presao u stanje ¢, te da je
obrisan simbol b i napisan je na njegovo mjesto simbol c. Na kraju se glava za Citanje
pomaknula lijevo nad simbol a. To je legalni prozor jer smo bili zadali da vrijedi

(g2,¢, L) € 6(q1,0b).

alq | b
al| a | qo

Primjer drugog legalnog prozora

Primijetimo da je prvi redak prozora jednak kao i u prvom primjeru. Drugi redak
izrazava da je stroj zapisao simbol a na mjestu gdje je bio simbol b, presao je u stanje
q2, te se je glava za ¢itanje pomaknula desno. To je legalni prozor jer smo bili definirali
da vrijedi (ge, a, D) € 6(q1,b).

Sada ¢emo dati primjer jednog ilegalnog prozora.
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albdbla

a|a|a

Primjer jednog ilegalnog prozora

Dani prozor je ilegalni, jer za promjenu simbola b sa simbolom a glava stroja bi
trebala biti iznad simbola 0. To znaci da bi u celiji ispred b trebalo biti zapisano neko
stanje stroja.

Formula ®,,., osigurava da su svi prozori u tablici legalni. Svaki prozor sadrzi
6 celija koje mogu biti postavljene na konacan broj nacina kako bi tvorile legalan
prozor. To povlac¢i da je dobro definirana sljedeé¢a formula:

D pomak = N (prozor (i,7) je legalan>.
1<i<nk, 1<j<nk

Tekst "prozor (i,7) je legalan" mozemo zamijeniti formulom logike sudova. Ako sa

aiy,...,ag oznacavamo sadrzaj ¢elija prozora, tada ¢injenicu "prozor (i,j) je legalan'

mozemo izraziti formulom logike sudova ovako:

\/al,...,ag je legalan prozor(mi7j—1aal A xi,j,GQ N l‘i,j—f—l,ag A

Tit1,5-1,a4 /\xi+1,j,a5 A $i+1,j+1,a6)'

Iz konstrukcije formule ® odmah slijedi da vrijedi: w € L ako i samo ako ® € SAT.
Dokazimo jos da je za svaku rije¢ w € I'* pripadnu formulu ¢ moguce konstruirati
u polinomnom vremenu. Oznacimo sa p broj elemenata skupa C(= Q UT U {#}).
Primijetimo da broj p ne ovisi o duljini ulazne rijeci, ve¢ je odreden strojem N. Tada
je broj svih propozicionalnih varijabli jednak n* - n* - p, tj. O(n%*). Formula ®., je
duljine O(n?), formula ® 4 je duljine O(n*), a formule ®,. et i Ppomar su duljine
O(n?*). Tada je formula ® duljine O(n?*). To znaci da je svaki jezik L € NP polinomno
reducibilan na problem SAT. Q.E.D.

3.4 Verzije problema SAT

U ovoj tocki prvo ¢emo razmatrati k—SAT probleme. Veé smo bili definirali probleme
k—SAT, ali ¢emo ovdje opet ponoviti tu definiciju. Ako u konjunktivnoj normalnoj
formi svaka elementarna disjunkcija sadrzi toc¢no k literala tada govorimo o k—SAT
problemu. Na kraju tocke ¢emo razmatrati PROBLEM Horn—SAT.

Teorem 3.18. Vrijedi: 1-SAT € P.

Dokaz. Formula jezika 1-SAT su oblika Q1 A ... A @Q,, gdje su Q; literali. Takva
formula je ispunjiva ako ne sadrzi istovremeno neku propoziconalnu varijablu P i
njenu negaciju. Kako bi ispitali sadrzi 1i formula neku varijablu i njenu negaciju

trebaju nam dvije "ugnijezdene" petlje, pa algoritam ima vremensku sloZenost O(n?).
Q.E.D
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Teorem 3.19. Vrijedi: 2-SAT € P.
Teorem dokazujemo pomocu sljedeé¢ih dviju lema.

Lema 3.20. Neka je F' neka 2-knf sastavljena od propozicionalnih varijabli Py, . .., P,.
Neka je G graf sa skupom vrhova: V(G) ={Py,..., Py, — P, ..., P,}. Za svaki lite-
ral A definiramo A = =P, ako je A propozicionalna varijabla P, odnosno A = P, ako
je A = —=P. Za svaku elementarnu disjunkciju ANV B od F definiramo da usmjereni
graf G sadrZi bridove (A, B) i (B, A).' Tada postoji deterministicki Turingov stroj
polinomne vremenske sloZenosti koji odgovara na pitanje postoji li u grafu G ciklus
izmedu neke propozicionalne varijable i njene negacije.

Dokaz. Prvo moramo iz zadane 2-knf konstruirati graf GG, tj. treba konstruirati skup
vrhova i skup bridova. Za konstruiranje skupa vrhova potrebno je samo jednom pro¢i
po formuli F' i identificirati sve propozicionalne varijable, a za konstruiranje skupa
bridova treba opet proc¢i po cijeloj formuli F' i prema pravilu navedenom u iskazu
leme treba spojiti vrhove oznacene odgovaraju¢im varijablama. Dakle, oba skupa je
moguce konstruirati u polinomnom vremenu.

Nakon konstrukcije grafa G, za svaki ¢ = 1,...,n treba provjeriti da li postoji
put izmedu vrha P; i vrha —F;, te da li postoji put izmedu vrha —F; i vrha P;. U
lemi 2.41. na strani 46 pokazali smo da postoji polinomni algoritam za ispitivanje
postojanja puta u grafu izmedu dva zadana vrha. Q.E.D.

Sljede¢im primjerom zelimo ilustrirati kako za jednu zadanu 2-knf izgleda pripadni
graf koji je definiran u prethodnoj lemi.

Primjer 3.21. Nek:aje F = (Pl\/PQ)/\(Pl\/_‘P3)/\<_'P1\/P2)/\(P2\/P3) Neka
je V(G) ={ Py, Py, Py, — Py, — Py, ~P3}. Kako bi definirali bridove grafa G kao u pret-
hodnoj lemi, primijetimo prvo da za svaku elementarnu disjunkciju formule F redom
tmamo sljedece bridove:

elementarna disjunkcija bridovi
(P V Py) (=P, P) i (=P, P)
(PLV ) (=P, —Ps) i (3, Py)
(=P V P) (P, P) i (=P, —Py)
(PQ\/P?’) (_'P27P3) ( (_'P37P2)~

Na sljedecoj slici ilustriramo graf G.

'Primijetite da vrijedi (AV B) & (A — B) i (BV A) & (B — A).
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Slika 3.3: Graf G pridruzen danoj formuli

Lema 3.22. Neka je F' neka 2-knf i G graf kao u prethodnoj lemi. Tada vrijedi:
formula F je ispunjiva ako i samo ako u grafu G ne postoji ciklus koji sadrzi neku
propozicionalnu varijablu i njenu negaciju.

Dokaz. Neka je F' ispunjiva 2-knf. Neka je I neka interpretacija za koju vrijedi
I(F) = 1. Pretpostavimo da postoji propozicionalna varijabla P tako da u grafu G
postoji ciklus koji sadrzi vrhove P i —P. Tada postoje literali P = yg, v1, ..., ys =
=P, Ysi1, ..., Ysse = P tako da jeza svakii € {0,1,...,s+t—1} formula y; — y;11
ekvivalentna nekoj elementarnoj disjunkceiji od F. Iz I(F) = 1 slijedi I(y; — yiv1) = 1,
za svaki i. Ako bi vrijedilo I(P) = 0 tada bi imali I(-P) = 1. No, tada iz 1 =

I(-P = ysi1) = [(Yss1 = Ysa2) = ... = [(Ysst—1 — P) slijedi I(P) = 1, sto je
suprotno pretpostavci. Ako bi vrijedilo I(P) = 1 tada zbog 1 = I(P — y;) = I(y; —
y2) = ... = I(ys-1 — —P) slijedi I(=P) = 1, tj. I(P) = 0, $to je opet suprotno
pretpostavci.

Dokazimo sada obrat. Pretpostavimo da niti za jednu varijablu P formule F' ne
postoji ciklus u pripadnom grafu G izmedu vrhova P i =P. Dokazat ¢emo da je tada
nuzno formula F ispunjiva. Za svaku varijablu P od F' za koju u grafu G ne postoji
put od P do =P, a ni put od =P do P, u graf G dodajemo brid (P, =P). Oznac¢imo
sa GG’ novi graf. Uocite da niti u novom grafu G’ ne postoji neka varijabla P tako da
graf G’ sadrzi ciklus izmedu P i =P. Definiramo I : Var(F) — {0, 1} ovako:

I(p) = 1, ako postoji put od =P do P;
| 0, ako postoji put od P do —P.

Tvrdimo da vrijedi I(F) = 1. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji barem jedna
elementarna disjunkcija £ od F' tako da I(E) = 0. Oznacimo sa P i ) varijable koje
nastupaju u E. Formula F moze biti jednaka samo jednoj od sljedece cetiri formule:
PvQ@, PVv-Q, -PV( i —PV Q. Promotrimo slucaj kada je £ = PV Q.
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Iz I(E) = 0 slijedi I(P) = I(Q) = 0. Iz definicije interpretacije I slijedi da postoje
putovi u grafu G’ od vrha P do vrha =P, te od vrha ) do vrha —@Q. Bududi da je
E = PV Q@ elementarna disjunkcija u F' tada iz definicije grafa G slijedi da su (=P, Q)

i (—Q, P) bridovi u G, a onda i u G'. Time dobivamo da postoji ciklus izmedu P i
P

put od Pdo —P; brid (-P,Q); putod @ do —Q; brid (-Q,P).

Na taj nacin je dobivena kontradikcija s ¢injenicom da graf G’ ne sadrzi ciklus izmedu
P i =P niti za jednu varijablu P. Na sasvim analogni na¢in bi se razmatrala preostala
tri slucaja za elementarnu disjunkciju £. Q.E.D.

Za razliku od problema 1-SAT i 2-SAT, za problem 3-SAT jos nije poznat polinomni
algoritam za deterministicki Turingov stroj. No, problem 3-SAT ima jedno vazno
svojstvo koje iskazujemo u sljedeé¢em teoremu.

Teorem 3.23. Problem 3-SAT je NP-potpun.

Dokaz. Bududi da je 3—SAT specijalni sluc¢aj problema SAT ocito vrijedi 3-SAT € NP. Iz
propozicije 3.13. slijedi da za dokaz NP—potpunosti problema 3—SAT jos treba dokazati
da je problem SAT polinomno reducibilan na problem 3-SAT. Neka je F(P,..., F,)
proizvoljna konjunktivna normalna forma. Dokazujemo da postoji konjunktivna nor-
malna forma F'(Py, ..., P,,Q1,...,Qm), m > 0, tako da svaka elementarna disjunk-
cija sadrzi tofno tri literala, te za svaku parcijalnu interpretaciju I : {Py,..., P,} —
{0,1} vrijedi:

I(F) =1 ako i samo ako postoji prosirenje I’ od I tako da I'(F') = 1.

Primijetimo da iz ove tvrdnje posebno slijedi da za svaku formulu F postoji 3-knf F’
tako da vrijedi:

formula F' je ispunjiva ako i samo ako F” je ispunjiva.

Prvo ¢emo dokazati prethodno navedenu tvrdnju za jedan specijalan slucaj, tj.
za formulu C koja je elementarna disjunkcija. Tvrdimo da postoji konjunktivna
normalna forma C’ koja ima sljedeéa svojstva:

(i) svaka elementarna disjunkcija od C” sadrzi to¢no tri literala;

(ii) za sve parcijalne interpretacije I : Var(C) — {0,1} vrijedi: I(C) = 1 ako i
samo ako postoji prosirenje I’ od I tako da vrijedi I'(C") = 1.

Varijable koje dolaze u formuli C' oznacimo sa Py, Ps, ..., anovo uvedene varijable
u C’ éemo oznacavati sa (01, @2, ... Nekaje C' = A; V ... VA, gdje su A, literali.
Promatramo slucajeve obzirom na broj [.
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(a) I=1,t. C = A
Tada definiramo da je formula C’ jednaka:
(ALVQIV Q) AN (ALY =2Q1V Q) AN (AL V Q1Y =Q2) A (A1 V =Q1 V =Qy).

Tada definiramo:

C/ = (Al V A2 V Ql) A (Al V A2 V _|Q1).

(c) 1 =3.
Tada neka je jednostavno C” upravo formula C.
(d) > 3.
Neka je:
1—4
C'" = (A VA V@A /\(_‘Qi VAV Qip) AN (—Qi—s VA1 V Ay).
i=1

(Ako je ! = 4 tada u C" imamo "praznu" konjunkciju, tj. konjunkciju oblika A_; .
Po definiciji smatramo da je takva konjunkcija jednaka tautologiji Q1 V —Q).
Odnosno, za slucaj [ = 4 definiramo formulu C” ovako:

Cl = (Al \/AQ\/Ql) VAN (_|Q1V143VA4> )

Preostalo je dokazati tvrdnju (ii). U slucaju c) to je trivijalno. Lako je vidjeti
da za slucajeve a) i b) mozemo uzeti proizvoljna prosirenja I’. Preostalo je jedino
razmotriti slucaj d). Pretpostavimo prvo da vrijedi I(C') = 1. Tada postoji literal A,
tako da je I(A,) = 1. Prosirenje I’ od I definiramo po slucajevima obzirom na p.

(dy) Ako je p=1ili p =2 tada definiramo I'(Q;) = ... = I'(Q;—3) = 0.
(dy) Ako je p=1—1ili p =1 tada definiramo I'(Q;) = ... =I'(Q;—3) = 1.

(ds) Za broj p, za koji vrijedi 3 < p <[ — 2, definiramo

I'Q)=..=I'Q, ) =1, I'(Qy1)=...=I'(Qr3) =0,

Lako je provjeriti da u svim slucajevima vrijedi I'(C") = 1. Obrat tvrdnje dokazujemo
obratom po kontrapoziciji. Neka je I interpretacija za koju vrijedi I(C) = 0, t;.
I(A)) = ... = I(A) = 0. Ako je I’ prosirenje od I tako da je I'(C") = 1 tada
mora biti I'(Q) = ... = I'(Qi—3) = 1. No, tada je i I'(-Q;—3 V A1 V A;) = 0,



3.4. VERZIJE PROBLEMA SAT 71

sto povlaci I'(C") = 0. Time je tvrdnja zadatka potpuno dokazana za slucaj kada
je F' elementarna disjunkcija. Promotrimo sada opcenit slucaj, tj. kada je F' pro-
izvoljna konjunktivna normalna forma. Neka je F©' = C; A ... A (s, gdje su C;
elementarne disjunkcije. Konstruiramo formule C/ kao prije. (Konstrukcije mozemo
provesti tako da su skupovi novo uvedenih varijabli medusobno disjunktni). Tada
definiramo F' = C]A...AC.. Lako je provjeriti da formula F’ ima trazena svojstva.
Time smo dokazali da se svaka zadaca iz SAT transformira u neku zadacu iz 3-SAT.
Nije tesko vidjeti da se ova transfomacija moze realizirati u polinomnom vremenu.

Q.E.D.

Sada navodimo jos jednu verziju problema SAT koja pripada klasi P. To je klasa
ispunjivih Hornovih formula. Prvo dajemo potrebne definicije, te navodimo neke
primjere.

Definicija 3.24. Hornova klauzula je svaka elementarna disjunkcija s najvise jed-
nim pozitivnim literalom. Hornova formula je svaka konjunkcija Hornovih klauzula.

Navedimo neke primjere Hornovih klauzula: —PoV—=P3V—=PyNV Py, = PoN =PV =P,
ﬁP4, P5.

Primijetimo da svaka Hornova klauzula moze biti zapisana u ekvivalentnom obliku
pomocu kondicionala:

_|P1\/_\P2\/...\/_|Pn\/Q <~ (Pl/\PQ/\/\Pn)—)Q
-PPVv-FPV...V-P, & (Pl/\Pg/\.../\Pn)—)J_
P & T—=P

U daljnjim razmatranjima pretpostavljat ¢emo da su Hornove klauzule napisane u
kondicionalnom obliku. Hornove formule imaju vaznu ulogu u intuicionistickoj logici
i logickom programiranju. Ozna¢imo: PROBLEM Horn—SAT= {F : F je ispunjiva
Hornova formula}.

Teorem 3.25. PROBLEM Horn—SAT pripada klasi P.

Dokaz prethodnog teorema je dan u Dodatku.

Zadaci

1. Neka Ly CT% i Ly C T3 jezici tako da vrijedi: Ly € P1i() # Ly # I's. Dokazite
da tada vrijedi Ly <, Lo.
Rjesenje. Neka a € Lyib € T3\ Ly proizvoljni. Definiramo funkciju f : Ty — T’

ovako:
Fw) = a, ako w € Lq;
| b, ako weTl*\ L.
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Budu¢i da Ly € P, tada je ocito funkcija f vremenski polinomno izracunljiva.
Zatim, ocito vrijedi za svaki w € I'}:

w € Ly ako isamo ako f(w) € L.

No, to upravo znaci Ly <, Lo.

. Dokazite da za svaki jezik L € P vrijedi L <, PROBLEM PUT.

Rjesenje. Neka je L € P proizvoljan jezik. Tada postoji deterministicki Turingov
stroj 1" polinomne vremenske slozenosti koji odlucuje jezik L. Oznacimo sa I’
alfabet stroja T. Neka (Gy,uj,v1) € PROBLEM PUT i (Ga,us,vy) ¢ PROBLEM
PUT proizvoljni. Definiramo funkciju f s domenom I'* ovako:

(G1,u1,v1), ako w € L;
flw) = { (Ga,ug,v9), ako w & L.

Ocito vrijedi: w € L ako i samo f(w) € PROBLEM PUT. Malom modifikacijom
stroja T' lako je dobiti da je funkcija f polinomno izracunljiva.

. Dokazite da postoji polinomni algoritam koji za svaku formulu F' logike sudova

odreduje konjunktivnu normalnu formu G tako da vrijedi: formula F' je ispu-
njiva ako i samo ako formula G je ispunjiva.
Uputa: vidi [20].

. Neka je L €P neki NP-potpun jezik. Dokazite da je tada nuzno P=NP.

Uputa. Neka je L' €NP proizvoljan jezik. Bududi da je jezik L jedan NP—potpun
jezik, tada vrijedi L' <, L. Klasa P je zatvorena "na dolje", pa slijedi L' €P.

. Neka je DOUBLE—SAT= {F' : F je knf za koju postoje najmanje dvije interpreta-

cije za koju je ona istinita}. Dokazite da je ovaj jezik NP-potpun.
Rjesenje. Ocito vrijedi DOUBLE-SATENP, jer su upravo dvije interpertacije za
koju je zadana knf istinita jedan certifikat za nju. Dokazimo da je dani pro-
blem i NP-tezak. Neka je F(Pi,...,P,) neka knf. Tada definiramo knf F’
ovako:

F'=FA (P V-Poy1)

Ako F' € SAT tada ocito F’ € DOUBLE-SAT. Ako F ¢ SAT, tada ne postoji
interperatacija I takva da vrijedi I(F') = 1, pa F' ¢ DOUBLE-SAT. Dakle, vrijedi:

F € SAT ako i samo ako F’ € DOUBLE-SAT.

Za svaku knf F' formulu F”’ je moguce konstruirati u polinomnom vremenu.

. Problem XSAT (eng. Exact satisfiability) glasi: za danu knf F' treba odrediti da

li postoji interpretacija I takva da vrijedi I(F') = 1 i da je to¢no jedan literal
u svakoj elementarnoj disjunkciji istinit. Dokazite da je problem XSAT jedan
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NP—potpun problem.
Uputa. Za svaki literal ) uvodimo oznaku () ovako:

0= =(Q, akoje (Q prop. varijabla;
N P, ako @ =-P.

Neka je F' = Cy A ... A Cs neka 3-knf (C; je elementarna disjunkcija). Ako je
Ci=Q1VQaV Qs te su P, P, P31 P, varijable koje ne nastupaju u formuli
F, te ih jos nismo upotrijebili za definiciju formule F’, tada definiramo:

CZIE(NQl\/Pl\/PQ)/\(QQ\/PQ\/Pg)/\(NQg\/P3VP4)
Tada definiramo 3-knf F’ ovako: F' = A;_, C..

7. Problem MAX—2-SAT glasi: za zadanu 2-knf F' i prirodan broj k, potrebno je
ispitati postoji li interpretacija I takva da je za nju istinito barem k elementar-
nih disjunkcija formule F. Dokazite da je problem MAX—2-SAT jedan NP—potpun
problem.

8. Booleov sklop (eng. Boolean circuit), ili samo kratko sklop, je usmjereni graf
C = (V,E), gdje je V={1,...,m} skup ¢vorova koji se ovdje nazivaju vrata.
U grafu C svi bridovi su oblika (4,7) gdje je ¢ < j. Sva vrata u grafu imaju
ulazni stupanj jednak 0, 1 ili 2. Svaka vrata i imaju definiranu vrstu s(7), gdje
je s(i) € {T,L,A,V,~}U{P,..., P,}. Ulazni stupanj vrata ¢ oznacavamo sa
sty (1), a definiran je ovako:

0, akoje s(i) e {T,L}U{P,...,P.}
stu(i) =< 1, akoje s(i) =
2, akoje s(i) € {A,V}.

Vrata bez ulaznih bridova zovu se ulazne vrijednosti sklopa C. Vrata m (koji
nema izlaznih bridova) zovemo izlaznim vratima kruga.

Neka je X(C) skup svih propozicionalnih varijabli koje se pojavljuju u sklopu
C. Kazemo da je interpretacija I adekvatna za sklop C' ako je definirana za svaki

P € X(C). Za takvu interpretaciju I istinosna vrijednost vrata i definirana je
rekurzivno ovako:

e ako je s(i) = T onda je I(i) = 1, a ako je s(i) = L onda je
I(i)=0.

e ako je s(i) € X(C) onda je I(i) = I(s(i)).

e ako je s(i) = — onda postoje jedinstvena vrata j < ¢ takva da je
(7,i) € E. Tada definiramo (i) = 1 — 1(j).

e ako je s(i) = V onda postoje dva ulazna brida (j,7) i (k,1). Tada
definiramo (i) = 1 ako i samo ako I(j) = 1ili I(k) = 1.
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e ako je s(i) = A onda postoje dva ulazna brida (7,4) i (k,4). Tada
definiramo (i) = 1 ako i samo I(j) = I(k) = 1.

Vrijednost interpretacije na sklopu C' definiramo sa: I(C') = I(m), gdje su m
izlazna vrata sklopa.

PROBLEM SKLOP-SAT (eng. CIRCUIT SAT) glasi: za dani sklop C treba odre-
diti da li postoji interpretacija I adekvatna za sklop C takva da je I(C) = 1.
Dokazite da je PROBLEM SKLOP-SAT jedan NP—potpun problem.

9. PROBLEM VRIJEDNOST SKLOPA (eng. CIRCUIT VALUE) glasi: za dani sklop C,
Cija niti jedna vrata nisu propozicionalna varijabla, treba odrediti postoji li
interpretacija I adekvatna za C' takva da je I(C') = 1. Dokazite da vrijedi
PROBLEM VRIJEDNOST SKLOPA € P.

10. Problem NAESAT (eng. Not-All-Equal satisfiability) glasi: za danu knf F' treba
odrediti postoji li interpretacija I takva da vrijedi I(F') = 11 da je barem jedan
literal u svakoj elementarnoj disjunkciji neistinit. Dokazite da je NAESAT jedan
NP-potpun problem.

3.5 Davis—Putnamov algoritam

Davis—Putnamov algoritam je algoritam za rjesavanje SAT problema baziran na me-
todi rezolucije. Razvili su ga Martin Davis i Hilary Putnam 1960. godine, a kao
njegovo poboljsanje 1962. godine Martin Davis, Hilary Putnam, George Logemann
i Donald W. Loveland predstavljaju Davis-Putnam-Logemann-Loveland algoritam.
Ovdje ¢emo predstaviti Davis—Putnamov algoritam. U tu svrhu moramo prvo defini-
rati neke pojmove.

Ako je @ neki literal tada sa || oznacavamo propozicionalnu varijablu koja je
pridruZena literalu @, a sa @) oznac¢avamo pripadni dualni literal, tj.

@= P, ako je Q = —P, gdje je P propozicionalna varijabla.

Neka je F' neka knf, tj. FF = Cy A ... A\ (4, gdje su C; elementarne disjunkcije. U
sljede¢im razmatranjima pretpostavljamo da su elementarne disjunkcije zapisane u
skupovnom obliku, tj. umjesto C' = @, V... Qy, gdje su @, literali, promatrat ¢emo
C={Q1,...,Qk}. Skup {C1,...,C,} nazivat éemo skup klauzula formule F’ te ¢emo
ga oznacavati sa Cp.

— { =@, akoje ) propozicionalna varijabla;

Primjer 3.26. Nekaje F= (P1VP3V_|P5)/\(PQ\/_|P4)/\(_|P3\/_|P4\/_|P5). Tada
je skup klauzula formule F jednak {{ Py, Ps,~Ps}, {Py, =P}, {—Ps,—P;,~Ps}}.

Neka je I neka knf, te C' i D neke klauzule od F. Kazemo da je definirana
rezolucija za klauzule C' i D ako postoji literal ) tako da vrijedi Q € C i Q € D. U
tom slucaju definiramo Res(C,D) = C \ {Q} U D\ {Q}.
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Za proizvoljnu knf F' i proizvoljan skup klauzula ¥ definiramo:

resp(3) = CrpU{Res(C,D): C,D e CrUZYX, rezolucija je definirana za klazule
C'i D, te Res(C,D) nije tautologija}.

Ocito je resp monotoni operator. Primjenom Knaster—Tarskijevog teorema (vidi
primjerice [27]) slijedi da postoji fiksna tocka tog operatora. Fiksnu tocku ozna¢avamo
sa Res(F'). To je najmanje zatvorenje knf F' po rezoluciji. Sljedeéi teorem je osnova
Davis—Putnamovog algoritma.

Teorem o potpunosti rezolucije. Neka je F' proizvoljna knf. Formula F' je ispu-
njiva ako i samo () ¢ Res(F).

Kako bi mogli napisati pseudokod Davis-Putnamovog algoritma moramo uvesti
joS neke pojmove. Za literal () koji nastupa u knf F' kazemo da je ¢ist za F' ako
dualni literal @ ne nastupa u formuli F. Neka je ¥ neki skup klauzula, te P neka
propozicionalna varijabla. Definiramo novi skup kaluzula:

Y\ {Q}, ako je |Q] =P, tejeliteral @ Cdist za X

Res(X,P) =< {CUD:CU{P} X, DU{-P}eX, te C'UD nije tautologija}
U {C € X : varijabla P, a niliteral =P, se ne pojavljuju
u klauzuli C'}, inace.

Davis—Putnamov algoritam koji na ulazu ima skup klauzula ¥ := Cr neke knf F’
glasi:
1. Ako je ¥ = () tada je formula F ispunjiva.
2. Ako je ) € ¥ tada formula F nije ispunjiva.
3. Akoje X # 010 ¢ X, tada za svaku varijablu P koja se pojavljuje u
formuli F primijeni: ¥ := Res(X%, P).

Vremenska slozenost danog algoritma je O(1,696™), a malim modifikacijama do-
bivamo algoritam slozenosti O(1,618™). Kako bi ilustrirali $§to takvo poboljsanje znaci
navodimo sljedec¢e potencije:

2100~ 1267 650 000 000 000 000 000 000 000 000
1,696 =~ 87 616 270 000 000 000 000 000

1,618100 =~ 790 408 700 000 000 000 000.

Davis—Putnamov algoritam je efikasan za formule koje nemaju vise od 500 vari-
jabli. Nazalost, u mnogim primjenama pojavljuju se formule s vise od 1000 varijabli.
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Iz tog razloga osim egzaktnih metoda razmatraju se i stohasticke metode, primjerice
GSAT i WalkSAT. Vise detalja o Davis—Putnamovom algoritmu i njegovim verzijama
mozete naéi u [19], [20] i [21].

3.6 Algoritmi na grafovima

U ovoj tocki promatrat ¢emo nekoliko problema u vezi grafova, te ¢emo dokazati
njihovu NP-potpunost. Sve pojmove vezane uz grafove ve¢ smo bili definirali na
stranama 46 i 52.

Istaknimo jo$ da smo u prethodnom poglavlju dokazali da je problem 3-SAT po-
linomno reducibilan na PROBLEM KLIKA (vidi teorem 3.14. na strani 61). Zatim, bili
smo dokazali da je problem 3-SAT jedan NP-potpun problem (vidi teorem 3.23. na
strani 69). Primjenom propozicije 3.13. slijedi tada tvrdnja sljedeceg teorema.

Teorem 3.27. PROBLEM KLIKA je NP-potpun problem.

Neka je (G, E') neusmjereni graf. Pokriva¢ bridova grafa G je W C G tako da
za svaki brid {a,b} € E vrijedi {a,b} NW # ). Dakle, pokriva¢ bridova sadrzi barem
jedan kraj svakog brida grafa. Za pokriva¢ bridova W kazemo da je k—pokrivac
bridova ako skup W ima to¢no k ¢lanova.

PROBLEM POKRIVAC BRIDOVA sastoji se od odredivanja da li zadani graf sadrzi
pokriva¢ bridova zadane veli¢ine, tj. formalno:

PROBLEM POKRIVAC BRIDOVA = {(G,k) : G je graf koji sadrzi
k—pokriva¢ bridova}.

Propozicija 3.28. Vrijedi: PROBLEM POKRIVAC BRIDOVA € NP.

Dokaz. Neka je (G, R) proizvoljni graf i k& € N. Za proizvoljni podskup W od G
definiramo certifikat T ovako:

1. Ako je |W| # k, odbaci.

2. Za svaki vth v € W

3. Za svaki brid {u,w} € R: ako je (u=wv) ili (w = v) oznadi brid {u,w}
4. Za svaki brid (u,w) € R ako {u,w} nije oznaceno, odbaci.

5. Prihvati.

Ocito stroj T prihvaéa (G, R, k,W) ako i samo ako je |W| = k i svaki brid iz R
ima bar jednu tocku u W. Slozenost je ocito O(|W| x |R|). Dakle konstruirali smo
certifikat koji je polinoman, stoga slijedi PROBLEM POKRIVAC BRIDOVA € NP. Q.E.D.

Teorem 3.29. Vrijedi: 3-SAT <, PROBLEM POKRIVAC BRIDOVA.
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Dokaz. Neka je F' neka 3—knf. Oznacimo sa n broj propozicionalnih varijabli formule
F, a sa s broj elementarnih disjunkcija formule F. Neka je k :=n + 2s. Definiramo
graf (G, R) sa 2n + 3s ¢vorova koji ¢e imati sljedece svojstvo:

formula F' je ispunjiva ako i samo ako graf G sadrzi k—¢lani pokriva¢ bridova.
Uodite da je k strogo manji od broja ¢vorova. Cvorovi grafa G su oznadceni:
e literalima formule F' (to je 3s ¢vorova);

e sa P i —P, za svaku propozicionalnu varijablu P koja se pojavljuje u formuli
F (to je 2n ¢vorova).

Primjerice, za formulu FF = (P,V PV Py) A (P =PV —Py) A (nPLV PV P)
¢vorovi grafa G su oznaceni redom sa: Py, P, Py, =Py, =P, =P, =P, P, P, Py,
=P, Py i =P;. Definiramo bridove grafa G ovako:

e sve Cvorove oznacene literalima iz jedne elementarne disjunkcije medusobno
Spojimo;

e svaki par dodatnih ¢vorova oblika P i =P medusobno spojimo;

e svaki dodatni ¢vor () spojimo sa svakim ¢vorom iz svake elementarne disjunkcije
koji je takoder oznacen sa Q).

Za formulu F' = (Pl\/Pl\/PQ) VAN (_'Pl\/_'PQ\/_'PQ) VAN (_|P1\/P2\/P2) dajemo
pripadni graf.

Slika 3.4: Pripadni graf za zadanu formulu



78 POGLAVLJE 3. NP-POTPUNOST

Tvrdimo da za svaku 3-knf F' vrijedi:
formula F' je ispunjiva ako i samo ako graf G sadrzi k—¢lani pokriva¢ bridova.

Pretpostavimo prvo da je formula F' ispunjiva. Neka je I neka interpretacija za
koju vrijedi I(F) = 1. Definiramo skup W (trazeni k—pokriva¢ bridova). Skup W
sadrzi sve dodatne ¢vorove @ za koje vrijedi I(Q) = 1. Buduéi da je I(F) = 1 tada
u svakoj elementarnoj disjunkciji postoji literal koji je istinit za interpretaciju I. Iz
svake elementarne disjunkcije odaberemo po jedan literal koji je istinit za I. Skup W
sadrzi i sve ¢vorove iz elementarnih disjunkcije koje nismo odabrali zbog istinitosti.

Za ispunjivu formulu F' = (PLV PV P) A (2PLV P,V —aPy) A (7P PV P)
i interpretaciju I koja je definirana sa I(P;) =0 i I(P,) = 1, ¢vorovi skupa W su
na sljedecoj slici oznaceni crveno.

Slika 3.5: Graf s istaknutim ¢vorima koji pripadaju skupu W

Uoé¢imo da skup W sadrzi k ¢vorova (2s ¢vorova iz elementarnih disjunkcija, te n iz
skupa dodatnih ¢vorova: definirali smo k = 2s 4+ n). Ako je (u,v) neki brid grafa G
tada su moguca tri slucaja:

e Cvorovi u i v pripadaju istoj elementarnoj disjunkciji.
Tada iz definicije skupa W slijedi da je barem jedan ¢vor element iz W.

e Cvor u je iz neke elementarne disjunkcije, a v je dodatni ¢vor (tada su w i v
oznaceni istim literalima).
Ako je I(v) = 1 tada iz defincije skupa W slijedi v € W. Ako pak je I(v) = 0,
tada je i I(u) = 0. Buduéi da je u literal iz elementarne disjunkcije tada je
ueWw.
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e oba ¢vora u i v su dodatni ¢vorovi. Tada je u < v.
Tada vrijedi I(u) = 1 ili I(v) = 1. Iz definicije skupa W tada slijedi v € W ili
ve W

Dakle, W je k—pokrivac¢ bridova grafa G.

Pretpostavimo sada da graf G sadrzi k—pokriva¢ bridova W. Iz definicije grafa
G slijedi da W sadrzi tocno jedan dodatni ¢vor svakog para P i —P. Definiramo
interpretaciju I : Var(F) — {0, 1} ovako:

1, ako PeW;
I(P) =
0, ako -P e W.

Lako je provjeriti da vrijedi I(F) = 1. Q.E.D.
Korolar 3.30. PROBLEM POKRIVAC BRIDOVA je NP—potpun.

Dokaz. Propozicija 3.28. i teorem 3.29.

Prilikom razmatranja problema SAT, ve¢ smo bili definirali PROBLEM k-0BOJIVOSTI
grafa (vidi definiciju 3.15. na strani 62), te smo naveli da je problem 3-SAT polinomno
reducibilan na PROBLEM 3-0BOJIVOSTI. U sljedecoj propoziciji isticemo jos jednu vezu
problema obojivosti grafa i matematicke logike. Pojmove i tvrdnje iz matematicke
logike mozete pronadi u [25].

Propozicija 3.31. Neka je G prebrojiv skup. Graf (G, R) je k—obojiv ako i samo ako
je svaki konacan podgraf od (G, R) k—obojiv.?

Dokaz. Ako je graf (G, R) k-obojiv tada je oCito i svaki konacan podgraf od (G, R)
k—obojiv. Dokazimo obrat. Pretpostavimo da je svaki konacan podgraf od (G, R)
k—obojiv. Promotrimo logiku sudova ¢iji je skup propozicionalnih varijabli jednak
{1,...,k} xG. Uocite da je to prebrojiv skup, jer je po pretpostavci skup G prebrojiv.
Oznac¢imo sa S skup koji sadrzi sljede¢e formule:

(1) (i,a) = —(j,a), zasve i # jisvakia € G
(uocite da ova formula izrazava uvjet da je svaki ¢vor grafa obojen najvise
jednom bojom);

(2) (1,a)V(2,a) V...V (k,a), za svakia € G
(ova formula izrazava uvjet da je svaki ¢vor grafa obojen barem s jednom bo-
jom);

2Danu tvrdnju su dokazali N. G. de Bruijn i P. Erdos. KoriStenje teorema kompaktnosti zamje-
njuje dosta slozenu primjenu teorema Tychonoffa ili Kénigove leme. Teorem Tychonoffa govori da je
produkt proizvoljne familije kompaktnih topoloskih prostora ponovo kompaktan topoloski prostor.



80 POGLAVLJE 3. NP-POTPUNOST

(3) (i,a) = —(i,b), za svaki i < k i svaki (a,b) € R
(ovom formulom je izreeno da povezani ¢vorovi ne mogu biti obojeni istom
bojom).

Buduéi da je po pretpostavci svaki konacan podgraf od (G, R) k—obojiv tada
je svaki konacan podskup od S ispunjiv. Tada iz teorema kompaktnosti slijedi da
je i skup formula S ispunjiv. Neka je I interpretacija takva da je I(S) = 1. Sada
definiramo trazenu particiju By, ..., By skupa G sa: a € B; akoisamo ako [I(i,a) =
1.3 Q.E.D.

Napomena 3.32. Za graf kaZemo da je planarni ako se graficki moze predociti tako
da se svi njegovi bridovi sijeku samo u cvorovima. Poznati problem cetiri boje turdi da
je svaki planarni graf 4—obojiv. Problem cetiri boje je pozitivno rijesen 1976. godine uz
veliku pomo¢ racunala. O problemu cetiri boje mozete citati npr. u knjizi D. Veljan,
Kombinatorika s teorijom grafova, Skolska knjiga, Zagreb, 1989.

Teorem 3.33. PROBLEM 3-0BOJIVOSTI je NP—potpun.

Dokaz prethodnog teorema je dan u Dodatku.

Zadaci

1. PROBLEM SUMA PODSKUPA glasi: za zadani kona¢ni multiskup S C Nit € N

treba odrediti da li postoji T" C S tako da vrijedi )~ = = t. Dokazite da je
z€eT
PROBLEM SUMA PODSKUPA jedan NP—potpun problem.

2. PROBLEM PARTICIJA glasi: za zadani multiskup S prirodnih brojeva odrediti

da li postoji T" C S tako da vrijedi Y x = Y. z. Dokazite da je PROBLEM
zeT zeS\T

PARTICIJA jedan NP—potpun problem.
Rjesenje. Lako je vidjeti da vrijedi PROBLEM PARTICIJA € NP. Dokazimo da je
PROBLEM SUMA PODSKUPA polinomno reducibilan na PROBLEM PARTICIJA. Neka

je S neki multiskup prirodnih brojeva, te t € N. Oznacimo s = > x. Promo-
€S

trimo slucaj kada je 2t > s. Neka je S’ multiskup definiran sa S" = SU {2t — s}
(ovo nije obi¢na unija buduéi da se radi o multiskupovima). Ocito je S’ moguce
dobiti iz S i t u polinomnom vremenu. Tvrdimo da vrijedi:

postoji T' C S takav da je Y. x = ¢ ako i samo ako postoji 7" C 5’
zeT
takoda > z= > =z

zeT’ xeS\T!

3Preporuc¢amo da svakako proéitate ¢lanak V. Kova¢, Kromatski broj ravnine — nerijeseni problem
o bojenju, Hrvatski matematicki elektronski ¢asopis math.e, 6 (2005).
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Treba naglasiti da S’ \ 7" nije obi¢na skupovna razlika budué¢i da se radi o
multiskupovima.
Pretpostavimo prvo da postoji 7" C S takav da vrijedi > = = t. Neka je

z€eT
T} multiskup kojeg smo dobili iz S izbacujuéi sve elemente iz T. Tada imamo

=Yy — > z=s—1t. Neka je T" multiskup kojeg smo dobili tako da
zeTy yes zeT

smo iz S’ izbacili sve elemente od T Tada vrijedi:

o= Y z+2t—s)=(s—t)+2t—s)=t=> z= Y =

xeT’ z€T z€T x€S\T!
Pretpostavimo sada da postoji 7" C S’ tako da vrijedi > x = > 2. No,
2T’ 2 S\T/
buduéida Y =z =s+(2t—s) =2t tada > z= Y x=t Ako (2t—s) €T’
zesS’ z€T’ zeS\T'
tada za T mozemo uzeti S\ T", ako pak 2t —s) € S\ T”" tada definiramo T = T".

Sasvim analogno se dokazuje slucaj kada je 2t < s.

Po prethodnom zadatku znamo da je PROBLEM SUMA PODSKUPA jedan NP—potpun
problem. Iz propozicije 3.13. tada slijedi da je i PROBLEM PARTICIJA jedan NP—
potpun problem.

3. Neka su aq,...,a,,b € Z. Nejednadzbu oblika a1z; + ... + a,x, < b nazi-
vamo linearna diofantska nejednadzba. PROBLEM LDN (linearne diofantske ne-
jednadzbe) glasi: za dani sistem linearnih diofantskih nejednadzbi treba odrediti
ima li cjelobrojno rjesenje. Dokazite da je ovaj problem NP—potpun.

Uputa. Lako je pokazati da vrijedi PROBLEM LDN € NP. Dokazujemo da vrijedi
3-SAT <, PROBLEM LDN. Neka je F/(Py,..., ;) neka 3-knf. Definiramo sistem
linearnih diofantskih nejednadzbi ovako:

0<ux; <1, zasvaki ie{1,... k}
Tiy + i, + x5, > 1, akoje B, VFE,V P, elem.dis. od F
elem. dis. od F

Tiy + Ty, +<1 _xl3) > 1, ako je P7§1 \/PZZ Vb

3

iy +(1—2y)+ (1 —24) > 1, akoje P, V-P, VP,
elementarna disjunkcija od F

(1—a)+ (1 —xy) + (1 —x;) > 1, akoje =P, VP,V -P,
elementarna disjunkcija od F.

Ocito vrijedi: sistem (*) ima cjelobrojno rjesenje ako i samo ako formula F' je
ispunjiva. Provjerite da je u polinomnom vremenu moguce za zadanu 3-knf F'
konstruirati sistem (x).
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4. PROBLEM BLOKIRAJUCI SKUP glasi:

Neka je {A1,...A,} skup konacnih skupova, te m € N. Treba odre-
diti postoji li skup A koji ima najvise m elemenata, te da za svaki

i€{l,...,n} vrijedi AN A; # 0.

Dokazite da je ovaj problem NP—potpun.

Uputa. Lako je pokazati da ovaj problem pripada klasi NP. Dokazujemo da
vrijedi 3-SAT <, PROBLEM BLOKIRAJUCI SKUP. Neka je F=CyN...\NC, neka
3-knf, te neka Var(F) = {Py,...,P.}. Za svaki i € {1,...,s} neka se skup
A; sastoji od svih literala elementarne disjunkcije C;. Zatim, neka je za svaki
je{l,...,k} skup Ay;; jednak {P;, ~P;}. Definiramo jo§ m = k. Tada vrijedi:

za skup {Aq, ..., As, Asi1, ..., Asix } postoji skup A s najvise m ele-
menata koji ima svojstvo AN A; # (), za svakii € {1,...,s+ k} ako
i samo ako formula F' je ispunjiva.

Provjerite da je u polinomnom vremenu moguce za zadanu 3—knf F' konstruirati

skup {Aq, ..., Asik}-

. Dokazite da vrijedi PROBLEM POKRIVAC BRIDOVA <, PROBLEM KLIKA.

Rjesenje. Neka je G = (V, R) neki graf. Komplement grafa G oznac¢avamo sa
G¢ = (V,R°), pri ¢emu je R° = {{z,y} :z,y €V, {x,y} & R}.

Ako graf G sadrzi neki k—pokriva¢ bridova S, tj. vrijedi {z,y} NS # 0 za
svaki {z,y} € T, te je |S| = k, tada definiramo S° = V \ S. Tada imamo:
S/ =VI=I5l=V]-Fk

Tvrdimo da vrijedi: graf G' sadrzi neki k—pokriva¢ bridova S ako i samo ako
komplement G¢ sadrzi (|V| — k)-kliku.

Pretpostavimo prvo da graf G sadrzi neki k—pokriva¢ bridova S. Tada za svaki
dvoélani skup {z,y} za koji {z,y} NS = () ocito vrijedi {z,y} &€ R, tj. {z,y} €
R°. Dakle, za sve z,y € S¢ imamo {z,y} € R°. To upravo znaci da je S¢ jedna
(|V]| — k)-klika grafa G°.

Analogno se dokazuje obrat.

. Dokazite da vrijedi PROBLEM KLIKA <, PROBLEM POKRIVAC BRIDOVA.

. Neka je (G, R) neusmjereni graf. Za skup N C G kazemo da je nezavisan skup

ako za svaki u,v € N vrijedi {u,v} ¢ R. PROBLEM NEZAVISAN SKUP glasi: za
zadani neusmjereni graf G i prirodan broj k odrediti da li graf G sadrzi nezavisan
skup veli¢ine k. Dokazite da vrijedi PROBLEM KLIKA <, PROBLEM NEZAVISAN
SKUP, te PROBLEM NEZAVISAN SKUP <, PROBLEM KLIKA.

. PROBLEM IS-KLIKA glasi: za zadani neusmjereni graf G i prirodan broj k odre-

diti sadrzi 1i G kliku veli¢ine k ili nezavisan skup veli¢ine k. Dokazite da je
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PROBLEM IS-KLIKA jedan NP—potpun problem.

Uputa. Neka je G = (V, E) graf, te k prirodan broj. Oznacimo n := |V|. Neka
je W ={w,...,w,} takav da je WNV =(. Nekaje V' =WUV i E' = F, te
G' = (V', E'). Tvrdimo da vrijedi:

graf G sadrzi nezavisan skup veli¢ine k ako i samo ako graf G’ sadrzi
kliku veli¢ine n + k ili nezavisan skup veli¢ine n + k.

9. Neka je (G, R) neusmjereni graf. Za D C G kazemo da je dominantan
skup ako za svaki v € G\ D postoji u € D tako da je {u,v} € R. PROBLEM
DOMINANTAN SKUP glasi: za zadani neusmjereni graf GG i prirodan broj m odre-
diti sadrzi li graf G dominantan skup veli¢ine m. Dokazite da je PROBLEM DO-
MINANTAN SKUP jedan NP—potpun problem.

Rjesenje. Dokazujemo da je problem 3-SAT polinomno reducibilan na PROBLEM
DOMINANTAN SKUP. Neka je FF' = C; A ... A Cs neka 3—knf. Neka su Py, ..., P
sve varijable koje nastupaju u formuli F. Neka je skup vrhova zadan sa:

G=A{P,...,Py,,—P,....,mP,1,... .k Cy,...,Cs}.
Definiramo skup bridova R ovako:

o {P,—P}, {P,i}, {-P,i} € R, zasvakii€ {1,...,k};
(time je svaka trojka ¢vorova P;, —P;, i povezana u trokut)

e ako literal () nastupa u nekoj elementarnoj disjunkciji C; formule F' tada
definiramo {Q,C} € R.

Definiramo m = k. Tvrdimo da vrijedi: formula F' je ispunjiva ako i samo ako
pripadni graf G sadrzi dominantan skup veli¢ine m. Pretpostavimo prvo da je
formula F' ispunjiva. Neka je I interpretacija takva da je I(F) = 1. Neka je D
skup svih literala @ za koje vrijedi I(Q)) = 1. Uo¢imo da skup D sadrzi to¢no
k elemenata. Lako je vidjeti da je D dominantan skup za graf G.

Pretpostavimo sada da je D dominantan skup za graf G koji sadrzi m vrhova.
Lako je vidjeti da za svaki i € {1,...,k} vrijedi da P; i =P, nisu istovremeno
elementi od D. Definiramo interpretaciju I ovako: I(F;) = 1 ako je P, € D,
odnosno I(P;) = 0 inafe. Lako je vidjeti da za svaki j € {1,...,s} vrijedi
I(Cy)=1,tj. I(F) =1.
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Za ilustraciju na sljedecoj slici dajemo pripadni graf za formulu
FE(Pl\/PQV_‘Pl)/\(Plv_‘PQ\/P?)).

B 060 06
H 0 G

10. PROBLEM POVEZAN DOMINANTAN SKUP glasi: za zadani neusmjereni graf G i pri-
rodan broj k odrediti sadrzi li graf G dominantan skup veli¢ine najvise k tako
da je podgraf G’ induciran sa D povezan. Dokazite da je PROBLEM POVEZAN
DOMINANTAN SKUP jedan NP—potpun problem.

Uputa. PROBLEM POKRIVAC BRIDOVA je moguée polinomno reducirati na PROBLEM
POVEZAN DOMINANTAN SKUP. Neka je G = (V, F) graf, te k prirodan broj. Kons-
truiramo graf G’ = (V’, E’) na sljedeé¢i nacin:

1. Skup vrhova G’ sadrzi sve vrhove grafa GG i svaka dva takva vrha su pove-
zana bridom;

2. Za svaki brid {z,y} € E, graf G sadrzi vrh v, koji je povezan s vrhovima
riy.

Tada vrijedi:

graf GG ima pokrivac¢ bridova veli¢ine najvise k ako i samo ako graf G’
ima povezan dominantan skup veli¢ine najvise k.



Poglavlje 4

NP—teski problemi

U ovom poglavlju razmatrat ¢emo probleme koji su "skoro" NP—potpuni. Ti problemi
imaju svojstvo da se svaki problem iz klase NP moze polinomno reducirati na njih,
a da oni sami mozda uopc¢e ne pripadaju klasi NP. Prvo ¢emo razmatrati problem
egzistencije cjelobrojnih nultocaka diofantskih jednadzbi. Nakon toga ¢emo navesti
neke probleme optimizacije. O NP—teskim problemima mozete puno vise nac¢i u knjizi
[13].

Definicija 4.1. Za neki jezik L kazZemo da je NP—tezak ako je svaki jezik iz klase NP
polinomno reducibilan na jezik L.

Ocito je svaki NP—potpun problem ujedno i NP-tezak. No, NP-tezak problem ne
mora pripadati klasi NP. Upravo je takav problem egzistencije cjelobrojnih nultoc¢aka
diofantskih jednadzbi. Sada ¢emo dokazati da je to NP-tezak problem.

Neka je p(x1, ..., z,) polinom s cjelobrojnim koeficijentima, tj. p € Z[ X1, ..., X,].
Jednadzba oblika p(x1, ..., x,) = 0 naziva se diofantska jednadzba. Takve su primje-
rice sljedeée jednadzbe 22 + 3> — 22 =0i 628 — 2+ 3 =0.

Postavlja se pitanje ima li dana diofantska jednadzba cjelobrojna rjesenja. Za neke
posebne slucajeve odavno su poznati algoritmi pomocu kojih se odreduje da li dana
diofantska jednadzba ima cjelobrojno rjesenje. To su primjerice diofantske jednadzbe
s jednom nepoznanicom, te linearne diofantske jednadzbe s dvije nepoznanice. Na
drugom svjetskom kongresu matematicara u Parizu 1900. godine njemacki matema-
ticar David Hilbert odrzao je predavanje pod naslovom Matematicki problemi. Iznio
je 23 problema za koje je smatrao da su klju¢éni za razvitak matematike u novom
mileniju.

Deset Hilbertov problem glasi:

Neka je zadana proizvoljna diofantska jednadzba s proizvoljnim brojem
nepoznanica. Postoji li algoritam pomocu kojeg je nakon konacno mnogo
koraka moguce odrediti ima li ta jednadzba rjesenje u skupu cijelih brojeva?

85
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J. V. Matijasevi¢ je 1969. godine dokazao da trazeni algoritam ne postoji. To
isticemo u sljede¢em teoremu.

Teorem 4.2. Neka je Dif = {p:p € Z[Xy,...,X,] koji ima cjelobrojnu nultocku}.
Problem Dif je neodluciv. Posebno, Dif & NP.

Dokaz prethodnog teorema mozete pogledati u [4].
Teorem 4.3. Problem 3-SAT je polinomno reducibilan na problem Dif.

Dokaz. Moramo nac¢i vremenski polinomno izracunljivu funkciju f takvu da za pro-
izvoljnu 3-knf F' vrijedi:

F €3-8SAT  akoisamoako  f(F) e Dif.

—

Za danu 3-knf formulu F' konstruirat ¢emo polinom pp € Z[X] koji ¢e imati
cjelobrojnu nultocku ako i samo ako je formula F' ispunjiva. Kako bi mogli definirati
polinom pg prvo ¢emo definirati polinom gr, i to prvo za slucaj kada je F' elementarna
disjunkcija s tri literala.

Neka je @ literal u kojem se pojavljuje propozicionalna varijabla P; (tj. @ = P; ili
Q) = —P,). Tada definiramo qq € Z[X] ovako:

zi;, ako je Q@ =P
1—ux;, akoje@=-PF,

Radi jednostavnijeg zapisa, u daljnjem tekstu pretpostavljamo da se u literalu
(QQ; pojavljuje propozicionalna varijabla P;. Neka je C' = Q1 V ()2 V ()3 elementarna
disjunkcija. Bududi da je C' < —(=Q1 A =Q2 A —Q)3), tada definiramo:

qq(xi) =

3

qo(r1, 20, 23) = 1 — 1:[1(1 —qq,(zi)).

Za svaku interpretaciju [ i varijablu P; uvodimo oznaku p; = I(F;).

Pomoc¢na tvrdnja. Neka je C'= Q1 V Q2 V Q3 elementarna disjunkcija. Tada za svaku
interpretaciju I vrijedi I(C') = qco(p1, p2, p3)-

Dokaz pomoc¢ne tvrdnje. Pretpostavimo prvo da je I interpretacija takva da je I(C') =
1. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je I(Q1) = 1. Promatramo dva
slucaja: Q1 = P11 Q1 = —P;. Ako je Q1 = Py tada je py = I(P)) = 1(Q1) = 1, te je
4o, (z1) = z1. Zatim, vrijedi:

3 3

go(w1, 2, 23) =1 = [[(1 = gq,(z:) =1 = (1 = 21) - [](1 = go, (x2))-

i=1 1=2
Tada je

3

qo(p1,p2,p3) = qc(1,p2,p3) =1 — (1 —1) - 1:[(1 —qq:(pi) =1=1(C).
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Akoje Ql E_|P1 tadaJeplzl(Pl):l—](Ql) :1—1:0, teje QQl(Il) :1—331.
Time imamo:

go(ar, 22 15) =1— T1(1—gg(2:)) = 1—[1— (1= )] - [L(1 - go.(x:))

i=1 1=2

=1—x - ]§[ (1 = qq,(zs)).

=2

Tada je

3
QC(p17p27p3) = QC(OaPQ,p?)) =1-0- H(l - QQi(pi) =1= ](C)-
i=2

Promotrimo sada slu¢aj kada je I(C) = 0. Tada je I(Q1) = I(Q2) = 1(Q3) = 0.
Neka je A C {1,2,3} takav da za svaki i € A vrijedi ; = P,. Sli¢no, neka je
B C {1,2,3} takav da za svaki j € B vrijedi (); = = P; (mozda je neki od skupova A
ili B prazan). Tada ocito vrijedi:

QC(5E175132,1‘3) =1- H(l — :EZ) . H x;.

i€A i€B

Bududi da je p; = 0 za svaki i € A, te je p; = 1 za svaki j € B, tada je

go(pi,pa,ps) =1-[[1-0)-[[1=1-1=0=I(O).

icA jEB
Time je pomoc¢na tvrdnja potpuno dokazana.

Neka je F' = CyA...ACy neka 3-knf, te Var(F) = {P,,..., P,}. Tada definiramo
qr € Z[ X4, ..., X, ovako: qr = qc, - qo, - - - -+ qo.- 1z dokazane pomocne tvrdnje lako
slijedi da za sve interpretacije I vrijedi: I(F) = qr(p1,---,Pn)-

Ovo posljednje povlaci da ako je F' ispunjiva 3—knf tada polinom 1— ¢ ima barem
jednu cjelobrojnu nultocku. No, obrat ne mora vrijediti. Pokazimo to primjerom.
Neka je FF = (PLV PLV P) AN (=P V =PV =P) A (P, V P,V P). Ocito je F
antitautologija, tj. nije ispunjiva. No, buduéi da ocito vrijedi

gr(z1, @) = 1= [1— (1 —2)] - [L = 2] - [1 = (1 — 29)?)],

tada polinom 1 — ¢qp ima cjelobrojne nultocke koje ¢ak ne pripadaju skupu {0,1}?
(primjerice (0, 2) i (1, —33) su cjelobrojne nultocke polinoma 1—gr ). Kako bi vrijedila
i nuznost definiramo prvo polinom r € Z[Xq, ..., X,,] ovako:

n

P, w) =D (z(1— )%

=1

Ocito za svaki p € {0, 1} vrijedi r(p) = 0, a za svaki ¢y € Z"\ {0, 1}" vrijedi r(3) > 0.
Sada konacno definiramo polinom pr € Z[X1, ..., X, sa: pr = (1 — qr)* + 1.
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Ako je F ispunjiva tada znamo da polinom 1 — gz ima cjelobrojnu nultocku p’ €
{0,1}". TIstu nultocku ima i polinom (1 — gr)?. Bududi da je r(p) = 0, za sve
p € {0,1}", tada je oc¢ito pr(p) = 0. Ako je F' antitautologija tada za sve p € {0,1}"
vrijedi (1 — qp)(p) =1, te r(p) = 0, pa je pr(p) # 0. Za g € Z" \ {0,1}" ocito vrijedi
(1 —gr)*(y) 20, te r() > 0, pa je opet pr(y) # 0.

Ostaje jos pokazati da je konstrukcija polinoma pg vremenski izvediva u polinom-
nom broju koraka u ovisnosti o duljini formule F. Lako se vidi da s jednim prolaskom
kroz formulu F' mozemo dobiti polinom ¢r. Pri prolasku kroz formulu kako ¢itamo
varijable, odmah spremamo one razlicite koje onda na kraju koristimo za dopisivanje

r ¢lana u polinomu pp. Q.E.D.

Iz prethodnog teorema i NP-potpunosti problema 3-SAT slijedi tvrdnja sljedeceg
korolara.

Korolar 4.4. Jezik Dif = {p:p € Z[Xy,...,X,] koji ima cjelobrojnu nultocku} je
NP-teZak.



Poglavlje 5

Prostorna slozenost

Do sada smo razmatrali vremensku slozenost algoritama. Za efikasnost algoritma
svakako je vazno koliko memorijskog prostora je potrebno za izvrsenje algoritma.
Nakon navodenja osnovnih definicija dokazat ¢emo najvazniji teorem u vezi prostorne
slozenosti. To je Savitchev teorem.

5.1 Osnovne definicije i ¢injenice

U ovoj uvodnoj tocki dajemo osnovne definicije, te isticemo teorem o linearnoj kom-
presiji prostora i prostornoj hijerahiji. Ako drugacije ne istaknemo, Turingovi strojeve
koje razmatramo su jednotracni.

Definicija 5.1. Neka je T neki deterministicki Turingov stroj koji staje za svaki ulaz.
Prostorna slozenost deterministickog Turingovog stroja T je funkcija spacer :
N — N, gdje je spacer(n) maksimalan broj registara na traci po kojima glava stroja
T cita, za svaki uzlazni podatak duljine n.

Neka je N nedeterministicki Turingov stroj koji ima svojstvo da za svaki ulaz
izracunavanje na svakoj grani stane. Prostorna slozenost nedeterministickog
Turingovog stroja N je funkcija spacey : N — N, gdje je spacen(n) maksimalan broj
registara na traci po kojima glava stroja N cita, za svaki ulazni podatak duljine n.

Ako je spacer prostorna slozenost stroja T (deterministickog ili nedeterminis-
tickog) tada kazemo da stroj T' treba prostor spacer, tj. da je T' jedan spacer—
prostorno slozen Turingov stroj. Kazemo jos da je stroj T' prostorno polino-
man ako postoji polinom f tako da vrijedi spacer(n) = O(f(n)).

Kako bi definirali prostorne klase slozenosti moramo prvo definirati prostorne klase
za svaku nenegativnu funkciju.

Definicija 5.2. Za svaku funkciju f : N — R definiramo pripadne prostorne klase
sloZenosti ovako:

89
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DSPACE (f(n)) ={L : L je jezik odluciv na nekom O(f(n)) prostorno sloZenim
deterministickim Turingovim strojem}.

NSPACE (f(n)) = {L : L je jezik odluciv na nekom O(f(n)) prostorno sloZenim
nedeterministickim Turingovim strojem}.

Definicija 5.3. Neka je PSPACE=|_J DSPACE(n"), te neka je
keN
NPSPACE=|_] NSPACE(n).
keN

Primjer 5.4. U prethodnom poglaviju bili smo dokazali da je problem SAT jedan NP-
potpun problem. U ovom primjeru Zelimo naglasiti da problem SAT moZe biti rije-
sen algoritmom linearne prostorne sloZenosti. Oznacimo s T Turingov stroj koji na
ulazu ima formulu F' logike sudova. Stroj T generira redom interpretacije s domenom
Var(F), te odreduje 1(F). Ako za neku interpretaciju I vrijedi [(F') = 1, tada stroj
T prihvaca formulu F, a inace je odbaci. Stroj T ocito koristi samo linearan prostor
jer za svaku interpretaciju propozicionalnih varijabli koristi isti dio trake.

U poglavlju 2 bili smo naveli teorem o linearnom ubrzanju, tj. teorem 2.2. Sada
isticemo njegov prostorni analogon.

Teorem 5.5. (O linearnoj kompresiji prostora)
Neka je L proizvoljan odluciv jezik. Za svaki Turingov stroj T koji odlucuje jezik L i
svaki m € N\ {0} postoji Turingov stroj S koji takoder odlucuje jezik L, te za svaki
n € N vrijedi:

spacer(n)

spaces(n) < ———= + n.
m

Teorem o prostornoj hijerahiji govori da ako koristimo viSe registara tada ¢emo
moci odluciti vise jezika. Kako bi mogli to¢no formulirati teorem prvo moramo defi-
nirati jednu posebnu vrstu funkcija.

Definicija 5.6. Neka je f : N — N funkcija tako da je za svaki n (dovoljno velik!)
ispunjeno da je f(n) barem O(logy n). KaZemo da je funkcija f prostorno konstruk-
tibilna ako je funkcija koja rijec 1™ u unarnom zapisu preslikava u binarni zapis broja
f(n) Turing—izracunljiva funkcija prostorne slozenosti O(f(n)).

Funkcije log, n, nlogy,n i n? su prostorno konstruktibilne funkcije.

Teorem 5.7. (O prostornoj hijerarhiji)

Za svaku prostorno konstruktibilnu funkciju f : N — N postoji jezik L koji je odluciv
na nekom Turingovom stroju prostorne sloZenosti O(f(n)), ali jezik L nije o(f(n))-
prostorno odluciv.
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Dokaz prethodnog teorema mozete vidjeti u [23].

Korolar 5.8. Za svake dvije funkcije f, g : N — N takve da imamo f(n) = o(g(n)), te
je funkcija g prostorno konstruktibilna, vrijedi DSPACE(f(n)) & DSPACE(g(n)).

Napomena 5.9. Ako je f : N — N wremenski konstruktibilna funkcija tada je za
svaki n € N wvrijedi da je f(n) barem O(nlogyn), te je funkcija koja 1™ preslikava
u binarni zapis od f(n) Turing—izracunljiva u vremenu O(f(n)). No, tada ocito za
svaki n € N wrijedi da je f(n) barem O(logyn), te je funkcija koja 1™ preslikava u
binarni zapis od f(n) Turing—izracunljiva u prostoru O(f(n)). Dakle, svaka vremenski
konstruktibilna funkcija je prostorno konstruktibilna.

Budu¢i da je za svaki k € N\ {0} funkcija n +~ n* vremenski konstrukti-
bilna (bili smo naveli da je ¢ak potpuno vremenski konstruktibilna), tada je ona i
prostorno konstruktibilna. Iz prethodnog korolara posebno slijedi DSPACE(n*) ;
DSPACE(n**1).

Oznacimo EXPSPACE = U DSPACE(2"").

€

Korolar 5.10. Vrijedi: PSPACE ; EXPSPACE.

Dokaz. O¢ito za svaki k € N vrijedi DSPACE(n*) C DSPACE(2"). Iz toga slijedi:

PSPACE = |J DSPACE(n*) C DSPACE(2").
kEN
Funkcija n — 2"° je potpuno vremenski konstruktibilna, a onda je i prostorno

konstruktibilna. Oc¢ito vrijedi li_>m 2272 = 0. Iz teorema o prostornoj hijerahiji slijedi
n—oo

DSPACE(2") G DSPACE(2"). Time imamo:
PSPACE C DSPACE(2") & DSPACE(2") C EXPSPACE.
Q.E.D.

5.2 Savitchev teorem

Prije iskaza i dokaza Savitchevog teorema moramo uvesti jos neke pojmove, te navesti
neke ¢injenice. Prilikom dokaza Cook-Levinovog teorema ve¢ smo bili govorili o
pojmu konfiguracije Turingovog stroja. Ovdje ¢emo ponoviti neke pojmove i oznake
u vezi s time, te navesti neke nove.

Konfiguracija Turingovog stroja 7' = (I, @, d) je odredena s trenutnim stanjem,
sadrzajem trake, te pozicijom glave na traci. Ako je stroj u stanju ¢, na traci je
zapisana rije¢ oblika uwv i glava je pozicionirana na prvi znak rijeci v, tada konfiguraciju
zapisujemo kao uqu. Kazemo da iz konfiguracije C) proizlazi konfiguracija C5 ako
Turingov stroj moze iz C) po pravilima definiranim u funkciji prijelaza ¢ doéi u
konfiguraciju Cs u jednom koraku.

Pocetna konfiguracija za Turingov stroj T' s ulazanom rijec¢i w je rije¢ gow. Pri-
hvacajuca konfiguracija je konfiguracija sa stanjem ¢p4, a odbijajuca konfiguracija je
konfiguracija sa stanjem qng.
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Lema 5.11. Neka je f : N — R funkcija takva da je f(n) > n, za svaki n € N.
Neka je T Turingov stroj prostorne sloZenosti f(n). Tada T ima maksimalno 20U
razlicitih konfiguracija.

Dokaz. Neka je T = (I',@Q,8) i neka je |Q| = ¢ i |I'| = ¢g. Tada imamo ¢ f(n) - g/
razlic¢itih konfiguracija, jer imamo ¢ razli¢itih stanja, glava stroja se moze nalaziti na
f(n) moguéih mjesta i g™ je broj svih moguéih rije¢i koje mogu biti zapisane na
traci kada se koristi f(n) razlicitih registara. Ocito vrijedi

q- f(n) . gf(n) _ 2log2(¢1'f(n)'gf<n)) _ 9logy gtlogy f(n)+f(n)logs g

Sada procjenjujemo izraz u eksponentu. Vrijedi:

logy g +log, f(n) + f(n) -log, g = O(1) + O(log, f(n)) + O(f(n)) = O(f(n))

(Uoc¢imo da za zadnju navedenu jednakost koristimo da f(n) > n povlaci log, f(n) =
O(f(n)).) Dakle, 2°U() je asimptotska gornja meda za broj konfiguracija stroja 7.
Q.E.D.

Prilikom izvrsavanja, stroj T" iz leme, u najgorem slucaju, prode kroz sve moguce
konfiguracije i to kroz svaku samo jednom (inace bi stroj usao u petlju i radio vje¢no)

pa je maksimalno vrijeme izvrsavanja jednako maksimalnom broju konfiguracija, tj.
20(f(n)).

Teorem 5.12. (W. Savitch, 1970.) Ako je f : N — N takva da za svakin € N
vrijedi f(n) > n, tada imamo:

NSPACE(f(n)) € DSPACE(f*(n)).

Dokaz. Neka je L € NSPACE(f(n)), te neka je N nedeterministicki Turingov stroj
prostorne slozenosti f(n) koji odlucuje jezik L. Konstruirat ¢emo deterministicki Tu-
ringov stroj T koji odlucuje isti jezik. Cilj nam je simulirati stroj N pomocu deter-
ministickog stroja koristec¢i sto manje prostora, ne obaziruci se na utroseno vrijeme.
Ako bi pokusali simulirati sve grane izracunavanja, ne pazeci pri tome da koristimo
isti registar vise puta, trebalo bi nam 2°U() registara. Umjesto simuliranja svih
grana izracunavanja stroja N, stroj T' ¢e rjesavati problem dostizivosti koji glasi:

Neka su dane dvije konfiguracije C i C5 nedeterministickog stroja NV i
broj t € N. Treba odrediti da li stroj N moze do¢i iz konfiguracije C; do
konfiguracije C; u najvise t koraka.
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Definiramo rekurzivnu proceduru DOSEG koja na ulazu ima tri parametra: dvije
konfiguracije ' i 5 nedeterministickog stroja N i prirodan broj ¢. Procedura pri-
hvaca ulaz ako je konfiguracija Cy dostiziva iz konfiguracije C'; u najvise ¢ koraka. U
suprotnom procedura odbija ulaz. Sada dajemo pseudokod procedure DOSEG.

DOSEG = Na ulazu su konfiguracije C', Cy i prirodan broj ¢ :

1. Akojet=1

e Ako je Cy = (5, prihvati.
e Ako iz C proizlazi Cs, prihvati.

2. Ako je t > 1 tada za svaku konfiguraciju C; stroja N :

a) izvedi proceduru DOSEG s ulazom (Cy, C;, [t/2]);
b) izvedi proceduru DOSEG s ulazom (C;, Cy, [t/2]);

c¢) ako su oba koraka a) i b) zavrsila s prihvacanjem, tada ova pro-
cedura takoder prihvaca pocetni ulaz.

3. Ako je procedura dosla do ovog koraka, tada procedura odbija ulaz.

Sada mozemo definirati deterministicki stroj 7. Prije toga malo modificiramo stroj
N. Ako stroj N prihvati neki ulaz w, tada neka prije zaustavljanja potpuno ocisti
traku. Tu konfiguraciju oznac¢avamo sa Cprinyet- Neka je sa Cipare(w) 0znacena pocetna
konfiguracija. Iz prethodne leme znamo da je broj svih razli¢itih konfiguracija stroja
N omeden sa 2°U (™) ako je na ulazu rije¢ w duljine n. To znaéi da postoji konstanta
d > 0 takva da stroj N za bilo koji ulaz duljine n nema vise od 2%/ konfiguracija.
Iz toga slijedi da ako stroj N prihvaca ulaz, tada do prihvac¢ajuée konfiguracije moze
doéi za manje od 24/(™ koraka.

Deterministicki stroj 7' s ulazom w, pri ¢emu je |w| = n, definiramo kao imple-
mentaciju procedure DOSEG s ulazom (Ciare(w), Cprinvat 2d-f(n))

Primijetimo da ako stroj NN prihvaca rije¢ w tada postoji put od startne konfi-
guracije do konfiguracije Cpinvar koji traje manje od 247 (") koraka. U tom slucaju
procedura DOSEG u stroju T ¢e prihvatiti rije¢ w, tj. stroj T" prihvaca ulaz w. Dakle,
stroj T korektno simulira rad stroja N (to¢nije, vrijedi: L = L(N) = L(T)).

Analizirajmo prostornu slozenost stroja 7. Neka je b > 2 neka baza u kojoj prika-
zujemo brojeve u stroju 7. Zatim, neka je alfabet I' stroja 7" jednak {0,1,...,b—1}.

Rad stroja T se sastoji zapravo od jednog poziva rekurzivne procedure DOSEG.
Prostornu slozenost procedure DOSEG analiziramo u tri koraka.

a) Dokazimo prvo da svaki nivo rekurzije koristi najvise O(f(n)) registara.
Jedan nivo rekurzije procedure DOSEG koristi prostor za zapis konfiguracija
(' i Oy, te broja t. Svaka konfiguracija zauzima maksimalno O(f(n)) registara.
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Veli¢ina zapisa broja ¢ je broj njegovih znamenki u prikazu u bazi b, a to je
jednako [log, t] + 1. Izbor baze ne igra ulogu jer se duljine prikaza za razlicite
baze razlikuju za konstantni faktor, pa mozemo uzeti da je prostor potreban za
zapis broja t na stroju 7" omeden sa O(log, t). Najvedi broj koji stroj T" koristi
(za ulaz duljine n) je 2%/™ za koji treba O(log, 2¢f™) = O(f(n)) prostora.
Ukupno, jedan nivo rekurzije koristi najvise O(f(n)) + O(f(n)) + O(f(n)) =
O(f(n)) registara.

b) Dokazimo sada da je broj nivoa rekurzije u stroju 1" za bilo koji ulaz w duljine n
jednak O(f(n)). Prvi poziv rekurzivne procedure DOSEG je s brojem t = 24/,
Pri svakom sljede¢em prelasku na novi nivo broj ¢ postaje za pola manji. Na
novi nivo prelazimo sve dok ne bude ¢ = 1. Dakle, ukupno ¢e biti najvise
log, 247 = d . f(n) = O(f(n)) nivoa.

¢) Uzimajuéi u obzir a) i b) zaklju¢ujemo da je prostorna slozenost procedure

DOSEG jednaka O(f(n)) - O(f(n)), tj. O(f*(n)).

Jos jedna stvar koju moramo napomenuti je da bi stroj 7' trebao znati vrijed-
nosti funkcije f, tj. trebao bi znati f(n). Umjesto nekih dodatnih pretpostavki u
teoremu, uvodimo malu modifikaciju u definiciji stroja 7. Stroj T' ¢e uzimati za f(n)
redom vrijednosti n,n + 1,n + 2,... (pocinjemo od n jer je po pretpostavci teorema
f(n) > n, a zavrsavamo kada vise nema konfiguracija ¢ija je duljina veca od trenutne
vrijednosti f(n) ). Za svaku vrijednost f(n) = i, osim provjeravanja dostiZivosti neke
prihvacajuce konfiguracije, stroj T' treba jos provjeriti je li od startne konfiguracije
dostiziva neka konfiguracija ¢ija je veli¢ina barem i + 1 (pretpostavili smo da je du-
ljina jedne konfiguracije f(n)). Ukratko, modificirani stroj 7" prihvaca ulaznu rije¢ ako
je dostiziva prihvacaju¢a konfiguracija. Zatim, stroj odbija ulaznu rije¢ ako postoji
konfiguracija C' ¢ija je duljina barem ¢+ 1, a C' nije dostiziva iz startne konfiguracije.
Inace, stroj nastavlja rad, pri ¢emu uzima f(n) =i+ 1. Q.E.D.

Korolar 5.13. Vrijedi: PSPACE=NPSPACE.

5.3 Veza vremenskih i prostornih klasa slozenosti

Ako neki deterministicki Turingov stroj s ulazom duljine n napravi f(n) koraka, tada
njegova glava za ¢itanje ne moze pristupiti vise od f(n) registara. Iz te jednostavne
¢injenice slijedi tvrdnja sljedeé¢e propozicije.

Propozicija 5.14. Neka je f : N — R proizvoljna funkcija, tako da za svakin € N
vrijedi f(n) > n. Tada vrijedi DTIME(f(n)) C DSPACE(f(n)).

Korolar 5.15. Vrijedi PTIME C PSPACE.

Dokaz. Neka je L € PTIME proizvoljan jezik. Tada postoji £ € N tako da je L €
DTIME(n*). Iz prethodne propozicije slijedi L € DSPACE(n*). Q.E.D.
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Teorem 5.16. Neka je f: N — N vremenski konstruktibilna funkcija. Tada vrijedi:
NTIME(f(n)) € DSPACE(f(n)).

Dokaz. Neka je L € NTIME(f(n)) proizvoljan jezik. Neka je N neki nedetermi-
nisticki Turingov stroj koji odlucuje jezik L u vremenu f(n). Tada najduza grana
izratunavanja stroja N ima duljinu najvise f(n). Ideja dokaza je simulirati izracu-
navanje redom po svakoj grani, koriste¢i pri tome onoliko prostora koliko treba kod
izracunavanja na najduzoj grani.

Neka je I'y alfabet a @ je skup stanja stroja N. Fiksirajmo neke linearne uredaje
na skupovima Qu, 'y 1 {L, D, S}. Tada je na skupu @, x 'n x Qn x 'y x {L, D, S}
definiran leksikografski uredaj. Uocite da je svaka konfiguracija (q,s, ¢, s, I) stroja
N element upravo navedenog skupa. Neka je k = |Qn X 'y x Qn X 'y x {L, D, S}|.

Opisat ¢emo dvotrac¢ni deterministicki Turingov stroj 7' koji ¢e simulirati rad
stroja N, te Cija ¢e prostorna slozenosti biti O(f(n)). Alfabet stroja I'r neka sadrzi
alfabet I'y, te skup novih simbola {si,...,sx}. Smatramo da je svakom simbolu s;
pridruzen i—ti ¢lan skup Q, X I'y x Qn x 'y x {L, D, S}.

Prva traka stroja T' ¢e biti radna, a druga ¢e sluziti za zapisivanje niza simbola
s;. Tu drugu traku ¢emo nazivati adresna traka.

Neka na ulazu stroj T ima neku rije¢ w = wy ... w,. Buduéi da je po pretpostavci
funkcija f vremenski konstruktibilna, stroj 7" prvo na drugoj traci izrac¢una f(|w|)
uodite da stroj T' za racunanje f(|w|) ne treba vise od O(f(|w|)) prostora). Nakon
toga se oznaci pocetak i kraj rijeci f(|w]), a samu rije¢ f(|w]|) obrise.

Stroj T' na drugoj traci redom (obzirom na leksikografski uredaj) generira rijeci
alfabeta {s1,...,s;} ¢ija duljina nije veéa od f(|w]|) (za to koristi oznake na adresnoj
traci kreirane pomocu rije¢i f(|wl|) ). Za svaku rije¢ na adresnoj traci stroj T' provje-
rava radi li se o nizu simbola koji predstavljaju neku granu izracunavanja stroja N, te
istovremeno simulira na radnoj traci prijelaz iz jedne u drugu konfiguraciju stroja N.
Opisat ¢emo to malo detaljnije. Pretpostavimo da je u nekom trenutku rada stroja 7T’
na adresnoj traci zapisana rijec s;, ... s;;, a na radnoj straci je zapisana samo rijec w.
Prvo se provjerava je li s;; simbol neke konfiguracije oblika (qo, w1, ¢, s',I’), gdje smo
sa qo oznacili pocetno stanje stroja N. Ako se ne radi o konfiguaciji tog oblika, tada
se na adresnoj traci generira sljedeca rije¢ u odnosu na leksikografski uredaj. Ako s;,
jeste simbol neke "pocetne" konfiguracije, tada se prvo provjerava je li s;, simbol koji
oznacava konfiguraciju oblika (¢, s',¢”,s"”,I”). Ako s;, nije oznaka takve konfigura-
cije, tada se na adresnu traku generira sljedeca rije¢. Ako s;, jeste simbol neke takve
konfiguracije, tada stroj 7' na radnoj traci simulira korak stroja N prilikom prijelaza
iz. (qo,w1) u (¢, s',I'). Analogno dalje.

Budu¢i da po pretpostavci stroj N odlucuje jezik L tada za svaki ulaz, a onda
i za w, sve grane izraCunavanja od NN staju u kona¢no mnogo koraka. Ako neka
grana izracunavanja stroja N prihvaca rije¢ w, tada definiramo da i stroj T prilikom
simulacije te grane staje, i prihvaca rije¢ w. Ako niti jedna grana od N ne prihvaca
rije¢ w, tada definiramo da stroj T staje i odbija rije¢ w.

Rezimirajmo: upravo definirani deterministicki stroj 7" redom isprobava sve mo-
guce grane izracunavanja stroja N. Pri tome stroj T koristi onoliko prostora koliko i
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N koristi najvise za jednu granu izracunavanja (Sto je najvise f(n) ). No, jo§ moramo
urac¢unati prostor upotrijebljen na adresnoj traci koji iznosi O(f(n)) jer duljina jedne
grane izracunavanja stroja N je najvise f(n).

Dakle, prostorna slozenost deterministickog stroja 7" je f(n) + f(n) = O(f(n)).
(Primijetimo da smo definirali prostornu slozenost za jednotrac¢ne Turingove strojeve,
a ovdje ra¢unamo prostornu slozenost dvotracnog stroja.) Q.E.D.

Korolar 5.17. Vrijedi: NPTIME C PSPACE.

Napomena 5.18. Oznacimo s NPC klasu svih NP—potpunih problema. Ako pretposta-
vimo da vrijedi P # NP, tada ocito NPC C NP\P, te je dokazano NPC#NP\P. Oznacimo
NPI= [NP\P|\NPC (eng. intermediate in difficulty). Dakle, uz pretpostavku P#NP sli-
jedi NPI# (). No, nije poznat niti jedan problem koji pripada klasi NPI. Vieruje se da
sljedeca tri problema pripadaju klasi NPI:

PROBLEM IZOMORFIZMA GRAFOVA: Neka su G = (V, E) i G' = (V', E') grafovi. Jesu
li G i G izomorfni?

PROBLEM ODREDIVANJA SLOZENOSTI BROJA: Neka je n € N. Postoje li j,k € N\
{0,1} takvi da je n = j - k?

PROBLEM LINEARNOG PROGRAMIRANJA: Neka je {¥; : i = 1,...,m} skup vektora.
Neka je D = {dy,...,dn} i C = {c1,...,c}, te neka je B € N. Postoji li vektor
X = (21,...,x,) takav da je U; - X < d;, za svakii=1,...,m, te je C- X > B?
Vise detalja o klasi NPI moZete pronaci u [17].

5.4 PSPACE—potpunost

U prethodnim razmatranjima uvjerili smo se koliko je vazan pojam NP—potpunosti.
Sada definiramo njegov "prostorni' analogon.

Definicija 5.19. Za jezik L kaZemo da je PSPACE—potpun ako vrijedi:
a) jezik L pripada klasi PSPACE;

b) svaki jezik L' € PSPACE je vremenski polinomno reducibilan na jezik L.

Napomena 5.20. Zelimo naglasiti da se u prethodnoj definiciji trazi vremenska re-
ducibilnost, a ne prostorna. Pokusat cemo objasniti sto je tome razlog. Potpuni
problemi su vazni jer su primjeri najtezih problema iz klase sloZenosti koja se pro-
matra. Potpuni problemi imaju svojstvo da ako nademo efikasan nacin rjesavanja
potpunog problema, tada moZemo efikasno rjesavati sve probleme iz klase. Redukcija
svakako mora biti laka, i to laka u odnosu na sloZenost tipicnih problema iz klase.
Ako bi redukcija bila teska, tada efikasno rjesavanje potpunog problema nece induci-
rati efektivno lako rjesavangje svih problema iz klase sloZenosti. MozZemo formulirati
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sljedece pravilo za definiranje potpunih problema: redukcija mora biti vise limitirana
nego sto je model koji se koristi za definiciju klase sloZenosti.

Ako bi u definiciji PSPACE—potpunog problema zahtijevali prostornu polinomnu slo-
zenost, tada ne bi znali je li © vremenska sloZenost nuzno polinomna. No, buduci da
u definiciji zahtijevamo vremensku polinomnu sloZenost, tada ce ocito i prostorna
sloZenost bili polinomna.

Kako bi mogli navesti jedan primjer PSPACE-potpunog jezika, prvo moramo jos na-
vesti neke pojmove. Alfabet kvantifikacijske propozionalne logike TQBF osim alfabeta
klasi¢ne logike sudova sadrzi i kvantifikatore V i 4. Formule logike TQBF definiramo
rekurzivno ovako:

a) svaka propozicionalna varijabla je formula;

b) ako su F'i G formule tada su i rije¢i -F, FAG, FVG, F — G i F < G takoder
formule;

c¢) ako je F formula i p propozicionalna varijabla tada su i rije¢i VpF' i IpF formule.

Formula VpF' je ocito ekvivalentna formuli F'(L/p) A F(T/p), a formula IpF je
ekvivalentna formuli F(L/p) Vv F(T /p). To znaci da se logika TQBF moze svesti na
klasi¢nu logiku. No, ocito je da za tu interpretaciju treba eksponencijalno vrijeme.
Za neku TQBF—formulu kazemo da je zatvorena ako je svaka njena propozicionalna
varijabla u dosegu nekog kvantifikatora.

Teorem 5.21. (L. Stockmeyer, 1974.) Problem odredivanja istinitosti zatvorenih
formula logike TQBF je PSPACE—potpun.

Dokaz prethodnog teorema mozete pronaéi u [23].

5.5 Klase L i NL

Do sada smo razmatrali vremenske i prostorne granice koje su najmanje linearne, tj.
zahtijevali smo da funkcije slozenosti f imaju svojstvo f(n) > n. Sada razmatramo
tzv. sublinearne mede, tj. funkcije slozenosti za koje ne vrijedi nuzno f(n) > n.

Za razmatranje vremenske slozenosti sublinearne mede nisu nikako dobre, jer tada
nismo osigurali niti da stroj procita ¢itavu ulaznu rijec. No, mozemo razmatrati
sublineanu prostornu slozenost, ako modificiramo definiciju stroja kojeg koristimo,
te onda i promijenimo definiciju prostorne slozenosti. Dozvolit ¢emo da stroj moze
procitati c¢itav ulaz, ali to ne¢emo brojati pod prostornu slozenost. Vazno ¢e nam
samo biti Sto stroj radi na radnoj traci na kojoj nisu ulazni podaci.

Prilikom razmatranja sublinearnih prostornih klasa slozenosti razmatramo Turin-
gove strojeve koji imaju dvije trake. Jedna traka sluzi samo da se na njoj upise ulazna
rije¢, te ne dozvoljavamo da se po toj traci pise. Dakle, na prvoj traci podaci se mogu
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samo citati. Na drugoj traci, koju jos nazivamo radna traka, moguce je Citanje i
pisanje podataka. Prilikom definicije prostorne slozenosti brojimo samo registre na
radnoj traci. Sada mozemo definirati sublinearne klase slozenosti.

Definicija 5.22.
L = DSPACE(logn)
NL = NSPACE(logn)

Nije tesko pokazati da vrijedi NL ; PSPACE. Stovise, poznato je da vrijedi i NL C
P. Istaknimo ovdje sve veze izmedu klasa slozenosti koje smo mi proucavali, a koje su
danas poznate.

NL € P C NP C PSPACE=NPSPACE C EXPTIME.

Budu¢i da znamo da vrijedi P ; EXPTIME, tada je barem jedna od gornjih inkluzija
prava, ali se ne zna koja.

5.6 Komplementi klasa

Za jezik L C I'* ozna¢imo sa L njegov komplement I'* \ L. Za svaku klasu sloZenosti
C mozemo definirati klasu co-C kao {L | L € C}.

Lako se vidi da za sve klase sloZenosti C definirane deterministickim Turingovim
strojevima vrijedi C = co—C. Primjerice, oc¢ito vrijedi P=co-P. No, zbog "asimetije
nedeterminizma" ne mozemo na isti nacin izvesti da vrijedi NP=co-NP. Zatim, ocito
pretpostavka P=NP povlac¢i NP=co—NP. Otvoreni je problem jesu li klase slozenosti
definirane nedeterministickim vremenski slozenim Turingovim strojevima zatvorene
na komplement. Specijalno, pitanje o jednakosti klasa NP i co-NP predstavlja jedno
od najpoznatijih otvorenih problema teorije racunske slozenosti.

Primjer 5.23. Bududi da je SAT® = {F : F je antitautologija}, tada ocito jezik {F :
F je antitautologija} pripada klasi co-NP. Oznacimo TAUT= {F : F je tautologija
logike sudova}. Bududi da za svaku formulu F vrijedi:

F € TAUT ako i samo ako —F ¢ SAT,
te vrijedi SAT € NP, tada je TAUT € co—NP. Na slican nacin dobivamo da je problem
TAUT jedan co—NP-potpun problem.

Teorem 5.24. (N. Immerman; R. Szelepcsényi, 1987.)
Ako je f(n) > logn tada vrijedi NSPACE(f(n)) = co-NSPACE(f(n)). Stovise,
vrijedi NL=co—NL.

Dokaz prethodnog teorema mozete pronaci u [14], [16], [22] i [23].
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Zadaci

1. Dokazite da je klasa PSPACE zatvorena za konacne unije i presjeke, te na ope-
raciju komplementa.

2. Dokazite da za svaki n € N vrijedi DTIME(n) & NPSPACE.
Rjesenje. Iz teorema o vremenskoj hijerahiji znamo da za svaki k > 2 vrijedi:
DTIME(n) & DTIME(n*) (jer je funkcija n +— n* vremenski konstruktibilna,
te vrijedi lim n/nk = 0). Oé¢ito vrijedi DTIME(n*) C NSPACE(n*) (ako neki
stroj napravi najvise O(n*) koraka, tada moZe koristiti najvise O(n*) registara).
Iz svega toga slijedi: DTIME(n) & DTIME(n*) € NSPACE(n*) C Ujen
NSPACE(n/) =NPSPACE.

3. Dokazite da vrijedi NTIME(n) & PSPACE.
Rjesenje. Iz teorema o vremenskoj hijerahiiji slijedi da za svaki & € N\ {0,1}
vrijedi NTIME(n) & NTIME(n") (tu se koristi da je n = o(n") i da je funkcija
n — n* potpuno vremenski konstruktibilna). O¢ito vrijedi NTIME(n*) & NS-
PACE(n*) za svaki k € N. Savitchev teorem povlac¢i da vrijedi NSPACE(n*) C
DSPACE(n*") za svaki k € N. Rezimirajmo: NTIME(n) & NTIME(n*) C
NSPACE(n*) C DSPACE(n?*) C PSPACE.

4. Oznac¢imo s K klasu svih jezika koji su odluc¢ivi na nekom dvotra¢nom deter-

ministickom Turingovom stroju ¢ija je prostorna slozenost jednaka O(log,n)
(prostornu slozenost mjerimo samo na radnoj traci; na jednoj traci se nalaze
ulazni podaci, te na njoj ne promatramo prostornu slozenost). DokazZite da vri-
jedi K C PTIME.
Rjesenje. Ako je T neki deterministicki Turingov stroj prostorne slozenosti
O(log,n), tada je broj svih njegovih konfiguracija najvise 200°€2") (vidi lemu
5.11.). No, za f € 2°009&™ yrijedi f(n) < 2°", za neki ¢ > 0. Bududi da
2clogzn — 9logan® — pe glijedi da je T polinomne vremenske sloZenosti.

5. Dokazite teorem o linearnoj kompresiji prostora, tj. teorem 5.5.

6. Neka je f: N — RT tako da vrijedi f(n) > log, n za svaki n € N. Dokazite da
za svaki jezik L € DSPACE(f(n)) postoji m € N tako da vrijedi:

L € DTIME ((m + 1)7™),
Uputa. Vidi [7].
7. Dokazite da postoji rekurzivna funkcija f za koju vrijedi:

DTIME(f(n)) =DSPACEf(n)).

Uputa. Primijenite teorem o praznini i prethodni zadatak.
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Neka je f : N — N vremenski konstruktibilna funkcija. Dokazite da tada
vrijedi:
NSPACE(f(n)) C |J DTIME(2°/™).
c>0
Uputa. Neka je L € NSPACE(f(n)), te neka je N neki nedeterministicki Tu-
ringov stroj koji odlucuje jezik L. Primijetimo da je svaka grana izracunavanja
stroja N duljine najvise f(n), ako je duljina ulaza n.

Neka je w neka rije¢ koja je ulaz stroja N. Definiramo deterministicki Turingov
stroj T' koji simulira rad stroja N, te je vremenska slozenost stroja 7' jednaka
0(2¢/M), za neki ¢ > 0. Definiramo usmjereni graf G ¢iji su évorovi sve kon-
figuracije stroja N. (Primijetimo da tu koristimo vremensku konstruktibilnost
funkcije f kako bi prilikom generiranja niza konfiguracija imali gornju medu.)
Iz leme 5.11. znamo da je |G| = 2°U(™) Zatim, definiramo da izmedu dvije
konfiguracije C i Cy postoji brid ako Cy proizlazi iz Cy. Ocito vrijedi: stroj N
prihvaca rije¢ w ako i samo ako postoji put od pocetne konfiguracije do neke
zavr$ne konfiguracije. Primjenom Primovog algoritma (vidi stranu 47; defini-
ramo da je tezina svakog brida, primjerice, jednaka 1) slijedi da je vremenska
sloZenost stroja T jednaka O(|G|?).

Dokazite da vrijedi: NPSPACE C EXPTIME.
Dokazite da iz pretpostavke PTIME=PSPACE slijedi PTIME=NPTIME.

Dokazite da je jezik TAUT jedan co-NP—potpun jezik.
Rjesenje. Buduci da vrijedi: F' € TAUT ako i samo ako —F' ¢ SAT, tada vrijedi
TAUT € co-NP (jer je SAT € NP).

Pokazimo jos da je svaki jezik iz klase co—NP polinomno reducibilan na jezik
TAUT. Oznac¢imo sa A neki konacan alfabet klasicne logike sudova (umjesto
prebrojivog skupa propozicionalnih varijabli u alfabetu imamo, primjerice, de-
kadske znamenke kako bi mogli kodirati propozicionalne varijable). Neka je
L € co-NP proizvoljan jezik, i L C I'*, gdje je I' proizvoljan konacan alfabet.
Tada je I'*\ L € NP. Bududi da je jezik SAT jedan NP—potpun jezik, tada vrijedi
'\ L <, SAT. To znaci da postoji vremenski polinomno izracunljiva funkcija
f:T* — A* te takva da za sve rijec¢i w € I'* vrijedi: w € T\ L ako i samo ako
f(w) € SAT. Ovo posljednje je ekvivalentno s: w € L ako i samo ako —f(w) €
TAUT.

Ocito je funkcija g : I'" — A*, koja je definirana sa g(w) = —f(w), polinomno
vremenski izracunljiva, te za sve rije¢i w vrijedi: w € L ako i samo ako g(w) €

TAUT. Time smo pokazali da vrijedi L <, TAUT, tj. da je jezik TAUT jedan co—
NP—potpun jezik.
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12. Neka je L € NP neki jezik koji je co-NP potpun. Dokazite da je tada nuzno

13.

co—NP=NP.
Rjesenje. Primijetimo prvo da posto je jezik L jedan co-NP potpun jezik tada
je posebno L € co—NP.

U dokazu ¢emo koristiti sljede¢u pomoé¢nu tvrdnju:

Neka su Ly i Ly jezici i C neka klasa slozenosti (C je NP ili co-NP.)
Ako je jezik Ly jedan C-potpun jezik, te vrijedi Ly <, Ly tada vrijedi
L, eC.

Dokaz te tvrdnje je sasvim analogan dokazu propozicije 3.11., pa ga ovdje is-
pustamo.

Oznacimo s I' pripadni alfabet jezika L. Neka je L; € NP proizvoljan jezik nad
alfabetom I'y. Tada je L{ € co-NP, pa imamo L{ <, L. To znaci da postoji
vremenski polinomno izracunljiva funkcija f : I'T — ['* tako da za sve rijeci
w € I'] vrijedi:

w € LS ako isamo ako f(w) € L.

Bududi da je T vremenski polinomno izracunljiva tada postoji deterministicki
Turingov stroj T' polinomne vremenske slozenosti koji za ulaz w € I'yx izra-
¢unava f(w). Neka je wg € I'"\ L proizvoljna rije¢ (takva postoji; inace ...)
Definiramo funkciju g : I'y — I'* ovako:

f(w), ako je w € Ly;
wy, ako jew € LY.

g(w) = {

Ocito za sve rijeci w € I'] vrijedi:
w € Ly ako i samo ako g(w) € L,
te je g vremenski polinomno izracunljiva. Time smo dokazali da vrijedi L; <, L.

Iz pomoc¢ne tvrdnje slijedi L; € co—NP.

Dokazimo sada obratnu inkluziju. Neka je L, € co—NP proizvoljan jezik. Bu-
duci da je po pretpostavci jezik L co-NP potpun tada vrijedi Ly <, L. No, po
pretpostavci zadatka je L € NP. Iz pomoc¢ne tvrdnje slijedi Lo € NP.

Neka je DP= {L : postoji L; € NP i postoji Ly € co-NP takvi da je L = LN Ly}.
Zatim, definiramo sljedece jezike:
SAT-UNSAT= {(F,G) : F,G su3-knf, takve da je F' ispunjiva, a G nije ispunjiva};

CRITICAL-SAT= {F : F je knf koja nije ispunjiva, ali brisanjem bilo koje njene
elementarne disjunkcije dobivena formula postaje ispunjiva};

UNIQUE SAT= {F': F je knf za koju postoji jedinstvena interpretacija I takva
da je I(F) =1}.
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Dokazite da sva tri navedena problema pripadaju klasi DP, te da su prva dva
DP—potpuna.
Uputa. Vidi [22].



Poglavlje 6
Dodatak

Ovo poglavlje se sastoji od cetiri dijela. Prvo su dani dokazi nekih teorema koji su prije
bili iskazani. Zatim su dana rjeSenja nekih tezih zadataka. Veéina ovog sadrzaja ¢ine
studentski seminari. Treéi dio posvecen je deskriptivnoj teoriji slozenosti. U éetvrtom
dijelu ovog poglavlja dani su zadaci koji nisu izravno vezani uz teoriju slozenosti.

6.1 Dokazi nekih teorema

U ovoj tocki dajemo dokaze nekih teorema koji su prije bili samo iskazani. Zelimo
istaknuti da su dokazi izdvojeni jer nisu ispredavani.

6.1.1 Teorem o linearnom ubrzanju

Na strani 20 iskazan je teorem o linearnom ubrzanju. Ovdje dajemo prvo vrlo detaljan
dokaz s dosta ilustracija na nacin da trazeni stroj ima veci broj traka, a onda dajemo
drugu verziju dokaza u kojoj ne mijenjamo broj traka, ali pove¢avamo alfabet.

Teorem 6.1. (O linearnom ubrzanju)

Neka je L proizvoljan odluciv jezik. Za svaki Turingov stroj T koji odlucuje jezik L i
prirodan broj m # 0 postoji Turingov stroj S koji odlucuje jezik L, te za svakin € N
vrijedi timeg(n) < Xtimer(n) + n.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je 7' neki 2-tracni Tu-

ringov stroj. Trake stroja 1" redom nazivamo: ulazna traka i radna traka. Pretpos-
tavljamo da su registri traka stroja 7' oznaceni cijelim brojevima.

103



104 POGLAVLJE 6. DODATAK

ulazna traka

radna traka

Slika 6.1: Sve trake stroja T’

Trazeni stroj S ima sljedece trake: jednu ulaznu traku, 2m — 1 startnih traka
i 2m — 1 radnih traka. Pretpostavljamo da su sve trake stroja S oznacene cijelim
brojevima.

-1 0 1
L[]

: 2m — 1
10 1 startnih traka
NN
-1 0 1
L[]

2m — 1

radnih traka
-1 0 1

Slika 6.2: Startne i radne trake stroja S
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Startne i radne trake stroja S oznac¢imo redom brojevima: 1 —m, 2 —m,
m—2, m—1.

(1 —m). traka

(2 —m). traka

(m —2). traka

(m —1). traka

Slika 6.3: Numeracija startnih, odnosno radnih, traka stroja S

Na i—toj traci (startnoj ili radnoj) j—ti registar oznac¢imo sa: j - (2m — 1) + 4.

2-3m 1-m m dm—-1 dm-—2
(1—m). traka
-1 0 1 2 3
3-3m 2-m m+1 Im bm —1
(2= m). traka
-1 0 1 2 3
1-2m 0 2m—1 4m—-2 6m-3
0. traka
-1 0 1 2 3
-m m—-1 3m-2 bm-3 Tm-4
(m —1). traka

-1 0 1 2 3

Slika 6.4: Oznacavanje registara stroja S
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Uoc¢imo da je "razmak" izmedu susjednih registara na jednoj traci 2m — 1. Ozna-
¢imo B={1-m, 2—m, 3—m,..., m—3, m—2, m— 1}. Zatim, za svaki i € B
oznac¢imo A; = {j-(2m — 1) + i : j € Z}. Lako je vidjeti da vrijede sljedeée dvije
tvrdnje.

Pomoéna tvrdnja 1. Za sve i # iy vrijedi A;; N A;, = 0.
Pomoc¢na tvrdnja 2. Vrijedi U;ep 4i = Z.

Ovakvim indeksiranjem postignuto je da i—tom registru ulazne trake stroja T
odgovara to¢no jedan i-ti registar neke startne trake stroja .S, te i—tom registru radne
trake stroja T" odgovara ¢-ti registar neke radne trake stroja S.

Na pocetku rada stroj S sadrzaj i—tog registra svoje ulazne trake kopira u i-ti
regisatar odgovarajuce startne trake. Nakon toga sve glave na j—toj startnoj traci
stroj S postavi na j—ti registar .

2-3m 1-m m dm—1 dm-2

(1—m). traka
1 To 1 2 3
3-3m 2-m m+1 3m m—1
(2 —m). traka
1 To 1 2 3
1-2m 0 2m—1 4m—-2 6m-—-3
0. traka
1 To 1 2 3
-m m-1 3m—-2 dm-3 Tm-4
(m —1). traka

Slika 6.5: Polozaj glava stroja S nakon kopiranja ulaza

Cilj nam je jednim korakom stroja S simulirati m uzastopnih koraka rada stroja 7T
Iz tog razloga promatramo rad stroja 1" u "segmentima' od po m uzastopnih koraka.
Pretpostavimo da se nakon m -k (k € N) koraka rada stroja T' glava na njegovoj
ulaznoj traci nalazi na nekom t—tom registru (¢ € Z). Zatim, pretpostavimo da se
glava na radnoj traci stroja 7" nalazi na s—tom registru (s € Z).
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i ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ +++ ulazna traka

e ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ +++ radna traka

Slika 6.6: Polozaj glava stroja T nakon m - k koraka

Neka su glave startnih traka stroja S pozicionirane redom na registre sa sljede¢im

indeksima: t+1—m, t+2—m, ..., t+m—2, t+m—1
t+1-m
(1-m). traka
t+2-m
(2-m). traka
t+m-1
(m-1). traka

!

Slika 6.7: Polozaj glava startnih traka stroja S nakon m - k koraka

Neka su glave radnih traka stroja S pozicionirane redom na registre sa sljede¢im
indeksima: s+1—m, s+2—-m, ..., s+m—2, s+m—1

Pretpostavljamo da se sadrzaj i-tog registra ulazne trake stroja 7' poklapa sa
sadrzajem i—tog registra odgovarajuce startne trake stroja S. Zatim, pretpostavljamo
da se sadrzaj i—tog registra radne trake stroja 1" poklapa sa sadrzajem i—tog registra
odgovarajuce radne trake stroja S. Opisimo kako ¢e izgledati konfiguracija stroja S
nakon sljede¢ih m koraka stroja T'. Pretpostavimo da su nakon m koraka glave stroja
T pozicionirane ovako:

e na ulaznoj traci je glava na nekom (¢ + i)—tom registru;
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s+1-m

N A B
s+2-m

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ (2—m). traka
s+m-1

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ (m—1). traka

Slika 6.8: Polozaj glava radnih traka stroja S nakon m - k koraka

e na radnoj traci je glava na nekom (¢ + j)-tom registru,

gdje su 4, prirodni brojevi za koje vrijedi 0 < 4,5 < m — 1. (Radi odredenosti
promatramo slucaj kada stroj u m koraka napravi vise koraka udesno nego lijevo, pa
onda vrijedi 0 < 1, j.)

Primijetimo da je glava radne trake stroja T tijekom m uzastopnih koraka mogla
promijeniti samo sadrzaje registara cije su oznake u sljede¢em intervalu: s+1—m, s+
2—m, ..., s+m—2, s+m—1

Stroj S mora simulirati m uzastopnih koraka stroja 7" u jednom koraku. To radi
na sljedec¢i nacin. Stroj S pomocu svoje funkcije prijelaza odredi:

e koje ¢e biti stanje stroja 7' nakon m koraka;

e koje znakove treba zapisati na trake da bi sadrzaj na njima odgovarao sadrzaju
traka stroja T, te ih zapise
(primijetimo da stroj S to moze napraviti u jednom koraku jer su mu glave na
registrima ¢iji indeksi pripadaju intervalima koje smo naveli);

e pomakne glave na trakama (to ¢emo posebno opisati).

Stroj S treba pomaknuti glave na startnim trakama tako da pokrivaju sljedeéi
interval indeksa registara:

t+1+1—m, t+2+2—m, ..., t+1+m—1,

odnosno, stroj S treba pomaknuti glave na radnim trakama tako da pokrivaju sljedeci
interval indeksa registara:

s+j+1—m, s+j534+2—m, ..., s+j+m-—1
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(Stroj S na taj nacin "predvida" m pomaka stroja T'.)
U tu svrhu stroj S pomakne samo glave na startnim trakama na registrima s
oznakama:

t—m+1,t—m+2, ..., t—m-+1,
odnosno, samo glave na radnim trakama nad sljede¢im registrima:
s—m+1, s—m+2, ..., s—m+]J
za jedno mjesto udesno. (PAZI! Registri su na trakama stroja S "udaljeni" za 2m—1).

t—m+1 t+m—1
t—m+41
| I I |
I\\ \\II\\ \\I
t—m+1 t—m+i+1 t+m—1
(t—m+1)+2m—-1)=t+m

(t—m+i)+@2m—-1)=t+m+i-—1

t—m-+1 t+m
[ I I I |
I\\ \\II\\ \\II\\ \\I
t—m-+1 t—m+1+1 t+m—1 t+m+i—1
I\\ \\I
R —
t—m+i+1 t+m+i—1

Slika 6.9: Intervali u kojima se mogu nalaziti glave stroja S

Ovako konstruirani Turingov stroj S radi m-puta manje koraka nego stroj T
a odlucuje isti jezik L. Kako ¢itanje ulaznih podataka nije moguce ubrzati, slijedi
tvrdnja teorema. Primijetimo jos samo da je time dokazan slucaj kada stroj 7" ima
samo jednu radnu traku. Ako bi stroj T" imao k radnih traka tada bi stroj S morao
imati k - (2m — 1) radnih traka. Q.E.D.

Uoc¢imo da u prethodnom (pre)detaljnom dokazu teorema o linearnom ubrzanju
nije mijenjan alfabet pocetnog stroja, ali je dozvoljeno da se za ubrzanje upotrebljava
stroj s vise traka. Sada dajemo dokaz istog teorema u kojem prosirujemo pocetni
alfabet, ali za ubrzanje koristimo stroj koji ima jednaki broj traka kao pocetni stroj.

Druga verzija dokaza teorema o linearnom ubrzanju (ne poveéava se broj
traka, ve¢ se povecava alfabet).

Neka je T = (Q,T',9) jednotra¢ni Turingov stroj koji odlucuje jezik L. Definirat
¢emo Turingov stroj S = (@Q',I",0") koji ima trazena svojstva. Zelimo da funkcija
0’ u jednom koraku simulira m koraka stroja 7. Buduéi da zelimo da i stroj S bude
jednotracni, prosirit ¢emo alfabet I' i skup stanja Q).
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Za svaku rije¢ w € I'™* ¢ija je duljina manja ili jednaka m, definiramo novo stanje
koje oznacavamo sa ¢,. Neka je QU {q, : w € I'*, |w| < m} podskup od Q' (kasnije
¢emo potpuno definirati skup stanja @)’.)

Za svaki simbol s € I definiramo novi simbol 5 koji ¢e oznacavati gdje se trenutno
nalazi glava stroja T. Neka je I' = {5 : s € I'}. Alfabet I stroja S definiramo ovako:

I =TUuImuUuTIxI™!yTIxDxIm?
UMxTxI™3U...ulm™2xIxlCul™ixT

Opisimo funkciju prijelaza ¢’. Najprije procitamo sto je zapisano na traci, te po-
novno zapiSemo "istu" rije¢, ali koriste¢i se simbolima alfabeta I \ I". To mozemo
ovako: ako je stroj bio u stanju ¢, i proc¢itao je simbol a, tada ili prelazimo u stanje
Qua, ako je |w| < m, ili zapisujemo simbol koji predstavlja rije¢ w, te stroj prelazi u
stanje g, (sa U oznacavamo praznu rijec).

Nakon sto stroj S procita ulaz (za Sto nam treba n koraka), svi ulazni simboli su
zamijenjeni novim simbolima.

Nakon toga slijedi simulacija rada stroja 7. Uc¢itamo simbol, te nam on govori
gdje se nalazi glava stroja T Sljede¢ih m koraka stroja 1" mozemo simulirati s jednim
korakom stroja S. Naime, budu¢i da jedan simbol stroja S predstavlja m simbola
stroja T, simulacijom m koraka stroja T biti ¢e potrebno izmijeniti najvise dva simbola
na traci stroja S. Takoder, pomicanjem glave stroja 7" mozemo simulirati pomicanjem
crtice iznad simbola na traci stroja S i micanjem glave stroja S.

Dakle, simuliranjem m koraka stroja 7', stroj S ¢e napraviti 2 koraka. Zato je
2 -timeg(n) < 1/m - timer(n), za svaki n € N. Q.E.D.

6.1.2 Teorem o vremenskoj hijerahiji

Teorem o vremenskoj hijerarhiji istice ono Sto intuitivno oc¢ekujemo od Turingovog
stroja: ako stroju damo vise vremena, on ¢e modi rijesiti viSe problema. Primjerice,
o¢ekujemo da ¢ée Turingov stroj vremenske sloSenosti n® odlucivati vise jezika nego
Turingov stroj vremenske sloZenosti n?. Drugim rije¢ima, teorem osigurava da niti u
jednom trenutku nec¢e doé¢i do kolapsa izmedu klasa slozenosti, odnosno da ¢e za danu
klasu uvijek postojati jezik koji joj ne pripada.

Mozemo se pitati, koliko vremena trebamo dati Turingovom stroju da budemo
sigurni da ¢e se broj jezika koje on odlucuje povecati? Ispostavlja se da se njegova
vremenska slozenost mora povecati barem za logaritamski faktor. To je ujedno i
glavna razlika u odnosu na teorem o prostornoj hijerarhiji koji istice da bilo koje
asimptotsko povec¢anje prostora osigurava nove jezike koji su odlucivi u tom prostoru.
Naglasimo samo da je ovaj rezultat posljedica koristenja deterministickog jednotrac-
nog Turingovog stroja. Otvoreni je problem moze li se pod istim pretpostavkama
dobiti jaca verzija teorema. Postupak dijagonalizacije, na kojemu se temelji dokaz
teorema, danas je jedini nacin na koji znamo razdvajati klase vremenske slozenosti.
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Na strani 37 dan je iskaz ovog teorema. Sada dajemo malo izmijenjeni, ali ekvi-
valentan iskaz, a onda i dokaz.

Teorem 6.2. (O vremenskoj hijerarhiji)
Za svaku vremenski konstruktibilnu funkciju f : N — N postoji jezik L tako da vrijedi
L € DTIME(f(n)log, f(n)), ali jezik L nije odluciv u vremenu o( f(n)).

Dokaz. Moramo pronadi jezik L takav da je L odluc¢iv na nekom deterministickom
Turingovom stroju vremenske slozenosti O(f(n)log, f(n)), te L ne smije biti odluciv
niti na jednom deterministickom Turingovom stroju M za kojeg vrijedi timey(n) ~
o(f(n)).

Jezik L definiramo tako sto definiramo Turingov stroj D koji ga odlucuje, tj.
vrijedit ée L = L(D). Ako je M neki Turingov stroj koji odlucuje jezik L(M) tako
da vrijedi timey(n) ~ o(f(n)), stroj D mora osigurati da se jezik L razlikuje od
jezika L(M) na barem jednom mjestu. Ideja je da stroj D koristimo za simulaciju
rada proizvoljnog stroja M s posebno odredenim ulazom, te pritom brojimo korake
simulacije. Ako se stroj M zaustavi u manje ili jednako o( f(n)) koraka u stanju gpa,
tada ¢emo definirati da stroj D staje u stanju qyg, i obratno.

Sto nam omogucéava da ¢e Turingov stroj D imati dovoljno vremena da "zapamti"
broj koraka simulacije stroja M? Buduéi da vrijedi timey (n) ~ o(f(n)), iz toga
slijedi da je lim timeyr(n)/f(n) = 0. Dakle, mora postojati prirodan broj ng, tako
da za svaki prirodan broj n > ng vrijedi da je timey (n) < f(n). To znaci da ako Tu-
ringov stroj M odlucuje jezik L(M) u timey(n) koraka, tada broj koraka simulacije
stroja M mozemo ograniciti s f(n), za dovoljno velik ulazni niz znakova (n > ny).
Stroj D ¢e imati dovoljno vremena da izracuna vrijednost funkcije f jer je po pret-
postavci teorema f vremenski konstruktibilna, pa ju je moguce izra¢unati u vremenu
O(f(n)), a to je manje od pretpostavljene vremenske sloZenosti rada stroja D, tj. od
O(f(n)log, f(n)). Prema tome, mozemo pretpostaviti da Turingov stroj D simulira
rad stroja M u najvise f(n) koraka. Ako se unutar f(n) koraka stroj M zaustavi u
nekom stanju, tada ¢emo definirati da se stroj D zaustavlja u suprotnom stanju.

Bitno je naglasiti da je vremenska granica simuliranja rada stroja M vazna jer
stroju D treba ostati dovoljno vremena da moze odluciti kako se jezik koji odlucuje
razlikuje od jezika L(M). U slucaju da se stroj M ne zaustavi u f(n) koraka, stroj D
mozda nece imati dovoljno vremena da odluci suprotno. Medutim, stroj D se tada
nema potrebu ponasati drukcije od stroja M, pa ¢e sve takve jezike ignorirati. Mi
¢emo definirati da se stroj D u tom sluc¢aju uvijek zaustavi u stanju gy g.

Bili smo veé¢ spomenuli da se jezik L mora razlikovati od jezika L(M) na ba-
rem jednoj rijeci, za svaki Turingov stroj M za ¢iju vremensku slozenost vrijedi
timeyr(n) ~ o(f(n)). U tu svrhu éemo primijeniti postupak dijagonalizacije.

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je alfabet svih Turingovih
strojeva koje razmatramo jednak {0, 1}, jer je taj skup dovoljan za kodiranje. Svih Tu-
ringovih strojeva nad alfabetom {0, 1} koji staju za svaki ulaz ima prebrojivo mnogo,
pa ih mozemo poredati u niz: My, M,, ... U sljedec¢oj tablici retci predstavljaju Tu-
ringove strojeve, a stupci njihove opise (kodove). Element u i—tom retku i j—tom
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stupcu je primjer odluc¢ivanja Turingovog stroja M; kada mu je na ulazu dan njegov
kod (M).

(M) (M) (Ms)
My | dave  4qpa  4pa

M, | gpa dpa qnE
Ms | gve  gve  dANE

Posebno smo oznacili elemente na dijagonali tablice, jer ¢e upravo to biti mjesta na
kojima ce se razlikovati strojevi D i M;, za svaki ¢ € N.

Primijetimo da, iako simuliramo rad Turingova stroja M u f(n) koraka, jos uvijek
se moze dogoditi da stroj D odluci isti jezik kao i neki stroj M. Do toga moze doci
u slucaju kada asimptotsko ponasanje funkcije timey, jos nije doslo do izrazaja. U
prethodnom dijelu zakljucili smo da funkciju timey; mozemo ograniciti funkcijom f
kada vrijedi da je n > ng, za neki ng € N. No, u slucaju kada je n < ng moze
se dogoditi da vrijedi timey(n) > f(n), pa Turingov stroj M ne staje u najvise
f(n) koraka. Buduéi da ¢emo definirati da stroj D simulira prvih f(n) koraka rada
stroja M, tada ¢emo definirati da stroj D u tom slucaju staje u stanju gyg. Naravno,
problem nastaje kada i stroj M staje u stanju qyg. Taj problem lako rjesavamo tako
da ulazni podatak (M) "produljimo" koliko treba. Umjesto (M) kao ulazni podatak
uzet ¢emo rije¢ (M)10*, gdje nam simbol "1" sluzi kao separator izmedu koda stroja
M 1 kona¢nog niza nula. Broj simbola "0" mora biti toliki da vrijedi [(M)10*| > ny.

Sada definiramo rad stroja D :

D = "na ulazu je rije¢ w, te je n = |w|":

1. Izracunaj f(n) koristeéi ¢injenicu da je funkcija f vremenski konstruktibilna i
pohrani vrijednost f(n) u unarnom zapisu na poseban dio trake. Ovaj dio trake
na kojem je pohranjen broj f(n) nazvat ¢emo binarni brojac.

2. Binarni broja¢ smanji za jedan nakon svakog koraka rada stroja D u sljede¢im
fazama 3, 4 i 5. Ako vrijednost binarnog brojaca u bilo kojem trenutku dode
do nule, tada zavrsi u stanju gyg.

3. Ako ulazna rije¢ w nije oblika (M)10* za neki Turingov stroj M, zavrsi u stanju
4dNE-

4. Simuliraj rad Turingovog stroja M s ulazom w.

5. Ako stroj M zavrsi rad u stanju gp 4 tada neka stroj D stane u stanju gyg. Ako
pak stroj M stane u stanju gyg, tada neka stroj D zavrsi rada u stanju ¢pa.

Svaka od faza 1, 2, 3, 4, 51 6 mora se modi izvrsiti u vremenu O(f(n)logsf(n)).
Da bismo proveli efikasnu simulaciju, Turingov stroj D ¢emo promatrati kao poseban
slucaj stroja koji ima vise traka, ali samo jednu glavu koja se paralelno kreé¢e po
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svim trakama. Takva reprezentacija jednotrac¢nog Turingovog stroja D je moguca
jer znamo da se svaki k—tracni Turingov stroj moze efikasno simulirati jednotra¢nim
strojem uz povecanje alfabeta. Malo preciznije, ako je Dy neki k—trac¢ni Turingov stoj
i I'; njegov alfabet, onda postoji jednotra¢ni Turingov stroj Dy s alfbetom I'§ takav da
stroj Dy moze simulirati stroj D; uz konstantno povecanje vremena koje ovisi samo
o broju traka i alfabetu. Ideja je da svaku k—torku simbola stroja D; reprezentiramo
jednim simbolom na traci stroja Ds. To znaci da stroj Dy mozemo promatrati kao da
ima k paralelnih traka i jednu glavu koja se paralelno kre¢e duz svih traka. U dokaz
ove tvrdnje se neemo upustati, on se moze pogledati u [1].

Mi ¢emo promatrati Turingov stroj D koji ima tri trake. Prva traka je radna traka
i ona se koristi za simulaciju rada stroja M. Na drugoj traci je pohranjeno trenutno
stanje stroja M kao i njegova funkcija prijelaza. Treca traka sluzi kao binarni brojac,
tj. na njoj je pohranjena vrijednost f(n). Mozemo pretpostaviti da su na pocetku
glava stroja nalazi na prvom znaku svake od rijeci.

Funkcija f je po pretpostavci teorema vremenski konstruktibilna, pa se njena
vrijednost moze izrac¢unati u vremenu O( f(n)). Takoder, moguce je u jednom prolazu
provjeriti je li w rije¢ oblika (M)10*. Stroj D treba samo krenuti od desnog kraja
rijeci i provjeriti slijedi li nakon nula (ako ih ima) jedinica pa kod stroja M. Jos je
potrebno provjeriti je li simulaciju stroja M kao i azuriranje brojaca moguce efikasno
provesti.

Svaki put kad stroj D simulira jedan korak rada stroja M, on prvo uzme simbol s
prve trake na kojeg trenutno pokazuje glava (dakle , glava” stroja M). Zatim pomice
glavu da bi procitao trenutno stanje s druge trake. Kada stroj D sazna te infor-
macije, on prolazi kroz funkciju prijelaza zapisanu na drugoj traci dok ne naide na
podudaranje sa stanjem i simbolom (argumentima funkcije). Konaé¢no, stroj D uzima
vrijednosti funkcije prijelaza, zapisuje trenutno stanje na drugoj traci, te azurira prvu
traku. Ako je trenutno stanje qp, ili qyg stroj D zavrSava s radom, inace ponavlja
postupak. Kod simulacije stroja M, problem moze nastati u slucaju da glava ,,ode”
predaleko u jednu stranu. Budu¢i da imamo samo jednu glavu za citanje i pisanje
moze se dogoditi da njeno kretanje oduzme previse vremena i po¢me ovisiti o du-
ljini ulazne rije¢i w. To se ne smije dogoditi jer bi rezultiralo da stroj D radi vise
od O(f(n)log, f(n)) koraka (moramo uzeti u obzir i azuriranje binarnog brojaca na
trecoj traci).

Da bi simulacija bila efikasna, stroj D mora sadrzaj druge trake drzati blizu tre-
nutne pozicije glave stroja M na prvoj traci. To radi tako da svaki put kada promijeni
poziciju glave na prvoj traci on prebaci ¢itav sadrzaj druge trake za jedno mjesto u
smjeru u kojem je pomaknuo glavu. Buduéi da sadrzaj druge trake ne ovisi o duljini
ulaza od stroja M (jer je na njoj samo opis od M), pomak dodaje samo konstantni
faktor vremenu simulacije, tj. faktor |(M)|. Nadalje, zbog toga jer stroj D uvijek drzi
sadrzaj druge trake blizu glave stroja M, vrijeme pretrazivanja funkcije prijelaza i
azuriranje prve trake takoder je konstantno. Dakle, ako stroj M radi g(n) koraka,
stroj D ga moze simulirati u vremenu O(g(n)).

Binarni broja¢ sadrzi vrijednost f(n) u binarnom obliku koju Turingov stroj D
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nakon svakog koraka simulacije stroja M smanjuje za jedan. To radi tako da pode od
najmanje znacajnog simbola i ako je on jednak 1, na njegovo mjesto pise 0 i prestaje
s operacijom smanjenja za jedan. Ako je on jednak 0, na njegovo mjesto pise 1 i vrsi
prijenos simbola. OCcito je azuriranje brojaca moguce provesti u jednom prolasku i
za to nam treba najvise log, f(n) koraka (jer je to duljina broja f(n) u binarnom
zapisu). Jo$ trebamo izvrSiti pomak sadrzaja i ove trake u smjeru pomaka glave iz
istog razloga kojeg smo gore naveli. To je dodatnih log, f(n) koraka, pa azuriranje
trece trake uzima O(log, f(n)) koraka.

Dakle, buduéi da stroj M simuliramo u f(n) koraka, ukupno vrijeme rada stroja
iznosi O(f(n)log, f(n)). To znaci da je jezik A odluciv u vremenu O(f(n)log, f(n)).

Da bi pokazali da jezik A nije odluciv u vremenu o( f(n)) pretpostavimo suprotno.
Neka je M neki Turingov stroj koji odlucuje jezik A u vremenu g(n) ~ o(f(n)). Iz
gornjeg dijela dokaza znamo da stroj D moze simulirati stroj M u dg(n) koraka, gdje
je d neka konstanta. Buduéi da vrijedi g(n) ~ o(f(n)), tada postoji prirodan broj ng
takav da za svaki n > ng vrijedi dg(n) < f(n). To znaci da ¢e stroj D simuliranje
stroja M privesti kraju kad god je duljina ulaznog niza veca ili jednaka ny. Ako sada
pokrenemo simulaciju stroja M s ulazom (M)10™ slijedi da ¢e simulacija zavrsiti, te
da ¢e stroj D odluciti suprotno od onoga Sto stroj M odluci. Dakle, dosli smo do
kontradikcije s pretpostavkom da je jezik A odlué¢iv u vremenu o( f(n)). Zakljucujemo
da jezik A nije odlu¢iv u vremenu o(f(n)). Q.E.D.

6.1.3 Teorem o praznini

Na strani 41 iskazan je sljedeci teorem.

Teorem 6.3. (O praznini)
Neka je g rekurzivna funkcija, takva da za svakin € N vrijedi n < g(n). Tada postoji
rekurzivna funkcija f tako da za svakin € N vrijedi n < f(n), te imamo

DTIME((g o f)(n)) = DTIME(f(n)).

Skica dokaza. Neka je T' = (2,%,T",§) 2—tra¢ni univerzalni Turingov stroj. Za ulaz
(x,y) sa timer(z,y) ozna¢imo potreban broj koraka. Tvrdnja teorema slijedi iz slje-
dece dvije pomone tvrdnje.

Pomoc¢na tvrdnja 1. Postoji jedinstvena rekurzivna funkcija f : N — N tako da za
svaki n > 01 sve z,y € X* takve da je |z|, |y| < n vrijedi:

timer(x,y) < f(n) ili timer(z,y) > ¢>(f(n))

Pomo¢na tvrdnja 2. Za funkciju f iz tvrdnje 1 vrijedi:

DTIME((g o f)(n)) = DTIME(f(n))
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6.1.4 PROBLEM Horn—SAT

Na strani 71 dan je sljedeéi teorem. Ovdje dajemo detaljan dokaz.
Teorem 6.4. PROBLEM Horn—SAT pripada klasi P.
Dokaz. Neka je s HORN oznacen sljedeci algoritam:

1. Ako se konstanta T pojavljuje u formuli F' tada je oznaci u svim
nastupima u formuli F.

2. Ponavljaj sve dok se pojavljuju novi oznaceni simboli:

za svaku Hornovu klauzulu P, A ... P, — @ koja je ko-
njunkt u formuli F} i za koju su ve¢ svi simboli F;; oznaceni,
oznaci i simbol ) u svim klauzuluma u kojima se pojavljuje.

3. Ako je logicka konstanta L oznacena, tada algoritam staje u sta-
nju gy (odnosno, algoritam odbacuje formulu F'). Ako simbol L
nije oznacen tada algoritam staje u stanju gpa (odnosno, algoritam
prihvaé¢a formulu F' kao ispunjivu).

Preostalo je dokazati da je algoritam polinomne vremenske slozenosti, te da je
korektan. Neka je {Py,..., P,} skup svih propozicionalnih varijabli koje nastupaju
u formuli F. O¢ito se petlja u algoritmu HORN ponavlja najvise n 4+ 1 puta (ima n
varijabli, te moguée se oznaci i simbol 1). Iz toga direktno slijedi da je algoritam
HORN polinomne vremenske slozenosti.

Prije dokaza korektnosti primijetimo prvo da se za neku Hornovu klauzulu F moze
dogoditi da primjenom algoritma HORN nije oznacen niti jedan simbol. Posebno, tada
nije oznacen ni simbol L. Algoritam je u tom slucaju korektan, jer za interpretaciju
I =0 ocito vrijedi I(F) =1, pa je formula F' ispunjiva.

Kako bi dokazali korektnost algoritma HORN s ulazom F, dokazujemo indukcijom
po broju izvrsavanja petlje u algoritmu sljede¢u tvrdnju:

ako je P neka oznacena propozicionalna varijabla
() < tijekom rada algoritma HORN, tada za svaku interpretaciju I
za koju je I(F) = 1, vrijedi I(P) = 1.

Baza indukcije: prije pocetka izvrsavanja petlje u algoritmi mogu biti oznacene samo
logicke konstante T koje se pojavljuju u formuli tj. niti jedna propozicionalna varijabla
ne moze biti oznacena.

Neka je k € N tako da tvrdnja (x) vrijedi ako je u algoritmu HORN bilo % izvrSavanja
petlje. Ako je nastupilo i (k + 1).-to izvrSsavanje petlje, tada postoji barem jedna
Hornova klauzula H = P, A ... P, — @Q koja je konjunkt u formuli F, za koju
su ve¢ svi simboli P;; oznaceni do k-tog izvrsavanja petlje. Neka je I proizvoljna
interpretacija I za koju je I(F') = 1. Iz pretpostavke indukcije slijedi I(FP;,) = 1 za

J
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svaki 7 € {1,...,m}. Buduéi da je H jedan konjunkt formule F) te je I(F') = 1, tada
je I(H) = 1. Ocito je tada i I(Q) = 1.

Dokazimo sada korektnost algoritma HORN. Promotrimo prvo slucaj kada je algo-
ritam za neku Hornovu formulu F' zavrsio u stanju qyg. Tada je logicki simbol L bio
oznacen tijekom rada algoritma. To znaci da postoji klauzula H = P, A... P, — L
koja je konjunkt u formuli F, za koju su ve¢ svi simboli P;; oznaceni. Ako bi for-
mula F bila ispunjiva, tada bi postojala interpretacija I takva da je I(F) = 1, pa iz
dokazane tvrdnje (x) slijedi I(F;;) = 1 za svaki j. Bududi da je H jedan konjunkt u
formuli F, te je I(F) = 1, tada je I(H) = 1. No, iz I(P;, A ... AN P;)) = 1, slijedi
I(L) = 1, sto je nemoguce. Dakle, ako je algoritmom HORN za Hornovu formulu F
oznacCena konstanta 1, tada F' nije ispunjiva.

Promotrimo sada slucaj kada je za Hornovu formulu £ algoritam HORN zavrsio tako
da logicka konstanta L nije oznacena. Definiramo interpretaciju I : Var(F) — {0,1}
ovako:

I(p) = 1, ako je varijabla P oznacena tijekom rada algoritma;
~ ] 0, inace.

Pretpostavimo da je I(F) = 0. Tada postoji Hornova klauzula H od F tako da je
I(H)=0.Nekaje H=P,AN...P,, - Q. Tadaje I(P,A...P,)=11 I(Q)=0.1z
definicije interpretacije I slijedi da su svi simboli F;; oznaceni. No, tada iz definicije
algoritma HORN slijedi da je i simbol () oznacen. Simbol () ne moze biti varijabla, jer
iz 1(Q)) = 0 i definicije interpretacije I slijedi da @) nije oznacena varijabla. Simbol
() ne moze biti logicka konstanta L, jer upravo promatramo sluc¢aj kada simbol L
nije oznacen. Simbol () ne moze biti logicka konstanta T, jer smo bili zakljucili
da je I(Q) = 0. Time je dobivena kontradikcija. Dakle, treba vrijediti I(F) = 1,
tj. formula F' treba biti ispunjiva ako algoritam HORN zavrsi tako da simbol L nije
oznacen. Q.E.D.

6.1.5 PROBLEM 3-0BOJIVOSTI

PROBLEM 3-0BOJIVOSTI nekoliko puta smo razmatrali u primjerima. Sada dajemo
detaljan dokaz da je taj problem NP-potpun. Teorem je iskazan na strani 80. Tamo
su dane i definicije svih pojmova.

Teorem 6.5. PROBLEM 3-0BOJIVOST je NP—potpun.

Dokaz. Neka je F' neka 3-knf. Konstruirat ¢emo graf G za nju koji je mogucée obojati
s tri boje ako i samo ako je F' ispunjiva formula. Konstrukciju grafa G provodimo
u tri koraka. Za ¢vorove grafa GG prvo uzmemo sve literale koje odreduju varijable
formule F', te spojimo svaku varijablu s njenom negacijom.

Za formulu F = (21 V 22 V x3) A (T1 V T3 V x4) taj prvi dio grafa G izgleda:
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X1 X X3 X4

U drugom koraku dodamo jos dva nova ¢vora U i V| i spojimo ih jedan s drugim.
Nadalje, spojimo U sa svim literalima.

Za formulu F' = (21 Vxe Vx3) A (T1 VT2V 24) nakon drugog koraka graf G izgleda:

U ovom dokazu dio grafa koji je u obliku peterokuta nazivamo pentagon. U tre¢em
koraku konstrukcije grafa za svaku elementarnu disjunkciju D = Z;, V Z;, V Z;, grafu
G dodajemo pentagon. Spojimo dva proizvoljna susjedna vrha svakog pentagona
sa ¢vorom V. U svakom pentagonu, koji je pridruzen elementarnoj disjunkciji D,

preostala tri vrha spojimo sa Z;,, Z;, 1 Z,.
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Za formulu F = (21 V 22 V x3) A (T7 VT3 V 4) graf G izgleda:

Tvrdimo da je tako konstruirani graf G moguce obojati s tri boje ako i samo ako je
F ispunjiva formula. Ono $to igra klju¢nu ulogu u ovom dokazu, a lako je za provjeriti
jest da:

ako su za neku elementarnu disjunkciju Z;, V Z;, V Z;, ¢vorovi
Zi, iy, Zis 1V obojeni s dvije boje, tada se pripadni pentagon
(¥) ¢ moze na 'legalan" nacin obojati s tri boje
ako i samo ako
Zi,, Zi, je obojan drugacije nego ¢vor V'

barem jedan od ¢vorova Z;

17 29
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Na sljedecoj slici su "legalno" obojani pentagoni, pa slika moze posluziti kao pomo¢
prilikom dokaza prije navedene tvrdnje (k).

}‘.

/o -

‘.-" _. / _—. f

[ | | |
oo o l ‘ o o
zZy Za i Zy 2, Z3 Zy Zz Z;

neutral

. true

S S .

Xt /H /H Re <l
. . b &

Z, 2 Z3 Ly Zs Zy Z2 Zs

Ako osiguramo da je ¢vor V' obojan bojom koja oznacava neistinitost, tada graf G
nije 3—obojiv ako i samo ako postoji elementarna disjunkcija koja se sastoji iskljuc¢ivo
od neistinitih literala. Pretpostavimo da je F' ispunjiva formula. Neka je I neka
interpretacija za koju vrijedi I(F) = 1. U pripadnom grafu G obojimo s crvenom
bojom sve one literale L za koje je I(L) = 1, a plavom bojom obojimo neistinite
literale.

Sada jos trebamo obojati ¢vorove U i V. To ¢emo napraviti tako da

, jer je on spojen s ¢vorovima koji su obojeni i u plavo i u crveno.
Vrh V' ¢emo obojiti plavom bojom. Obzirom da svaka elementarna disjunkcija mora
sadrzavati bar jedan literal obojen crvenom bojom, ovakvo bojanje se moze prosiriti
na vrhove pripadnog pentagona.
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Za ispunjivu formulu F' = (21 V 2oV x3) A (T1 VT3 V 24) 1 interpretaciju I(zq) = 1,
I(xg) = 0, I(x3) = 1, I(z4) = 1 (uocite da je I(F) = 1) bojenje pripadnog grafa
izgleda:

neutral

. true
. false

X1

3 SAT formula: (Xqv Xav X3) A (21 v igv Xa)

Obratno, pretpostavimo da je pripadni graf G formule F' moguce obojati s tri boje
(uzimamo da su te boje crvena, plava i Zuta). Pretpostavimo da je V' plave boje, a
¢vor U zute (moraju biti razli¢ito obojeni jer su spojeni). Tada ¢vorovi koji se odnose
na literale moraju biti obojani samo s plavom i crvenom (jer je zuti ¢vor U spojen
sa svakim literalom). Cvorovi s varijablama i njenim negacijama tada moraju biti
obojani tako da je jedan vrh crven, a drugi plavi. Budu¢i da su i vrhovi svakog pen-
tagona legalno obojani, te je ¢vor V obojan plavo, tada iz tvrdnje (x) slijedi da svaka
elementarna disjunkcija sadrzi jedan crveni ¢vor. Ukoliko crvene ¢vorove smatramo
"istinitim" tada dobivamo interpretaciju za koju je formula F istinita. Q.E.D.
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6.2 Rjesenja nekih zadataka

1. Sada dokazujemo da je problem XSAT jedan NP—potpun problem (vidi zadatak
6 na strani 73).

Problem XSAT (eng. Exact satisfiability) glasi: za danu knf F' treba
odrediti da li postoji interpretacija I takva da vrijedi I(F) =1 ida
je tocno jedan literal u svakoj elementarnoj disjunkciji istinit.

Na slican nacin definiramo problem 3-XSAT, samo Sto zahtijevamo da se u svakoj
elementarnoj disjunkciji od F' nalaze toc¢no tri literala. Ovdje ¢emo dokazati
jacu tvrdnju: problem 3-XSAT je jedan NP-potpun problem. Uoc¢imo da iz
toga odmabh slijedi da je i problem XSAT takoder NP—potpun jer je svaki 3-XSAT
problem ujedno i XSAT problem.

Jasno je da vrijedi 3-XSAT € NP jer za certifikat mozemo uzeti parcijalnu interpre-
taciju. Tada algoritam za provjeru racuna istinost formule i pritom provjerava
je li u svakoj elementarnoj disjunkciji to¢no jedan literal istinit. Taj algori-
tam je o¢ito polinomne vremenske slozenosti. (Isti argument mozemo ponoviti
prilikom dokaza da vrijedi XSAT € NP).

Dokazimo sada da je problem 3-SAT polinomno reducibilan na problem 3-XSAT.
Iz toga odmah slijedi da je problem 3-XSAT jedan NP—tezak problem.

Za svaki literal @ uvodimo oznaku Q ovako:

Q= =), akoje @ prop. varijabla;
- P, ako @ =-P.

(Na taj nacin se izbjegavaju dvojne negacije, koje ne smiju doéi u elementarnim
disjunkcijama).

Neka je F'= Cy A...ACs neka 3-knf (C; je elementarna disjunkcija). Definirat
¢emo knf F’ tako da vrijedi:

F € 3-SAT ako i samo ako F’ € 3-XSAT (%)

Ako je C; = Q1 V Q2 V Q3, te su P, P, P3 i P, varijable koje ne nastupaju u
formuli F, te ih jos nismo upotrijebili za definiciju formule F”, tada definiramo:

Ci=(~Q1VPIVP)AN(QeV PV P3)A(~Q3V P3V Py)

Tada definiramo 3-knf F” ovako:

F = /\ Cl.
i=1
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Tvrdimo da za svaku interpretaciju I : Var(F) — {0,1} vrijedi:

I(F) =1 akoisamo ako postoji prosirenje I’ interpretacije [
tako da vrijedi I'(F’) = 1, te je u svakoj
elementarnoj disjunkciji od F” istinit
tocno jedan literal.

()

Iz prethodne tvrdnje ocito slijedi tvrdnja (x).

Sada dokazujemo tvrdnju (xx*). Neka je I : Var(F) — {0,1} proizvoljna in-
terpretacija. Pretpostavimo prvo da vrijedi I(F) = 1. Za svaki i € {1,...,s}
oznacimo redom:

Cz(l = Ql V P1 V P2
CZ{2 = QQ V P2 V P3
Cz{?) = Qg V P3 V P4
Za svaki i € {1,...,s} definiramo trazeno prosirenje I’ od I obzirom na sluca-

jeve ovako:

(a) ako je I(Q2) = 1 tada definiramo:
I'(Py) = 1(Qq);
I'(Py) = I'(P3)
I'(Py) = 1(Qs)
Lako je vidjeti da vrijedi I'(C},) = I'(Cly) = I'(Cl3) = 1, te je u svakoj od
te tri elementarne disjunkcije istinit toc¢no jedan literal za interpretaciju
I’. To ilustriramo u sljede¢im tablicama:

)

Cﬂ C7l2
NQI P Py Qz P | P
1—1(@Q) | I(@) | 0 11070
Cis
NQ3 Ps Py
1-1(Qs) | 0 ] 1(¥s)

(b) ako je I(Q)y) = 0 tada promatramo sljedeca tri podslucaja:
2.a) Neka je 1(Q)1) = I(Q3) = 1. Tada definiramo: I'(P) = I'(P3) =1 i
I'(Py)=1'(P) =0.
Ovaj slucaj ilustriramo sljede¢im tablicama.

Ca Cio Cis
NQl Pl P2 QQ P2 P3 NQg PS P4
0 110 0 011 0 110

Dakle, vrijedi I'(C},) = I'(Cly) = I'(C}3) = 1, te je u svakoj od te tri
elementarne disjunkcije istinit to¢no jedan literal za interpretaciju I’.



6.2. RJESENJA NEKIH ZADATAKA 123

2.b) Neka je I(Q1) =1 1 I(Q3) = 0. Tada definiramo: I'(P,) = I'(P3) =
I'(Py) =0 i I'(P2) = 1. Opet ¢emo sve ilustrirati tablicama.

C; C; C;
~Q | PP Q| P | P ~Qs| P3| Py
0 0 1 0 1 0 1 0 0

Iz tablica vidimo da vrijedi I'(C},) = I'(Cly) = I'(Cly) = 1, te je u
svakoj od te tri elementarne disjunkcije istinit to¢no jedan literal za
interpretaciju I'.

2.c) Neka je I(Q1) =0 i I(Q3) = 1. Tada definiramo: I'(P,) = I'(P) =
I'(Py) =0 i I'(P;) = 1. I ovaj slucaj prikazujemo tabli¢no.

C; C; C;
~Q | P B Q| P | P ~Qs| P3| Py
1 0 0 0 0 1 0 1 0

Ocito je I'(Cl) = I'(Cl,) = I'(Cl;) = 1, te je u svakoj od te tri
elementarne disjunkcije istinit toéno jedan literal za interpretaciju I’.

Dokazimo sada drugi smjer u tvrdnji (xx). Neka je I'(F') = 1, te neka je u
svakoj elementarnoj disjunkciji od F” istinit to¢no jedan literal. Oznacimo sa [
restrikciju interpretacije I’ na skup Var(F'). Pretpostavimo da I(F') = 0. Tada
postoji nekii € {1,...,s} takav da je I(C;) = 0. Ako je C; = Q1 V Q2 V Q3 tada
je I(Qq) = 1(Q2) = I(Q3) = 0. No, iz I'(F'") = 1 posebno slijedi I'(C]) = 1,
tj. I'(Cl) = I'(Cly) = I'(Cl;) = 1. Sada iz I'(Cly) = 11 I'(Q2) = 1(Q2) =0
slijedi I'(Py) = 1ili I'(P3) = 1 (ali ne vrijedi I'(P,) = I'(P3) = 1). Bududi da
jeI'(~ Q1) =1—-1'(Q2) =1 —1(Q2) = 1, te analogno I'(~ Q3) = 1, slijedi da
su u barem jednoj od elementarnoj disjunkciji C?; i Cf, istinita dva literala za
interpretaciju I, sto je suprotno pretpostavci.

2. Dokazujemo da je problem MAX—2-SAT jedan NP—potpun problem (vidi zadatak
7 na strani 73).

Ponovimo prvo formulaciju problema MAX—2—SAT:

za zadanu 2-knf F' i prirodan broj k, potrebno je ispitati postoji
li interpretacija I takva da je za nju istinito barem k elementarnih
disjunkcija formule F.

Kako je problem MAX-2-SAT specijalni sluc¢aj problema SAT, te vrijedi SAT € NP,
tada ocito vrijedi MAX—2-SAT € NP.

Sada dokazujemo da vrijedi 3-SAT<, MAX-2-SAT. U tu svrhu za svaku 3-knf
F koja se sastoji od m elementarnih disjunkcija definiramo 2-knf G tako da
vrijedi:
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formula F' je ispunjiva ako i samo ako postoji interpretacija I za koju
je istinito najvise 7m elementarnih disjunkcija formule Gp.

Za svaku formulu A definiramo formulu ~ A ovako:

—-A, inace.

NA:{ B, ako A=-B:;

Neka je F' = C1A. . .AC,, neka 3-knf gdje su C; elementarnje disjunkcije s tocno
tri literala. Neka je W = {Q1, ..., @} skup propozicionalnih varijabli tako da
je Var(F) N W = (. Za svaku elementarnu disjunkciju C; = Cj; V Ci V Ci3
(Ci1, Cyio 1 Cy3 su literali) definiramo 2-knf G; ovako:

GiE Cﬂ/\ciz/\cig/\Qi/\

(a)
(~ CiV ~ Cig) A(~ CipV ~ Ci3) A (~ CizV ~ Ci1) A

(b)
(Ca V=Qi) N (CiaV=Qi) N (Cis V—Q;).

(c)

Neka je Gp = G1A. .. AG,,. Uoc¢imo da je formula G jedna 2-knf. Pokazimo da
je formula Gz antitautologija. Pretpostavimo suprotno. Neka je I interpretacija
za koju je I(Gr) = 1. Tada je posebno i I(G1) = 1. No, iz I(G;) = 1 slijedi da
je dio formule G koji smo oznacili sa (a) istinit za interpretaciju /. To znaci da
Vrijedi I(Cll> - 1(012) = I(Cl3) = I(Ql) = 1. Tada je I(N Czl) = I(N CZQ) =
0, pa je I(~ CyV ~ Ci3) = 0. Iz ovog posljednjeg slijedi da je je I(G1) = 0, Sto
je suprotno pretpostavci.

Pokazimo da za svaku interpretaciju I te za svaki ¢ € {1,...m} postoji najvise
7 elementarnih disjunkcija u formuli GG; koje su istinite za interpretaciju /. Neka
je I proizvoljna interpretacija. Promatramo sljedece slucajeve:

a) I(Cy) =1(Cy) = 1(Cy3) = 1.
Tada su istinite tri elementarne disjunkcije iz skupine (a), te su istinite sve
tri elementarne disjunkcije iz skupine (c¢). Svaka elementarna disjunkcija
iz dijela formule G; koji smo oznadili sa (b) je neistinita.
Ovisno o vrijednosti /(Q;) imamo da je za ovaj slucaj istinito 6 ili 7 ele-
mentarnih disjunkcija formule Gj.

b) istinita su to¢no dva literala iz skupa {Cj1, Cia, Ci3} za interpretaciju I.
Tada su istinite dvije elementarne disjunkcije iz skupine (a) i dvije iz sku-
pine (b), tj. Cetiri ukupno.

Ako je I(Q;) = 1 tada u skupini (a) imamo jo$ jednu istinitu elementarnu
disjunkciju, a u skupini (c¢) dvije.
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Ako je I(Q;) = 0 onda imamo tri istinite elementarne disjunkcije u skupini
().

To znaci da bez obzira na vrijednost interpretacije I na varijabli ; u ovom
sluéaju imamo to¢no 7 istinitih elementarnih disjunkcija u formuli G;.

¢) istinit je to¢no jedan literal iz skupa {Cj1, Cio, Cy3} za interpretaciju I.
Tada je u skupini (a) istinit jedan literal, a u skupini (b) tri.
Ako je I(Q;) = 1 tada je u skupini (a) istinita jos jedna elementarna
disjunkcija, a u skupini (¢) su sve tri neistinite. To znac¢i da je u ovom
sluc¢aju istinito 5 elementarnih disjunkcija.

Ako je I(Q;) = 0 tada su u skupini (c¢) istinite 3 elementarne disjunkcije,
pa je u ovom slucaju ukupno 7 elementarnih disjunkcija istinito.

d) I(Cy) =1(Ci) = I(Ci3) = 0.
Tada su istinite sve 3 elementarne disjunkcije iz skupine (b).
Ako je I(Q;) = 1 tada je iz skupine (a) istinita joS jedna elementarna di-
sjunkcija. U ovom slucaju imamo ukupno 4 istinite elementarne disjunkcije
formule G;.

Ako je 1(Q;) = 0 tada su istinite sve 3 elementarne disjunkcije iz skupine
(c). Tada je u tom slucaju istinito ukupno 6 elementarnih disjunkcija.

Pretpostavimo prvo da je 3—knf F' ispunjiva, tj. F' €3-SAT. Neka je I interpre-
tacija takva da je I(F) = 1. Iz prethodnih razmatranja slijedi da je tada za
interpretaciju I istinito maksimalno 3m elementarnih disjunkcija formule Gp.
To znaci da je (Gp,3m) €MAX—2-SAT.

Lako je vidjeti da vrijedi i obrat, tj. ako je za svaku interpretaciju [ istinito
maksimalno 7m elementarnih disjunkcija formule G tada je formula F' ispu-
njiva.

Zatim, ocito je za svaku knf F' formulu Gy moguce konstruirati u polinomnom
vremenu (u odnosu na duljinu rijeéi F').

3. Dokazujemo da vrijedi PROBLEM VRIJEDNOST SKLOPA € P (vidi zadatak 9 na
strani 74). PROBLEM VRIJEDNOST SKLOPA (eng. CIRCUIT VALUE) glasi:

za dani sklop C, ¢ija niti jedna vrata nisu propozicionalna varijabla,
treba odrediti da li postoji interpretacija I adekvatna za C' takva da

jeI(C) =1.

Koristeci se algoritmom E. W. Dijkstre mozemo formulu prebaciti u postfix
oblik u kojem je pogodna za evaluaciju. Koraci algoritma su sljededi:

(a) Procitaj sljededi znak.
(b) Ako je znak 0 ili 1 ispisi ga.
(c¢) Ako je znak operator,
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e sve dok stog nije prazan i operator na vrhu stoga ima vedci
ili jednak prioritet od procitanog, ispisi i ukloni operator na
vrhu stoga, zatim
e stavi znak na stog.
(d) Ako je znak "(" onda ga stavi na stog.

(e) Ako je znak ")" onda ispisi i uklanjaj sve operatore sa stoga dok
ne naides na zbak "(". Ukloni znak ")" sa vrha stoga.

(f) Ako ima jos znakova za progitati, onda idi na korak 1., inace
ispisuj i uklanjaj ostatak stoga.

Napomenimo samo da se stog trivijalno simulira dodatnom trakom na Turin-
govom stroju. Operatori poredani silazno po prioritetu su =, A, V. Dodatno,
smatramo da "(" ima najmanji prioritet. Za evaluaciju se postavimo na pocetak
postfix izraza i pratimo sljedece korake:

(a) Procitaj sljedeci znak.

(b) Ako je znak 0 ili 1 onda ga stavi na stog.

(¢) Ako je znak n—aran operator onda uzmi prvih n elemenata s vrha
stoga i evaluiraj operator nad tim argumentima. Rezultat stavi
na stog.

(d) Ako ima jos znakova za procitati onda idi na korak 1., a inace
ispisi rezultat s vrha stoga kao konac¢no rjesenje.

Algoritam je oc¢ito polinomne vremenske slozenosti i rjeSsava dani problem.

Dokazujemo da je problem NAESAT jedan NP—potpun problem (vidi zadatak 10
na strani 74).

Problem NAESAT (eng. Not-All-Equal satisfiability) glasi: za danu knf
F treba odrediti da li postoji interpretacija I takva da vrijedi I(F) =
1 i da je barem jedan literal u svakoj elementarnoj disjunkciji neistinit.

Problem NAESAT, kao i svaka druga varijanta problema SAT, je iz klase NP. Na-
ime, iz teorema o certifikatu slijedi da je za svaku knf dovoljno pronadi certifikat
i onda je lako, u polinomnom vremenu, provjeriti je li pojedini literal istinit za
svaku elementarnu disjunkciju.

Preostalo je jos izabrati neki NP—potpun jezik i vidjeti je li on polinomno re-
ducibilan na jezik NAESAT. U tu svrhu ¢emo uzeti PROBLEM SKLOP-SAT koji je
NP-potpun.

Za dani sklop C' zZelimo konstruirati knf R(C) tako da vrijedi: R(C') € NAESAT
ako i samo ako je sklop C ispunjiv. To nije tesko za napraviti buduéi da su

formule i sklopovi zapravo dva razli¢ita nacina reprezentiranja propozicionalnih
funkcija, pa je medusobna konverzija jednostavna. Skup varijabli koje nastupaju
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u R(C) ¢e sadrzavati sve varijable sklopa C, i uz to za svaka vrata g sklopa C
imat ¢emo dodatnu varijablu u R(C') koju takoder oznacavamo sa g.

Za svaka vrata sklopa C' konstruirat ¢emo formulu koja ¢e biti podformula od

R(C).

Ako su g vrata ¢ija je vrsta varijabla P;, onda formuli R(C) dodajemo dvije
elementarne disjunkcije: (—gV P;) i (gV P;). Uo¢imo da za svaku interpretaciju
I, za koju su obje navedene elementarne disjunkcije istinite, vrijedi I(g) = I(P;),
odnosno (—g V P;) i (g V F;) je konjunktivna normalna forma formule g <> P;.

Ako su ¢ vrata cija je vrsta logicka konstanta T, tada jednostavno dodajemo
elementarnu disjunkciju (g). Ako su g vrata ¢ija je vrsta logicka konstanta L,
tada formuli R(C') dodajemo (—g).

Ako su g vrata Cija je vrsta —, te su vrata h prethodnik od ¢ u sklopu C, onda
konstruiramo formulu koja ¢e izrazavati g <» —h, tj. formuli R(C) dodajemo
(mg V =h) A(g V h).

Ako su g vrata Cija je vrsta V, te hy i he prethodnici od ¢g u sklopu C, tada u
R(C) dodajemo sljede¢u knf: (=hyV g) A (=heV g) A(h1V heV —g) (primijetimo
da je dana knf ekvivalentna formuli g <> (hy V hy)).

Slicno, ako su g vrata cija je vrsta A, te su hy i hy prethodnici od g u sklopu
C, onda konstruiramo knf za g <> (hy A hg). Ta formula se moze zapisati u
konjunktivnoj normalnoj formi kao (=g V h) A (=g V he) A (=hy V =hy V g), i ona
se dodaje u R(C).

Ako su g izlazna vrata sklopa C, tada u R(C') dodajemo elementarnu disjunkciju
(9). Do sada definirani dio formule R(C') ¢emno nazivati pocetna formula i

oznacavati sa Ry(C'). O¢ito za svaku interpretaciju I adekvatnu za formulu
Ry(C) vrijedi: I(C') =1 ako i samo ako I(Ry)(C) = 0.

Sada jos svim elementarnim disjunkcijama u formuli Ry(C') s jednim ili dva
literala dodajemo jos jedan literal isti za sve elementarne disjunkcije kojeg oz-
nacavamo sa P. Smatramo da je P nova propozicionalna varijabla. Na taj nacin
smo dobili da je formula R(C') jedna 3-knf.

Ocito je da se ova redukcija moze napraviti u polinomnom vremenu jer sve $to
trebamo uciniti je pro¢i po svim vratima sklopa, te prema navedenom postupku
za svaka vrata naciniti knf, te na kraju u odredene elementarne disjunkcije
dodati jos jedan literal kako bi dobili finalnu knf.

Tvrdimo da vrijedi: R(C') € NAESAT ako i samo ako sklop C je ispunjiv. Pret-
postavimo prvo da postoji interpretacija I za koje su sve elementarne disjunkcije
formule R(C) istinite, te u svakoj elementarnoj disjunkciji postoji barem jedan
literal @ tako da vrijedi I(Q)) = 0. Oznac¢imo sa [¢ suprotnu interpretaciju od

I. Ocito vrijedi I¢(R(C)) = 1.

Za novu dodanu varijablu P ocito vrijedi I(P) = 1ili I¢(P) = 1. Iz toga slijedi
da ¢e barem za jednu od tih interpretacija biti istinite sve one elementarne



128

POGLAVLJE 6. DODATAK

dijsunkcije od R(C) u koje smo dodavali varijablu P. No, tada je ispunjiv i
sklop C, jer formula s uklonjenim varijablama P odgovara upravo formuli koja
se dobije redukcijom iz sklopa, pa kako je ona ispunjiva, ispunjiv je i sklop.

Dokazimo sada obrat. U tu svrhu pretpostavimo da postoji interpretacija I
takva da je I(C') = 1. Tada postoji interpretacija I; za koju vrijedi I;(P) =0 i

Sada tvrdimo da u svakoj elementarnoj disjunkciji formule R(C') postoji literal
@ tako da je I;(Q) = 0. Da bismo to dokazali koristimo ¢injenicu da pocetna
formula Ry(C') ima to¢no odredeni oblik koji je ranije definiran. Imamo to¢no
definirane grupe elementarnih disjunkcija koje odgovaraju odredenoj vrsti vrata
sklopa iz kojeg je ta formula konstruirana redukcijom. Vrata ¢ija je vrsta T, L,
-,, varijabla, odnosno ako su izlazna vrata, se sastoje od elementarnih disjunk-
cija s po jednim ili dva literala, pa je tim elementarnim disjunkcijama dodan
literal P, a kako je on I1(P) = 0, tada ¢e svaka takva elementarna disjunkcija
sadrzavati literal koji nije istinit za interpretaciju I;.

Za vrata Cija je vrsta V bili smo definirali da se u formulu Ry(C') dodaju sljedece
elementarne disjunkcije: (=h1Vg), (=heVg) i (h1VhyV—g). Tada su u formulu
R(C) dodane sljedeée elementarne disjunkcije:

(1) (= VgV P);
(2) (mhaVgVP)
(3)  (h1VhyVy).

Prve dvije elementarne disjunkcije sadrze literal P, pa onda sadrze literal koji
je neistinit za interpretaciju ;.. Trec¢a elementarna disjunkcija takoder mora
sadrzavati neki literal koji je neistini za interpretaciju Iy, jer bi u suprotnom prve

dvije elementarne disjunkcije bile neistinite, sto nije mogucée zbog pretpostavke
da vrijedi I, (Ry(C)) = 1.

Za vrata Cija je vrsta A bili smo definirali da se dodaju sljedece tri elementarne
disjunkcije: (-gV h), (—gV ha) i (=hyV —hyV g) u pocetnu formulu Ry (C),
odnosno sljedece tri elementarne disjunkcije u formulu R(C') :

(1) (mgVhVP);
(2)  (mgVhyVP)
(3) (mh1V —hy Vg).

Uoc¢imo da u prve dvije elementarne disjunkcije postoji litral koji je neistinit
za interpretaciju I : to je literal P. Ako bi u trec¢oj elementarnoj disjunkciji
svi literali bili istiniti, tj. ako bi vrijedilo I1(—=hy) = L(—he) = Li(g) = 1,
tada je lako vidjeti da bi prve dvije elementarne disjunkcije bile neistinite za
interpretaciju ;. To je u kontradikciji s ¢injenicom I1(Ry(C)) = 1.

5. U zadatku 1 na strani 80 formuliran je PROBLEM SUMA PODSKUPA koji glasi:
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za zadani konacni multiskup S C N it € N treba odrediti da li postoji

T C S tako da vrijedi ) = =t.
zeT

Dokazimo da je PROBLEM SUMA PODSKUPA jedan NP—potpun problem.

Rjesenje. Ocito vrijedi PROBLEM SUMA PODSKUPA € NP (podskup 7' koji ima
trazeno svojstvo je jedan certifikat). Dokazimo da je problem 3—-SAT mogudce
polinomno reducirati na PROBLEM SUMA PODSKUPA. Neka je FF = Cy A ... A Cy
neka 3-knf (svaka formula C; je elementarna disjunkcija koja se sastoji to¢no
od tri literala). Za svaku propozicionalnu varijablu P; koja nastupa u formuli
F' definirat ¢emo dva prirodna broja koja ¢emo oznacavati sa p; i n;. Za
svaku elementarnu disjunkciju C; definirat ¢emo dva prirodna broja koja ¢emo
oznacCavati sa ¢; i d;.

Pretpostavimo da su u formuli F' pojavljuju varijable P, ..., P.. Za svaku va-
rijablu P; i svaku elementarnu disjunkciju C; definiramo:

0, inace

P { 1, ako se literal P; pojavljuje u elementarnoj disjunkciji Cj,
ij =

~_J 1, ako se literal =F; pojavljuje u elementarnoj disjunkciji Cj,
Y37\ 0, inace.

Zatim za svaku propozicionalnu varijablu P; definiramo brojeve p; i n; u dekad-

skom zapisuovako: p; =10 ... 06100 ... 0s im; =10 ... 0 i1 Yio -+ Vis-
k—i puta k—i puta
Za svaku elementarnu disjunkciju C;, j € {1,...,s}, definiramo brojeve ¢; i d;
ovako: ¢;j=d; =10 ... 0 .
~——
s—j puta
Na kraju definiramo broj ¢t ovako: t =1 ... 13 ... 3. Upravo definirane bro-
—_———

kE puta s puta
jeve pregledno prikazujemo u sljedecoj tablici.
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P1 P2 Pg P4 Pk 01 02 ce CS
P1 1 0 0 0 0 (511 (512 c. 513
ng| 1 0 0 0 O |71 m2 - Ms
D2 1 0 0 0 521 522 c. 525
N2 r 0 0 0 |71 722 -+ 7o
2! L 0 0 [d31 032 ... 73
ng L 0 O |71 732 -+ 73
Dk 1|k k2 .. Os
g Lol Y2 -0 ks
c1 1 o ... 0
dy 1 0 0
Co 1 0
ds 1 0
C 1
ds 1
t1 1 1 1 1 3 3

Uoc¢imo da je broj t tako odabran da izborom podskupa 7" mozemo dobiti da
je suma svake kolone u tablici (bilo koje Pi—te kolone i bilo koje C;—te kolone)
upravo jednaka znamenki broja ¢ u toj koloni.

Radi ilustracije navodimo kako izgledaju brojevi p; i n;, te ¢; i d;, za formulu:

FE(P1VP2VP4)/\(_|P1\/_|P2\/—'P3)/\(_'PQ\/P3\/_|P4).

Tada je:

Cl = P1VP2\/P4,
02 = —|P1\/—|P2\/_|P3,
03 = _'PQ\/P3\/_|P4.
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Pripadne brojeve za formulu F' dajemo u sljedecoj tablici

P P P P|C Cy Cs
pr|1 0 0 O
ni| 1 0
P2 1
No 1
D3
ns
P4
Ty
C1
dy
&
dy
C3
d3
t|1 1 1 1|3 3

(@]
[aw]

-0 O O
__0 O O OO

_mO R OO0 0o O

__ O OO0 kO )OO

W= P, OO OOk, OO~ EFEOO

Za danu 3-knf FF = C; A ... A Cs u kojoj se pojavljuju varijable P,..., P
definiramo multiskup prirodnih brojeva S ovako:

S=A{pi, ni:i=1,....k} U{c,dj:j=1,... s}

Tvrdimo da vrijedi: formula F' je ispunjiva ako i samo ako postoji T" C S tako

da vrijedi Y x =t.
zeT

Pretpostavimo prvo da je formula F' ispunjiva. Neka je I neka interpretacija
koja ima svojstvo I(F') = 1. Definiramo 7" C S koji ¢e imati trazeno svojstvo.
Za svaki i € {1,...,k} definiramo p; € T" ako je I(F;) = 1, odnosno n; € T
ako je I(P;) = 0. Zatim, za svaki j € {1,...,s} definiramo ¢; € T, a mozda i

d; € T, pazeci da suma u C}-toj koloni bude 3. Ocito je > = =1t.
zeT

Pretpostavimo sada da postoji 7" C S tako da vrijedi > z = t. Definiramo
zeT
interpretaciju I ovako:

|1, akoje p; €T
Ir) = { 0, akoje n;eT.

Uoc¢imo da je interpretacija I dobro definirana jer nemoguce je da za neki ¢
vrijedi p;, n; € T, buduéi da bi tada suma u P,—toj koloni u tablici bila 2, a ne
jedan (znamenka broja ¢t u Pi—toj koloni je 1). Zatim, za svaki ¢ € {1,... k}
mora vrijediti p; € T ili n; € T jer inace bi suma u P,—toj koloni u tablici bila
0. Primijetimo jos da je I(F') = 1. Razlog tome je $to je suma u svakoj C;-toj
koloni jednaka 3. Suma znamenaka brojeva c¢; i d; u C;-toj koloni je najvise
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2. To znaci da jos barem 1 mora za sumu 3 u C}-toj koloni do¢i od nekog p; ili
n;. Tada za svaki j € {1,...,s} postojii € {1,...,k} tako da d;; = 1 ili y;; = 1.
Ako je 0;; = 1 tada je p; € T, pa je I(P;) = 1. Zatim, §;; = 1 povlaci da se
literal P; pojavljuje u elementarnoj disjunkciji C;. Time dobivamo da ¢;; = 1
povlaci I(C;) = 1. Analogno zakljucujemo ako za neki i € {1,...,k} postoji j
tako da je v;; = 1.

Na kraju jos samo kratko komentirajmo da je opisana redukcija polinomne
vremenske sloZenosti. Za svaku 3-knf F' tablica brojeva p;, n;, ¢; i d; je
veli¢ine oko (k + s)?. Svaku znamenku u tablici mozemo lako odrediti pomocu
formule F' u polinomnom vremenu.

Iz teorema 3.23. znamo da je problem 3-SAT jedan NP—potpun problem. Iz
propozicije 3.13. tada slijedi da je PROBLEM SUMA PODSKUPA jedan NP-potpun
problem.

Na strani 82 u zadatku 7 definiran je sljede¢i PROBLEM NEZAVISAN SKUP:

za zadani neusmjereni graf G i prirodan broj k odrediti da li graf G
sadrzi nezavisan skup velicine k.

Dokazimo da je to NP-potpun problem. U teoremu 6.5. dokazali smo da
je PROBLEM 3-0B0OJIVOST jedan NP—potpun problem. Dokazujemo da vrijedi
PROBLEM 3-0BOJIVOST <, PROBLEM NEZAVISAN SKUP. Neka je G proizvoljan
graf s n ¢vorova. Oznacimo s H graf koji sadrzi tri kopije grafa G, te su "iz-
omorfni" ¢vorovi povezani bridom. Tri kopije grafa G u grafu H oznacimo s
G1,Gy i G5. Tvrdimo da vrijedi:

graf G je 3—obojiv ako i samo ako u grafu H postoji n—nezavisan podskup.

Pretpostavimo prvo da je graf G moguce obojati s 3 boje. Tada postoje
By, By, B3 C G u parovima disjunktni tako da nikoja dva ¢vora iz B;, za svaki
i € {1,2,3}, nisu povezana bridom. (Mozemo zamisliti da su qv cvorovi iz By
obojani crvenom bojom, i By plavom, a iz Bz zelenom.) Ovo bojanje grafa G
prirodno definira bojanje svakog od grafova G1,Gs i G3. Za svaki ¢ € {1,2,3}
neka su By, By, Bis € G u parovima disjunktni te nikoja dva ¢vora iz B;j,
za svaki j € {1,2,3}, nisu povezana bridom. (MoZemo zamisljati da su ¢vo-
rovi svakog skupa B;; obojani crveno, skupa B,y plavo, a ¢vorovi skupa B3 su
obojani zeleno). Tada je, primjerice,

B11 U By U Bss, Bia U B3 U Bgy, B3 U By U Bag

jedno pravilno 3-bojanje grafa H. (Mozemo zamisliti da su sada svi ¢vorovi
skupa Bj; U Byy U B3z obojani crveno, skupa By U Bys U B3y plavo, a ¢vorovi
skupa B3 U Bg; U Bss su obojani zeleno). Neka je B = By U Bas U Bgs. Ocito
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je card(B) = n, te nikoja dva ¢vora iz skupa B nisu povezana bridom. To znadci
da graf H sadrzi jedan n—nezavisni podskup.

Dokazimo obrat. Neka graf H sadrzi jedan n—nezavisni podskup B. Oznac¢imo
B! = G; N B, za svaki ¢ € {1,2,3}. Zatim, oznac¢imo s B; izomorfnu kopiju
skupa B! u grafu G, za svaki i € {1,2,3}. Dokazimo da su skupovi By, By, B3 u
parovima disjunktni. Pretpostavimo da x € By N By. Oznac¢imo x; € B} i xc B
izomorfne kopije ¢vora x. Buduéi da ¢vorovi x1 i x5 imaju isti orginal u grafu
G tada iz definicije grafa H slijedi da su povezani bridom, a to je nemoguce
jer x1,x9 € B, te je B nezavisan skup. Budud¢i da su Bj, B, B3 medusobno
disjunktni, te je B} U B, U B} = B jedan n—nezavisni podskup od H, tada je
B; U By U Bs jedan n—¢lani podskup od G. Bududi da je card(G) = n tada je
G = B; U By U Bs. Ocito nikoja dva ¢vora iz B;, za svaki ¢ € {1,2,3}, nisu
povezana bridom. To znac¢i da Bj, By, Bs definira jedno pravilono 3-bojanje
grafa GG. Dakle, graf G je 3-obojiv.

7. Dokazujemo da je PROBLEM IS-KLIKA jedan NP—potpun problem (vidi zadatak
8 na strani 83).

PROBLEM IS-KLIKA glasi:

za zadani neusmjereni graf G i prirodan broj k odrediti da li G sadrzi
kliku velicine k ili nezavisan skup velicine k.

Najprije dokazujemo da dani problem pripada klasi NP, a nakon toga dajemo
polinomnu redukciju s PROBLEM NEZAVISAN SKUP za kojeg iz proslog zadatka
znamo da je NP—potpun.

Tvrdnja 1. Vrijedi: PROBLEM IS—KLIKA € NP.
Neka je G = (V, E) graf, te k prirodan broj. Za proizvoljan U C V mozemo
provijeriti je li certifikat ovako:

1. Ako skup vrhova U sadrzi kliku veli¢ine k, prihvati.
2. Ako skup vrhova U sadrzi nezavisan skup veliCine k, prihvati.
3. Odbaci.

Ocito gornja procedura prihvaéa (G, k,U) ako i samo ako skup U sadrzi kliku
ili nezavisan skup veli¢ine k. Budu¢i da PROBLEM KLIKA i PROBLEM NEZAVISAN
SKUP pripadaju klasi NP, vremenska slozenost 1. i 2. koraka je polinomna, tj.
provjera certifikata je polinomna, pa je time tvrdnja dokazana.

Tvrdnja 2. Vrijedi: PROBLEM NEZAVISAN SKUP <, PROBLEM IS-KLIKA.
Neka je G = (V, E) graf, te k prirodan broj. Oznacimo n := |V|. Konstruiramo
graf G' = (V', E') na sljede¢i nacin:
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e graf G’ sadrzi sve vrhove grafa G;
e graf G’ sadrzi sve bridove grafa G;

e grafu G’ dodamo n novih izoliranih vrhova.

Odnosno, malo formalnije neka je W = {wy, ..., w,} takav da je W NV = 0.
Zatim, neka je V! =W UV i B/ = E. Tvrdimo da vrijedi:

graf G sadrzi nezavisan skup veli¢ine k ako i samo ako graf G’ sadrzi
kliku veli¢ine n + k ili nezavisan skup veli¢ine n + k.

Pretpostavimo prvo da graf G sadrzi nezavisan skup U velicine k. Kako je
UCViW\V =10, iz definicije grafa G’ slijedi da je skup U U W nezavisan
skup grafa G’ veli¢ine n + k.

Dokazimo sada obrat. Pretpostavimo da graf G’ sadrzi podskup U veli¢ine
n + k koji je nezavisan skup ili je klika. Kako je n+k > n = |V|, i skup W je
nezavisan, to U ne moze biti klika. Dakle, U je nezavisan skup veli¢ine n + k.
Kako je skup W nezavisan skup veli¢ine n, vrijedi |U NV| > k, drugim rije¢ima
barem £ vrhova skupa U mora se nalaziti medu vrhovima originalnog grafa G.
Stoga postoji U' C U NV, |U'| > k, te vrijedi da je U’ nezavisan skup u grafu
G (jer je svaki podskup nezavisnog skupa ponovno nezavisan).

Dokazujemo da je PROBLEM POVEZAN DOMINANTAN SKUP jedan NP—potpun pro-
blem (vidi zadatak 10 na strani 84).

Kako bi iskazali PROBLEM POVEZAN DOMINANTAN SKUP ponavljamo prvo dvije
definicije. Neka je G = (V| E) neusmjereni graf. Za D C V kazemo da je
dominantan skup ako za svaki vrth v € V'\ D postoji vrh u € D susjedan vrhu
v, tj. takav da je {u,v} € E.

Neka su G = (V,E) i G' = (V', E’) grafovi. Za graf G’ kazemo da je induciran
sa V' CV ako je E' = {{u,v} :u,v € V'} C E.

Sada mozemo iskazati PROBLEM POVEZAN DOMINANTAN SKUP:

Za zadani neusmjereni graf G i prirodan broj k treba odrediti da li
graf G sadrzi dominantan skup D veli¢ine najvise k tako da je podgraf
koji je induciran sa D povezan.

Prvo ¢emo pokazati da je PROBLEM POVEZAN DOMINANTAN SKUP u klasi NP, a
zatim da je problem PROBLEM POKRIVAC BRIDOVA polinomno reducibilan na
PROBLEM POVEZAN DOMINANTAN SKUP. Kako znamo da je PROBLEM POKRIVAC
BRIDOVA jedan NP—potpun problem (vidi korolar 3.30.), time ¢e slijediti tvrdnja
zadatka.

Tvrdnja 1. Vrijedi PROBLEM POVEZAN DOMINANTAN SKUP € NP.
Neka je G = (V, E) proizvoljan graf i k € N. Za proizvoljni podskup U C V
mozemo ovako provjeriti je li to certifikat:
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1. Ako je |U| > k odbaci.
2. Ako graf (U, (U x U) N E) nije povezan, odbaci.
3. Za svaki vrh v € V' \ U napravi sljedece:
(a) Prodi po svim bridovima incidentnim sa v
(b) Ako ne postoji brid {v, u} za neki u € U, odbaci.
4. Prihvati.

Ocito prethodna procedura prihvaca (G, k,U) ako i samo ako je |U| < k, te
vrijedi da svaki vrh v € V' \ U ima susjedan vrh iz U. Znamo da je PROBLEM PUT
€ P, pa je vremenska slozenost 2. koraka polinomna (jer je |U| < k). SloZenost
3. koraka je najvise O(|V| x |E|). Dakle, provjera je li U certifikat je polinomne
vremenske slozenosti.

Tvrdnja 2. Vrijedi PROBLEM POKRIVAC BRIDOVA <, PROBLEM POVEZAN DOMI-
NANTAN SKUP.

Neka je G = (V, E) graf, te k prirodan broj. Konstruiramo graf G' = (V’, E’)
na sljedeci nacin:

1. Skup vrhova G’ sadrzi sve vrhove grafa G i svaka dva takva vrha su pove-
zana bridom;

2. Za svaki brid {z,y} € E, graf G sadrzi vrh v,, koji je povezan s vrhovima
x iy. Takav vrh ¢emo nazivati dodatni vrh.

To mozemo formalno zadati ovako:

V=V U{vy : {z,y} € E}
E={{z,y}:z,y e VIU{{z,vay}, {v,vay}: {2z,y} € £}

Dokazat ¢emo da vrijedi sljedeca tvrdnja:

graf G ima pokrivac¢ bridova veli¢ine najvise k ako i samo ako graf G’
ima povezan dominantan skup veli¢ine najvise k.

Pretpostavimo prvo da graf GG ima pokrivac¢ bridova U. Mozemo pretpostaviti da
je U # (). (Zaista, kada bi U = () to bi znacilo da je graf G potpuno nepovezan
graf. Po konstrukciji bi tada graf G’ imao iste vrhove kao i G, te bi bio potpuno
povezan. Kako je k prirodan broj (posebno k£ > 1), tada bi svaki jednoclan
podskup od V' predstavljao povezan dominantan skup veli¢ine najvise k, te bi
tvrdnja vrijedila.) Pokazat ¢emo da je U i dominantan skup u grafu G'. Za
svaki vth w € V' \ U, po definiciji postoje dvije mogucénosti:
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a) w € V. Kako je U # 0, to postoji u € U C V koji je po konstrukeiji
povezan s vrhom w. Dakle, za vrh w postoji susjedan vrh iz U.

b) w je dodatni vrh, tj. w = v,, za neki brid {z,y} € E. Kako je U pokrivac
bridova, slijedi da je x € U ili y € U, pa iz definicije grafa G’ slijedi da vrh
w ima susjedni vrh iz U.

Time smo pokazali da je U dominantan skup u grafu G’, a kako smo u grafu
G’ dodali sve bridove izmedu vrhova iz V| te kako je U C V, to je U ujedno i
povezan dominantan skup u grafu G'.

Pretpostavimo sada da graf G’ sadrzi povezan dominantan skup U veli¢ine
najvise k. Kako su jedini susjedi vrha v,, vrhovi z i y, slijedi da barem jedan
vrh trokuta {v,,,z,y} mora biti element skupa U. Mozemo pretpostaviti da
niti jedan od dodatnih vrhova vy, nije u U. (Zaista, ako v,, € U, tada mozemo
maknuti b,y iz U i zamijeniti ga sa x. Jedini vrhovi koji bi time mogli postati
"nepokriveni' su sam vrh v, i njegovi susjedi, ali oni su "pokriveni" bas s vrhom

Iz 2. koraka definicije grafa G’ zaklju¢ujemo da skup U mora sadrzavati barem
jedan kraj svakog brida, te je stoga on i pokrivac¢ bridova grafa G.

Preostalo je jo$ komentirati da je konstrukcija grafa G’ polinomna. Prvi ko-
rak konstrukcije je vremenske slozenosti O(|V]), dok je drugi korak vremenske
slozenosti O(|E| - |V]).

9. Na strani 101 dan je zadatak u vezi klase DP= {L : postoji L; €NP i postoji
Ly € coNP takvi da je L = L; N Ly}. Treba dokazati da jezici SAT-UNSAT,
CRITICAL-SAT i UNIQUE SAT pripadaju klasi DP.

Ponovimo definiciju prvog jezika:
SAT-UNSAT= {(F,G) : F,G su 3-knf, I je ispunjiva, a G nije ispunjiva }.

U svrhu dokaza oznac¢imo: L; = {(F,G) : F,G su 3-knf, F' je ispunjiva} i
Ly = {(F;G) : F,G su 3-knf, G nije ispunjiva}. Tada ocito vijedi: SAT-UNSAT
=L; N Ly. Ocito je jezik L, ekvivalentan problemu 3—-SAT. Nedeterministicki
Turingov stroj za L; treba samo izbrisati drugi dio uredenog para s ulaza, Sto
traje O(n) vremena, i dalje se ponasati kao nedeterministicki Turingov stroj za
problem 3-SAT, pa vrijedi Ly € NP. Dalje, jezik L§ je ekvivalentan jeziku L4, pa
vrijedi L§ € NP, a onda i Ly € co-NP. Zakljucujemo da je SAT-UNSAT u klasi DP.

Drugi jezik koji promatramo je definiran ovako:

CRITICAL-SAT= {F': F je knf koja nije ispunjiva, ali brisanjem bilo koje
njene elementarne disjunkcije dobivena formula postaje ispunjiva }.
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Kako bi dokazali da dani jezik pripada klasi DP uzmimo neku knf F' = F; A
... N Fy, gdje je svaka formula F; jedna elementarna disjunkcija. Za svaki
i € {1,...,k} sa F; ozna¢imo formulu dobivenu iz F' brisanjem njene i-te
elementarne disjunkcije. Oznac¢imo Ly = {F : F je knf, za svaki ¢ je formula F;
ispunjiva}. O¢ito vrijedi CRITICAL-SAT = SAT® N Ly. Znamo da vrijedi SAT® €
CcO—NP.

Kako bismo vidjeli da je L, € NP dovoljno je pokazati da za svaku knf F' € L,
postoji certifikat. Kako je |F;| < |F| = n i F; € SAT, za svaku knf F; postoji
certifikat ¢; duljine O(n¥). Primijetimo da je broj razli¢itih formula F; manji od
n jer je svaka elementarna disjunkcija kodirana barem jednim znakom. Tada
konkatenacijom pripadnih certifikata ¢; za elementarnu disjunkciju F; dobivamo
certifikat za knf F' (u odnosu na Ly) duljine O(nF*1). Polinomni deterministicki
Turingov stroj koji uzima certifikat i formulu F' konstruira sve knf F; (najvise
ih je n) i za svakog od njih uzima pripadni certifikat ci te se dalje ponasa kao
determinsticki Turingov stroj za problem SAT iz teorema o certifikatu — to vodi
na povecanje vremenske slozenosti za jedan red velic¢ine, sto je i dalje polinomno.
Slijedi da vrijedi Lo € NP, pa jezik CRITICAL-SAT pripada klasi DP.

Tredéi jezik koji promatramo je definiran sa:

UNIQUE SAT= {F': F je knf za koju postoji jedinstvena interpretacija I takva
da je I(F) = 1}.

Kako bi dokazali da i taj jezik pripada klasi DP, prvo se prisjetimo da je na
strani 72 u zadatku 5 istaknuto da je problem DOUBLE-SAT= {F : F je knf za
koju postoje najmanje dvije interpretacije za koju je ona istinita} jedan NP—
potpun problem. Tada posebno imamo DOUBLE-SAT® € co—NP. Iz toga slijedi
UNIQUE-SAT=DOUBLE-SAT“N SAT, tj. UNIQUE-SAT € DP.

6.3 Deskriptivna teorija slozenosti

Deskriptivna teorija slozenosti nastala je razvojem teorije konac¢nih modela. Primje-
nom matematicke logike pokusava se opisati neke probleme u teoriji slozenosti, te
ih rijesiti. Sadrzaj smo podijelili na tri dijela: Teorija kona¢nih modela, Hvatanje
klasa slozenosti i Logike fiksnih tocaka. U prvom dijelu zelimo istaknuti pojmove i
¢injenice koje su nam nuzne za daljnje izlaganje. U drugim dijelu Zelimo posebno
istaknuti Faginov teorem koji daje "logicku" karakterizaciju klase NP. U tre¢em dijelu
definiramo tri logike fiksne tocke koje "logicki" karakteriziraju klasu P.

Ovdje ne¢emo ponavljati pojmove kao Sto su: signatura, o—struktura, logika prvog
reda i slicno. Zatim, pretpostavljamo da su ¢itaocu poznati teorem kompaktnosti,
teorem potpunosti i Loéwenheim, Skolemovi teoremi za logiku prvog reda. Svi detalji
mogu se pogledati, primjerice, u [25].
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6.3.1 Teorija konacnih modela

Teorija kona¢nih modela — skraceno FMT (eng. Finite Model Theory), ukljucuje:
klasi¢nu teoriju modela, kombinatoriku i teoriju slozenosti. Neki dijelovi FMT jako su
povezani s racunarstvom, posebno deskriptivna teorija slozenosti. Zapravo, smatra se
da bi FMT trebala biti logika za racunarstvo. Dokazano je da mnogi klasi¢ni rezultati
teorije modela ne vrijede na klasi svih konac¢nih struktura. Primjerice, ne vrijede
teoremi kompaktnosti i potpunosti, te mnogi teoremi o o¢uvanju i lema interpolacije.

Propozicija 6.6. Teorem kompaktnosti ne vrijedi za FMT, tj. postoji skup S recenica
logike prvog reda ciji svaki konacan podskup ima konacan model, ali za S ne postoji
konacan model.

Skica dokaza. Za svaki n € N definiramo formule ¢,, ovako:
¢, = kardinalni broj nosaca strukture je razlicit od n.

Zatim definiramo skup formula S = {¢,, : n € N}.

Svaki konacan podskup S’ od S ima konacan model (ako ¢, € S\ S’ tada je svaka
struktura s to¢no n elemenata model za S’). No, ocito skup formula S nema konacan
model. Q.E.D.

Teorem potpunosti ne vrijedi za FMT. Iz teorema potpunosti za logiku prvog reda
slijedi da je skup V svih valjanih recenica rekurzivno prebrojiv. Nevazenje teorema
potpunosti za FMT slijedi iz Trachtenbrotovog teorema.

Teorem 6.7. (B. Trachtenbrot, 1950.) Skup Vi, svih recenica koje su istinite na
svim konacnim strukturama nije rekurzivno prebrojiv.

Skica dokaza. Oznac¢imo: Sy;,, = skup svih recenica za koje postoji konacan model.
Lako je dokazati da je skup Sy;, rekurzivno prebrojiv. Iz nerjesivosti halting problema
slijedi da skup {(T") : T je Turingov stroj koji staje za svaki ulaz} nije rekurzivan. Za
svaki Turingov stroj 7" moguce je konstruirati recenicu pr tako da vrijedi: Turingov
stroj T' staje ako i samo ako ¢p € Syiy,.

Iz toga slijedi da skup Spi, nije rekurzivan. Ocito vrijedi: 5%, = {¢ : ~p €
Viin}. Pretpostavimo da je skup Vy;, rekurzivno prebrojiv. Tada je ocito skup Stin
rekurzivno prebrojiv. Iz Postovog teorema slijedi da je skup Sy, rekurzivan, ¢ime je
dobivena kontradikcija. Q.E.D.

Definicija 6.8. Logicki sustav (ili logika) L je uredeni par (L,E) funkcije L i binarne
relacije E. Svakom skupu nelogickih simbola o funkcija L pridruzuje Llo], skup o-
recenica od L. Pri tome zahtijevamo da budu ispunjena sljedeca cetiri uvjeta:

a) ako oy C oy tada L]og) C Llo];

b) ako AE ¢ tada postoji o tako da A o-struktura i ¢ € Lo];
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c) ako AE o i A =B (tj. A i B su izomorfne strukture), tada B F ¢;

d) ako oy C 01, ¢ € L{og] i A je oy-struktura, tada vrijedi: A E ¢ ako i samo ako
Ao, E @ (pri cemu je s A, oznacen og—redukt strukture A ).

Primjer 6.9. Primjerice, u slucaju logike prvog reda, koju oznacavamo sa FO, (eng.
first-order) funkcija L iz prethodne definicije svakom skupu nelogickih simbola o pri-
druZuje skup o—recenica prvog reda, dok je E wobicajena relacija istinitosti izmedu
struktura i recenica prvog reda koja predstavlja Tarskijevu semantiku logike prvog reda.

Primjer 6.10. Sa L., oznacavamo beskonacnu logiku koja se definira na isti na-
¢in kao i logika prvog reda uz razliku sto se dopuStaju disjunkcije proizvoljnog skupa
formula. Formalno, skup o—formula logike L., dan je sljedecom rekurzivnom defini-
crjom:

a) sve atomarne o—formule logike prvog reda su o-formule logike Lo ;
b) ako je v neka o-formula, tada je i ¢ jedna o—formula;
c) ako je v neka o—formula, a x varijabla, tada je i Jrp jedna o—formula;

d) ako je ¥ proizvoljan skup o—formula, tada je i \/ ¥ jedna o—formula.

Semantika logike L., dobiva se prosirenjem definicije semantike logike prvog reda
na nac¢in da se \/ ¥ interpretira kao disjunkcija po svim formulama iz W, tj. A=\ ¥
ako i samo ako za neki ¢ € ¥ je 2 F ¢. Uvedemo li oznaku AWV := =\ {9 | ¥ €
U} tada se AV intepretira kao konjunkcija po svim formulama iz W. Lowenheim—
Skolemov teorem vrijedi za beskonac¢nu logiku, a teorem kompaktnosti ne.

Primjer 6.11. Logika drugog reda, koju oznacavamo sa SO (eng. second-order),
predstavlja prosirenje logike prvog reda u kojoj je dopustena kvantifikacija relacijskih
varijabli (koje su uz individualne varijable takoder dio alfabeta SO logike). Formalno,
skup o—formula SO logike definira se rekurzivno koristeci pravila za formirangje for-
mula logike prvog reda uz sljedeci dodatak:

e ako je X neka k mjesna relacijska varijabla, i ty, ...ty termi, tada je Xty ...ty
formula logike SO;

e ako je v neka SO-formula i X relacijska varijabla, tada je i 3X ¢ formula.

Neka je dana SO-formula ¢(Z, X ), o-struktura A, @ € |A[*, te konacan niz
relacija R nad |2(]. Tada pisemo A F ¢[a, ﬁ] ako i samo ako @ zajedno sa R zado-
voljava (%, X) na strukturi 2. Za logiku SO ne vrijedi teorem kompaktnosti, a ni
Lowenheim—Skolemov teorem "na dolje".
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Primjer 6.12. Slaba logika drugog reda, koju oznacavamo sa SOY, razlikuje se od
logike drugog reda SO samo u definiciji istinitosti formula oblika 3X ¢.

Neka je M neka o—struktura, te v neka valuacija na M. Neka je X neka n—-mjesna
relacijska varijabla, te neka je © neka formula logike drugog reda. Tada za logiku SOY
definiramo:

M=, 3X¢ ako i samo ako
postoji konacan S C |IM|"™ tako da M |=, ¢[S].

Za logiku SOY ne vrijedi teorem kompaktnosti, ali vrijedi Lowenheim—Skolemov
teorem.

Primjer 6.13. Logicki sistem Lg dobivamo dodavanjem alfabetu logike prvog reda
novog kvantifikatora Qx, te je interpretacija formule oblika Qxp definirana sa: "pos-
toji neprebrojivo mnogo x koji zadovoljavaju formulu ."

Logicki sistem Lg je izrazZajniji od logike prvog reda. Npr. pojam "najvise pre-
brojiv" mozemo definirati formulom —Qx(x = x). Za logiku Lg ne vrijedi teorem
kompaktnosti, a ni Lowenheim—Skolemouv teorem.

Primjer 6.14. Logicki sistem Lg dobivamo dodavanjem alfabetu logike prvog reda
novog kvantifikatora Qx. Interpretacija formule oblika Qxyp je definirana sa: "postoji
prebrojivo mnogo x koji zadovoljavaju formulu ¢."

Za logiku Lg ne vrijedi teorem kompaktnosti, ali vrijedi Lowenheim—Skolemouv te-
orem.

Primjer 6.15. Kod logickog sistema Lg interpretacija formule oblika Qxy je defini-
rana sa: "postoji samo konacno mnogo x koji zadovoljavaju formulu p."

Za sistem Lg ne vrijedi teorem kompaktnosti, ali vrijedi Lowenheim—Skolemouv
teorem.

Primjer 6.16. Kod logickog sistema L(g interpretacija formule oblika Qxp je defini-
rana sa: "postoje barem dva razlicita x koji zadovoljavaju formulu ¢."
Za sistem Lg ne vrijedi teorem kompaktnosti, a ni Léwenheim—Skolemov teorem.

U sljedecoj tablici rezimiramo, te navodimo neke nove, ¢injenice o logikama koje
smo _definirali.

Logicki Lowenheim— Teorem kompaktnosti
sistem | Skolemov teorem | Opcenito | za prebrojive skupove formula
FO + - +
SO - - -
SOV + - -
Loow + - -
L% - - +
Li% + - -
L% + - -
Lg - - -
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Provedena razmatranja, odnosno dani primjeri, prije svega trebali bi ilustrirati
definiciju pojma logike koji ¢emo dalje koristiti. No, zZelimo naglasiti da su ti pri-
mjeri motivacija za proucavanja koja se nazivaju apstraktna teorija modela. Osnovni
rezultat apstraktne teorije modela je Lindstromov prvi teorem (vidi [25]).

6.3.2 Hvatanje klasa slozenosti

Sada zelimo navesti veze izmedu pojednih logika i klasa slozenosti. U tu svrhu uvo-
dimo jos neke pojmove.

Domena D je svaka klasa konac¢nih struktura koja je zatvorena za izomorfizme.
Zelimo naglasiti da se u nekoj domeni mogu nalaziti strukture razli¢itih signatura.
Ako je D neka domena i o signatura, tada sa D|[o| oznacavamo klasu svih o—struktura
koje pripadaju domeni D.

Definicija 6.17. Problem ispunjivosti za neku logiku £ na domeni D definiran je na
sljedeci nacin:

za danu recenicu 1 logike L potrebno je odrediti postoji li struktura A € D
takva da vrijedi 2 = 1.

lako je problem ispunjivosti od fundamentalnog znacaja u mnogim podrucjima
logike i njezine primjene, a isto tako neki njegovi specijalni slucajevi (primjerice SAT
i TQBF) od neprijeporne vaznosti u teoriji racunske slozenosti, pokazuje se kako
problem ispunjivosti opcéenito ipak ne igra odlu¢ujucu ulogu u teoriji kona¢nih modela.

S druge strane, pokazat ¢e se kako sredisnje mjesto u teoriji konac¢nih modela
zauzima problem verifikacije modela kojeg opisujemo sljede¢om definicijom.

Definicija 6.18. Problem verifikacije modela za logiku L i domenu D definiran je na
sljedeci nacin:

za danu recenicu ¢ logike L i strukturu 20 € D potrebno je odrediti vrijedi

li A E b,

U daljnjim razmatranjima koristit ¢emo naziv "klasa slozenosti'. Pod time mislimo
jednostavno na neki skup jezika.

Sada nam je cilj definirati najvazniji pojam ove tocke, a to je pojam hvatanja
klase slozenosti s nekom logikom. U tu svrhu prvo é¢emo definirati kodiranje klasa
struktura, te ¢emo objasniti Sto znaci da neka klasa struktura pripada nekoj klasi
slozenosti.

Za danu signaturu o sa Ord[o] oznacavamo klasu svih uredenih kona¢nih o—
struktura, tj.

Ordlo] ={(A,<) | A € Fin[o] i < je linearni uredaj na ||},
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gdje smo sa Fin[o] oznacili klasu svih kona¢nih o—struktura.
Za svaki k € N i (2, <) € Ord[o], pri ¢emu je | 2 |= n, smatramo da je skup
| 2 |* ureden leksikografski, te ga poistovjeéujemo sa skupom {0, 1,...,nF —1}.
Funkciju code : Ord[o] — ¥* (gdje je X neki konacan alfabet) nazivamo funkcijom
kodiranja ukoliko ona identificira izomorfne strukture, polinomno je omedena, defina-
bilna je u logici prvog reda, te omogucava efikasnu evaluaciju istinitosnih vrijednosti
atomarnih formula. Funkciju kodiranja formalno definiramo u sljedec¢oj definiciji.

Definicija 6.19. Neka je ¥ neki konacan alfabet i o neka signatura. Funkcija kodi-
ranja je svaka funkcija code : Ordlo] — ¥* koja zadovoljava sljedeca svojstva:

a) code(2, <) = code(B, <) ako i samo ako (A, <) = (B, <);
b) |code(A, <)| < p(card(|A|)) za neki polinom p;

c) Za svaki k € N i svaki simbol s € X postoji formula logike prvog reda
Bs(x1,...,x) nad signaturom o U {<} takva da za svaku uredenu strukturu
(U, <)e Ord|o] i sve @ € ||* vrijedi sljedeca ekvivalencija:

(A, <) E Bsld@]  ako i samo ako s je d-ti simbol rijeci code(A, <);

d) Za dani kod code(, <), te relacijski simbol R € o i odgovarajucu reprezentaciju
konacnog niza @ moguce je efikasno odluciti da li vrijedi A F Ra.

Primjer 6.20. Sada éemo opisati jednu cesto koristenu funkciju kodiranja nad alfa-
betom ¥ = {0,1}. Neka je A = (||, Ry, ..., Ri) neka o—struktura kardinaliteta n, te
< linearni uredaj na |A|. Oznacimo sa p maksimalnu mjesnost relacije Ry, ..., Ry.
Svakoj relaciji R mjesnosti k pridruzujemo sljedecu rijec:

X(R) = wq ... wu_, 0" € {0,1}",

gdje je w; = 1 ukoliko se i—ta k—torka iz |A|* nalazi u R, odnosno w; = 0 ukoliko to
nije slucaj. Funkciju kodiranja sada definiramo ovako:

code(, <) = 1"0" "X (Ry) ... x(Ry).

Nije tesko pokazati da na ovaj nacin definirana funkcija kodiranja zadovoljava sve
uvjete iz definicije.

U nastavku teksta za svaku signaturu o odaberimo neku funkciju kodiranja, te
smatramo da je svaka uredena struktura nad signaturom o kodirana upravo tom
funkcijom kodiranja. Svakoj neuredenoj strukturi 2l pridruzujemo skup:

{code(2, <) | relacija < je linearni uredaj na |2}
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Stoga kada kazemo da Turingov stroj M odlucuje klasu o—struktura I zapravo mis-
limo da M odlucuje skup svih kodova struktura u K, odnosno jezik dan s: {code(2, <
) | € K i< jelinearni uredaj na ||}.

Na taj nacin ima smisla govoriti o slozenosti klase struktura IC, promatrajuéi pri
tome u kojoj klasi slozenosti se nalazi pripadni skup kodova. Na isti na¢in moé¢i ¢emo
govoriti i o slozenosti klase modela neke logicke recenice.

Vidjeli smo kako se klase struktura mogu kodirati pomocu jezika, no, isto tako
svaki se jezik L C ¥* moze smatrati klasom struktura nad signaturom {<} U {P, |
a € ¥}, gdje su P, unarni relacijski simboli.

Naime, svaka rije¢ w = wy ... wy,_1 € X* opisuje strukturu 2, ¢iji je nosac {0, .. .,
m— 1}, standardnom interpretacijom relacije <, te interpretacijom od P, definiranom
sa P = {i|w; = a}.

Definicija 6.21. Neka je L logika, C klasa sloZenosti i D neka domena konacnih
struktura. KaZemo da logika L hvata klasu sloZenosti C na domeni D ako vrijedi:

a) za svaku signaturu o i svaku recenicu ¢ € Llo] problem verifikacije modela za
Y na Dlo| nalazi se u klasi sloZenosti C.

b) za svaku klasu struktura K C Dlo| koja se nalazi u klasi sloZenosti C postoji
recenica ¢ € L[o] takva da je K = {2 € D[o] | A E ¢}.

Egzistencijalna formula logike drugog reda, tj. Yl-formula, je formula oblika:
dX; ... 3X,p, gdje su X; relacijske varijable, a ¢ je formula logike prvog reda. Fgzis-
tencijalna logika drugog reda, koju oznacavamo sa Y1, je fragment logike drugog reda
u kojoj dozvoljavamo samo Yi-formule. Sada nam je cilj dokazati Faginov teorem
koji govori da logika X! hvata klasu NP na domeni svih konac¢nih struktura. Prvo
dajemo nekoliko primjera Y{—formula koje "opisuju' neke NP probleme.

Primjer 6.22. Svojstvo 3—obojivosti grafa moZeno izraziti sljedecom X1 —formulom.:

EIREIBEIG( Vaz(Rx V Bz V Gzx) A
Va (%Rm A Bzx) N =(Bx AGz) A
—(Rx A Gx) ) A
VaVy <Exy — (=(Rx A Ry) A

~(Bz A By) A —(GzAGy) ) )

Prisjetimo se jo§ da znamo da vrijedi PROBLEM 3-0BOJIVOSTI € NP. Stovise, to je
jedan NP—potpun problem.
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1

Primjer 6.23. Cinjenicu da je neki graf Hamiltonov' moZemo izraziti sliedecom Y1

formulom:
EIR( R je linearni uredaj N
VeE(x,z + 1) A E(max, min) )

Teorem 6.24. (R. Fagin, 1973.) Logika ¥} hvata klasu NP na domeni svih ko-
nacnih struktura. Odnosno, vrijedi ¥} =NP.

Skica dokaza. Prvo uvodimo neke relacije.

e Neka je X, := {t € |A|¥ | u trenutku ¢ stroj M se nalazi u stanju ¢}, za svako
stanje ¢ € Q;

e Neka je Y, := {(t,d@) € |2* x |2|* | u trenutku ¢ imamo da @-ti element trake
sadrzava simbol s}, za svaki simbol s € ¥;

e Nekaje Z := {(t,d) € |2A[*x|A|* | u trenutku ¢ glava od M nalazi se na poziciji
at.

Formula START osigurava da je konfiguracija stroja M u trenutku ¢ = 0 po-
¢etna konfiguracija Co(2, <) s kodom code(2l, <) na ulazu. Pri tome, obzirom da je
code funkcija kodiranja, code(2(, <) je reprezentiran formulom prvog reda [3,(Z), pa
stavljamo:

START := X, (0) A Z(0,0) A A (Bu(%) = Y.(0,2)).
sex
Formula COM PUTFE opisuje tranziciju stroja M iz jedne konfiguracije u iduéu,
a dobivamo je kao konjunkciju formula NOCHANGE i CHANGE. Formula
NOCHANGE izrazava da se sadrzaji ¢elija iznad kojih se ne nalazi glava od M ne
mijenjaju pri prelasku iz jedne konfiguracije u idu¢u, dok CH ANGFE osigurava da su
relacije X,, Y, i Z uskladene s tranzicijskom funkcijom stroja M:

NOCHANGE = N\ (}g(f, B) A 4 5) A ZE ) — Yl + 1,f)),
SEX
CHANGE = N\ (PREW B, POSTq/,S/7m>.
q€Q, s€X (¢',s';m)€d(q,s)

Pri tome smo sa PRE,, i POSTy g ,, oznacili slijedece formule:

1Za graf (G, R), gdje je G = {v1,...,v,}, kazemo da je Hamiltonov ako postoji permutacija 7
skupa svih ¢vorova tako da vrijedi vr(1) R ... RUzr(n) Rvr(1)-
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PRE,, = X,(t)AZ(t,%) AY4(L,7),

POSTygm = X+ 1V)AYy(E+1L,2)AZ({E+ 1,7 +m).

Na koncu imamo jo$ formulu: END := =X, . (f), kojom se osigurava prihvacanje
stroja M iskljucuju¢i mogucénost da se nade u odbacuju¢em stanju.
Sada definiramo ¢y, := START N COMPUTE N END.

Tvrdnja 1. Ako stroj M prihvaca code(2, <), tada je (2, <) E Xy,

Ova tvrdnja slijedi direktno iz konstrukcije recenice 1y,, buduéi za bilo koje prihva-
¢ajuée izracunavanje stroja M na kodu code(2A, <) intendirana interpretacija od X
zadovoljava 1.

Tvrdnja 2. Ako je (A, <, X) E ¥y, tada stroj M prihvaca code(2A, <). Q.E.D.

Univerzalna formula logike drugog reda, tj. II}-formula, je svaka formula oblika
VR;...VR,p, gdje su X; relacijske varijable, a ¢ je formula logike prvog reda. Uni-
verzalna logika drugog reda, koju oznacavamo sa I1}, je fragment logike drugog reda
u kojoj dozvoljavamo samo IT}—formule. Sljedeéi korolar je ocita posljedica Faginovog
teorema.

Korolar 6.25. Logika 11} hvata klasu cO-NP na klasi svih konacnih struktura.

Zanimljivo je da Cook-Levinov teorem kojeg smo bili ve¢ prije dokazali, sada
slijedi kao jednostavan korolar Faginovog teorema.

Sada dajemo neke rezultate o hvatanju klase slozenosti P. Bili smo vece definirali
pojam Hornove klauzule u logici sudova. Sada to isto radimo za logiku prvog reda.

Definicija 6.26. Hornova klauzula nad skupom relacijskih simbola Ry, ..., R,, je for-
mula oblika
51/\/\5”—>H,

gdje je za svaki j € {1,...,n} svaka formula B; ili atomarna formula oblika Rz za
neko k € {1,...,m} ili formula prvog reda koja ne sadrzi Ry,..., R, dok je H ili
atomarna formula oblika Rz ili logicka konstanta L.

Definicija 6.27. Hornova logika drugog reda, koju oznacavamo s SO-HORN, je
skup svih recenica oblika:

t
QlRl s QmRmvyl s vys /\ Ci>

i=1

gdje su Q; € {3,V}, R; relacijske varijable, a C; Hornove klauzule nad Ry, ..., Ry,.
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Definicija 6.28. Sa X1-HORN oznacavamo egistencijalni fragment logike
SO-HORN, tj. skup svih SO-HORN —recenica u kojima su svi kvantifikatori drugog
reda egzistencijalni.

Teorem 6.29. (E. Gradel, 1991.) Logike SO-HORN i 3X{-HORN hvataju klasu
P na klasi svih uredenih konacnih struktura.

Kako bi se dokazao Gréadelov teorem, prvo se pokaze da ukoliko je Turingov stroj
deterministicki, tada se formula konstruirana u dokazu Faginovog teorema moze pre-
baciti u ekvivalentnu ¥}-formulu. Detalje dokaza moZete vidjeti u [14].

Pretpostavka o uredenosti struktura je nuzna, jer se moze pokazati da linearne
uredaje nije moguce definirati Hornovim formulama.

6.3.3 Logike fiksne tocke

Logike fiksne tocke su prosirenja logike prvog reda koja dopustaju rekurzivne defini-
cije. U ovoj tocki definirat ¢emo tri primjera logike fiksne tocke: IFP, PFP i LFP.
Na kraju tocke ¢emo istaknuti dva teorema iz kojih se vidi vaznost logika fiksne tocke.

Primjer 6.30. Logika prvog reda nije zatvorena na rekurzivne definicije. Kako bi to
pokazali, promotrimo proizvoljan neusmjereni graf G = (V, E). Za proizvoljan v € V
rekurzivno definiramo niz podskupova skupa cvorova V' ovako:

Co(v) = {v},

Coy1 ={z:3Jy € C,(v), {x,y} € E}.

Za svaki n € N skup C,(v) je definabilan wu logici prvog reda na strukturi G.
No, ocito da skup U,enCy(v) (tzv. komponenta povezanosti c¢vora v) nije definabilan
u logici prvog reda na strukturi G. (Primijetimo da je U,enC(v) fiksna tocka prije
definirane operacije).

Neka je o neka signatura, te neka je P neki k—mjesni relacijski simbol koji ne
pripada 0. Neka je p(xy,. .., x) neka o U{P}-formula. Za svaku o U { P}-strukturu
9 definiramo novu o U { P}-strukturu O, p(M) ovako:

|Op,p(MM)] = [M];

Owyp(m) = m

s s, zasvaki s € o;

POar .= pM y {G e [MF: M = pld]}.

Neka je 91 neka o—struktura, te P neki k—mjesni relacijski simbol, takav da P ¢ o.
Strukturu M moZemo promatrati i kao o U { P}-strukturu ako definiramo P% = (.
Za proizvoljnu ¢ U { P}—formulu ¢ definiramo niz struktura ovako:
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Ny = M,

mk+1 = O%p(mk).

Ako je I konacna struktura tada ocito postoji & € N tako da vrijedi 1 = M.
Ako je 91 beskonacna struktura tada opéenito ne mora postojati ordinalni broj « tako
da vrijedi M, = Na11. Ako za operator O, p postoji fiksna tocka tada je oznacavamo
sa Ny.

Inflatorna logika fiksne tocke — IFP
Logika IFP je prosirenje FO. U definiciji pojma IFP—formule dodaje se i sljedece
pravilo:

za svaki k—mjesni relacijski simbol, takav da P ¢ o, za svaku o U {P}—
formulu p(z1,...,z1), te za sve o—terme t1,. .., ¢ rijec [ifp, p|(t1, ..., tr)
je o—formula logike I F'P.

Za svaku o—strukturu 91 i valuaciju v definiramo:

N =, [ifpy, pl(ts, .- tr) ako i samo ako
postoji fiksna tocka Iy operatora O, p,

te (v(t1),...,v(ty) € {@ € |My|, Ny | Play,. ... z)d}.

(Ova logika se naziva inflatorna jer vrijedi P™ C P C p™ C ...

Parcijalna logika fiksne tocke — PFP
Logiku PFP definiramo na sasvim analogni nac¢in kao IFP, pri ¢emu umjesto opera-

tora O, p promatramo operator Og%, gdje samo naglasavamo:

pip . .
POer M .— fG c |M|F: M |= pld]}.

Logika najmanje fiksne tocke — LFP

Logiku LFP definiramo na sasvim analogni nacin kao IFP, pri ¢emu umjesto operato-
ra O, p promatramo operator OEI])D, gdje je o pozitivna formula, tj. ¢ je ekvivalentna
nekoj formuli u konjunktivnoj normalnoj formi, pri ¢emu niti u jednoj elementarnoj
disjunkciji ne nastupa literal oblika ﬂP(z?. Lako je provjeriti da za pozitivne fomule
@ i svaku o-strukturu 0N vrijedi: P™ C P”+1 te za svaku o-strukturu 91 postoji

(najmanja i najveca) fiksna tocka operatora OE%

Sada isticemo dva vazna teorema o logikama fiksne tocke. Dokaze tih teorema
mozZete pronadi u [14].
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Teorem 6.31. (N. Immerman; M. Y. Vardi, 1982.)
Logika najmanje fiksne tocke LFP hvata klasu P na klasi svih uredenih konacnih
struktura.

Teorem 6.32. (S. Abiteboul, V. Vianu, 1991.)
Logika parcijalne fiksne tocke PEP hvata klasu PSPACE na klasi svih uredenih konacnih
struktura.

Na samom kraju navodimo jedan otvoreni problem deskriptivne teorije slozenosti.

Otvoreni problem: Postoji li logika koja hvata klasu P na klasi svih konacnih
struktura?

6.4 Jos zadataka

Konacni automati, regularni jezici i gramatike

1. Dokazite da je klasa svih regularnih jezika zatvorena za uniju, konkatenaciju i
operaciju x. (Ako su A i B jezici tada sa A o B oznacavamo njihovu konkate-
naciju. Ako je A neki jezik tada je A* = {zyzo... 2 : k > 01svaki z; € A}.)

2. Rekurzivno simultano definiramo pojam regularnog izraza R i pripadnog jezik
L(R). Svaki element « zadanog alfabeta je regularni izraz. U tom slucaju de-
finiramo L(a) = {a}. Prazan skup je regularni izraz, te definiramo L(0)) = 0.
Prazna rijec¢ L je regularni izraz, te definiramo L(L) = {U}. Akosu Ry i Rs re-
gularni izrazi, tada su irijeéi (RiURy), (RioRs) i (R*) regularni izrazi. Zatim,
redom definiramo: L(R; U Rs) = L(R;) U L(Ry), L(Ry 0 Ry) = L(Ry) o L(Ry),
te L(R*) = L(R)*. Dokazite da je neki jezik L regularan ako i samo postoji
regularan izraz R tako da vrijedi L = L(R).

3. Dokazite lemu o pumpanju za regularne jezike.
4. Dokazite da jezik {w : rije¢ w sadrzi jednak broj simbola 0 i 1 } nije regularan.
5. Dokazite da jezik {1"* : n > 0} nije regularan.

6. Dokazite da ne vrijedi obrat leme o pumpanju, tj. dokazite da postoji jezik koji
nije regularan a ipak se moze "pumpati'.

7. Konteksno neovisna gramatika je uredena cetvorka (V. 3, P,S), gdje je redom:
V' konacan skup ¢ije elemente nazivamo varijable, ¥ je konac¢an skup disjunk-
tan sa skupom V ¢ije elemente nazivamo zavrsni znakovi, P je konacan skup
¢iji elementi su produkcije (produkcija je rije¢ oblika A — wyws ... wy, gdje je
AeViw, e VUYX), S je element skupa V koji nazivamo pocetna varijabla.
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Jezik generiran s nekom konteksno neovisnom gramatikom nazivamo konteksno
neovisan jezik. Kazemo da je neka konteksno neovisna gramatika u Chomskyje-
voj normalnoj formi ako je svaka njena produkcija jednog od oblika: A — BC,
A —a i S — L. Dokazite da se svaki konteksno neovisan jezik moze generirati
pomocu gramatike koja je u Chomskyjevoj normalnoj formi.

. Neka su A i B konteksno neovisni jezici. Dokazite da su tada i jezici AU B,

Ao B i A* konteksno neovisni.

. Neka je R neka gramatika u Chomskyjevoj normalnoj formi. Dokazite da je

tada svaku rije¢ w € L(R) moguée generirati iz pocetne varijable primjenom
2|w| — 1 produkcija.

Definirajte pojmove deterministickog i nedeterministickog potisnog automata.
Dokazite da je neki jezik konteksno neovisan ako i samo postoji nedeterministicki
potisni automat koji prepoznaje jezik.

Dokazite da je svaki regularan jezik konteksno neovisan. Navedite primjer kon-
teksno neovisnog jezika koji nije regularan.

Uputa. Znamo da jezik {0"1" : n € N} nije regularan. Definirajte potisni
automat koji ga prepoznaje.

Dokazite lemu o pumpanju za konteksno neovisne jezike, tj. dokazite da za svaki
konteksno neovisan jezik L postoji p € N tako da za sve rije¢i a € L cija je
duljina barem p postoje rijec¢i u, v, x,y, z tako da vrijedi redom: o = uwvzyz,
lvy| > 0, |vzy| < p, te za svaki k € N vrijedi wv*zy*z € L. Primjenom leme
dokazite da jezik {0"1"2™ : n > 0} nije konteksno neovisan.

Dokazite da presjek konteksno neovisnih jezika nije nuzno konteksno neovisni
jezik.

Uputa. Dokazite da su jezici {07127 : 4,5 € N} i {01727 : 4, j € N} konteksno
neovisni. Njihov presjek je {0"1"2" : n > 0}, a po prethodnom zadatku taj
jezik nije konteksno neovisan.

Dokazite da komplement konteksno neovisnog jezika nije nuzno konteksno neo-
visan.

Uputa. Pretpostavimo suprotno. Iz prethodnog zadatka slijedi da postoje kon-
teksno neovisni jezici A 1 B takvi da jezik AN B nije konteksno neovisan. Neka
je S = A°U B¢. Buduéi da su po pretpostavci A¢ i B¢ konteksno neovisni, tada
iz zadatka 8 slijedi da je i jezik S konteksno neovisan. Tada iz pretpostavke
slijedi da je i S = AN B konteksno neovisan, ¢ime je dobivena kontradikcija.

Neka je A konteksno neovisan jezik, a B regularan jezik. Dokazite da je AN B
takoder konteksno neovisan.

* Dokazite da se regularni jezici mogu opisati homomorfizmima na monoidima

(vidi [12] i [15]).
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Turing—izracunljive funkcije

1.
2.

Dokazite da je svaka inicijalna funkcija Turing-izrac¢unljiva.

Dokazite da je klasa svih Turing—izracunljivih funkcija zatvorena za kompozi-
ciju.

. Dokazite da je klasa svih Turing—izracunljivih funkcija zatvorena za primitivnu

rekurziju.

Dokazite da je klasa svih Turing—izracunljivih funkcija zatvorena za py—operator.

Dokazite da je svaka parcijalno rekurzivna funkcija Turing—izracunljiva.

Dokazite da je svaka Turing—izracunljiva funkcija parcijalno rekurzivna.
Uputa. Detaljno kodirajte rad Turingovog stroja.

(Ne)odlucivi jezici

1.

Definirajte kodiranje kona¢nih automata. Neka je za konac¢ni automat M sa
(M) oznacen njegov kod. Dokazite da su sljedeéi jezici odluéivi:

(M), w) : M je konacni automat koji prihvaca rije¢ w};
M) : M je kona¢ni automat koji ne prihvaca niti jednu rijec¢ };

c) {({4),(B)): Ai B su kona¢ni automati tako da L(A) = L(B)};

Dokazite da je svaki konteksno neovisan jezik odluciv.
(Definicija konteksno neovisne gramatike je dana u zadatku 7 na strani 149).

Oznac¢imo Lecpg = {(R,w) : R je konteksno neovisna gramatika koja generira
rije¢ w}. Dokazite da je jezik Lope odluciv.
Uputa. Koristite zadatak 9 sa strane 149.

Dokazite da sljedeci jezik nije odluciv:

{(G,H) : G i H su konteksno neovisne gramatike takve da L(G) = L(H)}.

Definirajte verziju RAM-strojeva koji prepoznaju i odlucuju jezike. Dokazite
da za svaki takav RAM-stroj postoji ekvivalentan Turingov stroj, i obratno.
Uputa. Vidi [7].

Definirajte pojam ABAK-racunala koje prepoznaje i odlucuje jezike. Doka-
zite da za svako takvo ABAK-racunalo postoji ekvivalentan Turingov stroj, i
obratno.

Uputa. Vidi [2].
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Vremenska slozenost

1. Neka je L odluciv jezik za koji postoji jednotracni Turingov stroj koji ga odlu-
¢uje, te ¢ija je vremenska sloZenost strogo manja od O(nlog, n). Dokazite da je
tada jezik L regularan.

2. Neka je T : N — RT funkcija za koju vrijedi T'(n) > n, za svaki n € N.
Ako je f Turing—izracunljiva na nekom Turingovom stroju vremenske slozenosti
T(n), tada je funkcija f RAM-izracunljiva ne nekom RAM-stroju vremenske
slozenosti O(T?(n)).

Uputa: vidi [10].

NP—teski problemi optimizacije

Sada definiramo jedan problem iz kombinatorne optimizacije za ¢iju jednu verziju
¢emo pokazati da je NP-teska. Vazno je naglasiti da to nije problem odluke veé se
kao rezulat trazi maksimalna vrijednost odredene funkcije.

PROBLEM RUKSAKA glasi:

Dano jen predmeta s vrijednostima p; i teZzinama w;, gdje jei € {1,...,n}.
Ruksak ima tezinski kapacitet m, gdje je m € [0,+o00). Treba odrediti
skup predmeta koji c¢e stati u ruksak tako da ukupna vrijednost bude
maksimalna.

Oznacimo sa PROBLEM RUKSAKA* sljedecu verziju prethodnog problema:

Dano jen predmeta. Zadana je tezina w; € N i vrijednost p; € N pojedinog
predmeta. Zatim, neka je m € N broj koji oznacava maksimalni tezinski
kapacitet ruksaka. Neka je M & N proizvoljan. Treba odrediti je li
optimalna vrijednost predmeta koji stanu u ruksak veca od M.

Ocito je PROBLEM RUKSAKA* problem odluke. Dokazimo da je PROBLEM RUKSAKA*
jedan NP-tezak problem. U tu svrhu dokazujemo da vrijedi PROBLEM PARTICIJA <,
PROBLEM RUKSAKA*. PROBLEM PARTICIJA smo definirali u zadatku 2 na strani 80, te
znamo iz navedenog zadatka da je problem PROBLEM PARTICIJA jedan NP—potpun
problem.

Neka je S = {ay,...,a,} neki multiskup prirodnih brojeva. Oznacimo s =a; + ...+
ay,. Definiramo jednu instancu PROBLEMA RUKSAKA* ovako:

e broj predmeta je n;
o tezinski kapacitet ruksaka je m = |s/2], tj. m = max{k € N: k < s/2}.

e tezina i vrijednost pojedinog predmeta je zadana sa w; =p; = a;, 1 =1,...,n.
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e neka je M = [s/2] (= min{k € N: s/2 < k}).

Tvrdimo da za multiskup S postoji podskup T tako da vrijedi >> x = Y =z akoi
zeT zeS\T

samo ako je optimalna vrijednost predmeta koji stanu u ruksak ve¢a od M.

Pretpostavimo prvo da postoji multiskup 7" C S tako da vrijedi Y =z = Y x.
ze€T zeS\T

Tada je o¢ito broj s paran, te vrijedi s/2 = [s/2] = [s/2]. To znaci da predmeti koji
odgovaraju elementima iz skupa 7" imaju tezinu |s/2] (dakle, stanu u ruksak), te im
je ukupna vrijednost [s/2].

Pretpostavimo sada da postoji R C {1,...,n} tako da je:

Swi=> a; <|s/2]

i€R i€R
(to znaci da predmeti stanu u ruksak), te

i€R i€R
(to znaci da im je ukupna vrijednost barem [s/2] ). Lako je vidjeti da je tada nuzno
|s/2| = [s/2] = s/2. 1z toga direktno slijedi da je > a; = > ay.

ieR je{ln}\R

Sada ¢emo definirati jos tri problema kombinatorne optimizacije. Za svaki od njih
moze se dokazati da je NP-tezak.

PROBLEM RASPOREDA (poslova na identi¢ne strojeve) glasi:

Zadano je n nezavisnih poslova i m identic¢nih strojeva. Vrijeme izvodenja
1—tog posla na bilo kojem stroju iznosi t;. Treba odrediti raspored izvr-
savanja poslova na strojevima tako da vrijeme potrebno da se izvrse svi
poslovi bude minimalno. Pri tome se niti jedan posao ne smije cjepkati,
a jedan stroj ne moze obavljati vise od jednog posla u jednom trenutku.

PROBLEM OPTIMALNO BOJENJE GRAFA glasi:

Zadan je neusmjereni graf. Vrhovima grafa treba pridruziti boje tako
da su susjedni vrhovi uvijek u razlicim bojama. Pri tome ukupan broj
upotrijebljenih boja mora biti minimalan.

PROBLEM TRGOVACKOG PUTNIKA, ili kratko PROBLEM TSP (eng. traveling salesman pro-
blem) glasi:

Zadan je potpuni neusmjereni graf c¢iji bridovi imaju zadane duljine. Treba
odrediti Hamiltonov ciklus® minimalne duljine. Duljina ciklusa jednaka
je zbroju duljina svih bridova ciklusa.

2Hamiltonov ciklus u grafu je onaj ciklus koji sadrzi sve évorove grafa, ali samo jednom.
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