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Predgovor

Ovaj materijal sadrzi predavanja iz kolegija Semantike logika dokazivosti i interpre-
tabilnosti koji smo predavali akademske godine 2016./17. na doktorskom studiju
matematike u Zagrebu. Materijal je prije svega namijenjen studentima koji su slusali
predavanja tog kolegija.

Svaki ispravak, ili pak sugestiju, koji bi mogli doprinijeti poboljSanju ovog teksta,
rado ¢emo prihvatiti.

U Zagrebu, 2017. autori



Poglavlje 1
Uvod

Glavni cilj kolegija je prouciti teoriju modela logika interpretabilnosti, te posebno
detaljno razmotriti Goris, Joostenovu metodu dokaza teorema potpunosti. U ovom
Uvodu namjera nam je naglasiti korake dokaze potpunosti za razne sisteme. Prvo
dokazujemo teorem potpunosti za klasié¢nu logiku sudova. Tu posebno zelimo istaknuti
glavne korake dokaze: Lindenbaumova lema i lema o istinitosti. U drugoj tocki ovog
poglavlja isticemo glavne dijelove dokaze Godelovog teorema potpunosti za logiku
prvog reda. Zatim u trecoj tocki dokazujemo potpunost osnovnog modalnog sistema
K u odnosu na Kripkeovu semantiku. U zadnjoj tocki navodimo neke modalne sisteme
koji nisu potpuni u odnosu na relacijsku semantiku. To je onda glavni razlog da
dademo definicije nekoliko alternativnih semantika za modalnu logiku.

1.1 Potpunost logike sudova

Tekst koji slijedi manje-vise je dio materijala knjige [13], odnosno ispredaje se u ko-
legiju Matematicka logika. Mala razlika je Sto ovdje promatramo maksimalno konzis-
tente skupove, a ne potpune skupove. Razlog tome je Sto se maksimalno konzistentni
skupovi koriste u dokazima potpunosti modalnih sistema. Jos vise detalja mozete
vidjeti u Mendelsonovoj knjizi [10].

Smatramo da su poznati pojmovi alfabeta logike sudova, formule, interpretacije,
istintitosti formule za interpretaciju, valjana formula, ispunjiva formula i slicno. Ovdje
isticemo samo definicije i tvrdnje koje su nam vazne prilikom razmatranja modalnih
logika.

Definicija 1.1. Sistem RS zadan je svojim shemama aksioma i jednim pravilom
izvoda. Sheme aksioma sistema RS su:

(A1) A— (B— A,
(A2) (A= (B—-0C)—> (A= B)=(A—=0));
(A3) (=B — —A) — (A — B).
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Jedino pravilo izvoda je modus ponens ili kratko mod pon tj.

A A— B
5 )

Svaku instancu neke od shema (Al)—~(A3) nazivamo aksiom.

Definicija 1.2. KaZemo da je niz formula Fy, ..., F, dokaz za formulu F u sistemu
RS ako vrijedi:

a) formula F, je upravo F, tj. vrijedi F,, = F'

b) za sve k € {1,...,n} formula Fy, je ili aksiom ili je nastala primje-

nom pravila modus ponens na neke formule F; 1 F}, gdje sui,j < k.

Kazemo da je formula F teorem sistema RS, u oznaci -rg F (odnosno, kratko
= F), ako u RS postoji dokaz za F.

teorem!u sistemu RS

Teorem 1.3 (Teorem adekvatnosti za sistem RS).
Svaki teorem sistema RS je valjana formula.

Tvrdnja teorema se lako dokazuje indukcijom po duljini dokaza teorema u RS.
Sada nam je glavni cilj skicirati dokaz obrata gornjeg teorema, tj. dokaz teorema
potpunosti. U svrhu toga navodimo niz lema i propozicija.

Definicija 1.4. Neka je S proizvoljan skup formula logike sudova i F neka formula.
Kazemo da je niz formula Fy, ..., F, izvod iz skupa S formule F u sistemu RS, u
oznaci S+ F, ako vrijedi:

a) formula F, je upravo formula F, tj. imamo F,, = F;
b) za sve k € {1,...,n} vrijedi barem jedno od sljedeceg:

b1) Fy je aksiom sistema RS,
by) Fi € S (tada formulu Fy nazivamo pretpostavka);

bs) formula Fy je nastala iz nekih F;, F; (i,j < k) pomoéu pravila modus
ponens.

Sljede¢u propoziciju je lako dokazati indukcijom do duljini izvoda.

Propozicija 1.5. Neka je S skup formula i F' neka formula tako da vrijedi S + F.
Tada vrijedi S = F.

Teorem 1.6 (Teorem dedukcije za logiku sudova).
Neka je S skup formula, te A i B formule logike sudova. Ako vrijedi SU{A} F B,
tada vrigedi 1 S+ A — B.



Dokaz ide indukcijom po duljini izvoda. U dokazu se koristi lema: za sve formule
A vrijedi F A — A.

Definicija 1.7. Za skup formula S kaZemo da je konzistentan u sistemu RS ako
ne postoji formula F tako da vrijedi S = F 1 S &+ —F. Ako skup formula nije
konzistentan tada kaZemo da je inkonzistentan.

Definicija 1.8. Za skup formula S kaZemo da je ispunjiv ako postoji interpretacija
I tako da za sve formule F' € S vrijedi I(F) =1 (to kratko oznacavamo sa I(S) = 1).

Tvrdnja sljedece propozicije lako se dokazuje obratom po kontrapoziciji koristeci
propoziciju 1.5.

Propozicija 1.9. Svaki ispunjiv skup formula S je konzistentan. Posebno je konzis-
tentan skup svih teorema sistema RS.

Sada nam je cilj dokazati obrat prethodne propozicije. O tome govori generali-
zirani teorem potpunosti. No, prije treba dokazati joS neka svojstva konzistentnih
skupova formula.

Propozicija 1.10. Skup formula je konzistentan ako i samo ako je svaki njegov
konacan podskup konzistentan.

Napisat ¢emo radi ilustracije dokaze nekih tvrdnji. Glavni razlog zasto to ovdje
radimo je ilustracija slozenosti tih dokaza, te kako bi se onda u logici prvog reda,
odnosno u modalnim logikama, dokazi svojstava konzistentih skupova potpuno pre-
skocili.

Lema 1.11. Za sve formule F' i G logike sudova vrijedi = ~F — (F — G).

Dokaz. Iz teorema dedukcije, tj. teorema 1.6, slijedi da je dovoljno dokazati da vrijedi
{=F}F F — G. Dajemo jedan izvod za to.

1. =F (pretpostavka)
2. °F - (-G — —F) (aksiom (A1))
3. -G — ~F (mod pon: 1.1 2.)
4. (-G — —F) = (F — G) (aksiom (A3))
5. F—=G (mod pon: 3.14.)

Q.E.D.

Propozicija 1.12. Skup formula S je konzistentan ako © samo ako iz S nije 1zvediva
barem jedna formula.

Propozicija 1.13. Neka je S skup formula i F proizvoljna formula. Tada imamo:

a) ako vrijedi St/ F tada je skup S U{—=F} konzistentan;



b) ako je S konzistentan skup formula i S & F tada je i skup formula S U {F}
konzistentan.

Dokaz. a) Pretpostavimo da je skup S U {—F} inkonzistentan. Iz prethodne propo-
zicije 1.12 slijedi da je tada iz tog skupa izvediva svaka formula. Posebno imamo:

SU{=F}F =(=F = F) i SU{=F}+F

Primjenom teorema dedukcije slijedi da vrijedi:

St—F —(-F—=F) (%
SkE-F—=F (xx)

Sada dajemo jedan izvod za formulu F' iz skupa S.

1. -F— ﬁ(—\F — F) (*)

2. ("F—>—=(-F—F)—>((—-F—F)—F) (aksiom (A3))

3. ("F—F)—=F (mod pon: 1.1 2.)
4. —-F 5 F (%)

5. F (mod pon: 3.14.)

Dokazimo sada tvrdnju b). Pretpostavimo da je skup S U {F'} inkonzistentan. Tada
postoji neka formula G tako da vrijedi

SU{F}FG i SU{F} -G

Iz teorema dedukcije slijedi S+ F — G i S F F — —=G. Sada iz toga, te S - F)|
primjenom pravila modus ponens dobivamo S - G i S F =G, tj. da je skup S
inkonzistentan. Q.E.D.

Kako bi dokazali generalizirani teorem potpunosti, tj. da je svaki konzistentan skup
formula ispunjiv, sada uvodimo pojam maksimalno konzistentnog skupa formula.

Definicija 1.14. Za skup formula S kaZemo da je maksimalno konzistentan u
sistemu RS ako je konzistentan i svaki njegov pravi nadskup je inkonzistentan.

Lako je dokazati sljede¢u lemu o svojstvima maksimalno konzistentnih skupova.

Lema 1.15. Neka je S maksimalno konzistentan skup. Tada za sve formule A i B
vrijedi:

a) ako Stprs A tada A € S;

b) Ae S ako i samo ako ~A & S;

c) ANB €S ako i samo ako A€ S i B € S

d) AV B €S ako i samo ako A€ S ili B € S;

e) A— B € S ako i samo ako A¢ S ili B € S.



Lema 1.16 (Lindenbaumova lema za logiku sudova).
Neka je S konzistentan skup formula. Tada postoji maksimalno konzistentan skup
formula S" takav da vrijedi S C S’.

Dokaz. Skup svih formula logike sudova je prebrojiv. Neka je Fy, Fi, Fb, ... niz koji
sadrzi sve formule logike sudova. Rekurzivno definiramo niz skupova formula (.S,,) na
sljedec¢i nacin:

So = S
B S, U{=F,}, ako S,/ Fy;
S, U{F,}, inace.

Dokazimo indukcijom da je svaki skup formula 5, konzistentan. Skup Sy je konzis-
tentan po pretpostavci leme. Pretpostavimo da je S, konzistentan skup formula. Ako
S, i/ F, tada iz tvrdnje a) u propoziciji 1.13 slijedi da je skup S, 41 konzistentan. Ako
S, b F, tada konzistentnost skupa S, 1 slijedi iz tvrdnje b) u propoziciji 1.13.
Neka je S" = UpenS,. Ocito vrijedi S C S’. Dokazimo da je skup S’ konzistentan.
Neka je S” proizvoljan kona¢an podskup od S’. Posto za svaki n € N vrijedi S,, C S, 11
tada postoji ng € N takav da je S” C S,,,. Posto je S,,, konzistentan skup formula tada
je 1 njegov podskup S” konzistentan. Time smo dokazali da je proizvoljan konacan
podskup skupa S’ konzistentan, a onda iz propozicije 1.10 slijedi da je i skup S’
konzistentan.
Preostalo je dokazati da je skup S’ maksimalno konzistentan. Neka je F' neka formula
logike sudova tako da F' ¢ S’. Tada postoji n € N tako da vrijedi F,, = F. Iz F € 5’
slijedi F,, € Sy4+1, aonda i =F € S,41. Tada je ocito skup S" U {F'} inkonzistentan.
Q.E.D.

Sn+1

Za dokaz generaliziranog teorema potpunosti treba nam jos samo sljedec¢a lema.

Lema 1.17 (Lema o istinitosti za logiku sudova).
Ako je S maksimalno konzistentan skup tada je S ispunjiv skup formula.

Skica dokaza. Definiramo totalnu interpretaciju I sa:
I(P)=1 ako 1 samo ako PesS.
Indukcijom po slozenosti formule F' lako je dokazati da vrijedi:

I(F)=1 ako i samo ako Febs.

Teorem 1.18 (Generalizirani teorem potpunosti za logiku sudova).
Skup formula je konzistentan ako i samo ako je ispunjiv.

Dokaz. Lako je dokazati da je svaki ispunjiv skup konzistentan (obratom po kontra-
poziciji). Dokazimo da je svaki konzistentan skup ujedno i ispunjiv. Neka je S neki
konzistentan skup. Iz Lindenbaumove leme slijedi da postoji S O S koji je maksi-
malno konzistentan. Iz leme o istinitosti slijedi da je skup S’ ispunjiv. Tada postoji
interpretacija I tako da vrijedi 1(S") = 1. Posto S C S’ tada vrijedi I(S) = 1, pa je
skup S ispunjiv. Q.E.D.



Teorem 1.19 (Teorem potpunosti za sistem RS).
Formula F' je valjana ako i samo ako formula F je teorem sistema R.S.

Dokaz. Jedan smjer je ve¢ istaknut kao teorem adekvatnosti. Dokazimo drugi smjer.
Pretpostavimo da je F' formula takva da t/grs F. Iz propozicije 1.13 slijedi da je skup
{—F} konzistentan. Iz generaliziranog teorema slijedi da je taj skup ispunjiv. Tada
postoji interpretacija I tako da vrijedi I(—F') = 1, tj. formula F' nije valjana. Q.E.D.

Teorem 1.20 (Teorem kompaktnosti za logiku sudova).
Skup formula S je ispunjiv ako i samo ako je svaki konacan podskup od S ispunjiv.



1.2 Potpunost logike prvog reda

U ovoj tocki dajemo skicu dokaza teorema potpunosti za logiku prvog reda. Vise
detalja o tome mozete vidjeti u knjizi [13]. Glavni razlog zasto razmatramo dokaz
potpunosti za logiku prvog reda je namjera da jos jednom naglasimo op¢u shemu
dokaza teorema potpunosti, te istaknemo poteskoce u odnosu na dokaz potpunosti za
logiku sudova.

Za svaku teoriju T prvog reda imamo pripadni jezik, koji se sastoji od sljedeceg:

1. Alafabet.
To je skup A; U ... U Ag pri ¢emu su redom:

a) Aj je prebrojiv skup ¢ije elemente nazivamo individualne varijable, te ih
oznacavamo sa v;;

b) Ay ={—,A,V,—, <+, 3, V}, tj. skup logickih simbola;

c) As je skup relacijskih simbola. Taj skup sadrzi barem jedan dvomjesni
relacijski simbol (rezerviran za jednakost);

d) Ay je skup funkeijskih simbola (moze biti i prazan);

e) As je skup konstatntskih simbola (moze biti prazan);

f) Ag je skup pomoc¢nih simbola (lijeva i desna zagrada).

Skup Az U A4 U A5 nazivamo skup nelogickih simbola ili signatura teorije
T', te ga oznacavamo sa op ili samo sa o.

2. Definirani su jo$ sljedeé¢i pomoéni pojmovi: o-term, o—formula, pod-
formula, slobodna i vezana varijabla u formuli, term slobodan za varijablu u
formuli, recenica (ili zatvorena formula), supstitucija terma u formuli, shema
formule, ...

Zatim, za svaku teoriju prvog reda mora biti definiran pripadni ra¢un. Racun se
sastoji redom od sljedeceg:

1. Skup aksioma. Po dogovoru smatramo da svaka teorija prvog reda sadrzi
sljede¢ih pet shema aksioma:

Al) A— (B — A);

A2) (A= (B—=C)) = (A= B)—=(A—=0));

A3) (-B — —A) — (A — B);

A4) VzA(z) — A(t/z), gdje je term t slobodan za varijablu z u for-
muli A;

(A5) Vz(A — B) — (A — VaB), gdje formula A ne sadrzi slobodnih

nastupa varijable x.

(
(
(
(



Svaka instanca shema (A1)—(A5) je valjana formula. Teorija prvog reda osim
navedenih shema (A1)—(A5) moze imati i druge aksiome. Svaki aksiom teorije
koji nije valjana formula nazivamo nelogicki aksiom.

2. Pravila izvoda. Po dogovoru svaki racun proizvoljne teorije prvog reda sadrzi
kao jedina pravila izvoda modus ponens i generalizaciju, tj.

A A— B A
B Vz A

3. Definirani su i sljedec¢i pojmovi: dokaz, teorem teorije, izvod.

Alfabet logike prvog reda je maksimalno mogudi, tj. za svaki k € N sadrzi prebro-
jivo mnogo relacijskih i funkcijskih simbola mjesnosti k, te sadrzi prebrojivo mnogo
konstantskih simbola. Racun logike prvog reda, kratko RP, ne sadrzi nelogicke ak-
siome. Sada ¢emo definirati osnovne pojmove vezane uz semanitiku teorija prvog
reda.

Definicija 1.21. Ako je o signatura tada je o—struktura O uredeni par (M, @), gdje
je M neprazan skup, a ¢ je funkcija sa skupa o koja svakom n—mjesnom relacijskom
simbolu pridruzuje n—mjesnu relaciju na skupu M, svakom n—mjesnom funkcijskom
simbolu pridruzuje n—mjesnu funkciju na M, te svakom konstantskom simbolu pri-
druzuje neki element iz M.

Definicija 1.22. Ako je M = (M, @) neka o—struktura tada je valuacija na 9 svaka
funkcija v : {vo, vy, ...} — M. Svaki uredeni par (MM, v) nazivamo c—interpretacija.

Rekurzivno se definira pojam istinitosti o—formule F' za zadanu o—interpretaciju
(9, v), u oznaci M =, F. Nakon toga su definirani pojmovi ispunjive, valjane, obo-
rive, te lazne formule.

Definicija 1.23. Za o-strukturu 9N kaZemo da je model za teoriju T ako je svaki
aksiom od T istinit na strukturi M. Za model M = (M, p) kaZemo da je prebrojiv ako
je skup M prebrojiv.

Definicija 1.24. Neka je T teorija prvog reda i o—pripadna signatura. KaZemo da
je teorija T konzistentna ako ne postoji o—formula F takva da vrigedi -7 F i@
Fr = F. Za skup o—formula S kaZemo da je konzistentan u teoriji T ako ne postoji
o—formula F tako da vrijedi S Fr F i S'Fp —F.

U sljedecoj propoziciji isticemo osnovna svojstva konzistentnosti.

Propozicija 1.25. Neka je T teorija prvog reda, o pripadna signatura, 1 S neki skup
o—formula. Tada vrijede sljedece tvrdnje:



a) Skup S je konzistentan u teoriji T ako i samo je svaki konacan podskup od S
konzistentan u teoriji T';

b) Skup formula S je konzistentan u teoriji T ako i samo ako postoji c—formula F
tako da vrijedi S tp F;

c) Ako je F' zatvorena o—formula i vrijedi S V/r F, tada je skup S U{=F} konzis-
tentan u teoriji T';

d) Ako je F' zatvorena o—formula i vrijedi S t/r —F, tada je skup formula S U{F'}
konzistentan u teoriji T';

e) Ako postoji model za teoriju T koji je model i za skup formula S tada je skup S
konzistentan u teoriji T';

f) Ako je S konzistentan skup formula u teoriji T i F' zatvorena o—formula, tada
je bar jedan od skupova SU{F} i SU{=F} konzistentan u teoriji T';

g) Ako je S konzistentan skup formula u teoriji T, te je F o—formula takva da
vrijedi S & F, tada je i skup S U{F} konzistentan u teoriji T.

Sada nam je cilj skicirati dokaz da za svaku konzistentnu teoriju prvog reda postoji
potpuno prosirenje. U tu svrhu navodimo sljedec¢i korolar i definicije.

Korolar 1.26. Skup svih formula proizvoljne teorije prvog reda je prebrojiv.
Skup svih zatvorenih formula proizvoljne teorije prvog reda je prebrojiv. Posebno je
prebrojiv skup svih zatvorenih formula logike prvog reda.

Definicija 1.27. Za teoriju T prvog reda kaZemo da je potpuna ako za svaku za-
tvorenu formulu F' pripadnog jezika vrijedi Fp F ili  Fp —F.

Svaka inkonzistentna teorija je potpuna.

Definicija 1.28. Neka je T o-teorija, a T’ o' ~teorija prvog reda. KaZemo da je
teorija T" prosirenje teorije T ako je 0 C o' i za sve o—formule F vrijedi da iz
pretpostavke Fr F slijedi b F. KaZemo da je teorija T' jednostavno proSirenje
teorije T ako je o = o’ i za sve o—formule F wvrijedi da -7 F povlaci b F. KaZemo
da su teorije T i T" prvog reda ekvivalentne ako je T jednostavno prosirenje od T",
1 obratno.

Ako je T teorija prvog reda i S skup formula pripadnog jezika, tada s T + S
oznacavamo teoriju nastalu dodavanjem svih formula iz S skupu aksioma od 7. Ako
je skup S jednoclan, tj. S = {F}, tada umjesto T + {F'} ponekad kratko pisemo
T+ F.

Lema 1.29 (Lindenbaumova lema za teorije prvog reda).
Za svaku konzistentnu teoriju T prvog reda postoji konzistentno potpuno prosirenje.
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U nastavku s T' oznacavamo proizvoljnu konzistentnu teoriju prvog reda. Sada
dajemo skicu dokaza generaliziranog teorema potpunosti za teorije prvog reda, tj. da
za svaku konzistentnu teoriju prvog reda postoji model. Odmah se postavlja pitanje
sto bi mogao biti nosa¢ takvog modela. Jasno je da nam za to ne mogu posluziti
na primjer skupovi brojeva N, Z, Q ili R. Prisjetimo se da je po definiciji model
uredeni par 9 = (M, ), pri cemu je posebno za sve zatvorene terme ¢ teorije T
ispunjeno (t) € M. Najjednostavnije je definirati p(t) = t, tj. za nosa¢ modela
M uzeti skup svih zatvorenih terma. Tada bismo interpretaciju konstantskih i
funkcijskih simbola redom definirali sa:

p(c) =c

o)ty tn) = flte, ... tn).

Tada bi ocito za sve zatvorene terme vrijedilo ¢(t) = t. No, definicija interpretacija re-
lacijskih simbola konzistentne teorije T" nije tako jednostavna. Po definiciji strukture
za svaki relacijski simbol R moramo definirati ¢(R) kao relaciju na skupu svih zatvo-
renih terma teorije T. Ako je za neke terme t, ..., t, atomarna formula R(t1,...,t,)
teorem teorije T tada, naravno, definiramo da vrijedi (¢1,...,%,) € ¢(R). Ako je pak
formula —R(t4,...,t,) teorem teorije T tada definiramo (ty,...,t,) € ¢(R). No, to
nije dobra definicija za funkciju ¢ na skupu svih relacijskih simbola teorije 7. Moguce
postoji atomarna formula R(t,...,t,) tako da vrijedi:

e Rty ... ty) 1 W —R(t,....t).

To znaéi da svojstvo "biti teorem od T” ne moze biti definicijsko svojstvo za istini-
tost proizvoljne atomarne formule. Time smo naveli prvi problem prilikom definicije
interpretacije. Sada navodimo drugi problem prilikom definicije interpretacije ¢ za
proizvoljnu konzistentnu teoriju 7. Skup svih zatvorenih terma proizvoljne konzis-
tentne teorije T opéenito ne¢e moci biti nosac¢ interpetacije. Prethodnu tvrdnju ¢emo
potkrijepiti sljede¢im primjerom.

Primjer 1.30. Neka je o = {c,=, R} gdje je ¢ konstantski simbol, a R je jednomjesni
relacigski simbol.

Zatim, neka su nelogicki aksiomi teorije T formule —R(c) i 3xR(z). Lako je kons-
truirati neki model za T. Iz turdnje e) u propoziciji 1.25 slijedi da je teorija T kon-
zistentna. Neka je M skup svih zatvorenih o—terma, tj. M = {c}. Definirajmo da je
p(c) = c. Iz aksioma —R(c) slijedi da je p(R) = (. No, tada za M = (M, ) imamo
da M B~ JzR(x), a to znaci da M nije model za teoriju T.

Definicija 1.31. Za o-teoriju T prvog reda kaZemo da je Henkinova teorija ako
za svaku zatvorenu o—formulu koja je oblika FxA(x), postoji konstantski simbol ¢ € o
tako da vrijedi: p JxA(x) — A(c/z).

Uocite da alfabet svake Henkinove teorije sadrzi beskona¢no konstantskih simbola.
Vaznost pojma Henkinove teorije jasno je istaknuta u sljedecoj lemi.
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Lema 1.32. Neka je T konzistentna i potpuna Henkinova o—teorija. Oznacimo sa
|| skup svih zatvorenih terma teorije T. Zatim definirajmo interpretaciju nelogickih
simbola 1z 0 na sljedeci nacin:

M = ¢

oty t,) = f(t, .. te),

gdje je ¢ konstantski, a f funkcijski simbol. Za proizvoljan relacijski simbol R € o
definiragmo relaciju R™ ovako:

(ti,...,tn) € R™ ako i samo ako Fp R(ty,...,t,).

Obicno se tako definirana struktura M naziva kanonski model za T.
Tada za sve zatvorene o—formule F vrijedi:

Fr F' ako i samo ako M = F.

Vazno je primijetiti da model 91 iz prethodne leme opéenito ne moze biti efektivno
konstruiran jer interpretacija relacijskih simbola ovisi o dokazivosti u teoriji T, a to
je opéenito neodluc¢ivo po Churchovom teoremu. Ocito je skup svih zatvorenih terma
svake Henkinove teorije prebrojiv. Iz te ¢injenice, i prethodne leme, jednostavno
dobivamo sljedeéi korolar.

Korolar 1.33. Za svaku konzistentnu i potpunu Henkinovu teoriju postoji prebrojiv
model.

Zadnja tvrdnja koja nam treba za dokaz generaliziranog teorema potpunosti za
teorije prvog reda je sljedeca lema.

Lema 1.34. Za svaku konzistentnu teoriju T prvog reda postoji konzistentno i potpuno
prosirenje koje je Henkinova teorija.

Teorem 1.35 (Generalizirani teorem potpunosti za teorije prvog reda).
Za svaku konzistentnu teoriju T prvog reda postoji prebrojiv model.

Najvaznije posljedice generaliziranog teorema potpunosti za teorije prvog reda su
sljededi teoremi.

Teorem 1.36 (Godelov teorem potpunosti).
Neka je T teorija prvog reda i F' formula pripadnog jezika. Tada vrijedi:

Fr F' ako i samo ako  je F' istinita u svim modelima za T

Posebno vrijedi: Frp F ako i samo ako je F valjana formula.

Teorem 1.37 (Teorem kompaktnosti za logiku prvog reda).
Neka je S neki skup o—formula. Tada za skup S postoji model ako i samo ako za
svaki konacan podskup od S postoji model.

Teorem 1.38 (Léwenheim—Skolemov teorem "na dolje”).
Svaka teorija prvog reda koja ima model itma 1 prebrojiv model.
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1.3 Potpunost modalnog sistema K

U ovoj tocki promatramo osnovni modalni sistem koji se oznacava s K. Alfabet tog
sistema sadrzi alfabet klasi¢ne logike sudova, te jedan unarni modalni operator koji se
oznacava s [J. U razmatranjima koristimo i unarni modalni operator ¢ koji je pokrata
za .

Pojam formule se definira sasvim analogno kao u logici sudova. Jedini dodatak je
sljedece: ako je A formula tada je i JA formula.

Skup aksioma sistema K sadrzi sve tautologije (u novom jeziku!) te sljedeéi ak-
siom:

O0(A — B) —» (0A — 0OB)

Navedeni aksiom se naziva aksiom distributivnosti.
Pravila izvoda sistema K su sljedeca:

A A— B
B

Pojam dokaz i teorema sistema K se definira sasvim na isti na¢in kao u logici sudova.
Svaki modalni sistem koji sadrzi sistem K naziva se normalna modalna logika.
Sada zelimo definirati pojam istinitosti formule. U tu svrhu prvo definiramo pojmove
Kripkeovog okvira i modela.

(modus ponens) O (nuznost)

Definicija 1.39. Kripkeov okvir je svaki uredeni par (W, R) gdje je W proizvoljan
neprazan skup, a R CW xX W je proizvoljna binarna relacija na skupu W. Elemente
skupa W obicno nazivamo svjetovi, a relaciju R nazivamo relacija dostizivosti.

Kripkeov model je svaka uredena trojka (W, R, &) gdje je (W, R) Kripkeov okvir,
a lF je binarna relacija izmedu svjetova i formula tako da za svaki svijet w € W i sve
formule A i B vrijedi:

wlf L

wlF=A ako i samo ako w If A;

wl-AANB akoisamo ako wiFA ¢ wlF B;

wlk AV B ako i samo ako wlF A ili wlF B;

wlFA— B ako i samo ako wlf A ili wl- B;

wl- A<+ B akoisamo ako wl- A je ekvivalentno s w - B;

wlFOA ako i samo ako (Vv € W)(wRv = v - A).

Relacija I se naziva relacija forsiranja.
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Lako je vidjeti da za svaki Kripekov model (W, R IF), svaki svijet w € W i svaku
formulu A vrijedi:

wlF QA ako i samo ako (Jv € W)(wRv & v IF A)

Definicija 1.40. Neka je M = (W, R,IF) Kripkeov model, te w € W. Ako vrijedi
w - A tada kazZemo da je formula A istinita na svijetu w.

Ako je A formula i M = (W, R, IF) Kripkeov model tako da za svaki w € W vrijedi
w - A tada kaZemo da je formula A istinita na modelu I, te to oznacavamo s
M- A.

Ako je A formula i § = (W, R) Kripkeov okvir tako da za svaku relaciju forsiranja
Ik vrijedi da je formula A istinita na modelu (W, R,IF) tada kaZemo da je formula
A valjana na okviru §, te to oznacavamo sa § IF A.

Za neku modalnu formulu kazZemo da je valjana formula ako je valjana na sva-
kom Kripkeovom okuviru.

Teorem 1.41 (Teorem adekvatnosti za sistem K).
Ako Fi A tada je A valjana formula.

Prethodni teorem je lako dokazati indukcijom po duljini dokaza formule A.

Sada nam je cilj dokazati obrat prethodnog teorema, tj. dokazati teorem potpunosti
za sistem K. Zeljeli bi primijeniti sli¢no zakljuéivanje kao kod dokaza teorema potpu-
nosti za logiku sudova: svojstva konzistentnih skupova, Lindenbaumova lema i lema
o istinitosti, te kao jednostavnu posljedicu dobiti teorem potpunosti. Vazan alat pri-
likom dokaza navedenih tvrdnji je teorem dedukcije. U sljede¢oj napomeni zelimo
istaknuti probleme u vezi toga.

Napomena 1.42. Neka je S skup formula i F neka formula. U ovoj napomeni
(i samo ovdje!) definiragmo da je formula F izvediva iz skupa S u sistemu K na
sasvim isti nacin kako u logici sudova, tj. zahtjevamo da postogi konacan niz formula
Fy, ... F, tako da vriyedi:

a) F, = F;
b) za svakii € {1,...,n} vrijedi barem jedno od:
b1) formula F; je aksiom sistema K;
be) formula F; je element skupa S
bs) formula F; je nastala primjenom pravila izvoda modus ponens ili

generalizacije iz nekih formula F; i Fy, pri cemu vrijedi j, k < 1.

Ako je formula F izvediva iz skupa S u sistemu K tada to oznacavamo s S g F. No,
uz ovakvu “standardnu” definiciju izvoda u sistemu K ne vrijedi teorem dedukcije,
jer ocito tada vrijedi {P} b OP, ali posto P — OP nije valjana formula tada iz
teorema adekvatnosti slijedi b/ P — TP,
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Posto nam je teorem dedukcije iznimno vazan dajemo nesto izmjenjenu definiciju
izvoda.

Definicija 1.43. Neka je S skup formula 1 F' neka formula. KaZemo da je formula F'
izvediva iz skupa S u sistemu K ako vrijedi b F' ili postoje formule Ay, ..., A, €
S tako da bg (A1 A ... NA,) — F. Ako je formula F izvediva iz skupa S u sistemu
K tada to oznacavamo sa S Fx F.

Teorem 1.44 (Teorem dedukcije za sistem K).
Ako SU{A} Fk B tada S+ A — B.

Teorem je jednostavno dokazati razmatranjem sljedeca dva slucaja: Fg B ili
postoje Ay,..., A, € SU{A} takoda g (A4 A...ANA,) — B.

Definicija 1.45. Za skup formula S kaZemo da je konzistentan ako vrijedi S Hy L.
Inace kazemo da je skup S inkonzistentan.

Lema 1.46 (Svojstva konzistentnih skupova u sistemu K).
Vrigede sljedece tvrdnje:

a) Svaki podskup konzistentnog skupa je konzistentan. Svaki nadskup inkonzistent-
nog skupa je inkonzistentan;

b) Skup S je konzistentan ako i samo ako ne postoji formula F tako da vrijedi
S '_K F i S l_K _|F;

c) Skup S je konzistentan ako i samo ako svaki konacan podskup skupa S je kon-
zistentan;

d) Skup S je konzistentan ako i samo ako postoji formula F' tako da vrijedi S Vi F
e) Ako Stk F tada je skup S U{—F} konzistentan;

f) Ako S W/ —F tada je skup S U{F'} konzistentan,

g) Ako Sty F i skup S je konzistentan tada je i skup S U{F} konzistentan.

Sve tvrdnje prethodne leme dokazuju se sasvim na analogni nacin kao u logici sudova.
(U dokazu se koristi teorem dedukcije.)

Definicija 1.47. Za skup formula S kaZemo da je maksimalno konzistentan u
sistemu K ako je konzistentan i svaki njegov pravi nadskup je inkonzistentan.

Ako je (W, R,IF) Kripkeov model i w € W tada je skup {F : w IF F'} maksimalno
konzistentan.

Lema 1.48. Neka je S neki maksimalno konzistentan skup. Tada za sve formule A
1 B vrigedi:
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a) Ako A, A — B € S tada B € 5,

b) Ae S ili-AeS;

c) Ako b A tada A € S;

d) =A €S ako i samo ako A ¢ S;

e) ANB €S ako i samo ako A€ S i B € S;

f) AV B €S ako i samo ako A€ S ili B € S.

Dokaz sljedece leme je sasvim analogan kao u logici sudova.

Lema 1.49 (Lindenbaumova lema za sistem K).
Za svaki konzistentan skup postoji maksimalno konzistentan nadskup.

Definicija 1.50. Za Kripkeov model (W, R,IF) kaZemo da je kanonski model ako
vrijeds:

a) W je skup svih maksimalno konzistentnih skupova;

b) wRu ako i samo ako za svaku formulu F' éinjenica F € u povlaci OF € w;

c) wlk P ako i samo ako P € w, za svaku propozicionalnu varijablu P.

Lema 1.51. Neka je (W, R,IF) kanonski model. Tada za sve w,u € W wvrijedi:

wRu ako i samo ako za sve formule F cinjenica UF € w povlaci F € u.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi wRu, te neka je F' formula tako da imamo F' & u.
Iz leme 1.48 slijedi =F € u. Sada wRu, - F € u i definicija relacije R u kanonskom
modelu povlace O—F € w. Posto je w konzistentan skup tada =Q—F & w, tj. JF & w.

Dokazimo sada obrat. Neka su w i v maksimalno konzistentni skupovi za koje
ne vrijedi wRu. Iz definicije relacije dostizivosti u kanonskom modelu tada slijedi da
postoji formula F' tako da vrijedi F' € u i OF ¢ w. Sada OF ¢ w i lema 1.48 povlace
-OF € w.

Lako je vidjeti da vrijedi Fx —OF — [O—F. Iz leme 1.48 tada slijedi -0F —
O-F € w. Sada ovo posljednje i prije dokazana ¢injenica —=QF € u, te lema 1.48,
povlace J-F € w.

Posto imamo F' € u tada ocito = F ¢ u.

Rezimirajmo: pretpostavka da ne vrijedi wRu povlaci da postoji formula F' tako
da vrijedi O-F € w i —~F & u. Q.E.D.
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Lema 1.52 (Lema o egzistenciji za sistem K).
Neka je (W, R,IF) kanonski model, te w € W proizvoljan svijet. Ako je F formula
tako da OF € w tada postoji svijet w € W tako da wRu i F € w.

Dokaz. Definiramo v~ = {F} U {G : OG € w}. Pretpostavimo da je skup v~
inkonzistentan. Tada za svaku formulu A vrijedi v~ Fx A, a onda posebno v~ Fx —F.
Iz definicije izvoda slijedi da su moguca sljedeca dva slucaja: Fx —F ili postoje
Gi,...,G, € v~ tako da vrijedi kg (Gy A ... ANG,) — —F.

Ako Fg —F tada ocito Fx [O=F, a onda lema 1.48 povlac¢i (0-F € w. No, iz
OF € w slijedi —[J-F € w, pa je skup w inkonzistentan sto je suprotno pretpostavci.

Promotrimo sada slucaj kada postoje Gy,...,G, € v~ tako da vrijedi Fx (G1 A
... ANG,) — —F. Primjenom pravila generalizacije i aksioma distributivnosti slijedi
da vrijedi Fx (OGy A ... NOG,) — O=F. Iz Gy,...,G, € v~ i definicije skupa
v~ slijedi OGy,...,0G, € w. Iz leme 1.48 slijedi UGy A ... AOG,, € w. Sada Fg
(OGy A ...ANOG,) — O-F, OG; A ... \NOG, € wilema 1.48 povlace O-F € w.
Posto je po pretpostavci OF € w tada dobivamo da je skup w inkonzistentan, sto je
nemoguce.

Time smo dokazali da je skup formula v~ konzistentan. Iz Lindenbaumove leme
slijedi da postoji maksimalno konzistentan skup u € W tako da vrijedi v~ C u. Posto
Fev tada F € u.

Iz definicije skupa v~ slijedi da za svaku formulu G za koju je JG € w imamo
G € v~ Cu. Iz leme 1.51 slijedi wRu. Q.E.D.

Lema 1.53 (Lema o istinitosti za sistem K).
Neka je (W, R,IF) kanonski model. Tada za svaki svijet w € W i svaku formulu F
vrijedi:

wl-F ako v samo ako F € w.

Dokaz. Tvrdnju leme dokazujemo indukcijom po slozenosti formule F. Za ilustraciju
promatramo samo u koraku indukcije slucaj F' = (G. Primijetimo prvo da vrijedi
sljedece:

wlF0G & Ju(wRu & ul-G) < (pret. ind.) Ju(wRu & G € u)

Iz wRuiG € u, te definicije relacije dostizivosti u kanonskom modelu, slijedi 0G € w.
Obrat slijedi direktno iz leme o egzistenciji. Q.E.D.

Teorem 1.54 (Teorem potpunosti za sistem K).
Ako je F wvaljana formula tada g F.

Dokaz. Pretpostavimo /i F. Iz leme 1.46 tada slijedi da je skup {—=F'} konzistentan.
Iz Lindenbaumove leme slijedi da postoji maksimalno konzistentan skup w tako da
vrijedi =F" € w. Iz leme o istinitosti slijedi w | F, pa F' nije valjana formula. Q.E.D.
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1.4 Nepotpunost

U ovoj tocki prvo ¢emo navesti neke modalne sisteme koji su nepotpuni u odnosu
na Kripkeovu semantiku. Zatim, ¢emo opisati ¢etiri vrste alternativnih semantika za
modalne logike.

Kao prvi primjer nepotpune modalne logike navodimo modalni sistem GH iz
Boolosove knjige [4]. U osnovnom modalnom jeziku definiramo formulu:

H=0(A+ 0OA) — DA

Formula H se naziva Henkinov aksiom. Neka je GH=K+ H. Lako je pokazati da za
sve Kripkeove okvire F vrijedi:

F IF H akoisamo ako okvir F je tranzitivan i inverzno dobro fundiran.

Tada kazemo da je klasa svih tranzitivnih inverzno dobro fundiranih okvira karak-
teristicna klasa okvira za sistem GH. (Za okvir F = (W, R) kazemo da je inverzno
dobro fundiran ako ne postoji niz svjetova (x,) tako da vrijedi xqRxRxs . ..)

Teorem 1.55. Sistem GH je nepotpun sistem u odnosu na Kripkeovu modalnu se-
mantiku, tj. tocnije: formula Up — UUp je valjana na svakom karakteristicnom
okviru za sistem GH, alt GHY Up — UUp.

J. van Benthem je u jednom ¢lanku iz 1978. dokazao nepotpunost modalnih sis-
tema L i Ls. Ovdje navodimo aksiome tih sistema.

Ly... Up—p
O(0p — Oq) vO(Og — Op)
(OpADO(p — Op)) = p
Uop — OUp

Loy Up—p
O(p — Op) — O0OOp) — p

Kasnije ¢emo definirati polimodalnu logiku dokazivosti GLP, te ¢emo dokazati
da je taj modalni sistem nepotpun u odnosu na Kripkeovu semantiku.

Sada navodimo cetiri vrste alternativnih semanitka za modalne logike: opée okvire,
topolosku semantiku, okolinsku semantiku i algebarsku semantiku.
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Opéi okviri

Na nivou Kripkeovih modela osnovni je pojam istinitost. To je relativno jednosta-
van pojam koji ukljucuje pojam Kripkeovog okvira i jednu jedinu relaciju forsiranja.
Na nivou Kripkeovih okvira fundamentalni je pojam valjanost. Taj pojam ukljucuje
okvir i sve relacije forsiranja na njemu. Sada ¢emo promatrati prirodan medunivo:
okvir s nekom kolekcijom relacija forsiranja. No, ne s bilo kojom kolekcijom relacija
forsiranja, ve¢ s kolekcijama relacija forsiranja koje su zatvorene na skupovne ope-
racije koje pripadaju logickim veznicima i modalnim operatorima (govorit ¢emo o
skupu dopustivih valuacija). O¢ito, negaciji je pridruzena skupovna operacija razlike
skupova, disjunkciji pripada operacija unije, te je konjunkciji pridruzena skupovna
operacija presjeka. Objasnimo u kojem smislu su navedene skupovne operacije pri-
druzene logickim veznicima. Tu mislimo na sljedeée: ako je (W, R,IF) proizvoljan
Kripkeov model, te za proizvoljnu formulu ¢ ozna¢imo V(¢) = {w € W : w I+ ¢},
tada za sve formule ¢ i ¢ vrijedi:

V(mp) = WA\ V(p);
V(eVy)=V(p) UV (y);

V(e A) =V(e) NV ().
Koje skupovne operacije pripadaju modalnim operatorima < i [7 Ozna¢imo
te operacije s m¢ 1 mp. Zelimo da za svaki Kripkeov model (W, R, IF) i proizvoljnu
formulu ¢ vrijedi:

V(Op) =me(V(p)) 1 V(lp)=ma(V(g).
Lako je vidjeti da je tada my¢, : P(W) — P(W) funkcija koja je definirana sa:
mo(X)={weW : Jre X takavda wRzx}
te je mg : P(W) — P(W) funkcija definirana sa:
mo(X)={weW : Ve e W(wRx =z € X)}

Definicija 1.56. Opéi okvir je par (§, A), gdje je § Kripkeov okvir, a A je neprazan
skup podskupova od W koji je zatvoren za sljedece operacije:

a) uniju: ako su X,Y € A tadajei X UY € A;
b) komplement: ako je X € A tada je W\ X € A;
¢) operaciju my : ako je X € A tada me(X) € A.

Primjer 1.57. a) Ako je § = (W, R) Kripkeov okvir tada je lako provjeriti da su
(§,0) i (F,P(W)) opéi okviri.
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b) Neka je § = (N, <) Kripkeov okvir. Neka je, zatim A skup svih konacnih i
kofinitnih podskupova od N. Tada je (§, A) opéi okvir.

Svaki Kripkeov okvir § = (W, R) mozemo promatrati kao opéi okvir smatrajuci
daje A=P(W).

Definicija 1.58. Model baziran na opéem okviru (§, A) je uredena trojka (§, A,IF),
gdje je Ik relacija forsiranja takva da za sve propozicionalne varijable p vrijedi V (p) €
A. Relacije forsiranja s navedenim svojstvom nazivamo dopustive relacije forsira-
nja za dant opc¢i okuvir.

Propozicija 1.59. Neka je (W, R, A,IF) model definiran na opéem okviru. Tada za
sve formule @ vrijedi V(p) € A.

Propozicija 1.60. Neka je (§,IF) Kripkeov model. Definiramo A = {V(p)
¢ je formula}. Tada je (F,A) opci okvir.

Napomena 1.61. Ako je (F, A) opéi okvir tada opéenito ne mora postojati relacija
forsiranja |+ tako da vrijedi A ={V () : ¢ je formula}.

U tu svrhu promotrimo sljedeéi primjer. Neka je dan opci okvir (N, <, P(N)).
Posto je skup P(N) neprebrojiv, a skup svih modalnih formula prebrojiv (bili smo
pretpostavili da je skup propozicionalnih varijabli prebrojiv), tada niti za jednu relaciju
forsiranja IF ne moze vrijediti P(N) = {V(¢) : ¢ je formula}.

Definicija 1.62. KaZemo da je formula ¢ valjana na svijetu W opceg okvira (§, A)
ako je ¢ istinita na w za svaku dopustivu relaciju forsiranja IF . Oznaka: (§,A),w Ik
©.

Kazemo da je formula ¢ valjana na opéem okviru (g, A) ako je ¢ valjana na
svakom svijetu w € W. Oznaka: (§,A) IF ¢.

KazZemo da je formula ¢ g—valjana ako je ¢ valjana na svakom opéem okviru

(§,A). Oznaka: Ik, p.

Propozicija 1.63. Neka je § Kripkeov okvir, te o neka formula za koju vrijedi § I+ ¢.
Tada za sve opée okvire (F, A) vrijedi (F, A) Ik ¢.

Korolar 1.64. Ako je ¢ valjana formula tada je ¢ g—valjana formula.

Napomena 1.65. Obrat prethodne propozicije 1.63 ne vrijedi, tj. valjanost formule
na nekom opcéem okviru ne povlaci valjanost na pripadnom Kripkeovom okviru. Jedan
protuprimger je McKinseyeva formula ¢ = OOp — $Op. Neka je § = (N, <), te neka
je A skup svih konacnih i kofinitnih podskupova od N. Bilo smo veé istaknuli da je
tada (§, A) opci okvir. Lako je provjeriti da vrijedi (§, A) IF . DokaZimo sada da ne
vrijedi § I+ . U tu surhu definiramo V (p) = {0,2,4,...}. Tada ocito za sve n € N
vrijedi n Il $p, a onda i n IFOOp. No, ocito i 0 I SOp. To znaci 0 .

Teorem 1.66. Ako je formula je g—valjana tada je i valjana.
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Sada zelimo navesti rezultate o opéim okvirima vezane uz potpunost. U tu svrhu
prvo definiramo neke pojmove.

Definicija 1.67. Za normalnu modalnu logiku A definiramo W kao skup svih mak-
simalno A-konzistentnih skupova formula, te za w,u € W definiramo:

wRM  ako i samo ako
za sve formule ¢ wrijedi da Up € u povlaci ¢ € w

Okvir (W, RY) nazivamo kanonski Kripkeov okvir za logiku A, te ga oznaéavamo
s F, A-

Postoje normalne modalne logike koje nisu potpune u odnosu na svoj kanonski
okvir (takve su npr. GL, te K+McKinseyev aksiom). Ta ¢injenica je bitna razlika
Kripkeovih okvira i opé¢ih okvira. Sada dajemo definiciju kanonskog opceg okvira za
proizvoljnu normalnu modalnu logiku.

Za svaku formulu ¢ oznacimo: ¢ = {w € WA : ¢ € w}. Zatim neka je A* = {@@ :
¥ je formula}.

Lema 1.68. Za svaku normalnu modalnu logiku A vrijedi da je f§ = (WA, RY AM)
opci okvir. Nazivamo ga kanonski opéi okvir za logiku A. Za svaku normalnu
modalnu logiku A vrijedi f§ IF A.

Teorem 1.69. Svaka normalna modalna logika je jako potpuna w odnosu na svoj
kanonski opéi okuvir.

Teorem 1.70. Svaka normalna modalna logika A je adekvatna i jako potpuna u od-
nosu na klasu svih A-opcéih okvira.

Sve detalje o op¢im okvirima, kao i ovdje ispustene dokaze mozete pronadi u knjizi

2].

Topoloska semantika

Sada ¢emo definirati drugu vrstu alternativne semantike za modalnu logiku.

Definicija 1.71. Topoloski model je uredena trojka M = (X, 1,V), gdje je (X, T)
topoloski prostor, a V : {Py, Py,...,} — P(X) funkcija koju nazivamo valuacija.

Istinitost modalne formule ¢ u nekoj tocki x € X topoloskog modela M = (X, T,V),
u oznacit M, x IF p, definiramo na sljedeci nacin:
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M,z Fp akoisamo ako x € V(p), za svaku propozicionalnu varijablu p;
M,z lf L;
M,x - —p ako i samo ako M, x If ¢;
M,z -V ako i samo ako M,x - ¢ i M,z IF ;

M,z - O¢ ako i samo ako (30 € 7)(x € ON (Vy € O)M,y Ik ).

Sa S4 oznacavamo prosirenje modalnog sistema K s aksiomima Cp — p i Up — O0p.

Teorem 1.72. Modalna logika S/ je adekvatna i potpuna u odnosu na klasu svih
topoloskih modela.

O topoloskim modelima modalne logike vise ¢e se govoriti prilikom razmatranja
polimodalne logike dokazivosti GLP. Puno detalja o toposkoj semantici mozete naci
u [1].

Okolinska semantika

Definicija 1.73. Okolinski okvir je uredeni par (W, R) gdje je W neprazan skup,
a R CW xP(W). Za svaki w € W oznacavamo sa N,, skup {V C W : wRV},
te ga nazivamo okolinom svijeta w. Okolinski model je uredena trojka (W, R, 1),
gdje je (W, R) okolinski okvir, a & je relacija forsiranja koja komutira s bulovskim
veznicima, te vrijeds

wlkO¢ ako i samo ako {ve W vl p} € N,.

Ako je (W, R,IF) okolinski model, tada za svaki w € W vrijedi:
w kO ako i samo ako {v € W v I ¢} € N,.

Napomena 1.74. Okolinska semantika je generalizacija relacijske semantike, tj. sva-
kom Kripkeovom modelu mozZemo na prirodan nacin pridruziti okolinski model.

Neka je (W, R,IF) Kripkeov model. Definiramo relaciju R C W x P(W) ovako:
wR'V ako i samo ako V = {v € W : vRw}. Uo¢imo da je tada N,, = {V'}. Lako je
wvidjeti da su zadani Kripkeov model i novi okolinski ekvivalentni, tj. da za svaki svijet
w e W i svaku formulu ¢ vrijedi:

(W, R,IF),w ¢ ako i samo ako (W, R',IF),w IF ¢.

Obrat ne vrijedi, tj. za svaki okolinski model ne postoji Kripkeov model koji mu je
ekvivalentan.
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Napomena 1.75. Svakom toposkom modelu prirodno se pridruzuje okolinski model
na sljedeci nacin:

V € N, akoisamo ako we U CV, gdjeje U otvoreni skup.

Okolinsku semantiku su definirali nezavisno Montague 1968. i Scott 1970. godine.
Glavni razlog definicije nove semantike je bilo to sto je relacijska semantika prejaka
za neke primjene. Primjerice, formula Q(¢ V ¢) — (O V Q) je valjana u relacijskoj
semantici. No, to nije dobro prilikom razmatranja u teoriji igara. Zatim, formula
O(e — ¢) — (Op — Oy) je valjana u relacijskoj semantici, a to nije dobro za logike
znanja. U okolinskoj semantici pravilo izvoda nuznosti ne cuva valjanost.

O okolinskoj semantici mozete vise ¢itati u knjizi [3], te u ¢lancima: E. Pacuit,
Neighborhood semantics for Modal Logic, An Introduction, ESSLLI 2007. i V. Sheht-
man, On Strong Neighborhood Completeness of Modal and Intermediate Propositional
Logics (Part I), in: M. Kracht, M. de Rijke, H. Wansing, M. Zakharyaschev, Advances
in Modal Logic, vol 1, 1996.

Alegebarska semantika

Kao uvod u algebarsku semanitku modalnih logika prvo ¢emo reéi nesto o alge-
barskoj semantici logike sudova.

Definicija 1.76. Neka je B neprazan skup, + binarna, a — unarna operacija na
skupu B, te 0 € B. Uvedimo jos oznake: 1 =—0 i a-b=—((—a) + (=b)).
Booleova algebra je uredena cetvorka (B,+,—,0) koja ima sljedeéa svojstva:

r+y=y+ux Toy=y-w
(z+y)+z=z+(y+2) (z-y)-z=z-(y-2)
r+0=2x r-l=ux

r+(—x)=0 z-(—z)=0

v+ (y-2)=(@+y) (z+2) r-(y+2) =@y + (-2

Ako je A neki skup tada je (P(A), U, ¢, () jedna Booleova algebra. Booloeve algebre
¢iji nosac je podskup nekog partitivnog skupa nazivaju se skupovne algebre. Stoneov
teorem reprezentacije tvrdi da je svaka Booleova algebra izomorfna nekoj skupovnoj
algebri.

Oznacimo sa B klasu svih Booleovih algebri. Ako je B € B tada svaku funkciju
0:{Fy, Pi,...} — B nazivamo valuacija. Svaka valuacija se moze na jedinstven nacin
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prosiriti na skup svih formula logike sudova, pri cemu za sve formule ¢ i1 1 vrijedi:

(L) =0
0(—p) = —0(p)

(e V) =0(p) +0(¢)

Ako su ¢ i % formule tada kazemo da su one jednake u Booleovoj algebri B ako za
svaku valuaciju 0 vrijedi 0(p) = 0(¢). Oznaka: B |= ¢ ~ 1.

Teorem 1.77 (Teorem potpunosti za logiku sudova u odnosu na Booleove algebre).
Za svaku formulu ¢ logike sudova vrijedi:

Frs ako i samo ako BEp~T, zasviku B € 8.

Za logiku prvog reda promatraju se tzv. Lindenbaumove lagebre. Njima se ovdje
nec¢emo baviti. Reé¢i ¢emo jos nesto o algebrama za modalne logike.

Definicija 1.78. Booleova algebra s operatorom (kratko: BAO) je uredena pe-
torka (B, +,—,0, f) gdje je (B,+,—,0) Booleova algebra, a f : B — B je proizvoljna
funkcija koja ima sljedeca dva svojstva:

f(0)=0 i fla+b) = fla)+ f(b).

Definicija 1.79. Neka je (B, +, —,0, f) neka BAO. Svaka valuacija 6 : {Py,...} — B
na jedinstveni se nacin prosiruje na skup svih modalnih formula osnovnog modalnog
jezika, pri cemu su ispungjeni uvjeti kao i u logici sudova, te za svaku formulu o vrijedi
0(Ow) = f(0(¢))-

Neka je B neka BAO, te ¢ i 1 modalne formule (osnovnog modalnog jezika).
Kazemo da su formule ¢ i 1 jednake w BAO B ako za svaku valuaciju 6 vrijedi

0(p) =0(1). Oznaka: B = ¢ ~ 1.

Kako bi mogli izreéi teorem potpunosti modalne logike u odnosu na BAO uvodimo
jos jednu oznaku. Za skup modalnih formula > definiramo:

Vs ={B: B je BAO t.d. za svaku formulu ¢ € ¥ vrijedi B ¢~ T}.

Teorem 1.80 (Teorem potpunosti za modalne logike u odnosu na algebarsku seman-
tiku).

Neka je ¥ neki skup modalnih formula. Tada je normalna modalna logika K+X
adekvatna i potpuna u odnosu na klasu algebri Vs, tj. za svaku formulu ¢ vrijedi:

Fkis @ ako i samo ako Vs Ep~T.
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Napomena 1.81. Potpuna kompleksna algebra je prosirenje algebre partitivnog skupa
s operatorom myg,. Oznaka: F+ = (P(A),U, % 0,me). Kompleksna algebra je pro-
izvoljna podalgebra od F+.

Lako je provjeriti da vrijedi meo(0) =0 i@ me(X UY) = me(X)U me(Y). To
znaci da je svaka kompleksna algebra jedna BAO.

No, vrijedi i obrat. To je Jonsson, Tarskijev teorem: svaka BAO je izomorfna
nekoj kompleksnoj algebri. Teorija dualnosti sistematski proucava veze modalne logike
i algebre. Primjerice, BAQO i tzv. deskriptivni opci okviri su isti objekti.

Vise detalje o algebarskoj semantici mozete pronadi u knjizi [2].



Poglavlje 2

Logike dokazivosti

U ovom poglavlju navodimo osnovne definicije, te isticemo najvaznije ¢injenice o logici
dokazivosti GL (Godel-Lob). Sistem GL je dio svakog sistema logika interpretabil-
nosti koje ¢emo kasnije razmatrati. Ovdje ¢emo dokazati potpunost sistema GL u
odnosu na Kripekovu semantiku tzv. step-by-step metodom. Istu metodu ¢emo koris-
titi prilikom dokaza potpunosti logika interpretabilnosti, ali ¢e tamo biti daleko vise
tehnickih detalja. U posljednoj tocki ovog poglavlja dajemo osnovne informacije o
polimodalnoj logici dokazivosti GLP.

2.1 Sistem GL

Prije definicije jezika, te nabrajanja aksioma sistema GL pokuSat ¢emo objasniti
motivaciju za razmatranja logika dokazivosti. Prilikom proucavanja dokaza Godelovih
teorema nepotpunosti istaknuta su sljedec¢a svojstva predikata dokazivosti Pr:

a) Pr([A— B]) — (Pr([A]) = Pr([B]))
b) Pr([A]) = Pr([Pr([A])
c) ako F A tada F Pr([A])

To su tzv. Hilbert—Bernaysovi uvjeti izvedivosti. Jo§ je Godel uocio da bi trebala
postojati veza s modalnim logikama jer u normalnim sistemima sljedece formule su
aksiomi: J(A — B) — (UA — 0OB) 1 OA — OOA, te je A/OJA pravilo izvoda.
Kljuéni korak se dogodio Lobovim rjesenjem Henkinovog problema.

Sada dajemo prvo definiciju jezika logike dokazivosti GL.

Definicija 2.1. Alfabet logike dokazivosti GL sadrzi sve simbole logike sudova, te
jedan unarni modalni operator 1. Koristimo i unarni modalni operator { kao pokratu
za ==, Pojam formule se definira standardno.

Logika dokazivosti GL sadrzi sljedece aksiome:

(A0) sve tautologije logike sudova

25
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(A1) O(A — B) —» (OA — OB)
(A2) OA — OOA
(A3) O(UA - A) - OA

Pravila izvoda su modus ponens i nuznost: A/OA.

Na standardni nacin se definira pojam dokaza i teorema u sistemu GL.

Teorem 2.2 (de Jongh, Kripke, Sambin).
Oznacimo s GL™ podsistem od GL koji ne sadrzi shemu aksioma (A2). Vrijedi
GL™ - Up — OUp.

Teorem 2.3.
Formula Op — OOp je valjana na okviru (W, R) ako i samo ako je relacija dostizivosti
tranzitivna.

Definicija 2.4. Za binarnu relaciju R na skupu W kaZemo da je inverzno dobro
fundirana ako ne postoji niz (x,,) C W takav da vrijedi v1RzoRxs . . .

Teorem 2.5.
Formula O(Op — p) — Op je valjana na okviru (W, R) ako i samo ako relacija R je
tranzitivna 1 inverzno dobro fundirana.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je formula O(Op — p) — Op valjana na okviru
(W, R). Tada su i sve instance sheme (A — A) — OA valjane na tom okviru.
Iz toga lako slijedi (indukcijom po duljini dokaza) da su i svi teoremi sistema GL~
valjani na okviru (W, R). Iz de Jongh, Kripke, Sambinovog teorema znamo da vrijedi
GL™ FOp — OO p. Iz toga slijedi da je formula Op — OCp valjana okviru (W, R).
Iz teorema 2.3 slijedi da je relacija R tranzitivna.

Pretpostavimo da relacija R nije inverzno dobro fundirana. Tada postoji niz (z,) C
W takav da vrijedi: 1 RxoRzs. ... Definiramo valuaciju I- na okviru (W, R) ovako:

w lF p ako i samo ako w # x,, zasvaki n €N

Tvrdimo da vrijedi z; If O (80 p — p) — O p. Neka je x € W proizvoljan za kojeg
vrijedi z1 Rz (takav x postoji, jer smo pretpostavili da vrijedi 23 RxoRxs...) Ako
x IF p tada ocito x I+ [ p — p. Ako x If p tada postoji n € N takav da = = z,,. No, iz
TpRTp1 1 xpa IF pslijedi x, I O p. Time imamo z IF O p — p. Time smo dokazali
da vrijedi x; IF O (Op — p). Ocito x1 I O p (jer npr. z1Rxy 1 xo I p).

Pretpostavimo sada da je okvir (W, R) tranzitivan i inverzno dobro fundiran. Neka je
w € W proizvoljan i I proizvoljna valuacija. Pretpostavimo da vrijedi w I O (O p —
p). Ako ne postoji x € W takav da wRz, tada ocito w I+ O p, paimamo w IF O (O p —
p) — O p. Promotrimo sada sluc¢aj kada postoji x € W za kojeg vrijedi wRz. Iz
pretpostavke w IF O (O p — p) slijedi z IF O p — p. Ako za svaki z € W, takav
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da wRz, vrijedi z IF p, tada imamo w |- O p, a onda i w IF O (O p — p) — O p.
Promotrimo sada sluc¢aj kada postoji x € W takav da wRx i x | p. Tada zbog
x IF 0O p — pslijedi x Iff Op. 1z toga slijedi da postoji x; takav da x; If p. Sada iz
wRxRx i tranzitivnosti relacije R slijedi wRz;. 1z pretpostavke w I O (O p — p)
slijedi z; IF O p — p, a onda x; I OJ p. Analogno dalje. Time dobivamo da relacije
R nije inverzno dobro fundirana, $to je u suprotnosti s poc¢etnom pretpostavkom.
Q.E.D.

Za svaki konacan okvir (W, R) o¢ito vrijedi: relacija R je inverzno dobro fundirana
ako i samo ako relacija R je irefleksivna.

lako je nama u glavnom fokusu potpunost modalnih sistema, sada ¢emo reci nesto
o aritmetickoj interpretaciji logike dokazivosti GL. Upravo aritmeticka interpretacija
daje pravo svjetlo na razloge zasto se razmatra logika dokazivosti.

Definicija 2.6. Aritmeticka interpretacija sistema GL je svaka funkcija x sa
skupa svih modalnih formula u skup svih PA-recenica, tako da vrijedi:

(P)* = proizvoljna aritmeticka recenica, gdje je P propozicionalna varijabla;
(L) = Va(o £ 2);
(B—C) = B*—(C%
(OA) = Pr([A*]).

*

Teorem 2.7 (Solovayev prvi teorem).
Za sve modalne formule A vrijedi:

GLF A ako i samo ako za svaku aritmeticku interpretaciju * wvrijedi PAF A",

Sve detalje o dokazu Solovayevog teorema mozete pronaéi u knjigama [3] (¢lanak
od Artemova), [4] i [9].

2.2 Potpunost sistema GL

Sada dajemo dokaz teorema potpunosti za sistem GL tzv. step—by—step metodom.
Osnovna referenca koju koristimo za to je preprint J. Joosten, Modal Completeness
of GL wia the step—by-step method, Amsterdam, 2003. Ovaj dokaz nam je jako vazan
za daljnja razmatranja jer sadrzi osnovne ideje koje ¢emo koristiti prilikom dokaza
potpunosti logika interpretabilnosti. Prvo dajemo definiciju izvoda u sistemu GL.

Definicija 2.8. Neka je S skup formula ¢ A neka formula. KaZemo da je formula
A izvediva iz skupa S u sistemu GL, te to oznacavamo sa S Fqp A, ako postoji
konacan niz formula Ay, ..., A, tako da vrijedi:

a) A, = A
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b) za svakii € {1,...,n} vrijedi barem jedno od:

b1) formula A; je teorem sistema GL;
by) A; € S;

bs) formula A; je nastala primjenom pravila izvoda modus ponens na neke
formule A; i Ay, pri cemu je j, k < 1.

Istaknimo dvije specificnosti ove definicije. U uvjetu by) se dopusta da A; bude
teorem sistema GL, a ne samo aksiom. Zatim, u uvjetu bz) se ne dopusta koristenje
pravila nuznosti.

Lako je dokazati da vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 2.9 (Teorem dedukcije).
Ako vrijedi S U{A} Far B tada S ¢, A — B.

Definicija 2.10. Za skup formula S kaZemo da je konzistentan u sistemu GL
ako wvrijedi S Vqrp L. Inace kaZemo da je skup S inkonzistentan u sistemu GL.
Za skup formula S kaZemo da je maksimalno konzistentan u sistemu GL ako je
konzistentan i svaki njegov pravi nadskup je inkonzistentan.

Posto smo za logiku sudova cak i dokazali neka svojstva konzistentnih skupova, te
smo ih za logiku prvog reda i modalni sistem K istaknuli, ovdje to ne¢emo napraviti.
No, zbog velike vaznosti isticemo Lindenbaumovu lemu za sistem GL.

Lema 2.11 (Lindenbaumova lema za GL).
Za svaki konzistentan skup S u sistemu GL postoji maksimalno konzistentan skup S’
u sistemu GL tako da vrijedi S C S'.

Za modalni sistem K smo definirali kanonski model, te dokazali lemu egzistencije i
lemu o istinitosti. No, kanonski model za GL nije inverzno dobro fundiran (dokazite!),
pa moramo postupiti malo drugacije.

Definicija 2.12. Oznaceni okvir je uredena trojka (W, R,v) gdje je (W, R) Krip-
keov okvir, a v je funkcija koja svakom svijetu w € W pridruzuje neki maksimalno
konzistentan skup v(w).

Primijetimo da u ozna¢enom okviru razlicitim ¢vorovima mogu biti pridruzeni isti
maksimalno konzistentni skupovi.

Neka su 57 i Sy skupovi formula. Definiramo relaciju <o ovako:

S1 <0 Sy ako isamo ako [JA € S; povlaci A,A € Ss.
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Definicija 2.13. Za oznaceni okvir (W, R, v) kaZemo da je adekvatan ako je relacija
R tranzitivna, te vrijedi:

Ve,y(xRy = v(x) <o v(y)).

Na svakom oznac¢enom okviru prirodno mozemo definirati relaciju forsiranja ovako:
x Ik p ako isamo ako p € v(z).

U daljnjim razmatranjima smatramo da je na svakom oznacenom okviru upravo tako
definirana relacija forsiranja.

Za svaku formulu A definiramo formulu ~ A ovako:

NA:{ B, ako A=-B;

—A, inace.

U sljede¢im definicijama i lemama smatramo da je skup formula D zatvoren na
potformule i operaciju ~, te je (W, R, v) adekvatan oznaceni okvir.

Definicija 2.14. KaZemo da lema o istinitosti vrijedi u okviru (W, R,v) u
odnosu na skup formula D ako vrijedi:

(Ve e W)(VA e D)(x - A ako i samo ako A € v(x)).

Definicija 2.15. D-problem u oznacenom okviru (W, R,v) je uredeni par (z,-CA)
koji ima sljedeca tri svojstva:

a) v €W;
b) -0A € v(z) N D;
¢c) (Vy e W)(xRy = —~A & v(y)).

Lema 2.16. Lema o istinitosti vrijedi u okviru (W, R,v) ako i samo ako ne postoji
D-problem u okviru (W, R, v).

Dokaz. Neka je (x,—[JA) neki D—problem u okviru (W, R,v). Pretpostavimo da
lema o istinitosti vrijedi u okviru (W, R,v) u odnosu na skup formula D. Tada iz
—-0A € v(x) i "JA € D, te pretpostavke da lema o istinitosti vrijedi u okviru, slijedi
x IF —0A, tj. = If OA. Tada postoji yo € W tako da imamo xRy, i yo I A, tj.
Yo IF —A. Posto je skup D zatvoren na potformule tada A € D. Sada iz yy IF =A i
A € D, te ¢injenice da u okviru vrijedi lema o istinitosti u odnosu na skup D, slijedi
—A € v(yo). To je u suprotnosti s pretpostavkom da je (x, 7JA) jedan D—problem.
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Pretpostavimo sada da u okviru ne postoji D—problem. Dokazujemo da u okviru
vrijedi lema o istinotosti u odnosu na skup D. U tu svrhu dokazujemo indukcijom po
slozenosti formule A € D da za svaki x € W vrijedi sljedece:

x - A akoisamo ako A € v(z).

Za ilustraciju promatramo samo slucaj u koraku indukcije kada A = JB. Pretposta-
vimo prvo da vrijedi |- OB. Iz pretpostavke indukcije tada imamo (Vy € W)(zRy =
B € v(y)), aondai (Vy)(xRy = —B ¢ v(y)). Ako bi vrijedilo OB ¢ v(x) tada bi
iz maksimalne konzistentnosti skupa v(z) slijedilo =0B € v(x). Time imamo da je
(x,—0OA) jedan D—problem, §to je suprotno pocetnoj pretpostavci da okvir ne sadrzi
D—probleme.

Preostalo je dokazati obrat, tj. da OB € v(x) povlaéi = IF OB. Pretpostavimo da
OB € v(x). Posto je (W, R, v) adekvatan oznaceni okvir tada imamo:

(Vy € W)(zRy = v(z) <o v(y))-
Tada iz definicije relacije <5 imamo:
(Vy € W)(xRy = B,0B € v(y)).

Posto je OB € D, te je skup D zatvoren na potformule, tada je B € D. Ocito
je slozenost formule B strogo manja od slozenosti formule [1B, pa iz pretpostavke
indukcije slijedi da B € v(y) povlaéi y IF B. Time imamo:

(Vy € W)(zRy = y I+ B).
Tada z IF OB. Q.E.D.

Sljedeca lema je analogon leme o egzistenciji za sistem K.

Lema 2.17 (Lema o egzistenciji za GL).
Neka je S maksimalno konzistentan skup ¢ -LJA € S. Tada postoji maksimalno kon-
zistentan skup S’ tako da vrijedi S <o S’ i —~A,0A € 5.

Skica dokaza. Dovoljno je dokazati da je skup formula {B,0B : OB € S}U{—-A,0A}
konzistentan jer onda iz Lindenbaumove leme slijedi egzistencija trazenog maksimalno
konzistentnog skupa S’. Pretpostavimo suprotno, tj. da vrijedi:

{B,0B:0B € S} U{~A,0A} Fgy, L.

Iz definicije izvoda u sistemu GL tada slijedi da postoje formule 0By, ..., 0B, € S

tako da vrijedi:

A\(BAOB), A, OAk¢y, L.

i=1
Primjenom teorema dedukcije i Lébovog aksioma (probajte detaljno izvesti!) dobi-
vamo {(1By,...,0B,} Fer OA. Iz ovog posljednjeg ocito slijedi S Fgr OA. No, iz
pretpostavke leme znamo —[JA € S, pa slijedi da je skup S inkonzistentan. Q.E.D.
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Teorem 2.18 (Teorem potpunosti za GL).
Neka je A formula takva da t/q A. Tada postoji konacno stablo (W, R) s korijenom
w i model M = (W, R, IF) tako da vrijedi M, w IF —A.

Dokaz. Neka je D najmanji skup formula koji sadrzi sve potformule formule A, te je
zatvoren na operaciju ~ . Rekurzivno ¢emo definirati konacno stablo s korijenom w
tako da vrijedi w I A, te na svakom nivou eliminiramo neki D—problem. Posto po
pretpostavci /g A tada je skup {—A} konzistentan. Iz Lindenbaumove leme slijedi
da postoji maksimalno konzistentan skup I' tako da -A € T.

Neka je Fy oznaceni okvir koji sadrzi samo jedan svijet w, zatim definiramo R = ()
i v(w) =T. Ocito je Fy adekvatan okvir i vrijedi w Iff A.

Pretpostavimo sada da je za neki n € N definiran adekvatan oznaceni okvir F,, =
(W, Rn,vy) tako da je (W,, R,) stablo visine n s korijenom w, te redom vrijedi
sljedece:

a) akojey € W, ¢ija je visina strogo manja od n tada ne postoji formula
B € D tako da je (y,-0B) jedan D—problem;
(odnosno, na svim svjetovima ¢ija je visina strogo manja od n ne
postoje D—problemi)

b) postoji barem jedan svijet = € W, visine n i formula B € D tako da
je (z,—0OB) jedan D—problem.

(Uocimo da nesto ne valja s modelom (W, R, vy, |F): svijet = je R-terminalan, ali
z ¢ OB.)

Sada opisujemo konstrukciju adekvatnog oznacenog okvira F),; visine n + 1 koji
je stablo s korijenom w, te vrijedi w I A. Zatim, u okviru F,; ¢e vrijediti sljedece:

a) ne postoji svijet y € W, visine strogo manje od n + 1 tako da je
(y, "OB) jedan D-problem, za neku formulu B € D;

b) ako je x € W,41 \ W, visine n + 1, te je y € W, svijet "zbog ko-
jeg je svijet x dodan” (to ¢emo tocno opisati kasnije) tada je skup
svih D—problema odredenih svijetom x pravi podskup skupa svih D
odredenih svijetom y.

(Kratko mozemo reéi da dodavanjem novog svijeta nismo povecali
skup svih D-problema.)

Za svaki svijet y € W, visine n za koji postoji formula B € D tako da je (y, "0B)
jedan D—problem, dodat ¢emo novi svijet  na nacin koji ¢emo sada opisati. Neka je
y € W, visine n za koji postoji formula B € D tako da je (y, \0B) jedan D-problem.
Neka je = neki objekt tako da = ¢ W,,. Posto je (y,-0B) jedan D-problem, tada
po definiciji vrijedi =0B € v(y). Iz leme o egzistenciji slijedi da postoji maksimalno
konzistentan skup A tako da vrijedi v(x) <g A i =B,0B € A. Definiramo prosirenje
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V' funkcije v stavljajuéi v/(xz) = A. Ozna¢imo redom: W’ = WuU{z}, R'=tranzitivno
zatvorenje relacije R, U {(y,z)}, te F' = (W', R',V/).

Lako se vidi da je F’ adekvatno oznaceno konac¢no stablo s korijenom w. Zatim,
iz OB € V/(x) ocito slijedi -0O0B ¢ v/(x), pa (x,"0B) nije D-problem u okviru F".
Dodavanjem novog svijeta z eliminirali smo D—problem (y, -OB) jer vrijedi yR'z
i =B € /(x). Dokazimo jos da novi svijet nije generirao nove D-probleme, tj. da
ne postoji formula C' € D tako da je (z,—0C) jedan D-problem u okviru F’, a
(y,~OC) nije D—problem u F,,. U tu svrhu pretpostavimo da je C' € D tako da
(y, 7OC) nije D—problem u F,. Posto je y jedan R-terminalni svijet u okviru F),
tada nije zadovoljen prvi uvjet iz definicije D—problema, tj. imamo —=OC ¢ v(y). 1z
maksimalne konzistentnosti skupa v(y) slijedi JC € v(y). Sada v(y) <o v/(x) povlaci
OC € V/'(z). To znaci da (z, -JC) nije D—problem u okviru F".

Upravo opisanu konstrukciju dodavanja novog svijeta napravimo za svaki svijet
y € W, visine n, te za svaki D-problem oblika (y,-[JB) u okviru F},. Uo¢imo da
takvih koraka moze biti najvise konacno mnogo jer je F}, kona¢ni okvir te D—problema
ima konacno. Na taj nacin dobivamo adekvatni oznaceni okvir Fj,;; koji ima strogo
manje D—problema nego okvir F,,. Oc¢ito ¢emo nakon konac¢no mnogo koraka dobiti
adekvatni oznaceni okvir F' = (W, R, v) koji ne sadrzi vise niti jedan D—problem, te
je (W, R) kona¢no stablo s korijenom w.

Iz leme 2.16 slijedi da za okvir F' vrijedi lema o istinitosti u odnosu na skup D.
Tada posebno = A € v(w) povlaci w I+ —A. Q.E.D.
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2.3 Polimodalna logika dokazivosti — sistem GLP

Sintaksa

Sistem GLP uveo je Japaridze 1986.

Alfabet: logika sudova + modalni operatori [n], n € N.

Formule: logika sudova + ako je A formula, onda je i [n]A formula.

Pokrata: (n) A = —[n|-A.

Aksiomi: tautologije (u novom jeziku!) + sheme aksioma

(Kn)  [n](A — B) — ([n]JA — [n]B)

(L) [)(()A — 4) > [2]A

(P1) [n]A — [m]A, ako jen <m

(P2) (n) A — [m](n)A, ako je n < m.

Uoc¢imo da prve dvije sheme aksioma sugeriraju da se radi o nizu operatora doka-
zivosti, dok druge dvije odreduju odnos medu njima.

Pravila izvoda: modus ponens i ——, n € N.

[n]A

Aritmeticka interpretacija

Neka je T' dovoljno jaka aritmeticka teorija (sadrzi teoriju 1Ay + exp, koja ima in-
dukciju samo za A formule, tj. one koje sadrze samo ogranicene kvantifikatore, te u
kojoj je potenciranje reprezentabilno).

Definicija 2.19. Aritmeticka interpretacija sistema GLP je svaka funkcija x sa
skupa svih GLP formula u skup PA recenica sa svojstvima analognim artimetickoj
interpretaciji sistema GL, pri cemu je [0] interpretiran kao O, tj. ([0JA)* = Pr(TA*7),
te

([n]A)* = ,A* je dokaziva u teoriji prosirenoj svim istinitim I1,, recenicama’.

Podsjetimo se, II,, formule sadrze n alternacija kvantifikatora, od kojih je prvi V,

kao prefiks A potformule (sliécno se definira 3, formula, s tim da je prvi kvantifikator
3).

Napomena 2.20. Dokazivost u teoriji prosirenoj svim istinitim 11, recenicama moze
se formalizirati:

a) postoji formula True,(x) takva da vrijedi N |= True,(k) ako i samo ako je k
Godelov broj istinite 11,, recenice;

b) ([n]A)* = Jy(True,(y) A Prr(y — "A*7)), Sto je 3,41 recenica.

Artimeticku adekvatnost i potpunost (za svaku GLP formulu A vrijedi Fgrp A
ako 1 samo ako Fr A* za svaku aritmeticku interpretaciju x) dokazao je Japaridze.
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Kripkeova semantika?

Kripkeov okvir za polimodalnu logiku je relacijska struktura s nosacem W # () i indek-
siranom familijom relacija dostizivosti pridruzenih modalnim operatorima. Relacija
forsiranja definira se za svaki modalni operator analogno kao za [ u slucaju osnov-
nog modalnog jezika. Dakle, u slu¢aju sistema GLP okvir bi bio § = (W, (R,,)nen),
R, CW x W, n e N, a o relaciji forsiranja istaknimo samo da se definira w I+ [n]A
ako za sve u takve da je wR,u vrijedi u IF A.

Propozicija 2.21. Vrijedi:

a) §IF [n]([n]A — A) — [n]A ako i samo ako je R, tranzitivna i inverzno dobro
fundirana;

b) §IF [n]A — [n+ 1]A ako i samo ako R,11 C Ry,;
c) FIF(n)A— [n+1](n) A ako i samo ako wR,v i wR,1u povlaci uR,v.

Korolar 2.22. Ako je § = (W, (R,)nen) adekvatan za sistem GLP onda je R, = ()
za svaki n > 0.

Dokaz. Pretpostavimo Ry # (), tj. postoje w,u tako da je wRju. No, tada iz druge
tvrdnje propozicije slijedi wRyu, a onda iz trec¢e tvrdnje uRyu, Sto je nemoguce jer je
Ry inverzno dobro fundirana. Dakle, Ry = (), pa iz druge tvrdnje propozicije slijedi
tvrdnja. Q.E.D.

Dakle, ne postoji netrivijalna Kripkeova semantika za GLP. Stoga koristimo to-
polosku semantiku.

Topoloska semantika

Razmotrimo najprije topolosku semantiku za osnovni modalni jezik. Topoloska se-
mantika je poseban slucaj okolinske semantike. Podsjetimo se, okolinski model je
(W, R,IF), gdje je W £ 0, RC W x P(W), pri ¢emu kazemo da je O okolina svijeta
w ako vrijedi wRO, te se definira w IF JA ako je skup svih svjetova u kojima vrijedi
A okolina svijeta w, dok je u ostalim slucajevima relacija forsiranja definirana kao u
Kripkeovoj semantici.

Neka je (X,7T) topoloski prostor. Na njemu mozemo definirati okolinski model,
pri ¢emu je okolina definirana u topoloskom smislu, tj. O je okolina tocke x € X ako
jexelU COzanekiU € T.

Drugim rijec¢ima, vrijedi = IF LJA ako i samo ako postoji U € T takav da je x € U
i za sve y € U vrijedi y IF A. Topoloskom terminologijom, to znasi da je x u interioru
skupa {y € X : y Ik A}. Takoder x I QA ako i samo ako je x u zatvaracu tog skupa.

No, sljedeca proporzicija pokazuje da ovako definirana topoloska semantika jos
uvijek nije dobra za logiku dokazivosti.
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Propozicija 2.23. Formula Up — p je istinita u svakoj tocki svakog okolinskog
modela na topoloskom prostoru.

Dokaz. Neka je x IF Op. Tada postoji U € T takavdajex € Uiylkpzasvey € U.
Posebno, z IF p. Q.E.D.

Podsjetimo se, formula [Ip — p karakterizira refleksivne Kripkeove okvire, dok su
GL okviri inverzno dobro fundirani, sto posebno znaci da su irefleksivni.

Napomena 2.24. Prije nego prilagodimo topolosku semantiku logici dokazivosti, na-
pomenimo da je vrlo jednostavno dokazati analogon prethodne propozicije za formulu
Op — OOp, koja karakterizira tranzitivne Kripkeove okvire. Stovise, pokazuje se da
je sistem S4 (prosirenje sistema K shemama aksioma OA — A i OA — OOA)
adekvatan i potpun s obzirom na ovako definiranu topolosku semantiku.

Definicija 2.25. Topoloski model je uredena trojka (X,T,IF), gdje je (X, T) to-
poloski prostor, a |F relacija forsiranja definirana na uobicajen nacin u atomarnim
i bulovskim slucajevima, te x |- JA ako postoji U € T takav da je x € U i za sve
y € U takve da je y # x vrijedi y 1= A.

Kazemo da je formula valjana na topoloskom prostoru (X,T) ako je istinita u
svakoj tocki svakog topoloskog modela (X, T ,IF).

Ovako definiran topoloski model takoder je poseban slucaj okolinskog modela, pri
¢emu okolinom tocke z ovdje smatramo bilo koji nadskup svakog skupa U \ {z}, gdje
jexelUeT.

Uoc¢imo da je x IF QA ako i samo ako za svaki U € T takav da je x € U postoji
y € U takav da je y # x i y IF A. Drugim rije¢ima, x je gomiliste skupa {y € X : y IF
A},

Kazemo da je topoloski prostor (X, T) rasprsen ako svaki neprazan podskup S C
X ima izoliranu tocku.

Primjer 2.26. Triwijalni primgjer rasprsenog prostora je diskretni topoloski prostor.
Netrivijalni primgjer je (o, T), gdje je o ordinal, a T wuredajna topologija. Naime,
svaki S C « je dobro ureden, pa ima najmangi element min S. Taj minimalni element
je izolirana tocka, jer [0,min S + 1) € T sijece S samo v min S.

Propozicija 2.27. Formula O(OA — A) — OA je valjana na topoloskom prostoru
(X,T) ako i samo ako je on rasprsen.

Dokaz. Dokazimo samo dovoljnost. Neka je (X, 7) rasprsen, |- proizvoljna i z € X.
Pretpostavimo suprotno, tj. z IF O(0A — A) i x I+ -0A. Tada postoji U € T takva
dajexeUizasvey € U,y # x, vrijedi y IF JA — A. S druge strane, x je gomiliste
skupa {y € X : yIF = A}, pa je skup S svih tocaka skupa U \ {} u kojem vrijedi - A
neprazan. Kako je prostor rasprSen skup S ima izoliranu tocku z, tj. postoji V € T
takav da je z € V ina VNS = {z}. Sada je U NV otvorena okolina tocke z na
kojoj A vrijedi u svim tockama osim u z. Dakle z IF JA. No, z € U\ {z}, pa je
zIFOA — A, dakle z IF A. Time je dobivena kontradikcija. Q.E.D.
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Adekvatnost i potpunost sistema GL u odnosu na klasu svih rasprsenih topologkih
prostora dokazao je Esakia 1981.

Topoloska semantika za sistem GLP

Neka je X # 0 i (X, 7,) topoloski prostor, n € N.

Uredeni par (X, (7,)nen) zvat ¢emo politopoloski prostor.

U topologiji se za S C X s dS oznacava skup gomilista skupa S. U politopoloskom
prostoru ¢emo s d,, S oznacavati skup gomilista skupa S s obzirom na topologiju 7,,.

Definicija 2.28. Politopoloski model je trojka (X, (T,)nen, IF), gdje je (X, (Tn)nen)
politopoloski prostor, a - relacija forsiranja definirana na vobicajen nacin u atomar-
nim i bulovskim slucajevima, te x Ik [n]A ako postoji U € T, takav da je x € U i za
sve y € U takve da je y # x vrijedi y I+ A.

Kazemo da je formula valjana na politopoloskom prostoru (X, (Tp)nen) ako je
istinita u svakoj tocki svakog politopoloskog modela (X, (T )nen, IF)-

Uocimo da vrijedi x |- (n) A ako i samo ako je z € d,,{y € X : y |- A}.
Sada ¢emo dokazati teorem adekvatnosti topoloske semantike za GLP.

Teorem 2.29. Neka je (X, (Tn)nen) politopoloski prostor takav da za svaki n € N
vrigedi:

1. (X, T,) je rasprsen topoloski prostor;
2. T € Tnyr (4. Tos1 je finija topologija od Ty,);
3. za svakt S C X wrijedi d,,S € Tpy1.
Tada je svaki teorem sistema GLP wvaljan na (X, (Tn)nen)-

Dokaz. Treba dokazati da su svi aksiomi sistema GLP valjani na (X, (7,)nen) 1 da
pravila izvoda ¢uvaju valjanost. 1z 1. i iz dokaza prethodne propozicije tvrdnja slijedi
za sve aksiome sheme L,,. Dokazimo jo§ samo da tvrdnja vrijedi za P11 P2.

(P1) Neka je x € X takav da vrijedi z I- [n]A i neka je m > n. Tada postoji
UeT,,xeUizasvey € U,y # x, vrijedi y IF A. Iz 2. slijedi U € T,,. Dakle,
x I [m]A.

(P2) Neka je x € X takav da vrijedi z IF (n) Aim > n. Tada je x € d,{y € X :
yl- A} € Toyr € T Neka je U = d,{y € X : y - A}. Tada za svaki y € U vrijedi
y Ik (n) A. Slijedi z I+ [m] (n) A. Q.E.D.

Politopoloske prostore za koje vrijede pretpostavke prethodnog teorema zovemo
GLP-prostori. Potpunost sistema GLP u odnosu na GLP-prostore dokazali su
Beklemishev i Gabelaia 2013.



Poglavlje 3

Logike interpretabilnosti

Logike interpretabilnosti su prosirenja logike dokazivosti GL. U ovom poglavlju glavni
nam je cilj dati dokaze potpunosti raznih logika interpretabilnosti. U prvoj tocki da-
jemo motivaciju za proucavanje logika interpretabilnosti, tj. definiramo relaciju rela-
tivne interpretabilnosti izmedu dviju teorija prvog reda. Nakon toga definiramo jezik,
te navodimo aksiome osnovne logike interpretabilnosti IL. Glavni dio poglavlja odnosi
se na dokaze potpunosti sistema IL i njegovih prosirenja step-by-step metodom.

3.1 Relativna interpretabilnost

Logika dokazivosti teorije PA (Peanova aritmetika) i GB (Godel-Bernaysova teorija
skupova) je GL. No, GB je kona¢no aksiomatizabilna, a PA nije. Iz tog razloga
promatraju se modalni opisi i drugih aritmetickih svojstava kako bi se razlikovale
takve teorije. Primjerice, razmatrali su se modalni opisi ovih aritmetickih pojmova:
interpolabilnost (Ignatiev), aritmeticka hijerarhija (Japaridze), konzervativnost i in-
terpretabilnost (Héjek, Svejdar; Visser).

Sada nam je cilj definirati relaciju interpretabilnosti medu teorijama. Ako su 7T i
T’ dvije teorije prvog reda s istim alfabetom tada ih jednostavo mozemo usporedivati.
Jedna teorija moze biti podteorija druge, ili obratno, ili jednostavno nisu usporedive.
Ako teorije imaju razli¢ite alfabete tada moramo prvo na neki nacin ”translatirati”
(interpretirati) jedan alfabet u drugi, a onda usporedivati teorije. To je upravo pojam
interpretabilnosti.

Sada ¢emo definirati pojam interpretabilnosti izmedu dviju teorija prvog reda, te
istaknuti osnovna svojstva. Osnovna referenca koju koristimo je [9].

Promatramo teorije prvog reda s jednakoséu. Pretpostavljamo da alfabet svake
teorije koju promatramo sadrzi kona¢no (u najgorem slucaju prebrojivo) relacijskih
simbola, te ne sadrzi funkcijske i konstantske simbole.

U sljede¢im razmatranjima koristimo sljedece oznake:

a) o — alfabet neke teorije prvog reda (PAZI! o nije signatura, veé alfabet);
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b) F'm, — skup svih formula nad o;
¢) St, — skup svih recenica nad o.

Teorija T' prvog reda je uredeni par (Az, o), gdje je Ax C St, (skup nelogickih
aksioma). (To znaéi da teoriju ne identificiramo sa skupom svih njenih teorema, ve¢
sa skupom nelogickih aksioma).

Dokazivost u teoriji promatramo u klasicnom (sintaktickom smislu). Zapravo
dokazivost u nekoj teoriji T' = (Ax, o) znaci izvedivost iz Ax u klasi¢noj logici prvog
reda.

Neka su o i o' alfabeti, te Var, i Var, pripadni skupovi individualnih vari-
jabli. Neka vrijedi Var, C Var, i Var, \ Var, je beskonacan skup. Relativna
translacija alfabeta o u ¢’ je par (¢, U(x)), gdje je redom:

a) ¥ : {R: R € o relacijski simbol} — Fm,, takva da:
03 R RV(x1,...,2,),

gdje je RY neka o’—formula ¢ije vezane varijable ne pripadaju o,
i ¢ije slobodne varijable su prvih n—varijabli u listi varijabli od o’;

b) U(x) je o’~formula s toéno samo varijablom x slobodnom, te ¢ije vezane varijable
ne pripadaju o.

Za svaku formulu F' € FM, definiramo relativnu translaciju kao formulu F¥ €
F' M, rekurzivno ovako:

a) (x=y)'=z=y;

b) za svaku atomarnu formulu F' = R(zy, ..., z,) definiramo F¥ = R¥(xy, ..., x,);
¢) ¢ komutira s bulovskim veznicima,;

d) (VaF)¥ =Vz(U(z) — FY);

e) (FzF)¥ = 3Iz(U(zx) A FY).

Akosu T i T’ teorije s alfabetima o i o, te (¢,U(x)) relativna translacija od
o u o', tada definiramo teorije:

T¢ = ({F*:F € St,, T+ F},o)

(T =({F:F¢€St, T'FFY},0)

Propozicija 3.1. Neka su T = (Az,0) i T' = (Ax’,d’) potpune i konzistentne
teorije prvog reda, te (v, U(x)) relativna translacija od o w o', takva da za sve F' € Sty

postoji G € St, tako da F = G¥. Tada je ekvivalentno:
a) TV CT' c) T'CTY

b) (T CT d) T C (T
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Za ilustraciju dokazimo da a) povlaci b). Neka je F € (T")*"". Tada vrijedi F € St,
i T'F FY. Pretpostavimo T I/ F. Posto je teorija T po pretpostavci potpuna tada
vrijedi T+ —F. Tada je (—F)¥ € TY. 1z a) slijedi (=F)¥ € T’ tj. T' = ~F%. Time
smo dobili da je teorija T inkonzistentna, Sto je suprotno pretpostavci. Dakle, mora
vrijediti T+ F. Q.E.D.

Ako teorije nisu potpune i konzistentne tada opcéenito ekvivalencije iz prethodne
propozicije ne vrijede. To je motivacija za sljede¢u definiciju.

Definicija 3.2. Neka suT = (Azx,0) i T = (Ax’,d’) teorije prvog reda. KaZemo da
je teorija T je interpretabilna u teoriji T' ako postoji relativna translacija (¢, U(x))

od o u o' tako da vrijedi TV C T'. Tada relativnu translaciju nazivamo i interpre-
tacijaod T u T".

Propozicija 3.3. Neka su T = (Ax,0) @ T = (Aa',0’) teorije prvog reda s jed-
nakoséu. Neka je (v, U(x)) interpretacija od T u T'. Tada vrijedi T+ JzU(x).

(To znaci da je "domena” interpretacije uvijek neprazna).

Primjer 3.4 (Uzajamna interpretabilnost Peanove aritmetike i teorije skupova).
Oznacimo sa Z F;, = teorija dobivenu iz ZF zamjenom aksioma beskonacnosti s nje-
govom negacijom. Opisimo prvo interpretaciju PA w Z Fy;y,. Neka je Lim(y) formula
koja izrazZava da je skup y ordinal druge vrste. Neka je y = w pokrata za formulu
Lim(y) AVz(z € y — =Lim(z)). Neka je U(x) = Jy(y = w Az € y). Sada definiramo
translaciju alfabeta 1.

a) ¥(0) = 0;
Konstantski simbol 0 jezika P A translantira se u simbol (). (Do sada nismo promatrali

interpretacije teorija koje sadrze konstantske simbole!)

b) Atomarnu PA-formulu y = x', translantiramo v ZF—formulu y = x U {x}.
U sljedeéim zapisima umgjesto x U {x} piSemo krace x'.

c) Atomarnu PA-formulu x +y = z translantiramo u sljedecu ZF-formulu:
31}( Func(v) AN Dom(v) =y A (0,z) €v A (y,2) €v
A VtYu(t € Dom(v) ANt #y A (t,u) € v — (t',0) € v))

gdje je (x,y) = {{z},{x,y}}, Func(v) je formula koja izrazZava da je v funkcija,
a Dom(v) je pokrata za term koji oznacava domenu od v.
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d) Atomarnu PA-formulu x -y = z translatiramo u sljedecu Z F —formulu:

EIv( Func(v) AN Dom(v) =y A (0,0) € vA(y,2) €v

AVtYu((t,u) evAt#y — (', u+x) €v) )

Moze se pokazati da su tada relativne translacije svih aksioma Peanove aritmetike
dokazivi u teoriji ZFy;,. (Detalje moZete, primjerice, vidjeti u sljedecim knjigama:
Drake, Singh, Intermediate set theory; S. Kurepa, Uvod u matematiku; M. Vukouvic,
Predavanja iz kolegija Teorija skupova).

Za obratnu interpretabilnost spomenimo samo da relativnu translaciju od x € y
definiramo sa: “x se javlja u binarnom razvoju od y kao eksponent.”

Sada navodimo jos nekoliko primjera iako ne¢emo definirati sve potrebne pojmove,
odnosno dokazivati tvrdnje.

a) Teorija ZFC~ +V = HC (ZFC bez aksioma partitivnog skupa) je interpreta-
bilna u A, (aritmetika drugog reda). To su dokazali Kreisel i Zbierski.

b) Sljedece teorije su medusobno interpretabilne: Ay, Ay, ZFC~, ZF~. (Za pro-
izvoljnu teoriju 7" sa T~ je oznacena teorija T' bez aksioma partitivnog skupa).

¢) Dvodimenizionalna elipticka geometrija je interpretabilna u trodimenzionalnoj
euklidskoj geometriji.

d) Godelova interpetacija elementarne sintakse u aritmetiku. Ta interpretacija igra
centralnu ulogu u dokazu Godelovih teorema nepotpunosti.

e) Godelova interpretacija ZF +V = L u ZF. Ta interpretacija omogucava dokaz
relativne konzistentnosti hipoteze kontinuuma sa ZF.

Sada ¢emo navesti neke karakterizacije interpretabilnosti za specificne vrste te-
orija. Za teoriju T kazemo da je superaritmeticka ako joj je skup aksioma primi-
tivno rekurzivan i sadrzi aksiome PA.

Teorem. (Orey, Héjek)
Za sve superaritmeticke teorije T = (Ax,0) 1 T' = (Aa',0’) sljedece tvrdnje su
ekvivalentne:

a) teorija T je interpretabilna u teoriji T";
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b) za sve prirodne brojeve m vrijedi T' & Conryy,

kod manji od m);

c¢) teorija T je Il;—konzervativna nad T', tj. za svaku recenicu F €
Sty NI1; za koju vrijedi T+ F, vrijedi i T+ F.

Za konac¢no aksiomatizabilne teorije karakterizacija interpretabilnosti je sasvim dru-
gacija. Za teoriju T kazemo da je sekvencijalna ako "moze kodirati konac¢ne nizovi”.

Teorem (H. Friedman).
Za sve konacno aksiomatizabilne sekvencijalne teorije T 1 T' vrijedi:

teorija T je interpetabilna u teoriji T' ako i samo ako je u IAy + EXP
dokazivo da konzistentnost od 1" povlac¢i konzistentnost od T.

U daljnjim razmatranjima promatrat ¢emo pojam interpretabilnosti izmedu te-
orija oblika T'4+ A i T + B, gdje je T neka superaritmeticka teorija, a A i B su
recenice od T

Ako su o i o' alfabeti, takvi da je 0 = ¢/, kada promatramo relativne translacije
medu njima pretpostavljamo da su simboli samo graficki jednaki, tj. da su u biti
razliciti.

Neka je T neka teorija prvog reda, te A i B neke recenice pripadnog jezika. Moze se
pokazati da postoji ¥;—formula Int(x,y) tako da vrijedi:

ako je teorija T'+ B interpretabilna u teoriji 7'+ A tada T+ Int([A], [ B]).

U daljnijim razmatranjima umjesto Int([A], [ B]) pisat ¢emo samo kratko A> B.

Teorem. Neka je T' proizvoljna teorija, te A, B i C proizvoljne recenice. Tada
vrijedi:

a) TFPrp([A—>B])—A>B
b) TF(ABB AB>C)— (AxC)

¢) TH((A>C)A(B>C)) = (AVB)>C)
d) Tk AsB— («Pre([-A]) = —=Pro([-B])

e)  TF-Pr([-A])> A
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3.2 Modalni opis relativne interpretabilnosti

Modalni opis relativne interpretabilnosti prvi su razmatrali P. Héjek (1981.) i V.
Svejdar (1983). Albert Visser je 1988. definirao modalni sistem IL (interpretability
logic) koji ¢éemo nazivati logika interpretabilnosti.

Definicija 3.5. Jezik logike interpretabilnosti IL sadrzi:

a) prebrojivo mnogo propozicionalnih varijabli po, p,. ..

b) logicke konstante T 1 L

c¢) bulovske logicke veznike =, A, V,— i >

d) unarni modalni operator O

e) binarni modalni operator >.

Pojam formule se definira rekurzivno sasvim na analogni na¢in kao za sistem GL
pri ¢emu jos dodajemo: ako su A i B formule tada je i A > B formula.

Definicija 3.6. Sistem IL sadrzi sljedece (sheme) aksioma:

(LO)
(L1)
(L3)
(J1)
(J2)
(J3)
(J4)
(J5)

sve tautologije (u modalnom jeziku!)
0(A — B) — (DA — 0OB)

OOA - A) - 0OA

0O(A — B)— (A B)

(A>B ANBr>C)— (A>C)

(A C)AN(B>C)) > ((AvB)>C)
(A B) — (0A— 0OB)

QA A

Simbol ¢ koristimo kao pokratu za —[J—-. Modalni operator > ima isti prioritet
kao i — . Pravila izvoda sistema IL su modus ponens i generalizacija (nuznost).

Definicija 3.7. Aritmeticka interpretacija x je preslikavanje koje svakoj modalnoj
formuli A pridruzuje recenicu A* teorije T tako da su ispunjeni sljedeci uvjeti:

a) propozicionalnoj varijabli P pridruzujemo neku recenicu P* od T’

b) (T)*= 0=0, (L)*= 0=1;
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¢) funkcija x komutira s propozicionalnim veznicima,
d) (OA)" = Pr([A™]);
¢) (At B)' = Int([A"], [B")).

Kako bi mogli izre¢i teoreme o modalnim opisima relacije relativne interpretabil-
nosti za pojedine vrsta teorija, moramo istaknuti jos neke posebne modalne formule
koji se obi¢no nazivaju principi.

Princip Montagne, koji kratko oznacavamo s M, glasi ovako:
M= A>B— (ANOC)> (BAOQO))

Princip M je direktna posljedica Orey, H4jekovog teorema. Dokaz adekvatnosti prin-
cipa M, kao i sve potrebne definicije, dane su u Berarduccijevom ¢lanku u JSL—u 1990.

Sa ILM oznacavamo prosirenje sistema IL ¢iji je novi aksiom princip M.

Teorem (Berarducci, Shavrukovljev teorem, 1990.)
Za svaku modalnu formulu A vrijedi:

ILM - A ako i samo ako PA & A* za svaku arit. interpretaciju x.

Princip perzistentnosti, koji kratko oznacavamo s P, glasi ovako:
P=Ap> B —0OA> B)

On je valjan u svakoj kona¢no aksiomatizabilnoj teoriji prvog reda, jer takva teorija
ima ocito XY-predikat interpretabilnosti. Sa ILP oznacavamo proSirenje sistema IL

¢iji je novi aksiom princip P.

Teorem (Visser, 1988.)
Neka je T neka Y9-adekvatna konacno aksiomatizabilna sekvencijalna teorija koja
prosiruje IA, + SUPEX P. Tada za svaku modalnu formulu A vrijedi:

ILP - A ako i samo ako T = A* za svaku aritmeticku interpretaciju .
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3.3 Modalna potpunost logika interpretabilnosti

Sintaksa 1 semantika

O sistemu IL i njegovoj artimetickoj interpretaciji bilo je govora u prethodnoj tocki.
U nastavku ¢emo se baviti samo modalnom semantikom logike interpretabilnosti.
Cilj je dokazati modalnu potpunost sistema IL i njegovih prosirenja step—by—step
metodom.

Podsjetimo se, sintaksa logike interpretabilnosti je prosirenje osnovnog modalnog
jezika binarnim modalnim operatorom >: ako su A i B formule, onda je i A> B
formula. U pisanju formula cesto izostavljamo zagrade, pri ¢emu najvisi prioritet
imaju -, 001 ¢, zatim A, Vi >, a najnizi — i <.

Aksiomi su tautologije (u novom jeziku!) i sljedeé¢e sheme:

(K) O(A— B)— (OA—0OB)

L)y OOA—A) - 0OA
J1) OA—B)—A>B
J2) (A>B)AN(B>C)— Ap>C
J3) (A>C)A(B>C)—= (AVB)>C
J4) A B — (0A — OB)
J5) OA> A.
A

Pravila izvoda su modus ponens i o

(
(
(
(
(
(

Sada ¢emo definirati modalnu semantiku sistema IL.

Definicija 3.8. Veltmanov okvir je uredena trojka § = (W, R,{S, : w € W}),
gdje je (W, R) tranzitivan i inverzno dobro fundiran Kripkeov okvir, a za svakiw € W,
Sw jge binarna relacija na {u € W : wRu} koja je refleksivna, tranzitivna i prosiruje
R, tj. 1z wRuRv uvijek slijedi uS,v.

Veltmanov model je céetvorka (W, R,{S, : w € W}, IF), gdje je (W, R,{S, :
w € W}) Veltmanov okvir, a & relacija forsiranja definirana kao za osnovni modalni
jezik, te w lF A> B ako za svaki u takav da je wRu i u I- A postoji v takav da je
uS,v 1vlF B.

Kazemo da je formula A valjana na Veltmanovom okviru i pisemo § 1= A ako je
A istinita u svakom svijetu za svaku relaciju forsiranja na §.

Najprije dokazimo adekvatnost Veltmanove semantike.

Teorem 3.9. Neka je A formula logike interpretabilnosti. Ako -1, A onda je formula
A waljana na svakom Veltmanovom okviru.

Dokaz. Neka je (W, R,{S, : w € W}) bilo koji Veltmanov okvir. Treba dokazati da
su svi aksiomi sistema IL valjani na okviru, te da pravila izvoda cuvaju valjanost.
Dokazimo samo valjanost shema aksioma (J1)—(J5) (valjanost shema aksioma K i L
slijedi iz dokaza teorema adekvatnosti za sistem GL).

Neka je IF bilo koja relacija forsiranja i w € W proizvoljan.
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(J1) Pretpostavimo w IF (A — B). Treba dokazati w I A> B. Neka je u € W
takav da je wRu i u l- A. Kako je S, refleksivna, to je uS,u. Iz pretpostavke slijedi
ul- A — B. Dakle, u I B. Iz definicije relacije forsiranja slijedi w I- A > B.

(J2) Dokazuje se sliéno kao (J1) koristeéi tranzitivnost relacije .S,,.

(J3) Trivijalno slijedi iz definicije Veltmanovog modela.

(J4) Pretpostavimo w I- A > B. Treba dokazati w I QA — OB. Pretpostavimo
w Ik OA. Tada postoji u takav da je wRu i u l- A. Sada iz prve pretpostavke slijedi
da postoji v takav da je uS,v i v IF B. No, takoder je wRv. Dakle, w I+ {B.

(J5) Neka je u takav da je wRu i u |- QA. Tada postoji v takav da je uRwv i
v Ik A. No, wRuRv povlaéi uS,v, dakle w I- QA > A. Q.E.D.

Prosirenja sistema IL

Podsjetimo se, logika interpretabilnosti Peanove aritmetike nije IL, nego ILM, koja se
dobije dodavanjem sljede¢e sheme aksioma sistemu IL:

M=Ap>B— (ANOC)> (BAOC).

Nadalje, logika interpretabilnosti (dovoljno jakih) konaéno aksiomatizabilnih te-
orija je sistem ILP, dobiven prosirenjem sistema IL shemom aksioma P = A> B —
O(A> B).

Jos mnogi principi interpretabilnosti otkriveni su u potrazi za logikom interpreta-
bilnosti svih (dovoljno jakih) aritmetickih teorija IL(All), ¢ija aksiomatizacija je jos
uvijek otvoren problem (cilj: odrediti sistem IL(All) tako da za svaku formulu A vri-
jedi: Frrany A ako isamo ako za svaku teoriju 7' i za svaku aritmeticku interpretaciju
 vrijedi 7 A*). Neki od tih principa su:

My = A>B— (OAADC) > (BADC)

W

A> B — A (BADO-A)

W = A B— (BAOC) > (BAOC AO-A)

S W obi¢no oznacavamo i nosa¢ Veltmanovog okvira, no iz konteksta ¢e uvijek
biti jasno radi li se o tome ili o principu interpretabilnosti.

Teorem 3.10. Neka je § = (W, R, {Sy, : w € W}) Veltmanov okvir. Tada redom
vrijedi:

a) § - M ako i samo ako uS,vRz uvijek povlaci uRz;

b) §IF P ako i samo ako wRw'RuS,v wvijek povlacéi wS,v;

c) 5k My ako i samo ako wRuRxzS,vRz uvijek povlaci uRz;

d) § - W ako i samo ako je relacija S, o R inverzno dobro fundirana za svaki w;

e) §IF W ako i samo ako F- My 1 FI- W.
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Dokaz. Dokazimo samo dovoljnost (taj smjer je dovoljan za dokaz adekvatnosti od-
govarajucih sistema).

a) Neka je § Veltmanov okvir takav da uS,vRz uvijek povlaci uRz. Neka su I i
w € W proizvoljni. Treba dokazati w IF M. Pretpostavimo w IF A > B. Treba
dokazati w IF (AAOC) > (BAOC). Neka je u takav da je wRu i ul- AANDOC.
Posebno, u I+ A, pa iz w IF A> B slijedi da postoji v takav da je uS,viv I+ B.
Preostaje dokazati v IF CJC. Neka je z bilo koji svijet takav da je vRz. Sada
imamo uS,vRz, pa iz pretpostavke slijedi uRz. Treba dokazati z IF C. No,
uwl-0OC, paje z IF C, sto je i trebalo dokazati.

Slicno se dokazuju tvrdnje za principe P i M.

d) Neka je § Veltmanov okvir takav da je S, o R inverzno dobro fundirana i neka
su IF i w proizvoljni. Treba dokazati w I W. Pretpostavimo w IF A > B.
Treba dokazati w IF A > (B AO—=A). Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji u
takav da je wRu i u IF A i za svaki x takav da je uS,z vrijedi z IF =BV QA.
Kako je w I A > B, to postoji v takav da je uS,v i v IF B. Dakle, v IF QA,
pa postoji u; takav da je vRuy i uy IF A. Iz tranzitivnosti relacije R slijedi
wRuy, pa za u;, primijenimo isti argument kao za u i nastavljajuc¢i postupak
dobivamo beskonacni niz wRuS,,v Ru1S,v1 RusS,vs . . ., $to je u kontradikeiji s
pretpostavkom.

Tvrdnja za princip W* moze se dokazati pomocu aksioma, bez pozivanja na
semantiku, no dokaz ovdje ispustamo. Q.E.D.

Za svaki od navedenih principa interpretabilnosti X, s ILX ¢emo oznacavati sis-
tem dobiven dodavanjem sheme aksioma X sistemu IL. Opéenitije, dopustamo da je
X skup principa, ukljucujuéi i prazan skup, pa ¢e oznaka ILX obuhvacati i osnovni
sistem IL.

Klasu svih Veltmanovih okvira koji zadovoljavaju uvjete prethodnog teorema u
odnosu na princip interpretabilnosti X zovemo karakteristicna klasa za X. Veltmanov
okvir iz karakteristicne klase za princip X zovemo i ILX —okvir (sli¢no, govorimo i
o ILX —modelima). Kratko kazemo da je sistem ILX potpun sistem ako je potpun u
odnosu na karakteristicnu klasu principa X, tj. ako za svaku formulu A vrijedi: ako
je § Ik A za svaki ILX —okvir §, onda je F;px A. Pritom je karakteristicna klasa za
osnovni sistem IL klasa svih Veltmanovih okvira. Obratna tvrdnja, tj. adekvatnost
za IL, ILM, ILP, ILW, ILM, i ILW* slijedi iz prethodna dva teorema.

De Jongh i Veltman su 1990. dokazali potpunost sistema IL, ILM i ILP, te nesto
kasnije ILW. Goris i Joosten 2004. su dali nove dokaze potpunosti sistema IL i ILM
koristeci step—by—step metodu, kojom su dokazali i modalnu potpunost sistema ILM,
i ILW*.
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Struktura dokaza potpunosti step-by-step metodom

Potpunost se dokazuje obratom po kontrapoziciji: pretpostavimo da je A formula
takva da t/;x A 1 dokazimo da tada postoji ILX —model i svijet w tog modela takav
da je w IF = A. Struktura dokaza slicna je strukturi dokaza potpunosti sistema GL
step—by—step metodom s jednog od ranijih predavanja. Koraci dokaza:

1. Iz Vi x A slijedi da je {—A} jedan ILX —konzistentan skup. Koriste¢i analo-
gon Lindenbaumove leme, prosirimo skup {—A} do maksimalnog ILX —konzi-
stentnog skupa formula I'. U dokazima potpunosti maksimalno konzistentni
skupovi Cesto se uzimaju za elemente modela. U step—by-step metodi potrebno
je dopustiti koristenje istog maksimalno konzistentnog skupa na vise mjesta u
modelu, te stoga konstruiramo oznaceni okvir, tj. svakom svijetu pridruzujemo
maksimalno konzistentan skup. Konstrukcija pocinje jednoclanim okvirom §
¢ijem elementu je pridruzen skup I'.

2. Postoji konacan skup formula D koji sadrzi formulu —A i zatvoren je na pot-
formule i operaciju ~ (podsjetimo se, ako je formula B oblika —=C, onda s ~B
oznacavamo C, a u suprotnom s ~B oznacavamo —B). Definiramo §to znaci
da za oznaceni okvir vrijedi lema o istinitosti u odnosu na D. Definiramo
D—probleme (smetnje lemi o istinitosti za formule oblika =(B > C') € D) i
D—nedostatke (slicno za formule oblika B > C' € D). Dokazujemo da lema o
istinitosti u odnosu na D vrijedi ako ne postoje D—problemi ni D—nedostaci.

3. Dokazujemo glavnu lemu po kojoj se § uz odredene uvjete moze prosiriti do
IL X —modela bez D—problema i D—nedostataka postupnom eliminacijom tak-
vom da se eliminirani D—problemi i D—nedostaci ne mogu ponovo pojaviti u
nastavku konstrukcije. Ako sistem ILX zadovoljava uvjete glavne leme, onda
je potpun. Naime, nasli smo model u kojem u polaznom svijetu vrijedi = A jer
je mA € I' i vrijedi lema o istinitosti u odnosu na D.

Goris i Joosten su glavnu lemu formulirali vrlo opéenito, kako bi postigli uni-
formnu metodu dokaza potpunosti za razlic¢ita prosirenja sistema IL. U dokazivanju
potpunosti pojedinog sistema ILX stoga je glavni preostali posao dokazati da ILX
zadovoljava uvjete glavne leme.

Konzistentni skupovi formula

Definicija 3.11. Neka je S skup formula i A formula. KaZemo da se formula A
moze izvesti iz skupa S u sistemu ILX, i pisemo S Frpx A, ako postoji konacan
niz formula (izvod) koji zavrsava s A, a ¢iji svaki élan je teorem sistema ILX , formula
iz S ili formula dobivena primjenom pravila izvoda modus ponens na formule koje joj
prethode u nizu.

Kazemo da je skup S jedan ILX —konzistentan skup ako S Hrpx L.

Kazemo da je ILX —konzistentan skup S maksimalan ako za svaku formulu A

vrijedi A € S ili A€ S.
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Korolar 3.12. Neka je § neki ILX —okvir, I proizvoljna relacija forsiranja na § i
w e W. Tada je S = {A: wl- A} maksimalan TLX —konzistentan skup.

Dokaz. Jasno, 1 ¢ S. S druge strane, ocito je S zatvoren na modus ponens, te zbog
adekvatnosti Veltmanove semantike, svi teoremi sistema ILX suu S. Stoga za svaku
formulu A vrijedi: ako S F;px A, onda je A € S. Sada je jasno da pretpostavka
S Frrx L vodi na kontradikciju. Q.E.D.

Za ovako definiran pojam izvoda vrijedi teorem dedukcije.
Propozicija 3.13. Ako SU {A} I_ILX B, onda S I_ILX A— B.

Dokaz. Dovoljnost je ocigledna. Nuznost se dokazuje indukcijom po duljini izvoda za
B iz S U {A}. Baza indukcije je trivijalno ispunjena. Ako je duljina izvoda vecéa od
1, onda je formula B dobivena primjenom pravila modus ponens na neke formule C
i C — B koje joj prethode u izvodu. Prema pretpostavci indukcije postoje izvodi za
A—CiA— (C— B)iz S. Koristedi formulu (A — (C — B)) — (A — C) —
(A — B)), koja je tautologija, pa stoga i teorem sistema ILX sada se lako vidi da
postoji iizvod za A — B iz S. Q.E.D.

Koristeci prethodnu propoziciju, standardnim argumentom se dokazuje analogon
Lindenbaumove leme.

Lema 3.14. Za svaki ILX —konzistentni skup formula S postoji neki maksimalan
ILX —Fkonzistentan skup formula S’ takav da je S C S’.

Dokaz. Skup svih formula logike interpretabilnosti je prebrojiv. Neka su Aj, As, ...
sve formule. Definiramo:

So = S
g ) SaU{Ana), ako Sy brnx A
T ) s U {—A4,,1}, inace;
S = UnGN Sn

Indukcijom se dokazuje da je S, jedan ILX —konzistentan skup za svaki n € N, a
potom nije tesko vidjeti sa je S” takoder IL X —konzistentan skup, te da je maksimalan.
Dokazimo samo prvi slucaj koraka indukcije. Pretpostavimo suprotno, tj. da je skup
Sp U{A,s1} inkonzistentan. Tada S, U{A,11} Frrx L, pa iz prethodne propozicije
slijedi S, Frrx Ane1 — L. Primjenom pravila modus ponens dobivamo S, Frpx L,
sto je u kontradikciji s pretpostavkom indukcije. Q.E.D.

Oznaceni okviri, problemi i nedostaci

Definicija oznac¢enog Veltmanovog okvira analogna je definiciji oznac¢enog okvira u do-
kazu potpunosti sistema GL, no ovdje osim oznacavanja svakog svijeta maksimalnim
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IL X —konsistentnim skupovima imamo i oznacavanje formulom nekih parova svjetova
koji su povezani relacijom R. Ovo oznacavanje je potrebno kod osiguravanja da se
uklonjeni D—problemi ne¢e ponovo pojaviti.

Definicija 3.15. Oznaceni Veltmanov okvir je (§,v), gdje je § Veltmanov okvir,
a v funkcija koja svakom w € W pridruzuje maksimalan ILX —Fkonzistentan skup
v(w), a nekim uredenim parovima (u,v) takvim da je uRv pridruzuje formulu v(u,v).

Napomena 3.16. Na oznacenom Veltmanovom okviru moZemo definirati relaciju
forsiranja 1 tako dobiti Veltmanov model tako da stavimo w IF p ako © samo ako
p € v(w) (pritom se gubi informacija o oznacavanju). Obratno, Veltmanov model
mozZemo promatrati kao oznaceni Veltmanov okvir, pri éemu je v(w) = {A :wl- A}
(dok nijedan uredeni par nije oznacen).

Definicija 3.17. Neka je (§,v) oznaceni okvir i D skup formula. KaZemo da lema
o istinitosti vrijedi za (§,v) u odnosu na D ako za svakiw € W i za svaku formulu
A € D wvrijedi w IF A ako i samo ako A € v(w) (pri cemu je b relacija forsiranja
definirana u prethodnoj napomens).

Definicija 3.18. Neka je (§,v) oznaceni okvir i D skup formula. D—problem je
uredeni par (x,—(A> B)) takav da je =(A> B) € v(x) N D i za svaki y takav da je
xRy 1 A € v(y) postoji z takav da je yS,z i B € v(z). D—nedostatak je uredena
trojka (x,y, A> B) takva da je xRy, A> B € v(z)N'D i A € v(y), ali ne postoji z
takav da je ySyz i B € v(z).

Eliminacija problema i nedostataka

Napomena 3.19. Radi smanjenja broja slucajeva u dokazima indukcijom po sloZeno-
sti formule, korisno je promatrati minimalni alfabet. Tako cemo u nastavku smatrati
da je jedini modalni operator u alfabetu >, dok je [ definiran kao pokrata: [JA
oznacava A > L. Naime, lako se vidi da vrijedi sljedeca ekvivalencija: w |- OA ako
i samo ako w - = Ar> L (takoder, nije tesko dokazati da vrijedi -, OA <» —A> L).

Kao sto je poznato iz logike sudova, u alfabetu nisu potrebni ni svi logicki veznici
(npr. iz = 1V mogude je definirati sve ostale).

Lema 3.20. Neka je (§,v) oznaceni okvir i D skup formula zatvoren na potformule
i operaciju ~. Tada lema o istinitosti vrijedi za (§,v) w odnosu na D ako i samo ako
ne postoje D—problemi ni D—nedostaci.

Dokaz. Nuznost je ocigledna. Dokazimo dovoljnost. Pretpostavimo da ne postoje
problemi ni nedostaci i indukcijom po slozenosti formule dokazimo da vrijedi lema o
istinitosti. Baza indukcije slijedi iz definicije relacije forsiranja. Korak indukcije se
lako dokazuje za slucajeve formula dobivenih primjenom bulovskih veznika. Dokazimo
tvrdnju koraka indukcije za formule oblika Ax>B € D. Neka je w € W. Treba dokazati
da vrijedi: w - A> B ako i samo ako A> B € v(w).
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Pretpostavimo w |- A > B. Tada za svaki u takav da je wRu i u |- A postoji v
takav da je uS,v i v IF B. Kako je D zatvoren na potformule, to su A,B € D i to
nize slozenosti, pa iz pretpostavke indukcije slijedi da za svaki u takav da je wRu i
A € v(u) postoji v takav da je uS,v i B € v(v). Kada bi vrijedilo A> B ¢ v(w),
onda bi bilo =(A > B) € v(w). No, kako je D zatvoren na operaciju ~, to bi tada
(w,=(A > B)) bio D—problem, suprotno pretpostavci. Dakle, A> B € v(w).

Obratno, neka je A> B € v(w). Pretpostavimo suprotno, tj. w If A> B. Tada
postoji u takav da je wRu i u I- A i za svaki v takav da je uS,v vrijedi v | B. Po
pretpostavci indukcije to znaci da je (w,u, A > B) D—nedostatak. Time je dobivena
kontradikcija. Q.E.D.

Ideja eliminacije je vrlo jednostavna:

e D—nedostatak (x,y, A> B) eliminiramo dodavanjem novog svijeta z takvog da
je vSyz i B € v(2);

e D—problem (z,—(A > B)) eliminiramo dodavanjem novog svijeta y takvog da
je xRy 1 A,—B € v(y) koji je u relaciji S,, samo sa samim sobom.
Pomoc¢ni pojmovi

Najprije definiramo neke relacije medu maksimalnim konzistentnim skupovima.
Neka su 57 1 S maksimalni ILX —konzistentni skupovi. Pisemo:

a) S1 < Sy ako iz A € Sy uvijek slijedi A, A € S;
b) S; <¢ Se ako iz A C € S; uvijek slijedi A, 0-A € Sy;
c) S1 Cp Sy ako A € S; uvijek povlaci OA € S,.

Podsjetimo se, prvu relaciju smo koristili i u dokazu potpunosti sistema GL step—
by—step metodom. Prva relacija moze se definirati pomoc¢u druge. Lako se vidi da
vrijedi sljedeca ekvivalencija: S; < S5 ako i samo ako S; < Ss.

Definicija 3.21. Neka je (§,v) oznaceni okvir, x € W i C formula. C—kriti¢ni
konus nad x (oznaka CS) je najmanji skup svjetova koji sadrzi sve y takve da je
v(z,y) = C i zatvoren je na relacije S, i R.

Generalizirani C'—konus nad = (oznaka GS) je nagmangi skup koji sadrzi CS i
zatvoren je na relacije R i na S, za svaki w € W.

Definicija 3.22. Za oznaceni okvir kaZemo da je adekvatan ako vrijedi:
a) ako xRy onda je v(x) < v(y);
b) ako A # B onda je GANGE =();

¢) akoy € C2, onda je v(z) <4 v(y).
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Lema 3.23. Neka je (x,—(A > B)) D—problem u adekvatnom oznacenom okviru.
Tada za svakiy € CP wrijedi A & v(y).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. postoji y € CZ takav da je A € v(y). Iz definicije
kriticnog konusa slijedi x Ry. 1z definicije D—problema slijedi da postoji z takav da
je ySyz i B € v(z). No, tada je i 2 € CB. Iz definicije adekvatnog okvira slijedi
v(x) <p v(z). No, Fipx B> B, paje B> B € v(x) i stoga posebno =B € v(z).
Kontradikcija. Q.E.D.

Napomena 3.24. [z prethodne leme slijedi da u adekvatnom oznacenom okviru ne
postoje D-problemi ako ne postoji uredeni par (x,—(A> B)) takav da je =(A> B) €
v(z)ND i za svakiy € CB wvrijedi A ¢ v(y). U nastavku éemo takve parove (z,—(A>
B)) zvati D—problemi.

Definicija 3.25. Kazemo da je (§',V') proSirenje oznacenog okvira (§,v) ako je
W C W' i relacije R, S, i funkcija v su restrikcije relacija R', S, odnosno funkcije
7

Napomena 3.26. Prosirenje opéenito ne mora biti Vellmanov model. Definicija
ovo dopusta jer u pojedinom koraku konstrukcije eliminiramo problem ili nedostatak
dodavanjem novog svijeta, no od dobivene strukture ne moZemo odmah zahtijevati da
zadovoljava svojstva Veltmanovog modela (npr. R nije nuzno tranzitivna). Stoga éemo
kod dokaza potpunosti pojedinih sistema definirati odgovarajuce tzv. kvaziokvire.

Definicija 3.27. Neka je § konacan Veltmanov okvir. Maksimalnu duljinu niza
oblika zoR ... Rx, zovemo dubina okvira §.

Indeksiranu familiju oznacenih okvira (§;, v;)ien zovemo lanac ako je (§ir1, Vit1)
prosirenje oznacenog okvira (§;,v;) za svaki i € N. KaZemo da je lanac ogranicen
ako postoji n € N takav da je dubina svih clanova lanca manja od n. Unija ogra-
nicenog lanca oznacenih okvira je oznaceni okvir ¢iji nosac, relacija dostiZivosti,
relacije Sy, 1t funkcija v su definirani kao unije odgovarajucih komponenata clanova
lanca.

Napomena 3.28. Lako se vidi da je unija ogranicenih lanaca zaista oznaceni okuvir,
t5. da vrijede sva svojstva iz definicije Veltmanovog okvira. Uocimo da je ogranicenost
lanca nuzZan uvjet da relacija dostiZivosti unije bude inverzno dobro fundirana.

Glavna lema

Lema 3.29. Neka je D konacan skup formula zatvoren na potformule i operaciju ~ .
Neka je T klasa oznacenih okvira tako da vrijedi:

a) ako je (F,v) unija ogranicenog lanca oznacenih okvira iz T onda je § jedan
ILX —okvir;

b) za svaki (§,v) izZ i za sve x,y € W, takve da je xRy, postoji formula D € D
takva da je O-D € v(y) \ v(x);
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¢) Za svaki adekvatni oznaceni okvir (§,v) iz klase T, svaki D—problem i D—ne-
dostatak moZe se eliminirati prosirenjem do adekvatnog oznacenog okvira koji
je takoder u I.

Ako postoji takva klasa Z, onda se svaki konacan adekvatan oznaceni okvir (§,v) izZ
moze prosiriti do adekvatnog oznacenog okvira (@, V) takvog da je 3 jedan ILX —okvir
1 za kojeg vrijedi lema o istinitosti u odnosu na D.

Nadalje, ako za bilo koji konacan D zatvoren na potformule 1 operaciju ~ postoji
takva klasa I tako da je svaki jednoclani oznaceni okvir u klasi Z, onda je ILX potpun
sistem.

Dokaz. Neka je (§F,v) adekvatan oznaceni okvir iz klase Z. Dovoljno je dokazati da
se (§,v) moze prosiriti do adekvatnog oznacenog okvira (3 v) takvog da je F jedan
IL X —okvir i u kojem nema problema ni nedostataka.

Stavimo X = {xg,x1, ... }. Promotrimo skup

A={(x,~(A>B)):z € X,~(A>B) €e D}U{(z,y,C>D) :z,y,€ X,Cr>D € D}.

Taj skup je prebrojiv. Fiksirajmo neko nizanje elemenata tog skupa.

Stavimo §o = (§, V). Definirat ¢emo lanac adekvatnih oznacenih okvira §;, i € N
u klasi Z (umjesto v; pisat ¢emo v za sve i. Takoder ¢emo koristiti oznake R i S, bez
dodatnih indeksa za odgovarajuée relacije u svim ¢lanovima niza). Pretpostavimo
da je definiran §; i fiksirajmo jednu bijekciju koja njegove elemente preslikava u
pocetni komad skupa X. Drugim rijecima, oznacimo njegove elemente s xg, x1, ..., Tk.
Promotrimo najmanji element skupa .4 (s obzirom na fiksirano nizanje elemenata tog
skupa) koji je problem ili nedostatak u ;.

Prema pretpostavci leme, §; se moze prosiriti do adekvatnog oznacenog okvira
Siv1 koji je takoder u Z, a u kojem ne postoji taj problem, odnosno nedostatak.
Dokazimo da se on nec¢e ponovo pojaviti u nastavku konstrukcije.

Ako je rijes o nedostatku (z,y,C > D), C> D € v(z), C € v(y), u Fir1 to vise
nije nedostatak, pa postoji z takav da je yS,z i D € v(z). No, taj z ¢e biti sadrzan i
u svim prosirenjima okvira §;41, pa (x,y,C > D) ni u njima nece biti nedostatak.

Ako je pak rije¢ o problemu (x, ~(A > B)) koji je u §;11 eliminiran, onda u ;14
postoji y € CZ takav da je A € v(y). No, taj y ¢e biti sadrzan i u svim progirenjima
okvira §;41, pa (z, (A > B)) ni u njima nece biti problem.

Ocito je svaki problem i nedostatak eliminiran u nekom ¢lanu lanca i u njihovoj
uniji. Iz drugog uvjeta u pretpostavkama leme slijedi da niz oblika wqRw; Rws . ..
ne moze imati duljinu veéu od broja elemenata skupa D. Dakle, dobiveni lanac je
ogranicen. Iz prvog uvjeta u pretpostavkama leme sada slijedi da je unija 5 dobivenog
lanca ILX —okvir. Lako se vidi da je kS adekvatan, tj. da na uniji ogranicenog lanca
adekvatnih okvira vrijede sva svojstva iz definicije adekvatnosti. Sada, kako u § nema

problema ni nedostataka, zaklju¢ujemo da za kS vrijedi lema o istinitosti u odnosu na
D.
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Preostaje dokazati drugu tvrdnju leme, tj. da iz pretpostavki navedenih u iskazu
leme slijedi potpunost sistema ILX. Neka je A formula takva da t/ x A. Treba
dokazati da postoji ILX —model i svijet w tog modela takav da je w IF —A.

Neka je I' maksimalan konzistentan skup koji sadrzi —=A i neka je D najmanji
skup koji sadrzi —A i zatvoren je na potformule i za operaciju ~. Prema pretpostavci,
postoji klasa Z sa svojstvima nevedenim pretpostavci leme takva da je svaki jednoclani
oznaceni okvir u Z, pa tako i oznaceni (i trivijalno adekvatan) okvir § ¢iji nosac je
{z0}, R=01S,, =0, te v(xy) =T. Prema prvoj tvrdnji leme, § se moze prosiriti do
ILX —okvira § za koji vrijedi lema o istinitosti u odnosu na D, pa za odgovaraju¢u
relaciju forsiranja I+ u 3 vrijedi xg IF —A, sto je i trebalo dokazati. Q.E.D.

Sljedece leme koristit ¢e se za definiranje maksimalnih konzistentnih skupova ko-
jima ¢e biti oznaceni svjetovi koje dodajemo radi uklanjanja problema i nedostataka.

Lema 3.30. Neka je T' maksimalan ILX —konzistentan skup i —~(A > B) € T'. Tada
postoji maksimalan ILX —konzistentan skup A takav da jeI' < A i A,[0-A € A.

Dokaz. Treba dokazati da je skup formula S = {-C,0-C : C> B € T'} U{A,0-A}
konzistentan. Pretpostavimo suprotno. Tada postoje formule C', ..., C, takve da je
C;> B el zasvakiii—Cy,...~C,,0-Cy,...,0-C,, A, O0-Abtx L.

Stavimo C' = C} V --- VvV (C,. Lako se vidi da je C'> B € T' i pritom vrijedi
=C,0-C,A,0-A F;px L. Stoga je Fipx AANO-A — C Vv QC. Lako je dokazati
da za sve formule A i C vrijedi by A> (AANO=A)ibx (CVOC) > C. Stoga
jebix A C. Kakoje C>B €T, tojei A B € I'. No, to je u kontradikciji s
pretpostavkom leme. Q.E.D.

Lema 3.31. Neka sul i A maksimalni ILX —konzistentni skupovi takvi da jeI' <g A
ineka je C>D €T i C € A. Tada postoji maksimalan ILX —konzistentan skup A’
takav da je I' <g A" i D,0-D € A’.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Iz prethodne leme slijedi D > B € I'. Kako je po
pretpostavei C'> D € I', to jeonda i C' > B € I'. No, iz I' <p A sada posebno slijedi
=C' € A, sto je u kontradikciji s pretpostavkom. Q.E.D.

Uoc¢imo da iz I' <g A uvijek slijedi I' < A. Naime, neka je JA € I'. Tada je i
—A> 1L el.No,Fi;px L>B,pajei-A>B el'.Sadaiz ' <g Aslijedi A,JA € A.

Dokaz potpunosti sistema IL step—by—step metodom

Definicija 3.32. Kvaziokvir je uredena éetvorka (W, R,{S, : w € W},v), gdje je
W #£ 10, R inverzno dobro fundirana relacija na W, S, binarna relacija na {u € W :
wRu} za svaki w € W, te v funkcija oznacavanja definirana kao za oznacene okvire,
tako da vrijede sva tri uvjeta kao u definiciji adekvatnih oznacenih okvira, pri ¢emu
su kriticni 1 generalizirani konusi definirani kao za oznacene okvire.
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Lema 3.33. Neka je (W, R,{S, : w € W},v) kvaziokvir. Tada postoji adekvatan
oznaceni okvir (W, R',{S! : w € W}, v) takav da je R C R i S, C S., za sve
weW.

Dokaz. Rekurzivno prosirujemo relacije R i S, tako da uklonimo protuprimjere za
tranzitivnost relacije R, refleksivnost i tranzitivnost relacija S, i svojstvo da S,
prosiruje R na {u € W : wRu}. Lako se dokazuje da dobivamo niz kvaziokvira
(Stovise, kritiéni i generalizirani konusi se ovim prosirenjima ne mijenjaju), ¢ija unija
je adekvatan oznaceni okvir. Provjera svih svojstava je opsezna, ali rutinska, pa
detalje ispustamo. Q.E.D.

Prosirenje iz dokaza leme je minimalno i zovemo ga IL-zatvarac¢ kvaziokvira.

Korolar 3.34. Neka je D konacan skup formula zatvoren na potformule i operaciju
~ . Neka je (W, R, {S, : w € W}, v) kvaziokvir takav da za sve x,y € W, za koje
vrijedi xRy, postoji formula D € D takva da je O-D € v(y) \ v(z). Tada i njegov
IL—zatvarac ima analogno svojstvo.

Dokaz. Treba provjeriti da je trazeno svojstvo ocuvano u koraku rekurzije iz dokaza
prethodne leme. Promotrimo samo slucaj kad u danom kvaziokviru imamo aRbRc i
stoga u njegovom IL—zatvaracu vrijedi aR'c. Treba dokazati da postoji formula D € D
takva da je O-D € v(c) \ v(a). Iz definicije kvaziokvira slijedi v(a) < v(b) < v(c), a
po pretpostavci korolara postoji formula D € D takva da je O-D € v(c) \ v(b). 1z
definicije relacije < slijedi O-D ¢ v(a), $to je i trebalo dokazati. Q.E.D.

Teorem 3.35. Sistem IL je potpun u odnosu na Veltmanovu semantiku.

Dokaz. Neka je D konacan skup formula zatvoren na potformule i operaciju ~ . Neka
je Z klasa svih oznacenih okvira za koje vrijedi: za sve x,y € W takve da je xRy
postoji fromula D € D takva da je O-D € v(y) \ v(z). Iz glavne leme slijedi da treba
dokazati:

a) svaki jednoclani oznaceni okvir je u klasi Z;
b) unija ograni¢enog lanca oznacenih okvira je IL—okvir;

c¢) svaki problem i nedostatak u adekvatnom oznac¢enom okviru iz Z moze se eli-
minirati prosirenjem do adekvatnog oznac¢enog okvira koji je takoder u Z.

Prvi i drugi uvjet su trivijalno ispunjeni (u slucaju sistema IL radi se o klasi
svih Veltmanovih okvira, a ve¢ smo napomenuli da je unija ograni¢enog lanca zaista
oznaceni Veltmanov okvir). Preostaje dokazati treéi uvjet. Neka je (§F,v) adekvatan
oznaceni okvir iz Z.

Neka je (a,—(A > B)) problem. Iz leme 3.30 slijedi da postoji skup formula A
takav da je v(a) <p Ai A,0-A € A. Uzmimo neki b ¢ W. Promotrimo strukturu
s nosacem W U {b}, relacijom dostizivosti R U {(a, b)}, nepromijenjenim relacijama
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Sw, w € W18, =0, te v prosirenom s v(b) = A i v(a,b) = B. Lako se vidi da
je ta struktura kvaziokvir. Provjerimo samo da 3. svojstvo iz definicije adekvatnog
oznacenog okvira vrijedi i za novi svijet b, tj. ako je b € C¢, onda je v(z) <¢ v(b). U
slucaju x = a, kako je v(a,b) = Biv(b) = A, toje b€ CBiv(a) <p v(b). U slucaju
x # a,iz b € CY slijedi a € CY, dakle v(z) <¢ v(a). No, kako je v(a) < v(b), to je i
v(xz) <¢ v(b). Takoder, na tom kvaziokviru vrijedi svojstvo iz definicije klase Z, jer
je A€ Dild-A € v(b)\v(a). Stoga se taj kvaziokvir moze prosiriti do adekvatnog
oznacenog okvira iz klase Z, u kojem (a, =(A > B)) ocito nije problem.

Neka je sada (a,b,C > D) nedostatak. Neka je B formula takva da je b € CB.
Ako takva formula ne postoji, stavimo da je B jednaka L. Ako takva formula postoji
onda je jedinstvena po svojstvu 2 iz definicije adekvatnog oznacenog okvira. Iz leme
3.31 slijedi da postoji skup formula A’ takav da je v(a) < A’ i D,O0-D € A’
Uzmimo neki ¢ ¢ W. Promotrimo strukturu s nosa¢em WU{c}, relacijom dostizivosti
R U {(a,c)}, nepromijenjenim relacijama S, w € W, osim S, U {(b,¢)}, te S. =0 i
v prosirenom s v(c) = A’. Lako se vidi da je to kvaziokvir. Pritom vrijedi svojstvo iz
definicije klase Z, jer je =D € v(c) \ v(a). Stoga se taj kvaziokvir moze prosiriti do
adekvatnog oznacenog okvira iz klase Z, u kojem (a, b, C' > D) nije nedostatak.

Q.E.D.

Dokaz potpunosti sistema ILM step—by—step metodom

Podsjetimo se da je sistem ILM je prosirenje sistema IL shemom aksioma M= A>B —
(AANOC)>(BAOC) (princip Montagne). Pritom za Veltmanov okvir § vrijedi: § IF M
ako i samo ako u.S,vRz uvijek povlaci uRz. Takav okvir § nazivamo ILM-okvir.

Definicija 3.36. Adekvatan oznaceni okvir (§,v) zovemo adekvatan ILM-okvir ako
je § ILM—okvir i za sve w,u,v € W wvrijedi: ako je uS,v, onda je v(u) Cp v(v).

Definicija 3.37. Neka je (§,v) oznaceni okvir, x € W 1 C formula. C—kriti¢ni
M—konus nad x (oznaka M) je najmangi skup svjetova koji sadrzii CS i zatvoren
je na R, Sy i RoS™, gdje je S tranzitivno zatvorenje relacije S definirane tako da
stavimo uSv ako 1 samo ako postoji w takav da je uwSy,v.

Definicija 3.38. ILM-kvaziokvir je kvaziokvir takav da vrijedi:
a) ako je yS,z onda je v(y) Co v(z);
b) ako jey € MZ, onda je v(z) <a v(y);
c) S o R je inverzno dobro fundirana.

Lako se vidi da je CA C M# C G4, te da na ILM-okviru vrijedi M2 = CA.

Lema 3.39. Neka je (W, R, {S,, : w € W}, v) ILM-kvaziokvir. Tada postoji adekvatni
ILM-okvir (W, R',{S. : w € W}, v) takav da je RC R 1S, C S, weW.
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Dokaz. Rekurzivno prosirujemo relacije R i S, tako da uklonimo protuprimjere za
svojstva iz definicije Veltmanovog okvira kao u dokazu analogne leme za sistem IL,
te za svojstvo da iz uS,vRz uvijek slijedi uRz. Lako se dokazuje da dobivamo niz
ILM-kvaziokvira (pritom se kriti¢ni M-konusi i generalizirani konusi ne mijenjaju),
¢ija unija je adekvatan ILM-okvir. I ovdje detalje ispustamo. Q.E.D.

Prosirenje iz dokaza leme je minimalno i zovemo ga ILM-zatvarac.

Korolar 3.40. Neka je D konacan skup formula zatvoren na potformule i operaciju
~ . Neka je (W, R,{S, : w € W}, v) ILM-kvaziokvir takav da za sve x,y € W takve
da je xRy postoji D € D takva da je O-D € v(y) \ v(z). Tada i njegov ILM-zatvarac
ima analogno svojstvo.

Dokaz. Dokazuje se slicno kao analogni korolar za sistem IL. Dokazimo samo da,
ako u danom ILM-kvaziokviru imamo uS,vRz i stoga u ILM—zatvaracu uR’z postoji
fromula D € D tako da je O-D € v(z) \ v(u). Po pretpostavci korolara postoji
formula D € D tako da je O0-D € v(z) \ v(v), a po definiciji ILM-kvaziokvira iz uS,v
slijedi v(u) Cp v(v). Q.E.D.

Za dokaz potpunosti sistema ILM trebamo pojacati lemu koju koristimo za ukla-
njanje nedostataka (analogon leme 3.31).

Lema 3.41. Neka su T i A maksimalni ILM-konzistentni skupovi takvi da je I' <g A
ineka je C>D €T i C € A. Tada postoji maksimalan ILM-konzistentan skup A’
takav da je I' <g A, ACqg A" i D,0O0-D € A'.

Dokaz. Ako je skup {-A,0-A : A> B e I'fU{0OF : OF € A}y U {D,0-D}

konzistentan, onda slijedi tvrdnja. Pretpostavimo suprotno. Tada vrijedi:
—Ay, .. A, O=A L O-A,, OF,, ... ,0FE,, D,0-D i L,

za neke formule A; > B,..., A, > B e l'iUFE,,...,0F,, € A. Uoc¢imo da je pritom
OF € A, gdje je E = FEy A --- A E,,. Sada je jasno da je dovoljno dokazati sljedece
kako bismo dobili kontradikciju: za svaku formulu JF € A postoji maksimalan TLM-
konzistentan skup A” takav da je I' <g A” i OF, D,0-D € A”.

Kako je C' > D € T, koristeéi princip M dobivamo (C' AOE) > (D AOE) € T.
Pritom je C AOFE € A. Prema lemi 3.31 postoji skup A” takav da je I' < A" i
D ANOE,0(-D v -0OF) € A”. Odmah imamo OF, D € A”. Lako se vidi da vrijedi
Fiov OFE AO(=D Vv -0OF) — O-D, pajeid-D € A”. Q.E.D.

Teorem 3.42. Sistem ILM je potpun u odnosu na Veltmanovu semantiku.

Dokaz. Neka je D konacan skup formula zatvoren na potformule i operaciju ~ . Neka
je T klasa svih oznacenih okvira (§,v) takvih da vrijedi:

a) za sve x,y takve da je xRy, postoji formula D € D takva da je O-D € v(y) \

v(z);
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b) za sve w,u,v, z, ako je uS,vRz, onda je uRz (tj. § je ILM—okvir).
Prema glavnoj lemi, dovoljno je dokazati:

(1) svaki jednoc¢lani oznaceni okvir je u klasi Z;

(2) unija ograni¢enog lanca oznacenih okvira iz Z je ILM-okvir;

(3) svaki problem i nedostatak u adekvatnom ILM-okviru iz Z moze se eliminirati
prosirenjem do adekvatnog ILM-okvira koji je takoder u Z.

Prvi uvjet je trivijalno ispunjen, a za drugi je dovoljno primijetiti da je unija
ogranicenog lanca ILM—-okvira takoder ILM-okvir, sto je oc¢igledno. Preostaje dokazati
da vrijedi trec¢i uvjet.

Neka je (§,v) adekvatan ILM-okvir iz Z.

Neka je (a, ~(A>B)) problem. Okvir prosirujemo kao u dokazu potpunosti sistema
IL: za neki b ¢ W, nosa¢ prosirimo na W U {b}, relaciju dostizivosti na R U {(a,b)},
ne mijenjamo relacije S, za w € W, stavimo S, = (), te v prosirimo s v(a,b) = B
iv) = A, pri cemu je v(a) <p Ai A,0-A € A (takav A postoji prema lemi
3.30). Lako se vidi da na dobivenoj strukturi vrijedi prvi uvjet iz definicije klase Z,
pa preostaje dokazati da je ta struktura ILM-kvaziokvir (¢iji ILM-zatvarac je o¢ito u
klasi Z i na njemu vise ne postoji taj problem). Iz dokaza potpunosti sistema IL slijedi
da je kvaziokvir. Preostaje provjeriti tri nova uvjeta iz definicije ILM—kvaziokvira.

Provjerimo samo da drugo svojstvo vrijedi i za novi svijet b, tj. da iz b € M¢
slijedi v(z) <¢ v(b). Za x = a imamo b € CZ C MB i v(a) <p v(b). Za x # a, ako je
a € MS, onda je v(z) <c v(a) < v(b) i stoga v(z) < v(b). Preostaje slucaj x # a i
a ¢ MS. No, to je moguée samo ako postoji @’ € M¢ tako da je a’Sa. Sada imamo
v(z) <o v(a') Cov(a) < v(b). Lako se vidi da slijedi v(x) <¢ v(b).

Neka je sada (a,b, C' 1> D) nedostatak. Neka je B formula takva da je b € CP | ili
L ako takva B ne postoji. Prema prethodnoj lemi postoji A’ takav da je v(a) <p A,
v(b) Cop A’ 1 D,0-D € A’. Za neki ¢ ¢ W, nosa¢ prosirimo na W U {c}, relaciju
dostizivosti na R U {(a, ¢)}, ne mijenjamo relacije S, za w € W, osim §to definiramo
SaU{(b,c)}, te stavimo S, = (). Funkciju oznacavanja v prosirimo s v(c) = A’. Sliéno
kao u dijelu dokaza za probleme, lako se vidi da je to ILM-kvaziokvir za koji vrijedi
prvo svojstvo iz definicije klase Z, pa tvrdnja slijedi primjenom prethodnog korolara,
pri cemu je ocito da na ILM—zatvaracu viSe ne postoji taj nedostatak. Q.E.D.

Potpunost sistema ILNM,

Podsjetimo se, sistem ILMy je prosirenje sistema IL shemom aksioma My = A >
B — (OAANDOC) > (B AOC). Za Veltmanov okvir § vrijedi § IF My ako i samo ako
wRuRxS,yRz uvijek povlaci uRz. Takav Veltmanov okvir § nazivamo ILMy—okvir.

Koristedi step—by—step metodu u dokazivanju potpunosti uvijek trebamo osigu-
rati da wRx povlaéi v(w) < v(x). Za sistem ILM; to znaci da treba vrijediti: ako
je wRuRxzS,yRz onda je v(u) < v(z). U tu svrhu o¢ito je dovoljno osigurati da
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wRuRx S,y uvijek povlaci v(u) Co v(y). Stoga ¢e to biti jedno od svojstava u de-
finiciji adekvatnog ILMy—okvira. Sljedec¢i primjer pokazuje neke poteskoce na koje
nailazimo nastojeci osigurati da se to svojstvo ocuva kod proSirenja oznacenih okvira,
te ideje rjesavanja tih poteskoca.

Primjer 3.43. Promotrimo oznaceni okvir s nosacem {w,u, z} takav da je wRuRzx i
Cr D e v(w), C € v(zx). Nedostatak (w,z,C > D) mozemo eleiminirati ako mozemo
dodati svijet y takav da je xS,y i D € v(y), te v(u) Co v(y).

U ovom primjeru problem moZemo rijesiti koristeci sljedecu tvrdnju, koja se lako
dokazugje kao analogna lema za sistem ILM, primjenom principa My umjesto M na istom
mjestu u dokazu:

Neka suT i A maksimalni ILMy—konzistentni skupovi takvi da jeI' <g A i
neka je C>D € T'i OC € A. Tada postoji maksimalan ILMy—konzistentan
skup A takav da jeI' <g A, A Cqg A’ « D,0-D € A

Medutim, ako u nosacu postoji i u' # u takav da je wRuRx i wRu' Rx, onda treba
vrijediti v(u) Co v(y) @ v(u') Co v(y), Sto prethodna tvrdnja ne osigurava, jer treba
naéi istt A" za v(u) i v(u'). RjeSenje ée biti neka svojstva koja éemo zahtijevati od
klase I 1z glavne leme, a koja osiguravaju da su u ovakvim primjerima neposredni
prethodnici svijeta x linearno uredeni relacijom Co, a vecéi su u smislu relacije Co od
svih ostalih, Sto osigurava v(u) Co v(u') ili v(u') Co (u), pa je dovoljno promatrati
jedan od svjetova izmedu w 1 x.

Pritom, ako je v(w) <4 v(x), Zelimo i v(w) <a v(y). Stoga trebamo osigurati
da wRuRx i x € C2 povlaci v(w) <4 v(u). To éemo takoder rijesiti odgovarajucim
zahtjevom na klasu Z.

No, ako pritom dobijemo nedostatak (w,y, E > F) i kasnije ga eliminiramo doda-
vanjem y' takvog da je ySyy i F € v(y'), onda po tranzitivnosti relacije S,, mora biti
i Syuy', pa imamo wRuRx S,y i stoga mora biti v(u) Co v(y'). Spomenuti analogon
leme to ne osigurava, jer je moguce OF ¢ v(u), pa ée nam biti potrebna sloZenija
lema za eliminaciju nedostataka.

Lema 3.44. Neka su T' i A maksimalni ILMy-konzistentni skupovi formula takvi da
jel'<¢ A, P>Qel, 0PcAiS>T,...,5.>T,cl.

Tada postoje maksimalni ILMy—konzistentni skupovi Ao, A1, ..., Ag, pri cemu je
k < n, takvi da vrijedi:

a) I' <¢ A; za svaki i;
b) A Co A; za svaki i;
C) Q € AO;

d) ako je Sj € Ay, za neke j, h, onda je T; € A; za neki i.
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Za bilo koju binarnu relaciju R sa R* oznacavamo njeno refleksivno i tranzitivno
zatvorenje, a sa R' oznacavamo relaciju neposrednog R—sljedbenika. Takoder, za
relaciju S, sa &, oznacavamo relaciju definiranu tako da je xS,y ako i samo ako je
rSyy, ali x # y i ne vrijedi (S, U R)* o Ro (S, UR)*y.

Definicija 3.45. Adekvatan oznaceni okvir (§,v) zovemo adekvatan ILM;—okvir
ako je § jedan ILMy—okvir i za sve w,u,x,y € W vrijedi:

a) ako je wRuRxzS,y onda je v(u) Cp v(y);
b) ako je xS,y onda je (S, U R)*y;
c¢) ako je xRy onda je x(RY)ry.

Neka je (W, R,{S, : w € W}, v) kvaziokvir. S K oznacavamo najmanju tranzi-
tivnu binarnu relaciju na W takvu da je R C K i za sve w,u, z,y, z € W vrijedi: ako
je wKuK'x(S,)"yK'z, onda je uKz.

Ocito, ako je (W, R,{S, : w € W}) ILMy—okvir, onda je K = R. Lako se vidi da
ako prosirimo relaciju R unutar relacije K onda se relacija K ne mijenja.

Definicija 3.46. Neka je (W, R,{S,, : w € W},v) kvaziokvir, v € W i C formula. S

NE oznacavamo najmangi skup svjetova koji sadrzii CS i zatvoren je na K i S,.
Na ILMy—okviru vrijedi N¢ = CS.
Definicija 3.47. ILMy,—kvaziokvir je kvaziokvir takav da vrijedi:
a) K je inverzno dobro fundirana;
b) ako je xKy onda je v(z) < v(y);
c) ako je x € N2 onda je v(w) <4 v(x);
d) ako je wKuKx(S, U K)*y onda je v(u) Co v(y);
e) ako je xS,y onda je (S, U R)*y;
f) ako je wKuK'z(S,)"yK'z onda je u(K")"z;
g) ako je xRy onda je x(R')'y.
Lema 3.48. Svaki ILMy—kvaziokvir moZe se prosiriti do adekvatnog ILMy— okvira.

Prethodna lema se dokazuje sli¢no kao analogna lema za sistem IL, s tim da treba
ukloniti i protuprimjere za karakteristicno svojstvo ILMy—okvira.

Teorem 3.49. Sistem ILM, je potpun u odnosu na Veltmanovu semantiku.

Skica dokaza. Neka je D konacan skup formula zatvoren na potformule i operaciju
~ . Neka je Z klasa svih oznacenih okvira (§, ) takvih da vrijedi:
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a) za sve x,y takve da je xRy, postoji formula D € D takva da je O-D € v(y) \
v(x);

b) § je ILMy—okvir;
c) za svaki x, skup {v(u) : uK'z} je linearno ureden relacijom Cp;

d) ako je wK'ziw(K\ K')2'(S,UK)*r onda ne postoji nedostatak u w u odnosu
na ;

e) ako je wKuKx(S,UK)*y onda je Cn —najvedi element skupa {v(t) : wKtK1y},
ako postoji, Cn —vedi od v(u);

f) ako je wKxKy iy € N2 onda je x € N2;

g) vrijedi jos devet svojstava koja neé¢emo navoditi, a radi se o tehnickim svoj-
stvima koja osiguravaju da se u konstrukciji ¢uvaju gore navedena bitna svoj-
stva. (vidi Goris, Joostenov preprint iz 2004.)

I ovdje se trivijalno vidi da je svaki jednoc¢lani oznaceni okvir u klasi Z i da je
unija ogranicenog lanca ILMy—okvira takoder ILMy—okvir, pa prema glavnoj lemi
preostaje dokazati da se svaki problem i nedostatak u adekvatnom ILMy—okviru iz Z
moze eliminirati prosirenjem do adekvatnog ILMy—okvira koji je takoder u Z.

Jednostavno se dokazuje analogon korolara kakve smo imali u sluc¢ajevima sistema
IL i ILM, po kojem se svaki ILMy—kvaziokvir koji zadovoljava sva svojstva iz definicije
klase Z, osim $to mozda nije ILMy—okvir, moze se prosiriti do adekvatnog ILMy—okvira
iz klase 7.

Neka je (§,v) adekvatan ILMy—okvir iz Z.

Neka je (a, (A > B)) problem. Kao i kod sistema IL i ILM, za neki b ¢ W nosac
prosirimo na W U {b}, relaciju dostizivosti na R U {(a,b)}, te funkciju v prosirimo s
v(a,b) = Biv(b) = A, pricemujev(a) <p AiA,0-A € A. Nizom lema dokazujemo
da je dobivena struktura ILMy—kvaziokvir koji ima sva svojstva iz definicije klase Z,
osim §to nije ILMy—okvir. Stoga se moze prosiriti do ILMy—okvira iz klase Z u kojem
viSe ne postoji taj problem.

Neka je (a,b,C 1> D) nedostatak. U slucaju aR'd nema poteskoc¢a specificnih za
sistem ILM,, pa se taj slucaj dokazuje analogno kao i za sisteme IL i ILM. Stoga pro-
motrimo slucaj a(R\ R')b. Neka je u Cp —najvedi element skupa {r : aKrK'b} (takav
postoji po 3. svojstvu iz definicije klase Z). Pritom je K = R jer je § ILMy—okvir.

Neka je A formula takva da je b € N4, ili L ako takva formula A ne postoji. Tada
iz, 6. uvjeta iz definicije klase Z, te zbog adekvatnosti, v(a) <4 v(u).

Pritom je OC € v(u) (jer bi u suprotnom iz O-C € v(u) i uRb zbog adekvatnosti
slijedilo v(u) < v(b) i stoga posebno —C' € v(b)).

Za neki skup Y disjunktan s W postoji skup {A, : y € Y’} maksimalnih ILMy;—kon-
zistentnih skupova formula sa svim svojstvima navedenim u lemi 3.44. Sada nosac
prosirimo na W UY, relaciju dostizivosti na R U {(a,y) : y € Y}, relaciju S, na
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SeU{(byy) :y e Y}}U{(y,v) :y,y € Y}, te v prosirimo s v(y) = A, i v(a,y) = A,
za sve y € Y.

Nizom lema dokazuje se da je time dobiven ILMj—kvaziokvir za koji vrijede sva
svojstva iz definicije klase Z osim §to mozda nije ILMy—okvir, te se stoga moze prosiriti
do ILMy—okvira iz klase Z, u kojem vise ne postoji taj nedostatak. Dokazimo samo
cetvrto svojstvo iz definicije ILMy—kvaziokvira radi ilustracije koristenja svojstava
klase Z. Radi izbjegavanja uvodenja novih oznaka, koristit ¢emo oznake R, K, S,
itd. za odgovarajuce relacije na prosirenoj strukturi. Neka je wKsKz(S,, U K)*y, pri
¢emu su neki od navedenih svjetova novi, tj. iz Y. No, oc¢ito je nemoguée w € Y, kao i
s € Y. Takoder, sluc¢aj da suiz iy iz Y moguc je samo ako je w = a i aRxS,y. No u
tom slucaju ne postoji s izmedu a i x. Dakle, samo je y € Y. Sada imamo dva slucaja, s
obzirom na to je li K ili S,, posljednja relacija u kompoziciji (S, U K)*y. Promotrimo
samo drugi slucaj. No, tada mora biti w = a i imamo aKsKxz(S, U K)*bS,y. Pritom
je v(y) Co —vedi od Co —najveteg elementa skupa {v(r) : aKrK'b}, pa prema 5.
svojstvu iz definicije klase Z vrijedi v(s) Cp v(y), $to je i trebalo dokazati. Q.E.D.

Potpunost sistema ILW*

Sjetimo se principa interpretabilnosti W i W*:

W=AD>B— A> (BAO-A)

W=Ap>B— (BAOC)> (BAOC AO-A)

Podsjetimo se, za Veltmanov okvir § vrijedi § IF W ako i samo ako je za svaki
w € W relacija Sy, o R inverzno dobro fundirana. Nadalje, vrijedi § IF W* ako i samo
ako je § ILMy—okvir ujedno i ILW—okvir. To slijedi iz ¢injenice da su skupovi teorema
sistema ILW* i ILMyW jednaki. Naime, nije tesko dokazati da redom vrijedi: k7w« Mo,
Frowe Wi Frpvew W

Neka je D konacan skup formula i neka su A i A’ maksimalni ILW*—konzistentni
skupovi. Pisemo A CH A’ ako je A Co A’ i postoji formula A € D takva da vrijedi
OAe A"\ A.

Tvrdnja sljedece leme lako slijedi iz konacnosti skupa D.

Lema 3.50. Neka je (§,v) kvaziokvir i D konacan skup formula. Tada vrijedi: ako
wRuRx S,y wvijek povlaci v(u) CE v(y), onda je relacija S, o R inverzno dobro
fundirana.

Lema 3.51. Neka je (§,v) ILMy—kvaziokvir i D konacan skup formula tako da vri-
jedi: ako wRuRxS,y onda v(u) CB v(y). Tada vrijedi: ako wRuRz(S, U R)*y onda

v(u) CH v(y)-

Dokaz. Neka je wRuRz(S,, U R)*y. Tvrdnja slijedi indukcijom po minimalnom broju
R—koraka na putu od x do y. Q.E.D.

Definicija 3.52. Neka je D konacan skup formula. Adekvatan ILMy— okvir nazivamo
adekvatan ILW*—okvir (u odnosu na D) ako wRuRz(S, )"y uvijek poviaci v(u) CH

v(y).
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Definicija 3.53. Neka je D konacan skup formula. ILMy—kvaziokvir nazivamo
IL W —kvaziokvir (u odnosu na D) ako wKuKz(S,)"y uvijek povlaci v(u) CB v(y).

Lema 3.54. Svaki ILW —kvaziokvir se moze prosiriti do adekvatnog ILW*—okvira.

Dokaz. Neka je (§,v) jedan ILW*—kvaziokvir. Tada je (§,r) jedan ILMy—kvaziokvir.
Kako se K i (S,)" ne mijenjaju u konstrukeiji niza ILMy—kvaziokvira u dokazu ana-
logne leme za ILM;, to se dodatno svojstvo ILW*—kvaziokvira ¢uva u konstrukciji.
Ocito je i da se to svojstvo cuva i na uniji ogranicenog lanca, pa je unija tog niza
adekvatan ILW*—okvir. Q.E.D.

Lema 3.55. Neka su T i A maksimalni ILW —konzistentni skupovi formula takvi da
jel' <¢ A, P>Qel', 0P AiS >Ty,...,5,>1T, € I'. Tada postoje maksimalni
IL W —konzistentni skupovi Ao, A1, ..., Ay, pri cemu je k < n, takvi da vrijedi:

a) I' <c A; za svaki i;
b) A Co A; za svaki i
c) O-P € A; za svaki 1;
d) Q€ Ay;

e) ako je S; € Ay za neke j, h, onda je T; € A; za neki i.

Uoc¢imo da je prethodna lema vrlo slicna odgovarajucoj lemi za ILMy, uz dodatno
(tre¢e) svojstvo koje zajedno s drugim povlaci A C5 A, za svaki i, ako je 0-P € D.

Teorem 3.56. Sistem ILW* je potpun u odnosu na Veltmanovu semantiku.

Dokaz. Neka je D konacan skup formula zatvoren na potformule i operaciju ~ . Neka
je Z klasa svih oznacenih okvira (§,v) takvih da vrijede sva svojstva kao u dokazu
potpunosti sistema ILMy, te iz wKuKz(S,,)"y uvijek slijedi v(u) CE v(y).
Trivijalno je svaki jednoclani oznaceni okvir u klasi Z. Koristeci lemu 3.50 lako se
vidi da je unija ograni¢enog lanca oznacenih okvira iz Z takoder ILW*—okvir. Iz glavne
leme slijedi da je jos preostalo dokazati da se svaki problem i nedostatak u adekvatnom
ILW*—okviru iz Z moze eliminirati proSirenjem do adekvatnog ILW*—okvira koji je
takoder u Z. Za eliminaciju problema koristimo dokaz potpunosti sistema ILM i le-
mu 3.54. Za eliminaciju nedostataka postupamo analogno kao u dokazu potpunosti
sistema ILM; koristeci jos lemu 3.55. Q.E.D.
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3.4 Bisimulacije

U ovom dijelu razmatramo posebne relacije izmedu Veltmanovih modela koje se na-
zivaju bisimulacije. Prvo ¢emo kao motivaciju navesti neke pojmove i rezultate iz
logike prvog reda. Zatim ¢emo razmatrati bisimulacije Kripkeovih modela osnovne
modalne logike. Rezultati ove tocke trebat ¢e u sljedeénim dijelovima o filtracijama
Veltmanovih modela i odlucivosti logika interpretabilnosti.

Parcijalni izomorfizmi

Na pocetku zelimo naglasiti da sve detalje koji su ovdje ispusteni mozete vidjeti u
[14] (nastavni materijal za kolegij Primijenjena logika koji se izvodio na doktorskom
studiju matematike).

Ako su MM i D dva modela logike prvog reda koji su izomorfni tada je lako induk-
cijom po slozenosti formule F' dokazati da vrijedi:

M = F ako isamo ako N |= F.

Tada se jos kaze da su modeli 91 i 91 elementarno ekvivalentni, te to oznacavamo
sa M = M. No, obrat opéenito ne vrijedi. Primjerice, moze se pokazati da vrijedi
(Q,<) = (R, <). Ocito modeli (Q, <) i (R, <) nisu izomorfni. Prirodno se postavlja
pitanje Sto mozemo rec¢i o elementarno ekvivalentnim modelima. U tu svrhu prvo
definiramo pojam parcijalnog izomorfizma.

U daljnjem tekstu pretpostavljamo da je o neka zadana signatura (neke teorije
prvog reda).

Definicija 3.57. Neka su 9 1+ N dvije o-strukture. Parcijalni izomorfizam je
svaka injekcija p: S € M — N koja ima svojstva:

a) za svaki relacijski simbol R™ € o i sve ay,...a, € S vrijedi:

(a1,...,a,) € R™ ako i samo ako (p(a1),...,p(a,)) € R™;

b) za svaki funkcijski simbol f™ € o i sve ay,...a, € S, takve da je
™(ay,...,a,) €S, vrijedi:

p(fm<a17 S 7an)> = fm(p(a’l)7 s ,p(an));

¢) za svaki konstantski simbol ¢ € o, takav da je ¢™ € S, vrijedi p(c™) = ™.

Uocite da o parcijalnom izomorfizmu p ne mozemo govoriti kao o izomorfizmu ne-
kih podmodela, jer Dom(p) ne mora biti podmodel (ne mora sadrzavati interpretacije
svih konstantskih simbola, te skup Dom(p) ne mora biti zatvoren na interpretacije
svakog funkcijskog simbola).
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Definicija 3.58. Za o-strukture M i N kaZemo da su konaéno izomorfne ako
postoji niz (I,)nen nepraznih skupova parcijalnih izomorfizama tako da vrijedi:

(forth) za sve p € I,41 i a € M postoji parcijalni izomorfizam q € I, tako
da vrijedi a € Dom(q) i q 2 p;

(back) za sve p € I,,11 i b € N postoji parcijalni izomorfizam q € I, tako da
vrijedi b € Rng(q) @ q 2 p.

Ako su strukture 9 i+ N konacno izomorfne tada to oznacavamo sa M ~¢ M.

Definicija konacne izomorfnosti, odnosno uvjeti (forth) i (back), analogni su Can-
torovom dokazu teorema o uredanoj karakteristici skupa Q. (Dokaz je u nastavnom
materijalu za kolegij Teorija skupova na sljede¢oj mreznoj adresi:
https://www.math.pmf.unizg.hr/sites/default /files/pictures/ts-skripta-2015.pdf)

Teorem 3.59 (Fraisséov teorem).
Neka je o konacan skup nelogickih simbola koji sadrzi samo relacijske simbole. Neka
su M 1N proizvolyne dvije o—strukture. Tada vrijedi:

M~y N ako i samo ako M =N.

Ehrenfeuchtove igre

Sada razmatramo jos jedan nacin opisa elementarne ekvivalencije. To su igre. Naj-
poznatije igre izmedu struktura za logiku prvog reda nazivaju se Ehrenfeuchtove igre.
Kasnije ¢emo razmatrati i igre izmedu Veltmanovih modela koje ¢e nam trebati pri-
likom dokaza van Benthemovog teorema karakterizacije za logiku interpretabilnosti.
O Ehrenfeuchtovim igrama detaljnije mozete ¢itati u [14].

Radi jednostavnijeg izlaganja i zapisa sada promatramo signaturu o koja od ne-
logickih simbola sadrzi samo simbol za jednakost i jedan dvomjesni relacijski simbol
R.

Zatim, pretpostavljamo da su sve promatrane strukture normalne, tj. da je simbol
= interpretiran relacijom jednakosti.

Definicija 3.60. Neka su 9 = (M, Ry) @ N = (N, Ry) dvije o-strukture. Svaku
konacnu injekciju 1z M uw N koja c¢uva relacije Ry @ Ry nazivamo lokalni izomor-
fizam.

Definicija 3.61 (Ehrenfeuchtova igra).

Svake dvije o—strukture 9N i N zajedno s prirodnim brojem n € N odreduju Ehren-
feuchtovu igru duljine n izmedu struktura M ¢ N. FEhrenfeuchtovu igru izmedu
struktura M 1 N igraju dva igraca, Spoiler + Duplikator naizmjence, dok svaki ne
napravi n poteza. Na pocetku Spoiler bira jedan element iz jednog od modela, i nakon
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njega Duplikator bira jedan element iz drugog modela. Ta dva elementa c¢ine jedan
par. Nakon toga ponavlja se postupak. Spoiler bira iz jednog od modela i za njim
i Duplikator, i tako sve dok ne naprave n poteza, odnosno dok me odrede n parova
(ne nuzno medusobno razlicitih). Na kraju igre tih n parova ¢ine konacnu relaciju
wzmedu modela M 1 N. Duplikator pobjeduje u i1gri ako je dobivena relacija lokalni
izomorfizam. U suprotnom definiramo da pobjeduje Spoiler.

Primijetimo da Spoiler pokusava u n poteza naglasiti razliku izmedu struktura, a
Duplikator pokusava te razlike ”sakriti”.

Definicija 3.62. Strategija za nekog igraca je pravilo koje mu govori koji potez
odigrati u svakom trenutku igre kada je njegov red za potez. Pobjednicka strategija
za nekog igraca za zadane strukture i broj poteza, je strategija koja ga vodi do pobjede
u svakoj 1gri izmedu tih struktura u danom broju poteza.

Determinirane igre su one igre u kojima uvijek neki igra¢ mora pobijediti.

Sa DO, M, n) oznacavamo da u svakoj igri s n poteza izmedu struktura M i N
Duplikator ima pobjednicku strategiju.

Teorem 3.63 (o determiniranosti Ehrenfeuchtovih igara).
Za svake dvije o-strukture 9 i N, te svaki n € N, postoji pobjednicka strategija za
jednog igraca za svaku Ehrenfeuchtovu igru izmedu struktura 9N i N u n poteza.

Definicija 3.64. Kvantifikatorski rang formule F, u oznaci qr(F'), je maksimalan
broj uklopljenih kvantifikatora.

Za o-strukture M 1+ N kaZemo da su n-elementarno ekvivalentne, te pisemo
M =, N, ako za sve o-recenice F, za koje imamo qr(F) < n, vrijedi: M = F ako i
samo ako N |= F.

Teorem 3.65 (Ehrenfeuchtov teorem).
Neka su M 1+ N dvije o-strukture, te n € N proizvoljan. Tada vrijedi:

D, M, n) ako i samo ako M =, N.
Fraisséov teorem je zapravo algebarska verzija Ehrenfeuchtovog teorema.

Bisimulacije Kripkeovih modela

Bisimulaciije su najvaznije relacije izmedu Kripkeovih modela. U samoj njihovoj
definiciji postoje uvjeti (forth) i (back), pa su na taj nac¢in bisimulacije analogne
pojmu konacne izomorfnosti za strukture logike prvog reda, odnosno analogne su
Ehrenfeuchtovim igrama.

Prije definicije bisimulacije Kripkeovih modela definiramo stupanj modalne for-
mule, te relacije modalne ekvivalencije.
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Definicija 3.66. Neka su 9 = (W, R,IF) « M = (W', R'|IF) Kripkeovi modeli. Za
svjetovew € W i w' € W' kaZemo da su modalno ekvivalentni ako za sve formule
A wvrijedi:

M wl-A ako i samo ako M, w' - A.

Ako suw 1 w' modalno ekvivalentni tada to oznacavamo sa M, w = M w'.

Kako bi mogli definirati ”konacne aproksimacije” relacije modalne ekvivalencije
definiramo prvo pojam stupnja modalne formule. Taj pojam je sasvim analogan
pojmu kvantifikatorskog ranga za formule logike prvog reda.

Definicija 3.67. Stupanj modalne formule ¢, u oznaci §(p), definiramo rekur-
zivno na sljedecéi nacin:

(L) =0(p) =0, za svaku propozicionalnu varijablu p;

(¢ — ) = max{d(y),6(¥)}:
6(Lp) = do(p) + 1.

Uocite da je stupanj modalne formule zapravo maksimalan broj ugnjezdenih mo-
dalnih operatora.

Definicija 3.68. Neka su (M, w) i (M, w’) dva tockovna modela, te n € N. KaZemo
da su ti tockovni modeli n—ekvivalentni ako za svaku formulu ¢ za koju vrijedi
I(p) < n, imamo:

M, w - ako i samo ako M, w' I .

Oznaka: (M, w) =, (I, w'), odnosno ponekad samo kratko w =, w'.
Ako vrijedi (MM, w) = (M, w') tada kaZemo jos da su svjetovi w i w' atomarno
ekvivalentni.

Definicija 3.69. Neka su M = (W, R,IF) @ M = (W', R'|IF) Kripkeovi modeli. Za
nepraznu relaciju Z C W x W' kaZemo da je bisimulacija izmedu modela 9% 1 OV
ako ispunjava slijedeca tri uvjeta:

(at) ako (w,w') € Z tada w =o w';

(forth) za sve (w,w'") € Z i sve w € W takve da vrijedi wRu postoji v’ € W’
takav da uZu' 1 w R/,
upravo navedent uvjet odmah ilustriramo slikom pri cemu punim cr-
tama oznacavamo relacije ¢ija egzistencija se pretpostavija, a s ispre-
kidanim crtama oznacavamo relacije ¢ija se egzistencija trazi:

w Ry
® L]
I
I
I
I
I
I
I
I

A
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back) za sve (w,w') € Z i sveu’ € W' takve da vrijedi w'R'u' postojiu € W
) ]
tako da uZu' i wRu;
upravo formulirani wvjet (back) takoder ilustriramo slikom:

w R u

Ako je Z bisimulacija izmedu modela 9T i 9 tada to oznacavamo sa Z : MM,
te umjesto (w,w') € Z pisemo i Z : M, w<IM', w', odnosno i M, weIN w'.
Kazemo jos da su modeli 9t i 9 bisimulirani ako postoji neka bisimulacija izmedu
njih, te pisemo MM,

Propozicija 3.70. Neka su M = (W, R,IF), 9 = (W' R IF) i MW" = (W" R" IF)
Kripkeovi modeli. Tada vrijede sljedece turdnje:

a) {(w,w) :weW} . MM

b) ako je f: W — W' izomorfizam modela tada je {(w, f(w)) : w € W} bisimula-
cyja;

c) ako Z : MM tada Z71 - M <IN,

d) ako Zy : MM @ Zy : MM tada Z1 o Zy - MM,

e) ako je {Z; : i € I} neka familija bisimulacija izmedu modela M i M’ tada
Uer Z: - Meosa';

f) za svaka dva Kripkeova modela postoji najveca bisimulacija.

Istaknimo osnovnu vezu bisimulacija i modalne ekvivalencije. Tvrdnju je lako
dokazati indukcijom po slozenosti formule.

Propozicija 3.71. Neka su 9 = (W, R,IF) ¢ 9 = (W', R'|IF) Kripkeovi modeli,
tewe W 1 w e W proizvoljni svjetovi. Ako M, w<IM',w' tada M, w = M, w'.

Obrat prethodne propozicije opéenito ne vrijedi. Protuprimjer mozete vidjeti,
primjerice, u [2]. Kako bismo mogli izreéi svojevrsni obrat prethodne propozicije,
promatramo posebne vrste modela.

Definicija 3.72. Za Kripkeov model M = (W, R, IF) kaZemo da je slikovno konaéan
ako je za svakiw € W skup Rlw| = {z : wRz} konacan.



68

Teorem 3.73 (Hennessy—Milnerov teorem).
Neka su M 1« M slikovno konacni modeli. Ako M, w = M, w' tada M, w<M, w'.

Dokaz. Tvrdimo da je relacija modalne ekvivalencije jedna bismulacija. Uvjet (at) iz
definicije bisimulacije je trivijalno ispunjen.

Dokazimo da vrijedi i uvjet (forth). Neka O, w = M’ w' i wRu. Pretpostavimo da
ne postoji svijet v’ € W’ za koji bi vrijedilo M, u = M v’ 1 w' R''.

Ako bi skup R'[w’] bio prazan tada bi imali w’ I L. No, posto vrijedi 9, w = 9, v’
tada bi imali i w I L. No, to je nemoguce zbog pretpostavke da za svijet v vrijedi
wRwv. Iz toga zakljucujemo da je skup R'[w] neprazan.

Posto je po pretpostavei model 9 slikovno konacan tada skup R'[w] mora biti
konacan. Neka je R'[w'| = {u],...,u,}. Iz pretpostavke s pocetka dokaza slijedi da
niti za jedan ¢ € {1,...,n} ne vrijedi M, u = M, u,. Tada za svaki i € {1,...n}
postoji formula A; tako da vrijedi 9, u IF A; 1 M u; I A;. Tada ocito vrijedi
MowlE QA A ANA) LTI W IF O(A A ... A A,), §to je u kontradikeiji s pretpos-
tavkom teorema da vrijedi 9%, w = M, w'.

Uvjet (back) iz definicije bisimulacije dokaze se analogno. Q.E.D.

Bisimulacijske igre na Kripkeovim modelima

Sada zelimo definirati igre na Kripkeovim modelima. Zatim, razmatrat ¢emo tzv.
kona¢ne bisimulacije. Kasnije ¢emo definirati analogone tih pojmova za logike inter-
pretabilnosti, te ¢emo ih koristi prilikom dokaza van Benthemovog teorema karakte-
rizacije za logike interpretabilnosti.

Definicija 3.74. Neka su 9 = (W, R,IF) « M = (W', R'|IF) Kripkeovi modeli, te
we W iw € W proizvoljni svjetovi. Bisimulacijsku igru izmedu modela 93T i 9N s
pocetkom u (M, w; M, w') igraju dva igraca. Oznacimo ih s I i I1. Za igru se koriste
i dva kamenci¢a. Kamenciéima igracéi oznacavaju konfiguraciju igre (O, u; M u')
ako su kamencici na svjetovima u i u'.

Na pocetku igre prvo se provjeri vrijedi li w =g w'. Ako to ne vrijedi igra se niti
ne pocinje, te se definira da je igrac¢ I pobjedio.

Sada opisujemo tijek igre u slucaju kada vrijedi w =q w'. Pretpostavimo da su u
nekom trenutku kamendciéi na svjetovima u € W i u' € W'. Ako ne vrijedi u =¢ v
tada definiramo da je igrac I pobjedio v igra je gotova.

Ako vrijedi uw =g u' tada u sljedeéem potezu igraé I prvo bira jedan od modela N i
M. Zatim, u izabranom modelu bira neki svijet v tako da vrijedi uRv, odnosno uR'v.
Ako takav svijet v ne postoji tada definiramo da je igrac I izqubio igru.

Igrac I1 radi isto ali uw drugom modelu. Ako igrac II ne moZe izabrati traZeni
svijet, tj. kamencié¢ se nalazi na nekom terminalnom svijetu, tada definiramo da je
wgrac I pobjedio.
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U sluc¢aju da igra ne zavrsi v konacno mnogo poteza, tj. beskonacno dugo traje,
tada definiramo da je pobijedio igrac I1.

Definicija 3.75. KaZemo da igrac¢ 11 ima pobjednicku strategiju u nekoj bisimu-
lacijskoj igri s pocetkom u (9, w; M, w') ako uwvijek na potez igraca I moZe odgovoriti
potezom koji mu garantira pobjedu.

Propozicija 3.76. Igrac I ima pobjednicku strategiju u bisimulacijskoj igri s pocet-
kom u (9, w; M, w') ako i samo ako M, weIMN' w'.

Bisimulacijsku igru u n—poteza definiramo na sasvim analogni nacin kao (neo-
granicenu) bisimulacijsku igru pri ¢emu definiramo da ona zavr§va najvise nakon n
poteza. Zatim, definiramo da igra¢ II pobjeduje nakon n—tog ako je zadnji par iza-
branih svjetova atomarno ekvivalentan.

Definicija 3.77. Neka su (M, w) i (I, w’) dva tockovna modela, te n € N. Kazemo
da su ti tockovni modeli:

a) n—bisimulirani ako igrac¢ I1 ima pobjedincku strategiju u bisimula-
cijskoj igri u n poteza s pocetkom u (9, w; M, w').
Oznaka: M, we, M w';

b) konacno bisimulirani ako za svaki n € N vrijedi MM, w, M’ w'.
Oznaka: M, w<, M, w';

Definicija 3.78. Neka su (9, w) i (M, w') tockovni modeli i n € N. Za konacan
niz binarnih relacija Zy, 21, . .., Z, kaZemo da je n—bisimulacija izmedu svjetova w

iw', te to oznacavamo sa M, w <>, M, w, ako Z, C ... C Zy C W x W i vrijede
sljedeci uvjeta:

a) wZ,w';
b) za sve v € W v € W takve da vZyv', za svaku propozicionalnu
varijablu p tmamo:

M, vlkp ako i samo ako M V' I+ p;

c) za sveu,v € W, v € W' te svakii € {0,1,...,n—1} za koje vrijedi
uZ; v’ i uwRv, postoji ' € W' tako da vZ;v' i u' RV,

d) za sveu € W, u' v € W te svakii € {0,1,...,n—1} za koje vrijedi
uZ;u' i W' R postoji u € W tako da vZ;v" i uRv.

Kako bi izrekli teorem koji povezuje konacéne bisimulacije i kona¢ne bisimulacijske
igre, definiramo jos posebne karakteristicne formule za svaki tockovni model.
Nadalje pretpostavljamo da je skup propozicionalnih varijabli Prop konacan.
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Definicija 3.79. Neka je 9N Kripkeov model i w neki njegov svijet. Za svaku varijablu
p € Prop definiramo:

_ {p, ako M, w IF p,

—p, inace.

Za svaki n € N rekurzivno definiramo formulu X[, 0] ovako:

X([)m’w} = Q ]_)7
peProp
Xow) = Xy A AN Xy A0V Xy

ueW, wRu ueW, wRu

Teorem 3.80. Neka su (9, w) i (M, w') tockovni slikovno konacni Kripkeovi modeli.
Neka je skup Prop svih propozicionalnih varijabli konacan. Tada su za svaki n € N
sljedece tvrdnje ekvivalentne:

a) Mw =, M, v
b) M we, M, w'

c) M w <>, M W
d) M, w' IF X -

Korolar 3.81. Neka je skup svih propozicionalnih varijabli Prop konacan. Tada za
sve tockovne modele (M, w) i (M, w') vrijedi:

M, wes, M w' ako i samo ako M, w =M w'.

Napomena 3.82. Rezimirajmo ovdje sve tvrdnje o bisimulacijama @ elementarnoj
ekvivalencigi na Kripkeovim modelima.

Ako M, weIM, w' tada M, w = M, w'. Obrat opéenito ne vrijedi. Ako su modeli
slikovno konacni tada vrijedi obrat (Hennessy—Milnerov teorem,).

Ako M we, M w' tada M, w =, M w'. Obrat opéenito ne vrijedi. Ako je skup
svih propozicionalnih varijabli konacan tada vrijedi © obrat.

Jedna od glavnih posljedica prethodnih razmatranja je sljedeci teorem o svojstvu
konacénih modela (eng. finite model property, ili kratko fmp).

Teorem 3.83 (fmp za osnovnu modalnu logiku).
Ako je mneka modalna formula ispunjiva tada postoji konacan Kripkeov model i svijet
tog modela na kojem je formula istinita.

Dokaz prethodnog teorema mozete pogledati u knjizi [2].
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Bisimulacije Veltmanovih modela

A. Visser je definirao bisimulacije izmedu Veltmanovih modela. Koristio je bisimula-
cije prilikom dokaza aritmeticke potpunosti sistema ILP.

A. Berarducci je koristio bisimulacije Veltmanovih modela prilikom dokaza arit-
meticke potpunosti sitema ITLM.

A. Visser je primjenom bisimulacija dokazao da niti jedan sistem izmedu ILM; i
ILM nema Craigovo interpolacijsko svojstvo.

Definicija 3.84. Bisimulacija izmedu Veltmanovih modela 9 = (W, R, {S,, :
we WhHiF) i W = (W', R, {S], : w € W'}, IF) je neprazna binarna relacija Z C
W x W' tako da vrijedi:

(at) ako wZw' tada za svaku propozicionalnu varijablu p vrijedi:

M, wlkp ako i samo ako M, w' - p;

(forth) ako wZw'" i wRu tada postoji v' € W' tako da w' R, uZu' i za
svaki v € W' koji ima svojstvo u'S,v'" postoji v € W takav da uS,v
VAV
upravo iskazant uvjet ilustriramo slikom pri cemu punim liniyma
oznacavamo relacije ¢ija se egzistencija pretpostavija, a isprekidanim
linijama oznacavamo relacije cija se egzistencija trazi:

w R u Sw v

° ®----—----- +0
Z Z 7
R

(back) ako wZw' i w' Ru' tada postoji w € W tako da wRu, uZu' za svaki
v € W koji ima svojstvo uS,v postoji v' € W' takav da u'S,v" i
vZv';
upravo iskazani uvjet takoder ilustriramo slikom:

w R u  Su v
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Koristimo iste oznake za bisimuliranost kao i kod Kripkeovih modela. Ovdje
¢emo ih ponoviti. Ako je Z bisimulacija izmedu Veltmanovih modela 9t i 9V tada
to oznacavamo sa Z : MM te umjesto (w,w') € Z pisemo i Z : M, weM ',
odnosno i M, wM', w'.

Kazemo jos da su Veltmanovi modeli 9t i 99V bisimulirani ako postoji neka bisimu-
lacija izmedu njih, te pisemo MV

Propozicija 3.85. Neka su 9 = (W, R, {S, : w € W}IF), M = (W', R {S) :
we WHIF) i M = (W" R {S) - w e W'} IF) Veltmanovi modeli. Tada vrijede
sljedece tvrdnje:

a) {(w,w) :we W} : MM, tj. relacija identitete je bisimulacija;

b) ako je f: W — W’ izomorfizam modela M i M tada je {(w, f(w)) : w € W}
bisimulacija;

c) ako Z : MM tada Z71 : M <M,

d) ako Zy : MM @ Zy : MM tada Zy o Zy - MM

e) ako je {Z; : i € I} neka familija bisimulacija izmedu modela M 1 M tada
User Z: - Mes’

f) za svaka dva Veltmanova modela postoji najveca bisimulacija.

Definicija 3.86. Neka su M = (W, R, {S, : w e Whik) i M = (W' R {S, :w e
W' IF) Veltmanovi modeli. Za svjetove w € W i w' € W' kaZemo da su modalno
ekvivalentni ako za sve formule A vrijedi:

M, wl-A ako i samo ako MM, w' - A.

Ako suw 1 w' modalno ekvivalentni svjetovi tada to oznacavamo sa M, w = M, w.

Istaknimo osnovnu vezu bisimulacija i modalne ekvivalencije. Tvrdnju je lako
dokazati indukcijom po slozenosti formule.
Propozicija 3.87. Neka su 9 = (W, R,{S,, : w € W} ) @« M = (W' R {S, :
w € W'HIF) Veltmanovi modeli, te w € W i w' € W’ proizvoljni svjetovi. Ako
M, weM W tada M, w =M, w'.

Obrat prethodne propozicije ne vrijedi. Protuprimjer mozete vidjeti u ¢lanku D.
Vrgoc, V. Caci¢, Studia Logica 2013.

Za Veltmanov model M = (W, R,{S, : w € W} IF) kazemo da je slikovno
konacan ako je za svaki w € W skup R[w] = {x € W : wRx} konacan.

Teorem 3.88 (Hennessy—Milnerov teorem za Veltmanove modele).
Neka su I i M slikovno konacni Veltmanovi modeli. Ako M, w = M, w' tada
M, weaM W'

Prethodni teorem je dokazao R. de Jonge 2006.
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Bisimulacijske igre na Veltmanovim modelima

Rezultati ove tocke koristit ¢e se prilikom dokaza van Benthemovog teorema karak-
terizacije za logike interpretabilnosti. Koristimo ¢lanak V. Caci¢, D. Vrgoc, Studia
Logica 2013.

Definicija 3.89. Stupanj modalne formule ¢, u oznaci 6(p), definiramo rekur-
zivno na sljedeci nacin:

1)=46(p) =0, za svaku propozicionalnu varijablu p;
p = ) = max{d(y),d(¢)};

D) = d(e) + 1;

o > ) = max{d(¢), 6(4)} + 1.

S 9

o
(
(
(

Uocite da je stupanj modalne formule zapravo maksimalan broj ugnjezdenih mo-
dalnih operatora.

Definicija 3.90. Neka su M = (W, R, {Sy, : w € W}HIF) 1+ M = (W' R {5, :w e
W'}, IF) Veltmanovi modeli te n € N. Neka w € W iw' € W'. Kazemo da su svjetovi
w 1w n—modalno ekvivalentni ako za svaku formulu ¢ za koju je 6(p) < n, vrijedi
sljedece:

M, w - ako i samo ako M, w' I .

Oznaka: w =, w'.

Ako vrijedi w =g w' tada kazemo jos da su svjetovi w i w’ atomarno ekviva-
lentni.

Definicija 3.91. Neka su 9 ¢« MM’ Veltmanovi modeli i n € N. n—bisimulacija je
konacan niz binarnih relacija Z, C ... C Zy CW x W' tako da vrijedi:

(at) ako wZyw' tada w =y w';
(forth) za svakii € {0,1,...,n— 1} ako wZ; 1w’ i wRu, postoji v’ € W’
tako da uZu' i w'R'YW, te za svakiv' € W' takav da u'S],v', postoji
v e W tako da vrijedi vZ;v" i uS,v;
w R Uu Sw

v
° ®---——-——-—-- +0

Zit1 Zi ! i Zi
A SR
w RW S, v’

(back) za svakii € {0,1,...,n — 1} ako wZ; w' i w R, postojiu € W
tako da uZ;u' i wRu, te za svaki v € W takav da uS,v, postoji
v' e W' tako da vrijedi vZv' i 'S v
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v
®------- 0 ..
Zia Z ! 7,
. b -
w R4S, v

Oznaka: M, we, M w'.

Propozicija 3.92. Neka su 9 i M’ Veltmanovi modeli i n € N, te w svijet modela
M, a w' svijet modela M. Ako M, we, M w' tada M, w =, M w'.

Modalnu ekvivalenciju mozemo opisati i pomocu igara.

Definicija 3.93. Neka su 9; = (W, R;, {S% : w € W}, IF), i € {0,1}, dva Velt-
manova modela. Bisimulacijsku igru igraju dva igraca koje oznacavamo sa I @ I1.
Konfiguracija je svaka uredena cetvorka (Mg, wo; My, wy), gdje je wy € Wy 1wy € Wi.

Ako je (Mo, wo; My, wy) neka konfiguracija, tada se potez koji se nastavlja na tu
konfiguraciju, sastoji redom od sljedecih koraka:

a) ako svjetovi wy i wy nisu atomarno ekvivalentni tada definiramo da je igrac I
pobijedio;

b) igrac I bira jedan od modela M;; neka je j =1 —i;

c) igrac I izabire svijet u; modelu M; tako da vrijedi w; R;yu;; ako ne postoji takav
sviget tada definiramo da je igrac¢ 11 pobijedio;

d) igrac 11 izabire svijet u; uw modelu M, pri cemu mora vrijediti w;R;v;; ako takav
svijet ne postogi tada definiramo da je igrac I pobijedio;

e) igrac I bira svijet v; € W; tako da vrijedi ujS@(Ujj)vj;

f) igrac II bira svijet v; € W; tako da vrijedi quI(f)vz

Igra¢ I odreduje hoée li se igra nastaviti od konfiguracije (Mg, uo; My, uy) ili
(Mg, vo; My, v1). Ako igra beskonacno traje tada definiramo da je pobjednik igrac I11.
Igra u n poteza, ili kratko n—igra, ima jos sljedece pravilo: ako nakon n poteza
wgrac I nije pobijedio tada definiramo da je pobijedio igrac I1.
Propozicija 3.94. Neka su 9M; = (Wi, R, {S¥ : w € W}HIF), i € {0,1}, dva

Veltmanova modela. Neka su wg € Wy i wy € Wy proizvoljni svjetovi. Tada vrijedi:

a) Igrac II ima pobjednicku strategiju u svakoj n—igri s pocetnom konfiguracijom
(Mo, wo; My, wy) ako i samo ako vrijedi My, wo=>, My, wy;

b) Igrac I1 ima pobjednicku strategiju u svakoj bisimulacijskoj igri s pocetnom
konfiguracijom (Mg, wo; My, wy) ako i samo ako vrijedi My, wo<=>IMy, wy.
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3.5 Generalizirane Veltmanove semantike

Prvu verziju generalizirane Veltmanove semantike je definirao de Jongh 1992. godine.
Osnovna namjena ove druge vrste semantike za logike interpretabilnosti bila je pri-
mjena prilikom dokaza nezavisnosti principa interpretabilnosti. Kasnije se pokazalo
da generalizirana semantika ima i znac¢ajnu ulogu prilikom dokaza odlucivostil. Go-
ris i Joosten su u preprintu iz 2004. godine razmatrali jos dvije vrste generalizirane
Veltmanove semantike. Mi ¢emo ovdje razmatrati samo de Jonghovu verziju.

Definicija 3.95. Uredena trojka (W, R,{S, : w € W}) se naziva generalizirani
Veltmanov okvir ako vrijedi:

a) uredeni par (W, R) je GL—okvir;

b) ako uS,V tada wRu iV C R[w;

¢) ako wRuRv tada uS,{v};

d) kvazirefleksivnost: ako wRu tada uS,{u};

e) kvazitranzitionost: uS,V i (Vv € VYuS,Z, povlaci uS, Uyey Z,;

f) monotonost: ako uS,V i1V C Z C Wlw] tada uS,Z.

Napomena 3.96. Goris i Joosten u preprintu iz 2004. godine © u clanku u Log.
Jou. IGPL, 2011. definirali su jos duvije verzije generalizirane semantike. Nazvali
su th ILg. i IL?,, semantike. ILg okvir mora zadovoljavati iste uvjete kao upravo
definirani generalizirani Veltmanov okvir osim Sto uvjet kvazitranzitivnosti glasi: ako
uS,V tada (Vv € VI(VZ)(v & Z & vS,Z = uS,Z), te se ne zahtijeva uvjet
monotonosti. U definiciji IL:,, okvir takoder se ne zahtijeva uvjet monotonosti te
uvjet kvazitranzitivnosti glasi: ako uS,V tada (Jv € V)(VZ)(vSwZ = uS,Z).

Kvazitranzitivnost se koristi prilikom dokaza adekvatnosti semantike za sistem IL,
tocnije vazna je za dokaz valjanosti aksioma (J2).

Definicija 3.97. Generalizirani Veltmanov model je cetvorka (W, R, {S, : w €
W IF), gdje je (W, R, {S, : w € W}) generalizirani Veltmanov okvir, a & je relacija
forsiranja za koju samo isticemo sljedeée svojstvo:

wlFArB & (Vu) (wRu & ulkA = (V) (uS,V & V IF B)).

Teorem 3.98 (adekvatnost generalizirane semantike za sistem IL).
Ako ILF- A tada za svaki generalizirani Veltmanov model Nt vrijedi N I+ A.

IProblemi odluéivosti i fmp za logike interprtabilnosti razmatrat ée se kasnije.
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Teorem 3.99 (potpunost IL u odnosu na generaliziranu semantiku).
Ako za sve konacne generalizirane Veltmanove modele M vrijedi M = A tada je u
sistemu IL dokaziva formula A.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo obratom po kontrapoziciji. Neka je A formula tako
da ILt/ A. Iz de Jongh—Veltmanovog teorema znamo da postoji konacan Veltmanov
model M = (W, R, {5, : w € W}, IF) tako da 9 £ A. Pomocéu Veltmanovog modela
M definiramo generalizirani Veltmanov model I = (W, R, {S] : w € W}, IF), gdje
jezaw € W i V C Rlwl], te v € Rlw] definiramo: vS]V ako i samo ako (Ju €
V)(vSyu). Zatim, relacija I neka se poklapa s relacijom |- na propozicionalnim
varijablama, a na slozenim formulama prosirimo po definiciji. Lako se dokaze da
je M generalizirani Veltmanov model, te da vrijedi: 9%, w IF B ako i samo ako
M, w I- B, za sve formule B i sve w € W. Q.E.D.

Nezavisnost principa interpretabilnosti

Ovdje navodimo tzv. karakteristicne klase generaliziranih Veltmanovih okvira za neke
principe interpretabilnosti, te ilustriramo kako pomocu karakteristi¢nih klasa dokazati
nezavisnost pojednih principa. Veéi dio rezultata je iz ¢lanka M. Vukovié¢, Notre Dame
Jou. Form. Logic, 1999.

Za princip interpretabilnosti X karakteristicna klasa generaliziranih Veltmanovih
okvira, u oznaci Charg,(X), je klasa svih generaliziranih Veltmanovih okvira na
kojima je valjana svaka instancijacija principa X.

Propozicija 3.100. Neka je X neki princip interpretabilnosti i A neka formula tako
da vrijedi ILX = A. Tada za svaki okvir F € Charge,(X) vrijedi F I+ A.

Ako je X neki princip interpretabilnosti tada sa (X) e, 0znacavamo formulu logike
drugog reda koja ima svojstvo da za svaki generalizirani Veltmanov okvir F vrijedi
sljedece:

F € Charye,(X) ako isamo ako F = (X)gen-

Principi interpretabilnosti M, P, My, W i W* definirani su na strani 45. Vise detalja o
pojedinom principu mozete pronaéi u Visserovom ¢lanku [12]. Ovdje definiramo jo$
nekoliko principa interpretabilnosti.

F = A OA— DO(-A);

KM1 = A OB — 0O(A— OB);

KM2 = Ap> B— (OB — 0C) - 0O(A— 00));
KWl = A OT — (T > -A);

KWi® = ((AAB)>0A) = (A (AA-DB)).
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U sljedecoj propoziciji navodimo formule koje odreduju karakteristi¢ne klase ge-
neraliziranih Veltmanovih okvira nekih principa interpretabilnosti.

Propozicija 3.101. Vriyedi:

(Mgen, = uS,V = AV CV)(uS,V' & (Vv e V')(Vz)(vRz = uRz));
(Pgen = wRw'RuS,V = (3V' CV)(uS,V');
(M)gen = wRuRxS,V = 3V CV)(uS,V' &

(Vv € V) (V2)(vRz = uRz));
(KM1) e, = uS,V = (Fve V)(Vy)(vRy = uRy);

Zatim, Char gen(KM2) = Char gen(KM1) i Charge, (M) C Charge,(KM1).

Za ilustraciju dokazujemo da formula (M), odreduje klasu C'harge,(My). Pretpos-
tavimo prvo da na generaliziranom Veltmanovom okviru (W, R, {S,, : w € W}) nije
istinita formula (Mo),en. Tada postoje svjetovi w,u,x € W i skup V' C W]w] tako
da vrijedi

wRuRxS,V & (VW' C V) (uS,V' = (Jv e V')(3z)(vRz & nije uRz)) (%)
Na okviru F definiramo relaciju forsiranja IF na sljede¢i nacin:

(i) propozicionalna varijabla p forsirana je samo na svijetu x;

(ii) propozicionalna varijabla ¢ forsirana je samo na elementima skupa V;

(iii) propozicionalna varijabla r forsirana je samo na svijetu x i svim y € W takvi
da je uRy.

Donjom slikom prikazan je taj bitan dio upravo definiranog generaliziranog Veltma-
novog modela.

Za ovako definirani model tvrdimo da vrijedi:

a) wlkp>g;
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b) wlfF (Op AOr) > (¢ AOr).

Posto wRy 1 y IF p vrijedi samo za y = x, te imamo 25,V i V IF ¢, tvrdnja a)
odmabh slijedi. Tvrdnja b) je ekvivalentna sa sljede¢im iskazom:

Ja(wRa & alk Op AOr & YU (aS,U = (Fb € U)(bIF g AOr))).

Neka je a = u. Tada vrijedi wRa & a IF Op AOr. Pokazimo sada da za svaki U C R[w]
takav da uS,,U, postoji svijet b € U za koji vrijedi b | g AQr. Imamo dva bitna slucaja:

1. U\V # 0.
Tada mozemo uzeti b € U\V proizvoljan. 1z definicije relacije IF slijedi b I ¢, a
tada naravno i b lff ¢ A Or.

2. U\V =0.
Tada ocito U C V. Iz (%) slijedi (b € U)(3z)(bRz & nije uRz). 1z definicije
relacije I slijedi b I Or, a onda i b lff g A Or.

Dokazimo sada obrat. Neka je sada F = (W, R,{S, : w € W}) neki generalizirani
Veltmanov okvir na kojem je istinita formula (My)ge,. Neka je, zatim, I proizvoljna
relacija forsiranja na okviru F. Neka je w € W tako da vrijedi w IF A > B. Neka je
u € W tako da vrijedi wRu i ul- QA AOC, tj. vrijedi sljedece:

dr(uRx & x - A) 1 Vz(uRz = zIFC) (xx)

Sada iz wRuRz i z Ik A, te w Ik A B slijedi 3V (2S,V & V' IF B). Dakle, wRuRx
i x5,V, pa iz istinitosti formule (Mp)4e, na okviru F slijedi da postoji V/ C V tako
da vrijedi:
uS,V' & (Vv € V') (Vz)(vRz = uRz) (% * %)

Pokazimo jos da vrijedi V' IF B A OC. Iz V' CV 1 V IF B slijedi V' IF B. Neka je
v € V' proizvoljan svijet te neka z € W takav da vRz. Iz (% x*) slijedi uRz, a onda iz
(*+) imamo z |- C. Dakle, v IF OC. Posto je v € V' proizvoljan tada vrijedi V' I OC.
Time smo pokazali w IF (A> B) — ((0AADC) > (B ADOC)). Q.E.D.

Kako bi mogli navesti formulu koje odreduje karakteristicnu klasu principa F prvo
definiramo dvije relacije. Neka je (W, R, {S,, : w € W}) neki generalizirani Veltmanov
okvir. Za svaki w € W definiramo relacije R, i S,, ovako:

e za svaki A € 2FWI\ {P} i B C 2F\ {(} definiramo:

AS,B ako i samo ako (Va € A)(3IB € B)(aS,B);

e za svaki C C 28I\ {(} i D € 28I\ {()} definiramo:

CR,D ako isamo ako (VC € C)(Vc € C)(3d € D)(cRd).
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Propozicija 3.102. Vrijedi: (F)yen = “za svaki w € W relacija S,, o Ry, je inverzno
dobro fundirana”.

Propozicija 3.103. Vried:

(Mg = (Yo € W)(YX C Rlul)(VZ C S21[X]. Z £ 0)(¥= € Z)(AV C X)
(29,V & (Yo € V)(R[v]NZ = 0)).

Napomena 3.104. Za svaki princip interpretabilnosti X sa Char(X) oznacavamo
karakteristicnu klasu svih Veltmanouvih okvira za princip X. Iz teorema 3.10 slijedi
Char(M) = Char(KM1) = Char(KM2) te formula Yw(S, o R C R) odreduje tu klasu.
Zatim, iz navedeng teorema takoder znamo da formula wRzRuS,z = uS.y odreduje
klasu Char(P).

Karakteristicna klase Veltmanouvih okvira principa W, F i KW1° su jednake, te su
odredene formulom "Vw(S, o R je inverzno dobro fundirana relacija)”. (Iz toga, pri-
myjerice, slijedi da je logika interpretbilnosti ILF nepotpuna u odnosu na Veltmanovu
semantiku.)

Svejdar je odredio svojstvo koje opisuje karakteristicnu klasu Veltmanovih okvira
principa KWi= A Q0T — (T > —A). Kako bismo mogli iskazati to svojstvo prvo
definiramo neke pojmove. KazZemo da je svijet x maksimalan v skupu X odnosu na
neku relaciju U ako ne postoji y € X tako da je xUy. Zatim, kaZemo da je skup
X kofinalan u skupu Y u odnosu na relaciju U ako (Vy € Y)(Jz € X)(yUzx). Tada
sljedeca formula odreduje karakteristicnu klasu Veltmanovih okvira principa KW1: "za
svakiw € W skup svih maksimuma skupa R{w] u odnosu na relaciju Sy,oR je kofinalan
u R[w] u odnosu na relaciju S,,.

Primjenom Svejdarovih i Visserovih rezultata, te rezultata c¢lanka M. Vukovié,
Notre Dame Jou. Form. Logic, 1999. dobiva se da ne postoje druge implikacije izmedu
principa interpretabilnosti osim onih koje su oznacene na sljedecoj slici:

M
My+—— W~ KM1<—— KM?2

/

W ——— KW1°

AN

KW1

P

Za ilustraciju u sljedece dvije propozicije isticemo neke nezavisnosti.
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Propozicija 3.105. Vrijedi ILP t/ KM1.

Dokaz. Na sljedecoj slici definiramo jedan generalizirani Veltmanov okvir na kojem
je istinita formula (P),e,, & nije istinita formula (KM1)ep,.

Pokazimo prvo da je na okviru s prethodne slike istinita formula (P)ge,. U formuli
(P)gen prvi dio sadrzi uvjet wRw'Ru, gdje su w, w’ i u proizvoljni svjetovi. Zadani ok-
vir sadrzi samo jednu takvu trojku: wRvRz. Neka je Y C R[w] tako da vrijedi z5,Y.
Iz definicije okvira ocito slijedi z € Y. Tada za V' = {2} C V zbog kvazirefleksivnosti
relacije S, slijedi zS,V".

Pokazimo jo§ da na danom okviru nije istinita formula (KM1),.,. 1z slike vidimo
da vrijedi S, V, ali ne postoji y € V tako da bude ispunjeno Vz(yRz = uRz) (jer je
V = {v}, te vRz ali nije uRz.) Q.E.D.

Propozicija 3.106. U sistemu ILMy nije dokaziv princip F.

Dokaz. Pomoc¢u grafa definiramo jedan generalizirani Veltmanov okvir na kojem je
istinita formula (Mg)gen, @ nije istinita formula (F)ge,. S punim linijama oznacena je
relacija R, a s isprekidanim linijama oznacena je relacija S,.

)
e

Pokazimo prvo da je na danom okviru istinita formula (Mg)ge,. Prvi dio formule
(Mo) gen, sadrzi uvjet wRuRz, gdje su w,u i = proizvoljni svjetovi. Iz tog razloga
promatramo sve uredene trojke trojke (x1, zo,x3) za koje vrijedi z1 RroRx3. Postoje
cetiri takve trojke: (w,ay,b1), (w,az,be), (w,a1,by) i (w,az,bs).

Neka je Y7 C R[w] tako da vrijedi ,.5,Y;. (Tada imamo wRa; Rb;S,,Y1). U ovom
slucaju definiramo V' = Yi. Iz definicije okvira imamo wRa;Rb; a onda vrijedi
a15,{b1}. Sada iz a1 S, {b1} 1 015, Y1 te svojstva kvazitranzitivnosti relacije S,,, slijedi
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a15,Y1, tj. a1.5,V’. Uocimo jos da je ocito ispunjen i uvjet (Vo € V')(Vz)(vRz = uRz)
iz formule (My) gen, jer vrijedi (Vy € Y1)(Vz)(yRz = a1 Rz).

Ako je Yo C R[w] tako da vrijedi b,S,Y5 na analogni nac¢in kao u prethodnom
slucaju moze se provjeriti da skup V' = Y, zadovljava uvjet formule (My)gey,-

Pokazimo sada da na danom okviru nije istinita formula (F)ge,,. Uoc¢imo da vrijedi:

{1} Su {{az}} Ru {b2} Su {{aa}} Ru {01} ...
Dakle, relacija S, o R,, nije inverzno dobro fundirana. Q.E.D.

Napomena 3.107. Goris i Joosten su primjenom jedne nove verzije generalizirane
Veltmanove semantike u ¢laku uw Log. Jou. IGPL iz 2011. godine dokazali nezavisnost
nekih novih principa. Istaknuli su da su uveli novu verziju generalizirane semantike
jer nisu uspjeli dokazati mezavisnost primjenom de Jonghove verzije generalizirane
semantike.

Bismulacije generaliziranih Veltmanovih modela

U ovoj tocki razmatramo bisimulacije izmedu generaliziranih Veltmanovih modela.
[skazujemo osnovna svojstva kao Sto su ¢uvanje istine, te Hennessy—Milnerov teorem.

Definicija 3.108. Bisimulacija izmedu dva generalizirana Veltmanova mo-
dela MM = (W, R, {S, : w € W}ik) i M = (W' R, {S], : w e W'} IF) je neprazna
binarna relacija Z CW x W' takva da vrijedi sljedece:

(at) ako wZw' tada za svaku propozicionalnu varijablu p vrijedi;

M, wlkp ako i samo ako M, w' - p;

(forth) ako wZw' i wRu, tada postoji svijet v’ € W' takav da w' R'v', uZu' i
za svaki V' C R'[w'] koji ima svojstvo u'S!, V' postoji skup V C Rlw]
tako da uS,V i za svakiv € V postoji v' € V' takav da vZv';
tlustriracija ovog uvjeta slikom, gdje su punom crtom oznacene re-
lacije cija se egzistencija pretpostavlja, a isprekidanim crtama su
oznacene relacije ¢ija se egzistencija zahtijeva, izgleda ovako:

w R u Sw

ffffff

,,,,,,
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(back) ako wZw' i w' Ru', tada postoji svijet u € W takav da wRu, uZu' i
za svaki V' C Rlw] koji ima svojstvo uS,V postoji skup V' C R'[w']
tako da 'S, V' i za svakiv' € V' postojiv € V takav da vZv';
upravo formulirani uvjet (back) takoder odmah ilustriramo slikom:

w R u Sw

U sljede¢oj propoziciji iskazujemo da bismulacije izmedu generaliziranih Veltma-
novih modela ¢uvaju istinitost.

Propozicija 3.109. Neka su 9 i 9 dva generalizirana Veltmanova modela i w € W,
w € W' Ako je Z C W x W' bisimulacija i (w,w') € Z tada su svjetovi w i w'
modalno ekvivalentns.

U sljedecoj propoziciji istiCemo jo$ neka svojstva bisimulacija.
Propozicija 3.110. Neka su 9,9 « M generalizirani Veltmanovi modeli. Tada
vrijedi:

a) {(w,w) : w e W} je bisimulacija na 9;

b) ako je Z C W x W' bisimulacija tada je relacija Z=1 takoder bisimulacija;

c) ako suZ CW xW' i Z' CW'x W" bisimulacije tada je relacija Z o Z' takoder
bisimulacija.

d) ako je {Z; : i € I} neka familija bisimulacija izmedu modela M i M tada je
unija \J;e; Zi takoder bisimulacija. Dakle, wvijek postoji najveca bisimulacija
1zmedu dva modela.

Kazemo da je neki generalizirani Veltmanov model 9 = (W, R,{S,, : w € W}, IF)
slikovno konacan ako je za svaki w € W skup R[w] konacan.

Teorem 3.111 (Hennessy-Milnerov teorem za generalizirane Veltmanove modele).
Neka su M = (W, R, {Sy : w € WHIF) i M = (W', R, {S,, : w € W'} IF) dva
slikovno konacna generalizirana Veltmanova modela. Ako su svjetoviw € W i w' €
W' modalno ekvivalentni tada postoji bisimulacija Z tako da wZw'.

Napomena 3.112. Bisimulacije generaliziranih Veltmanovih modela sistematski se
razmatraju u clanku D. Vrgoé, M. Vukovi¢, Log. Jou. IGPL, 2010. Razmatrano je
nekoliko vrsta bisimulacija, te je definiran bismulacijski kvocijent generaliziranog Vel-
tmanovog modela.
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Veze izmedu raznih vrsta modela

U ovoj tocki razmatramo vezu izmedu obi¢nih i generaliziranih Veltmanovih modela.
Vecina sadrzaja ove tocke nalazi se u clanku M. Vukovié¢, Mathematical Logic Quar-
terly, 2008.

Definicija 3.113. Neka je M = (W, R, {S, : w € W} IF) Veltmanov model. Za
svaki w € W definiramo relaciju Si, C R[w] x (P(R[w]) \ {0}) ovako:

uS, V' ako i samo ako (Fv € V) (uS,v).

Lako je provjeriti da je (W, R, {S! : w € W},IF) generalizirani Veltmanov model.
Taj model oznacavamo sa gen(IN).

Prisjetimo se da upravo takvu konstrukciju koristili prilikom dokaza teorema pot-
punosti sistema IL u odnosu na generaliziranu Veltmanovu semantiku (vidi dokaz
teorema 3.99 na strani 76). Prirodno se postavlja pitanje vrijedi li za pojedini prin-
cip interpretabilnosti X i svaki Veltmanov model 9 sljedece: ako M | (X) tada
gen(M) = (X)gen. Prilikom dokaza odlucivosti nekih logika interpretabilnosti doka-
zat ¢e se da neki principi interpretabilnosti imaju navedeno svojstvo.

Propozicija 3.114. Neka je M = (W, R, {S,, : w € W}, IF) Veltmanov model. Tada
za svaku formulu ¢ i svaki svijet w € W vrijedi:

M, w ik ako i samo ako gen(IM),w IF .

Definicija 3.115. Neka je § = (W, R, {S, : w € W}) generalizirani Veltmanov
okvir. Neka je W' skup koji sadrzi sve parove oblika (v,C') gdje je v € W i C je skup
uredenih parova (z,y) € W x W tako da vrijedi:

a) ako xRv tada (z,v) € C;

b) za svaki x € W i svaki V C R[z| takav da vS,;V postoji V' C Rlx] i
y € V' tako da vrijedi V- C V' i (z,y) € C;

¢) ako (z,y) € C tada postoji V- C Rlx] takav da vS,V iy € V.
Definiramo relaciju R C W' x W' ovako:

(w, A)R'(u, B) ako i samo ako wRu & (Vz)(zRw =
(Vy)((z,y) € B = (z,) € A)).

Zatim, definiramo relaciju S, 5 za svaki (w, A) € W' ovako:

(u, B)S{, 4y(v, C) ako i samo ako (w,A)R'(u, B) & (w, A)R'(v,C)
& (Vy)((w,y) eC = (wy) € B).

Uredenu trojku (W', R',{S!, : w" € W'}) oznacavamo sa of (§).
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Propozicija 3.116. Neka je § generalizirani Veltmanov okvir. Tada je of (§) Velt-
manov okvir.

Definicija 3.117. Neka je M = (W, R,{S, : w € W}, IF) generalizirani Veltmanov
model. Oznac¢imo s § pripadni okvir. Na Veltmanovom okviru of (§) definiramo
relaciju forsiranja I+ ovako:

of (F), (w, A) Ik p ako i samo ako M, w - p,

za svaku propozicionalnu varijablu p. Veltmanov model (of (§),IF) oznacavamo sa

o(M).

Propozicija 3.118. Neka je Nt = (W, R,{S,, : w € W}, IF) generalizirani Veltmanov
model i o(N) = (W', R, {S!, : w'" € W'}, IF). Tada za svaku formulu ¢ i svaki (w, A) €
W' vrijedi:

M, wl- ¢ ako i samo ako o(MN), (w, A) IF ¢.

Dokaz. Tvrdnju propozicije dokazujemo indukcijom po slozenosti formule ¢. Proma-
tramo samo slucaj u koraku indukcije za modalni operator >.

Pretpostavimo prvo da vrijedi M, w - o > 1. Zelimo dokazati da vrijedi sljedeée:
o(M), (w, A) IF pr>1p. U tu svrhu pretpostavimo da imamo (w, A)R'(u, B) i (u, B) I+ ¢.
Pretpostavka indukcije povlaci 9, u IF . Sada, pretpostavka w IF ¢ > ¢ povlaci da
postoji skup Vy C R[w]| tako da vrijedi uS, Vo i v Ik 4, za svaki v € V. Neka je vg
proizvoljan element skupa V. Definiramo sljedec¢e skupove:

Co = {(x,v): xRvg}
C: = {(w,y): (w,y) € B& IV (05S,V' & yeV')}
Cy = {(z,y): zRw & z # w & IV (v, S,V &y e V')}

Cs = {(z,y):2Rw & (z,y) € A & IV (v S, V' &y e V')}
Neka je C'= Cy U Cy U Cy U C3. Tvrdimo da vrijedi (vg, C') € W'. Neka je z € W

i V C R[z] takvi da vrijedi voS, V. Promatramo tri slucajeva.

Prvo pretpostavimo da je z = w. Tada imamo uS,Vy, oS,V 1 vS,{v} za
svaki v € Vp \ {vo}. Kvazitranzitivnost relacije S, povlaci uS,, (VU (Vy\ {vo})). Posto
(u, B) € W’ tada postoji skup V' D (V.U (Vp \ {wo})) i svijet y € V' tako da vrijedi
(w,y) € B. Time imamo vy5,V’, aonda i (w,y) € C}.

Pretpostavimo sada da zRw ne vrijedi, i * # w. Tada za svaki y € V imamo
(x,y) € Cs.

Konaé¢no, u tre¢em sluc¢aju promatramo svjetove x za koje vrijedi xRw. Ta-
da zRwRwvy povlaéi wS,{ve}. Kvazitranzitivnost relacije S, povla¢i wS,V. Posto
(w, A) € W' tada postoji skup V' D V i svijet y € V’ takvi da (z,7) € A. Cinjenice
0S5,V 1V C V' C R[x] te monotonost relacije S, povlace vyS,V".
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Time smo dokazali da vrijedi (x,y) € Cs.

Ocito za svaki (x,y) € C postoji skup V' C Rz] tako da 1S,V iy € V. Iz
pretpostavke indukcije imamo (vg, V') I 1. O¢ito vrijedi wRwy. Iz definicije skupa C
slijedi:

(Vz)(zRw = (Vy)((z,y) € C = (z,y) € A)) i

(‘v’y)((w,y) e C = (w,y) € B).

Dakle, vrijedi (u, B)SY,, 4y(vo, C).

Dokazimo sada obrat. U tu svrhu pretpostavimo w Iff ¢ > 1. Tada postoji svijet
u € W takav da wRu i u Ik ¢, te vriijedi:

(%) za svaki skup V C R[w| takav da uS,V
postoji svijet y € V' takav dadt, y If¥ 9.

Neka je (w, A) proizvoljan svijet modela o(9). Definiramo skupove:
By = {(z,u):zRu}
By = {(wy):yWy&IV(ws,V&yeV)}
By = {(z,y): 2Rw & x# w & IV (uS,V & yeV)}
Bs = {(z,y) :zRw & (z,y) € A & IV (uS,V & yeV)}

Neka je B = By U By U By U Bs. Ako (z,y) € B tada postoji skup V' takav da
uS,V i yeV.

Pokazimo da za svaki svijet = i za svaki skup V takav da uS,V, postoji skup
V' DV isvijet y € V' tako da vrijedi (x,y) € B. Neka je x € W iV C R[x] takvi da
uS, V. Promatramo tri slucaja. Ako x = w tada pretpostavka (x) povlaci da postoji
y € V takav da y | ¢. Tada imamo (w,y) € Bj.

Pretpostavimo sada da x # w te da ne vrijedi x Rw. U tom slucaju za svakiy € V
imamo (z,y) € Bs.

Treéi slucaj je z Rw. Cinjenica z RwRu povlaéi wS, {u}. Kvazitranzitivnost relacije
Sy povlaéi wS, V. Tada pretpostavka (w, A) € W’ povlaéi da postoj iskup V' 2 V' i
svijet y € V' takvi da (z,y) € A. Dakle, imamo (z,y) € B;. Time smo dokazali da
vrijedi (u, B) € W'.

Ocito vrijedi:
(Vz)(zRw = (Vy)((z,y) € B = (,y) € A)),
tj. (w, A)R'(u, B). 1z pretpostavke indukcije slijedi (u, B) I ¢.
Neka je (v,C) € W' tako da (u, B)S(,, 4(v,C). Tada (u, B)S(,, 4)(v,C), tj.
(Vy) ((w,y) € C — (w,y) € B) povlaci (w,v) € B. Iz definicije skupa B tada slijedi
v Iff 1. Pretpostavka indukcije povlaci (v, C) Iff 9. Q.E.D.
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Pojam slikovno kona¢nog generaliziranog Veltmanovog modela definirali smo u
prethodnoj tocki. Zatim, u teoremu 3.111 izrekli smo analogon Hennessy—Milnerovog
teorema za generaliziranu Veltmanovu semantiku.

Ako je Dt generalizirani Veltmanov model koji je slikovno konac¢an tada opcenito
pripadni Veltmanov model o(91) ne mora biti slikovno konacan. To ilustrirano u
sljede¢em primjeru.

Primjer 3.119. Neka je W = {wy,ws, ...} U{xy,z9,.. .} U{v} i

R = {(wy,x1), (we,x2), ...}U{(w1,v), (we,v), ...}. Relacije S,, su najmangje binarne
relacije koje zadovoljavaju uvjete iz definicije generaliziranog Veltmanovog modela.
Upravo definirar skup W i relaciju R ilustriramo na sljedecoj slici.

v

@]
R
ol‘ 1 T2 T3 T4
o o) o
/
(e} (@] o O
wq W w3 Wy T

Lako je provjeriti da je (W, R,{S,, : w € W}) generalizirani Veltmanov okvir. Rekur-
zivno definiramo niz skupova (A,) ovako:

Ay = {(w;v):i=1,2,...}

Anp1 = A U{(Wnt1, Tnt1)}
Nije tesko provjeriti da vrijedi:
a) (v, Ay) € of (W), za svaki n;
b) ako (w;, A) € of (W) tada A = 0);
¢) ako w # w; and (w,A) € of (W) tada A # (;
d) (w1,0)R (v, A,) za svakin.
Zadnga turdnja d) povlaci da Veltmanov okvir of (W) nije slikovno konacan.
Prethodni primjer implicira da definiramo nesto jaci uvjet od slikovne kona¢nosti.

Definicija 3.120. Neka je Mt = (W, R,{S, : w € W},IF) generalizirani Veltmanov
model. Neka je R~'w] = {u € W : uRw}, za svaki w € W. Kazemo da je model N
potpuno slikovno konacan ako su za svaki w € W skupovi R[w] i R~ [w] konacni.
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Lema 3.121. Neka je N potpuno slikovno konacan generalizirani Veltmanov model.
Tada je Veltmanov model o(N) slikovno konacan.

Dokaz. Pokazimo da za svaki v € W postoji samo kona¢no mnogo skupova C' tako
da vrijedi (v,C) € o(M). Neka je v € Wi R o] = {wy,...,w,}.

Za svaki i € {1,...,n} skup R[w;] je konacan. Dakle, postoji samo kona¢no
mnogo skupova V' C Rlw;] tako da vrijedi vS,,,V (svaki takav skup V' je konacan).
Oznacimo sa V (@)1, ...,V (i)m@) sve skupove V' takve da vS,,V. Tada je sljedeci skup
ocito konacan:

n m(i)
S = U U{(wl>y> : /USin@)j, Yy e V}
i=1 j=1

Ako (v,C) € o(M) tada C' C S. Q.E.D.

Teorem 3.122. Neka je N potpuno slikovno konacan generalizirani Veltmanov model.
Tada vrijedi: MNe>gen(o(N)).

Dokaz. Lema 3.121 povlaci da je Veltmanov model o(N) slikovno konac¢an. Tada je
oc¢ito i generalirani Veltmanov model gen(o(91)) slikovno konacan.

Propozicija 3.118 povladi w = (w, A), za svaki (w, A) € W'. Sada iz propozi-
cije 3.114 slijedi M, w = gen(o(N)), w. Hennessy—Milnerov teorem, tj. teorem 3.111,
povlaéi Negen(o(N)). Q.E.D.

Bisimulacije izmedu razli¢itih vrsta modela

A. Visser je 1988. (Utrecht, preprint br. 40) prilikom dokaza potpunosti sistema
ILP koristio tzv. Friedmanove modele. Dokazao je da za svaki konacan ILP-model
postoji konacan Friedmanov koji je bisimuliran s njim. Posebno Zelimo naglasiti da
je Visser razmatrao bisimulacije izmedu razlicitih vrsta modela. Berarducci je 1990.
(Jou. Symb. Logic) koristio i tzv. primitivno rekurzivne pojednostavljene Visserove
modele, te je takoder razmatrao bisimulacije izmedu razlicitih vrsta modela. Mi ovdje
razmatramo bisimulacije izmedu obi¢nih i generaliziranih Veltmanovih modela.

Definicija 3.123. Bisimulacija izmedu generaliziranog Veltmanovog modela N =
(W' R {S], - w e W'} IF) @ Veltmanovog modela M = (W, R,{S,, : w € W}, IF) je
binarna relacija Z C W' x W takva da vrijedi:

(at) ako w'Zw tada N, w' =¢ M, w I+ p;

(forth)sen—o ako w'Zw i w' R tada postoji svijet uw € W takav da wRu, u'Zu
i za svaki v € W takav da uS,v postoji V! C W' takav da u'S,, V' i
(Vo' e V' )v'zv;

(back)yen—o ovaj uvjet glasi sasvim analogno kao prethodni, pa isticemo samo
glavnu razliku koja dolazi na samom kraju: (3 v € V')v'zv.
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Propozicija 3.124. Neka je Z C W' x W bisimulacija izmedu generaliziranog Velt-
manovog modela N i Veltmanovog modela M. Ako w'Zw tada N, w' = M, w.

Propozicija 3.125. Neka je {Z; C W' x W i € I} neki skup bisimulacija izmedu
generaliziranog Veltmanovog modela N @ Veltmanovog modela M. Tada je relacija
U,er Zi takoder bisimulacija.

Sada razmatramo bisimulacije izmedu nekog obi¢nog i nekog generaliziranog Vel-
tmanovog modela.

Definicija 3.126. Bisimulacija izmedu Veltmanovog modela M @ generaliziranog Vel-
tmanovog modela N je binarna relacija B C W x W' takva da:

(at) ako wphw' tada M, w =¢ N, w' I+ p;

(forth)o—sgen @ko wPw' i wRu tada postojiu’ € W' takav da w' R'v', ufu’ i za svaki
V' takav da w'S., V" postoji v € W takav da uS,v i (3 v € V' )vpu';

(back)o—sgen ovaj uvjet glasi sasvim analogno kao prethodni, pa isticemo samo
glavnu razliku koja dolazi na samom kraju: (¥ v € V')vSv'.

Propozicija 3.127. Neka je B C W x W’ bisimulacija izmedu Veltmanovog modela
M i generaliziranog Veltmanovog modela N. Ako wpfw' tada M, w =N, w'.

Propozicija 3.128. Neka je {5; C W x W' :i € I} neki skup bisimulacija izmedu
Veltmanovog modela M @ generaliziranog Veltmanovog modela N. Tada je relacija
Uic; Bi takoder bisimulacija.

Propozicija 3.129. Neka je 9N Veltmanov model, a Nt neki generalizirani Veltmanov
model. Neka su 3 CW x W' i Z C W' x W bisimulacije. Tada su relacije 3~% i
Z~Y takoder bisimulacije. Zatim, relacije 3o Z 1 Z o3 su bisimulacije.
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3.6 Van Benthemov teorem za osnovnu modalnu
logiku

Sada zelimo iskazati jedan od najvaznijih rezultata u vezi bisimulacija. To je van
Benthemov teorem karakterizacije koji govori da modalnu logiku mozemo promatrati
kao fragment logike prvog reda koji je invarijantan na bisimulacije. Prije iskaza van
Benthemovog teorema navodimo nekoliko primjera za motivaciju.

Veé je bilo istaknuto da za svaki Kripkeov okvir F = (W, R) vrijedi:

F IFOp — O0Op ako i samo ako okvir F je tranzitivan.

To ekvivalentno mozemo izreéi i ovako:
FIFOp — 0O0p ako i samo ako F |=VaVyVz(zRy & yRz = xRz),

pa mozemo rec¢i da je modalnoj formuli Up — OUp pridruzena FO—formula
VaVyVz(zRy & yRz = xRz).
Bilo je istaknuto da modalna formula [p — p odreduje refleksivne okvire, pa
mozemo reéi da je modalnoj formuli Cp — p pridruzena FO—formula Vz(xRx).
Sada ¢emo definirati preslikavanje koje svakoj modalnoj formuli pridruzuje neku
FO—formulu.

Definicija 3.130. Neka je 0 = {p,=}U{P; : i € N}, gdje su p i = binarni relacijski
simboli, a svaki P; je jednomgesni relacijski simbol. Za svaku individualnu varijablu x
definiramo preslikavanje ST,, koje nazivamo standardna translacija, a koje svakoj
modalnoj formuli A pridruzuje o—formulu prvog reda ST,(A) tako da za sve formule
Y 1Y vrygedi:

Pi(x), za svaku propozicionalnu varijablu p;;

STo(L)

x #

STy(—p) = ST (p);

ST, (o V1)

ST (Op) = Fylp(z,y) AST,(v)),

gdje je y warijabla koju jos nismo koristili u translaciji.

ST:(p) vV ST:(¢);

Nije tesko provjeriti da vrijedi:
ST (Op) = Vy(p(z,y) = STy (),

gdje je y neka varijabla koju jos nismo koristili u translaciji.
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Svaki Kripkeov model 9t = (W, R, IFF) mozemo promatrati kao neku o—strukturu
svaki unarni relacijski simbol P; interpretiran je skupom {x € W : 0, = IF p;} (p; je
propozicionalna varijabla).

Propozicija 3.131. Za svaki Kripkeov model 9 = (W, R,IF) i svijet w € W, te
svaku modalnu formulu ¢ 1+ varijablu x vrijedi:

M, w k¢ ako i samo ako M = ST, (p)w],

gdje smo sa M = ST, (p)[w] oznacili istinitost formule ST, () na o—strukturi MM pri
cemu je varijabla x valuirana sa w.

Ocuvanje istinitosti primjenom standardne translacije moze se iskoristiti kako bi
se svojstva logike prvog reda jednostavno dokazala i za modalnu logiku.

Primjer 3.132. Za logiku prvog reda vrijedi teorem kompaktnosti:

ako za svaki konacan podskup skupa formula S postoji model, tada @ za
skup S postoji model.

Dokazimo da v za modalnu logiku vrijedi teorem kompaktnosti. Neka je Y neki skup
modalnih formula tako da za svaki konacan podskup X' od X postoji model. Neka je
S = {ST.(p) : ¢ € X}. Neka je S" proizvoljan konacan podskup od S. Tada postoje
formule p1,...,ox € ¥ tako da vrijedi S" = {ST,(¢1),...ST.(¢x)}. Po pretpostavci
za konacan podskup {p1,...p1} od X postoji Kripkeov model I i svijet w u tom
modelu tako da vrijedi:

M, w ko1 Ao A g

1z prethodne propozicije slijedi da vrijedi:

Tim smo dokazali da za konacan podskup S’ od S postoji model. Iz teorema kom-
paktnosti za logiku prvog reda slijedi da postoji © model za S. Primjenom prethodne
propozicije slijedi da je to model za skup modalnih formula 3.

Na sasvim analogni nacin moZe se dokazati da za modalnu logiku vrijedi analogon
Lowenheim—Skolemovog teorema "na dolje”.

Vazno je istaknuti da teorem kompaktnosti ne vrijedi za logiku dokazivosti GL i
za logiku interpretabilnosti IL u jednom posebnom zeljenom obliku. Odnosno, postoji
skup modalnih formula ¥ koji ima svojstvo da za svaki kona¢na podskup od 3 postoji
GL-model (tranzitivan i inverzno dobro fundiran), ali za 3 ne postoji GL-model.

Napomena 3.133. Osnovna modalna logika ima svojstvo konacnosti modela (eng.
finite model property; kratko: fmp). No, taj rezultat ne mozemo “prenijeti” na logiku
prvog reda. Problem je u tome $to za ispunjivu formulu A logike prvog reda ne mora
postojati modalna formula ¢ tako da vrijedi: ST,(p) < A (to Ce slijediti iz van
Benthemovog teorema koji malo kasnije iskazujemo).

Uostalom, logika prvog reda mema svojstvo fmp jer postoje formule koje su ispu-
njive ali za njih ne postoji konacan model.
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Prirodno se postavlja sljedece pitanje:

je li svaka formula logike prvog reda logicki ekvivalentna standardnoj tran-
slaciji neke modalne formule?

Odgovor na prethodno pitanje je negativan. Primjerice, formula p(z, z) logike prvog
reda nije logicki ekvivalentna standardnoj translaciji niti jedne modalne formule (vidi
knjigu [2]).

Sada ¢emo iskazati van Benthemov teorem karakterizacije kojim je odreden frag-
ment logike prvog reda cije su formule ekvivalentne standardnoj translaciji neke mo-
dalne formule. Prije samog iskaza teorema definiramo jo$ neke pojmove.

Ako je M neki Kripkeov model i w neki svijet tog modela, tada uredeni par (9, w)
nazivamo to¢kovni model.

Definicija 3.134. KazZemo da je neka o—formula A(x) invarijantna za bisimu-
lacije ako za svaka dva tockovna modela (M, w) i (M, w') vrijedi da M, weIN W'
povlaci sljedecu ekvivalenciju:

M = A(z)[w] ako i samo ako M = A(x)[w'].

Teorem 3.135 (van Benthemov teorem karakterizacije).
Neka je A(z) neka o—formula. Tada postoji modalna formula ¢ tako da vrijedi
ST, (p) & A(x) ako i samo ako formula A(x) je invarijantna za bisimulacije.

Za dokaz prethodnog teorema koriste se pojmovi i alati teorije modela kao sto
su ultrafiltri, ultraprodukti i saturirani modeli. Analogon van Benthemovog teorema
karakterizacije za logike interpretabilnosti biti ¢e dokazan kasnije. No, za tu verziju
teorema dokaz se ne moze provesti na analogni nacin kao za osnovnu modalnu logiku.
Namjera nam je ukazati na glavne probleme.

U tu svrhu navest ¢emo osnovne pojmove i rezultate u vezi ultrafiltera i ultrapro-
dukata.

Ultrafiltri i ultraprodukti

Sve detalje, kao i dokaze mozete vidjeti u nastavnom materijalu [14]. Prvo dajemo
primjere koji isticu jos jednu motivaciju za uvodenje ultraprodukata.

Primjer 3.136. Kartezijev produkt familije grupa je grupa.
Skiciragmo dokaz te tvrdnje. Neka je {(G;,0;) i € I} familija grupa. Oznacimo:

G = HGi ={f|f:I— VUG zasvaki i€l wrijedi f(i) € G;}
icl

Zatim, neka je o binarna operacija na G definirana sa (f o g)(i) = f(i) o; g(¢). Lako
je provjeriti da je za sve f,g € G funkcija fog ponovno element od G, te da je (G, o)
grupa. To znaci da je Kartezijev produkt proizvoljne familije grupa ponovno grupa.
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Primjer 3.137. Kartezijev produkt polja opcéenito nije polje.

Kako bi dokazali tu tvrdnju definirajmo prvo Kartezijev produkt polja. Neka je I # 0,
te za svaki i € I neka je Fy = (A, +4,,0i,1;) polje. Oznacimo A = [[,.; Ai. Redom
definiramo:

a) funkciju 0 : 1 — UA; sa 0(i) = 0;;
b) funkciju 1: 1 — UA; sa 1(i) = 1;;
c) funkcije + i - sa:
(f+9): 1 = UierAi, (f+9)(0) = F(i) +: 9(0)

(f-9): 1= Uer, (f-9)(@) = f(i)-ig(i).

Uz tako definirane operacije Kartezijev produkt polja opcenito nije polje. Npr. R x R
nije polje, jer uredeni parovi (0,1) i (1,0) razliciti su od nule, ali (0,1) - (1,0) = 0.

Na sasvim analogni nac¢in moze se pokazati da Kartezijev produkt linearno ure-
denih skupova opcenito nije linearno ureden. Kako rijesiti istaknute probleme? Ideja
je jednostavna. Na Kartezijevom produktu [],.; A; definiramo posebnu relaciju ek-
vivalencije, te promatramo pripadni kvocijenti skup.

Definicija 3.138. Neka je I # 0. Za U C P(I) kaZemo da je ultrafiltar nad skupom
I ako vrijedi:

a) I €U,

b) ako su X, Y € U tada X NY € U (zatvorenost na konacne presjeke);
c) ako X € U te X C Z C I tada je Z € U (zatvorenost za nadskupe);
d) U#P();

e) za svaki X C I vrijedi:

X € U ako i samo ako I\X ¢ U.

U vezi ultrafiltara posebno je vazan teorem o ultrafiltru koji kaze da se svaki
pravi filtar moze prosiriti do ultrafiltra. Navedeni teorem se obicno dokazuje primje-
nom Zornove leme.

Koristec¢i pojam ultrafiltara sada ¢emo definirati pojam ultraprodukta. Prvo ¢emo
definirati pojam ultraprodukta familije skupova, a nakon toga pojam ultraprodukta
familije proizvoljnih struktura iste signature.
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Definicija 3.139. Neka je {M; : i € I} proizvoljna familija skupova, te U proizvoljan
ultrafiltar nad I. Na Kartezijevom produktu familije skupova {M; : i € I}, tj. na skupu

HMi ={f | f:1— VUM, tako da je za svaki i € I ispunjeno f(i) € M;}
iel
definiramo binarnu relaciju ~ ovako:

fr~g akoisamo ako {i€l: f(i)=g(i)} €U.

Lako je pokazati da je relacija ~ jedna relacija ekvivalencije. Za f € [[,c; M; sa
fu oznacavamo pripadnu klasu ekvivalencije. Skup svih klasa ekvivalencije nazivamo
ultraprodukt familije skupova {M; : i € I}, te ga oznacavamo sa || M;.

U

Definicija 3.140. Neka je o proizvoljna signatura, te neka je {M; = (M;, ;) 11 € I}
neka familija o —struktura. Neka je U proizvoljan ultrafiltar nad skupom I. Definiramo
o-strukturu M = (M, ) na sljedeéi nacin:

b) za relacijski simbol R" € o definiramo:
(M), (fa)u) € o(R)  ako i samo ako
{i : (f1<l>’ e 7fn(l)) S SOZ(R)} ev

¢) za funkcijski simbol f" € o definiramo:
AP Rosfode) = (7 G UAG 20D )

d) za konstantski simbol ¢ € o definiramo ¢(c) = (z — goi(c))
U

Upravo definirana struktura se naziva ultraprodukt familije struktura {9 :i €
I} i oznacavamo je sa [|9N;.

U
Ako su sve strukture 9; medusobno jednake, tj. M; = N, za svaki i € I, tada
pripadnt ultraprodukt nazivamo ultrapotencija strukture N.

Teorem 3.141. (Losov osnovni teorem o ultraproduktima)
Neka je I # 0, {9M; : i € I} proizvoljna familija o—struktura i U proizvoljan
ultrafiltar nad I. Tada za svaku zatvorenu formulu F vrijedi:

HE)JL):F ako i samo ako {i€l:9M; = F}eU.
U

Iz Losovog teorema slijedi da je ultraprodukt proizvoljne familije polja ponovno
polje (nad proizvoljnim ultrafiltrom). Zatim, iz Losovog teorema jednostavno slijedi
da je ultraprodukt familije linearno uredenih skupova ponovo linearno ureden skup.
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U dokazu van Benthemovog teorema za osnovnu modalnu logiku posebno je zna-
¢ajna ¢injenica koja govori da je ultraprodukt nad prebrojivo nepotpunim ultrafiltrom
jedna w;—saturirana struktura. No, dokaz analogne tvrdnje za Veltmanovu seman-
tiku ¢ini se vrlo slozen. Argumetni za to su dani u ¢lanku M. Vukovié, A Note on
Ultraproducts of Veltman Models, Glasnik matematicki 46(66) (2011), 7-10. Ovdje
navodimo osnovne rezultate iz tog ¢lanka.

Definicija 3.142. Za ultrafiltar U kaZemo da je prebrojivo potpun ako za svaki niz
skupova (A,,) iz U vrijedi NA,, € U.

Propozicija 3.143. Ultraprodukt familije Veltmanovih modela nad prebrojivo potpu-
nim ultrafiltrom je Veltmanov model.

Kako bi se mogla definirati standardnu translacija logike interpretabilnosti pret-
postavljamo da signatura o sadrzi i jedan tromjesni relacijski simbol S, te uz prije
navedene uvjete jos dodajemo sljedeci:

ST, (o> v¢) =Yy(p(x,y) AN ST, (¢) = F2(S(x,y,2) A ST.(¢))).

Lako je vidjeti da za ovako prosirenu standardnu translaciju vrijedi tvrdnja o
oc¢uvanju istinitosti. To iskazujemo u sljedec¢oj propoziciji.

Propozicija 3.144. Neka je 9N Veltmanov model, w neki svijet tog modela i ¢ neka
formula logike interpretabilnosti. Tada vrijedi:

M, w k¢ ako i samo ako M = ST, (p)w].

Primjenom prethodne propozicije lako je dobiti sljedec¢i analogon Losovog teorema
za Veltmanovu semantiku.

Korolar 3.145. Neka je {0, : i € I} neka familija Veltmanovih modela. Neka je U
neki prebrojivo potpuni ultrafiltar nad skupom I i @ neka formula logike interpretabil-
nosti. Tada za svaku izbornu funkciju f € [[,., Wi vrijedi:

[I2%. fu Ik ¢ ako i samo ako {i € I: My, f(i) -} €U.
U

Korolar 3.146. Neka je M = (W, R,{S, : w € W}, IF) neki Veltmanov model,
w € W i U neki prebrojivo potpun ultrafiltar nad nekim nepraznim skupom I. Neka
je fuw : I — W konstantna funkcija definirana sa f,(1) = w. Tada za svaku formulu
@ logike interpretabilnosti vrijedi:

M, w k¢ ako i samo ako HSITI, (fw)u IF .
U
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3.7 Teorem karakterizacije za logiku interpretabil-
nosti

Karakteristicna formula
Podsjetimo se da je u tocki o bisimulacijskim igrama iskazan je sljedeéi teorem:

Teorem 3.147. Pretpostavimo da je skup propozicionalnih varijabli konacan. Neka
su (M, w) @ (M, w') tockovni modeli. Tada su za svaki n € N ekvivalentne sljedece
tordnje:

a) postoji n-bisimulacija izmedu (9, w) i (I, w’);

b) igrac¢ II ima pobjednicku strategiju u bisimulacijskoj igri u n poteza s pocetkom
u (M, w; M w');

c) (M w) i (M, w'") sun—modalno ekvivalentni,
d) M, w' IE X ) -

Formulu X?&m,w) zovemo karakteristicna formula stupnja n i definiramo je rekur-

zivno ovako:
(A o)n( A ),
p t.d. wikp p t.d. wifp

Xy = X?m,wﬁ( A QX?mu))AD( V X?mw)'

ueW,wRu ueW,wRu

X (9,w)

U nastavku ¢emo umjesto X{om,) PIsati Xy, jer je iz konteksta uvijek jasno o kojem
modelu se radi.

Napomena 3.148. Indukcijom se lako dokazuje da, ako je skup propozicionalnih
varyabli konacan, onda postoji postoji samo konacno mnogo, do na ekvivalenciju,
modalnih formula stupnja najvise n. Stoga su konjunkcije i disjunkcije iz definicije
karakteristicne formule konacne.

Ekvivalencija (1) < (2) dokazuje se rutinskom indukcijom i opravdava definiciju
n-bisimuliranosti preko postojanja pobjednicke strategije.

Tvrdnja (4) je tehnicki korak za dokaz kljuéne ekvivalencije (2) < (3). Indukcijom
se lako dokazuje (2) = (3), a trivijalno je (3) = (4), jer je ocito M, w IF x=%. Opet,
jednostavnom indukcijom se dokazuje (4) = (2).

Prethodni teorem je polazna tocka alternativnog dokaza van Benthemovog te-
orema karakterizaciju, u kojem se ne koriste ultrafilteri, ultraprodukti i saturirani
modeli. Ovim ¢emo ilustrirati i metodu dokazivanja analogona van Benthemovog
teorema za logike interpretabilnosti, kod kojih zbog poteskoca naznacenih na pret-
hodnom predavanju ne znamo dokazati postojanje saturiranih modela.



96

Skicirajmo alternativni dokaz van Benthemovog teorema karakterizacije. Treba
dokazati da je dana formula prvog reda, koja je invarijantna na bisimulacije, ekviva-
lentna standardnoj translaciji neke modalne formule. Najprije uo¢imo da iz prethod-
nog teorema odmah slijedi analogna tvrdnja za n—bisimulacije.

Propozicija 3.149. Neka je n € N i neka je o signatura standardnih translacija
modalnih formula. Neka je F(x) neka o—formula invarijantna na n—bisimulacije, tj.
ako su tockovni (M, w) ¢ (MM, w') n—bisimulirani, onda vrijedi sljedeéa ekvivalencija:
M = F(x)[w] ako i samo ako M |= F(z)[w].

Tada je F(x) ekvivalentna standardnoj translaciji neke modalne formule.

Dokaz. Promotrimo skup propozicionalnih varijabli koje odgovaraju unarnim rela-
cijskim simbolima iz formule F'(x). Stavimo y = \/ x%, gdje je disjunkcija po svim
tockovnim modelima (9, w) takvim da je M | F(z)[w]. 1z napomene 3.148 slijedi
da je navedena disjunkcija konacna.

Preostaje dokazati da je F'(x) ekvivalentna ST, (x). Neka 9t = F(x)[w]. Kako je
M, w Ik X2, to je M, w Ik x. To znadi da vrijedi M = ST, (x)[w].

Obratno, neka M = ST, (x)[w], tj. M, w I+ x. Tada postoji tockovni model
(M, w) takav da je M = F(z)[w] i M, w IF x?,. Iz prethodnog teorema tada slijedi
da su tockovni modeli (M, w) i (M, w') n-bisimulirani. Iz pretpostavke propozicije
slijedi M = F(z)[w]. QE.D.

Za dokaz van Benthemovog teorema preostaje dokazati (nije trivijalno!): ako je
F(z) invarijantna na bisimulacije, onda je invarijantna na n—bisimulacije za neki n.
Tim dijelom dokaza ne¢emo se baviti.

Karakteristicna formula za logiku interpretabilnosti

Podsjetimo se, na ranijim predavanjima definirane su bisimulacijske igre na Veltma-
novim modelima. Definiran je i pojam n—bisimulacije medu Veltmanovim modelima
i iskazana propozicija po kojoj je postojanje n—bisimulacije ekvivalentno postojanju
pobjednicke strategije igraca II u bisimulacijskoj igri u n poteza.

Neka su 991 i 9V Veltmanovi modeli i neka su w i w’ po jedan svijet svakog
od tih modela. U nastavku kazemo da su w i w’ n—bisimulirani ako igra¢ II ima
pobjednicku strategiju u bisimulacijskoj igri u n poteza s pocetkom u (9, w; M, w').

Zelimo dokazati sljedeéi analogon teorema 3.147 za logiku interpretabilnosti.

Teorem 3.150. Pretpostavimo da je skup propozicionalnih varyjabli konacan. Neka
su M i M Veltmanovi modeli i neka su w 1 w' po jedan svijet svakog od tih modela.
T ada su za svaki n € N ekvivalentne sljedece turdnje:

a) svjetovi w i w' su n—bisimulirani;
b) svjetovi w i w' su n-modalno ekvivalentni;

c) M w' - X2,
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Drugim rije¢ima, zelimo definirati karakteristicnu formulu x?’ koja bi nam omogu-
¢ila dokaz da su tvrdnje (1) i (2) ekvivalentne. Pritom, (1) = (2) se jednostavno doka-
zuje indukcijom, te je samo obrat problematican. Podsjetimo se koraka u rekurzivnoj
definiciji karakteristicne formule za osnovni modalni jezik:

XZ,“:X?U/\( A\ OXZ)/\D( V Xﬁ)-

ueW,wRu ueW,wRu

U slucaju logike interpretabilnosti x? i dalje ¢e biti konjunkcija svih propozici-
onalnih varijabli p istinitih u w i svih —p za one propozicionalne varijable p koje nisu
istinite u w. Takoder, napomena 3.148 vrijedi i za jezik logike interpretabilnosti.

Drugim dijelom formule zelimo izraziti u jeziku logike interpretabilnosti da u igri
s n + 1 poteza igrac II uvijek ima odgovor na prvi potez igraca I, ako je taj potez u
modelu 9, tako da u ostalih n poteza igrac Il ima pobjednicku strategiju tj. da za
svaki u takav da je wRu (postoji v’ takav da je w'R'uw i ' IF x7 i za svaki v" takav
da je u'S],v") postoji v takav da je uS,v i v IF xI. (%)

Dio napisan u zagradama odnosi se na model 97, a ima obrnute kvantifikatore
nego interpretacija modalnog operatora >. Koristit ¢emo nestandardnu pokratu A <
B = =(A> —B). Uoc¢imo da vrijedi: w IF A < B ako i samo ako postoji u takav da
je wRu iul- Aiza svaki v takav da je uS,v vrijedi v IF B.

Sada je jasno da (x) vrijedi ako i samo ako

AN (X’;< \ Xg).

ueW,wRu veEW, uSy,v

Obratno, tre¢im dijelom formule Zelimo izraziti da igra¢ IT uvijek ima odgovor na
prvi potez igraca I, ako je taj potez u modelu 9 tj. da za svaki v’ takav da je w'R'u’
(postoji u takav da je wRu i v’ IF x" i za svaki v takav da je uS,v) postoji v takav
da je w'S.,v" i v IF xI. (%)

Ovo je teze izraziti u jeziku logike interpretabilnosti kao formulu koja vrijedi u
w’ jer je kvantifikacija po svjetovima modela 9T ugnjezdena u dijelu napisanom u
zagradama. Koristit ¢emo oznake Rlw] = {u € W : wRu} i Sy[u] = {v € W : uS,v}.
Uocimo da (**) mozemo izreéi na sljededi nacin: za svaki v’ takav da je w'R'v’ vrijedi

u' I \/ XA /\ ' e S [WWIF XD
uER[w] VESy [u]
Koristedi distributivnost disjunkcije prema konjunkciji, dobivamo
u' Ik A Vv Vo 3 e S, X

TCR[w], ueT u€ER[W\T
felluerpupT Swlul
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Sada, komutiranjem univerzalnog kvantifikatora s konjunkcijom, te egzistencijal-
nog s disjunkcijom, dobivamo da je (%) ekvivalentno s

w' Ik A -V \/ Xf)

TCR[w), ueT u€R[w
fEHuGR[w]\T Sw [u]

Dakle, korak rekurzije u definiciji karakteristicne formule je

wit=axma AN i< VoA A -\ xi e \/ Xf(u)

u€R[w) VESy [u] TCRw], ueT u€R[w
felluerpu\r Swlv]
Ovim razmatranjem ujedno je i dokazano (3) = (1), dok (2) = (3) trivijalno
slijedi iz w IF X7, Sto se lako dokazuje indukcijom.

Dokaz sljedec¢e propozicije je potpuno analogan dokazu propozicije 3.149.

Propozicija 3.151. Neka je n € N i neka je o signatura standardnih translacija
formula jezika logike interpretabilnosti. Neka je F(x) jedna o—formula invarijantna
na n-bisimulacije medu Veltmanovim modelima. Tada je formula F(x) ekvivalentna
standardnoj translaciji neke formule jezika logike interpretabilnosti na Veltmanovim
modelima.

Slicno dokazu van Benthemovog teorema za osnovni modalni jezik preostaje do-
kazati sljedece: ako je formula F'(x) invarijantna na bisimulacije medu Veltmanovim
modelima, onda je invarijantna na n-bisimulacije medu Veltmanovim modelima za
neki n. Taj dio dokaza temelji se na tehnikama iz ¢lanka A. Dawar, M. Otto, Modal
characterization theorems over special classes of frames (Annals of Pure and Applied
Logic 2009), a ovdje ga ispustamo.

U ¢lanku T. Perkov, M. Vukovi¢, A bisimulation characterization for interpre-
tability logic (Logic Journal of the IGPL 2014) dokazali smo sljedeéi analogon van
Benthemovog teorema.

Teorem 3.152. Neka je o signatura standardnih translacija formula jezika logike in-
terpretabilnosti. Neka je F(x) neka o—formula. Tada je formula F(x) ekvivalentna
standardnoj translaciji neke formule jezika logike interpretabilnosti na Veltmanovim
modelima ako 1 samo ako je invarijantna na bisimulacije medu Veltmanovim mode-
lima.

3.8 Filtracije i odlucivost

Filtracije Kripkeovih modela

Neka je 91 Kripkeov model i I' skup formula zatvoren na potformule. Za svjetove
w,u € W definiramo w ~r u ako za sve F € I' vrijedi: 9, w IF F ako i samo ako
M, u - F.
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Ocito je ~r relacija ekvivalencije na skupu W. Za svaki svijet w € W sa [w]|r
oznacavamo pripadnu klasu ekvivalencije.

Oznacimo Wr = {[w|r : w € W}. Uocimo: ako je I' konacan, onda je W konacan.
Na Wr mozemo na prirodan nac¢in definirati relaciju forsiranja: za sve propozicionalne
varijable p € I' stavimo [w]r IF p ako i samo ako w IF p, a za p ¢ ' stavimo [w]r Iff p.
Ocito definicija ne ovisi o izboru reprezentanta.

Kazemo da je model M = (Wr, R, IF) filtracija modela 9t u odnosu na I' ako za
svaku formulu F € T i za svaki w € W vrijedi 9, w I+ F ako i samo ako 90, [w]r IF F.

Pitanje: kako definirati R tako da ovo vrijedi? Nec¢emo dati jednoznacan odgovor,
nego uvjete koje R treba zadovoljavati.

Lema 3.153 (o filtraciji).
Neka je M model, T skup formula zatvoren na potformule, te Wr il na Wr definirani
kao malo prije. Neka je R C Wr x Wr relacija tako da vrijedi:

(MIN) za sve w,u € W, ako je wRu, onda je [w]rR[u]r;

(MAX) za sve w,u € W takve da je [w]rR[ulr i za sve OA € T vrijedi: ako M, u I+ A,
onda M, w I QA.

Tada je M = (Wr, R, k) filtracija modela MM u odnosu na T'.

Tvrdnja leme se lako dokaze indukcijom po slozenosti formule F € T'.

Uoc¢imo da jo$ nije dokazana egzistencija filtracije za proizvoljan Kripkeov model.

Neka je 9t Kripkeov model i I' skup formula zatvoren na potformule. Definiramo
sljedece relacije na skupu Wr:

o R ={([wlr, [ulr) : wRu};

e stavimo [w]|p R [u]r ako i samo ako za svaku formulu QA € I' takvu da 9%, u |-
A vrijedi 9, w IF QA.

Uocimo da je R C R Zaista, neka je [w]r R%"[u]r i neka je OA € T tako da
M, ulk A. T reba dokazati MM, w - QA. Kako je [w]rRF™[ulr, to postoje w’ € [w]r
iu € [ulr takvi da je w'Ru’. Sada zbog v’ € [u]r imamo u ~r u’ i stoga M, v’ I A.
Dakle, M, v’ IF OA. Kako je w" € [w|r, to je w ~p w' i stoga M, w I QA, sto je i
trebalo dokazati.

Lema 3.154. Neka je I model, T' skup formula zatvoren na potformule, te skup Wp
i |- relacija forsiranja na Wr definirani kao malo prije. Tada za svaku relaciju R
takvu da je R™™ C R C R yrijedi da je M = (Wr, R,IF) filtracija modela M u
odnosu na I'.

Dokaz. Prema lemi o filtraciji dovoljno je dokazati da R zadovoljava uvjete (MIN)
i (MAX). Neka su w,u € W takvi da vrijedi wRu. Iz definicije relacije R tada
slijedi [w]p R [u]p. Kako je R™™ C R, to je [w]rR[u]r, dakle vrijedi (MIN).

Neka je sada [w]rR[u]p i neka je OA € I' tako da 9, u I+ A. Kako je R C R™*,
to je [wr R lu]r. 1z definicije relacije R** slijedi 9, w I+ A, dakle vrijedi (MAX).
Q.E.D.
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Teorem 3.155 (svojstvo kona¢nih modela). Neka je F ispunjiva modalna formula.
Tada postoji konacan model M +w € W tako da je M, w I F.

Stovise, postoji Kripkeov model M s najvise 2™ svjetova, gdje je m broj svih pot-
formula formule F.

Dokaz. Neka je (O, u) tockovni model takav da je 91, u |- F' i neka je ' skup svih
potformula formule F'. Neka je 9 filtracija modela 91 u odnosu na I'. Stavimo
w = [u]p. Tada model 9 ima najvise 2™ svjetova (jer I' ima 2™ podskupova, pa ~r
moze imati najvise 2™ klasa ekvivalencije) i vrijedi 9, w I F. Q.E.D.

Napomena 3.156. Kako bismo dokazivali svojstvo konacnih modela v odnosu na
neke klase modela s nekim istaknutim svojstvima pomocu filtracija, potrebno je da na
filtraciji ta svojstva budu oéuvana. Lako je dokazati da npr. RP™™ ¢uva simetricnost,
tj. ako je R simetricna, onda je i R™™ simetriéna. No, to ne vrijedi npr. za tran-
zitivnost. Nejednoznacnost filtracije koristimo kako bismo pogodno definirali R radi
ocuvanja Zeljenog svojstva relacije dostizivosti R. Sto se tice tranzitivnosti, definiramo
relaciju R na Wr tako da stavimo [w|prR![u]r ako i samo ako za sve QA € T' takve
da je M, u - AV QA vrijedi M, w - QA. Nije tesko dokazati: ako je R tranzitivna,

onda je (Wr, R',IF) filtracija i R* je tranzitivna.

Filtracije generaliziranih Veltmanovih modela

Osim zatvorenosti na potformule, od skupa formula u ovoj tocki zahtijevamo jos neka
svojstva. Kazemo da je skup formula I' logike interpretabilnosti adekvatan ako je
zatvoren na potformule i vrijedi:

a) ako je A € " onda je ~A €T
b) L> 1 el;

c) za sve formule A i B za koje postoji formula C tako da je A C € I' ili
Cr A €T, te ako postoji formula D tako daje B> D € T'ili D> B € I', onda
jeiA> Bel.

Ocito je svaka formula sadrzana u kona¢nom adekvatnom skupu formula.

U ovoj tocki ¢emo smatrati da je jedini modalni operator u jeziku >, dok su ¢
i O definirani kao pokrate na sljedeé¢i na¢in: 0A = =(A> 1), 04 = ~O~A, tj.
A =~AD L.

Lako se vidi da za adekvatni skup formula I' vrijede sljedec¢e ekvivalencije:

A Bel < QA OBeTl
& O~AO~B el (pod uvjetom da I' ne sadrzi
dvostruko negirane formule).

Neka je 9 generalizirani Veltmanov model i ~ C ~r relacija ekvivalencije na V.
Klasu ekvivalencije ¢iji reprezentant je w oznacavamo s [w]. Neka je W = {[w] : w €
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W}, Filtracija Veltmanovog modela 9t u odnosu na skup formula I' i relaciju ~
je generalizirani Veltmanov model MM = (W, R, { S}, : [w] € W}, IF) takav da za sve
we W iF el vrijedi: w Ik F ako i samo ako [w] IF F.

Teorem 3.157. Neka je I generalizirani Veltmanov model, ' adekvatan skup for-
mula © ~ najveca bisimulacija na M. Redom definiramo sljedece:

a) R= {([w], [u]) : wRu @ postoji OA € T tako da w I JA iwul-OA};

b) [u]§[w]x7 ako i samo ako [w|R[u], V C R[[w]] i za sve w' € [w] i v € [u] takve
da je w' Ry’ i postoji V! CV takav da je u'S,,V';

¢) za svaku propozicionalnu varijablu p € T' definiramo |[w] IF p ako i samo ako
w Ik p, te definiramo [w] I q za svaku propozicionalnu varijablu q ¢ T'.

Tada je M = (W, R, {g[w] . [w] € WHIF) filtracija generaliziranog Veltmanovog
modela I v odnosu na I' 7 ~.

Dokaz. Treba dokazati da je m generalizirani Veltmanov model, te da je filtracija.
Detalji se mogu vidjeti u ¢lanku T. Perkov, M. Vukovi¢, Filtrations of generalized
Veltman models, Mathematical Logic Quarterly 2016. Q.E.D.

Svojstvo kona¢nih modela u odnosu na generaliziranu seman-
tiku

Sasvim analogno definiciji n—bisimulacije medu Veltmanovim modelima, mogu se defi-
nirati n—bisimulacije medu generaliziranim Veltmanovim modelima. Lako se dokazuje
da su n—bisimulirani svjetovi ujedno i n—modalno ekvivalentni, te da vrijedi i obrat,
pod uvjetom da imamo samo kona¢no mnogo propozicionalnih varijabli.

Teorem 3.158. Logika interpretabilnosti ima svojstvo konacnih modela u odnosu na
generalizirane Veltmanove modele.

Dokaz. Neka je A ispunjiva formula, 9 generalizirani Veltmanov model i wy svijet
tako da 9, wy |- A. Neka je I' konacan adekvatan skup formula takav da je A € T'.
Neka je 90 filtracija modela 9 u odnosu na I' i relaciju ~ iz prethodnog teorema.
Tada vrijedi 9, [wo] I+ A.

Neka je m broj formula oblika [JB koje pripadaju skupu I'. Nije tesko dokazati
da tada R-lanac moze imati najvise m + 1 element (detalji su u ¢lanku u T. Perkov,
M. Vukovi¢, MLQ 2016).

Slijedi da su dva svijeta u M bisimulirani ako i samo su m-bisimulirani ako i
samo ako su m-—modalno ekvivalentni u odnosu na formule koje sadrze samo one
propozicionalne varijable koje se pojavljuju u F'.

Dakle, najveca bisimulacija na 91 generira samo konacno mnogo klasa ekvivalen-
cije. Dakle, filtracija modela 91 u odnosu na skup formula I' i relaciju ~, gdje je ~
najveca bisimulacija na 90, jest konacan generalizirani Veltmanov model takav da je
F ispunjena u klasi ekvivalencije ¢iji reprezentant je [wp]. Q.E.D.
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Napomena 3.159. U élanku v MLQ dokazali smo svojstvo konacénih modela u od-
nosu na generaliziranu semantiku i za sisteme ILM ¢ ILMy. Za to je potrebno samo jos
dokazati da su na filtraciji ocuvana karakteristicna svojstva generaliziranih Veltma-
novih modela za te sisteme. U clanku koji je jos na recenziji (T. Perkov, M. Vukovic,
L. Mikec, Decidability of interpretability logics ILMy and ILW*) isto smo napravili i
za ILW*. Pritom je bilo potrebno utvrditi ¢ karakteristicnu klasu generaliziranih Velt-
manovih modela za ILW. Detalje ispustamo.

Odlucivost pomocu svojstva konacnih modela

Samo ¢emo skicirati standardni argument u dokazu odlu¢ivosti pomocu svojstva
kona¢nih modela. S obzirom da smo dokazali svojstvo kona¢nih modela u odnosu
na generaliziranu semantiku, potrebna nam je i potpunost u odnosu na tu semantiku,
koju nije tesko dokazati koriste¢i potpunost u odnosu na Veltmanovu semantiku.

Propozicija 3.160. Za sisteme ILM, i« ILW* vrijedi adekvatnost i potpunost u odnosu
na odgovarajuce karakteristicne klase generaliziranih Veltmanouvih modela.

Sada se odlucivost sistema ILM; dokazuje koristeéi sljedece lako dokazive ¢injenice:
a) skup teorema sistema ILM, je rekurzivno prebrojiv;

b) skup (do na izomorfizam) kona¢nih generaliziranih Veltmanovih modela iz ka-
rakteristicne klase za ILM; je rekurzivno prebrojiv.

To znaci da postoji algoritam koji simultano enumerira teoreme sistema ILM,
i usporeduje ih s danom formulom A i konacne generalizirane Veltmanove modele
karakteristi¢cne klase, na kojima testira istinitost formule —A.

Zbog svojstva kona¢nih modela algoritam ¢e u konacno mnogo koraka ili nadi
generalizirani Veltmanov model karakteristicne klase u kojem je ispunjena —A ili
utvrditi da je A teorem sistema ILM,.

Sasvim analogno se argumentira i u slucaju sistema ILW*.



Bibliografija

1]

M. AIELLO, I. E. PRATT-HARTMANN, J. VAN BENTHEM, Handbook od Spatial
Logic, Springer, 2007.

P. BLACKBURN, M. DE RIJKE, Y. VENEMA, Modal Logic, Cambridge Univer-
sity Press, 2001.

P. BLACKBURN, J. VAN BENTHEM, F. WOLTER, Handbook of Modal Logic,
Elsevier, 2007.

G. Booros, The Logic of Provability, Cambridge University Press, 1996.

E. Goris, J.J. JOOSTEN, Modal matters in interpretability logics, preprint,
ILLC Amsterdam, 2004.

E. Goris, J.J. JOOSTEN, Modal matters in interpretability logics, Logic Journal
of the IGPL, 16, 371-412, 2008.

E. Goris, J.J. JOOSTEN, Self provers and ¥; sentences, Logic Journal of the
IGPL, 18, 1-21, 2010.

E. Goris, J.J. JOOSTEN, A new principle in the interpretability logic of all
reasonable arithmetical theories, Logic Journal of the IGPL, 19, 1-17, 2011.

G. JApPARIDZE, D.H.J. DE JONGH, The logic of provability, In Handbook of
Proof Theory, S.R. Buss, ed., pp. 475-546. Elsevier, 1998.

E. MENDELSON, Introduction to Mathematical Logic, Chapman&Hall, 1997.

M. SIPSER, Introduction to the Theory of Computation, PWS Publishing Com-
pany, 1996.

A. VISSER, An overview of interpretability logic. In Advances in modal logic,
Volume 1, M. Kracht et al. eds., pp. 307-359, CSLI Publications, 1998.

M. Vukovi¢, Matematicka logika, Element, 2009.

M. Vukovi¢, Primijenjena logika, nastavni materijali za poslijediplomski kole-
gij, PMF-MO, Zagreb, 2011.
https://www.math.pmf.unizg.hr /hr /publication-croatian-vukovic

103



Indeks

C'—kriti¢ni konus, 50 u sistemu ILX, 47
D—nedostatak, 49 u sistemu K, 14
D—problem, 29, 49

o—struktura, 8 jezik teorije prvog reda, 7

o—interpretacija, 8 kona¢no izomorfne strukture, 64
konzistentan skup
adekvatan oznaceni okvir, 29 u sistemu RS, 3
alfabet teorije prvog reda, 7 u sistemu GL, 28
bisimulacija u SiSte'Ifm ILX, 47
izmedu generaliziranih Veltmanovih mo- " teorijt prvos reda, 8
dela, 82 konzistentna teorija prvog reda, 8

Kripkeov model, 12
Kripkeov okvir, 12
kvaziokvir, 53

izmedu Kripkeovih modela, 67
izmedu Veltmanovih modela, 71
bisimulacijska igra, 69, 74
Booleova algebra s operatorom, 23

Lowenheim—Skolemov teorem, 11
Booloeva algebra, 22

lanac, 51
ograniceni, 51
lema o istinitosti
Ehrenfeuchtova igra, 65 za logiku sudova, 5
za sistem K, 16
lema o istinosti
za logiku dokazivosti, 29
Lindenbaumova lema
za logike interpretabilnosti, 48
za sistem RS, 5
za sistem GL, 28
za sistem K, 15
za teorije prvog reda, 9

dubina okvira, 51

Godelov teorem potpunosti, 11
generalizirani C'—konus, 50
generalizirani teorem potpunosti

za logiku sudova, 5
generalizirani teorem potpunosti za teorije

prvog reda, 11

generalizirani Veltmanov model, 75
generalizirani Veltmanov okvir, 75

Henkinova teorija, 10 loglka dokazivosti GL, 26
logika interpretabilnosti IL, 42
inverzno dobro fundirana relacija, 26 lokalni izomorfizam. 64
ispunjiv skup, 3 ’
izvod maksimalno konzistentan skup, 4, 14, 28,
u sistemu RS, 2 47
u sistemu GL, 28 modalno ekvivalentni svjetovi, 66, 72

104
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