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Predgovor

Poglavlja 1-3 pokrivaju gradivo predmeta Matematicka analiza 1, dok poglavlja 4-6 ¢ine
gradivo predmeta Matematicka analiza 2 na SveuciliSnom prijediplomskom studiju Mate-
matika. Brojni materijali na hrvatskom jeziku obraduju slicno gradivo: knjige [2), B] daju
izvrsnu intuiciju naustrp logickog poretka, dok je knjiga [4] vrlo rigorozna i pregledna, ali
preteska za prvi susret s matematickom analizom. Skripta [1] postize zadovoljavajuéi kom-
promis izmedu racunskog i egzaktnog aspekta analize te je ve¢ mnogo godina koristena kao
standardna literatura. Ova je skripta upravo doradena verzija od [IJ.

Zagreb, rujan 2026. prof. dr. sc. Vjekoslav Kovac
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Poglavlje 1

Skupovi i funkcije

1.1. Skupovi i brojevi

U matematickoj analizi proucavat ¢emo brojeve i funkcije. Zapocnimo jezikom kojim ¢emo o
tim objektima govoriti, a zatim se prisjetimo kako od prirodnih brojeva dolazimo do cijelih,
racionalnih i realnih brojeva. Pritom ¢emo razlikovati definicije, svojstva koja uzimamo kao
polaziste (aksiome) i tvrdnje koje iz tih svojstava dokazujemo (teoreme, propozicije, leme,
korolare).

Pojmove skup i element skupa uzimamo kao osnovne pojmove. Pisemo a € A ako je a
element skupa A, a a ¢ A ako nije. Skup mozemo zadati nabrajanjem elemenata, primjerice
A ={2,3,5,7}, ili izdvajanjem elemenata nekoga ve¢ zadanog skupa koji imaju odredeno
svojstvo. Tako je

A={neN : njeprost brojin < 10}.
Redoslijed nabrajanja i ponavljanje elemenata ne mijenjaju skup:
{2,3,5,7} ={7,5,3,2,2}.

Prazan skup, u oznaci @), skup je bez elemenata. Uocimo da () i {@} nisu isti skup: drugi od
njih ima jedan element, a taj je element upravo prazan skup.

Definicija 1.1.1. KaZemo da je A podskup skupa B i pisSemo A C B ako je svaki element
skupa A wujedno element skupa B. Skupovi A i B su jednaki ako imaju iste elemente, tj.
ako vrijedi AC B i1 B CA. Ako je AC B i A # B, kazemo da je A pravi podskup skupa
B i pisemo A C B.

Za svaki skup A vrijedi ) € Ai A C A. Prva tvrdnja znaci da nema elementa praznoga
skupa koji ne bi pripadao skupu A te je ocigledno istinita. Valja razlikovati oznake € i C:
primjerice, 2 € {2,3}, dok je {2} C{2,3}.

Nije uvijek lako provjeriti jednakost skupova. Primjerice, za

A = {n € N : postoje a,b,c € N takvi da je a" + 0" = "},
B ={1,2}
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znamo da je A = B tek nakon Wilesovog dokaza velikog Fermatovog teorema.

U zapisivanju tvrdnji koristit ¢emo kvantifikatore ¥V (“za svaki”) i 3 (“postoji”), a 3!
znaci “postoji to¢no jedan”. Veznici A, V, -, = 1 <= znace redom “i", “ili”, “nije”,
“ako—onda” i “ako i samo ako”. Veznik “ili” (tzv. inkluzivna disjunkcija) ukljucuje i
mogucnost da vrijede obje tvrdnje. Na primjer,

ACB jeistostoi (Vxe€ A)z e B odnosno (Vz)(zr € A = z € B),

dok je
A#( istostoi (Jz)x e A

Podrucje na koje se kvantifikator odnosi mora biti jasno iz zapisa ili konteksta.
Redoslijed kvantifikatora moze promijeniti smisao tvrdnje. Tvrdnja

(VneN)(@meN) m>n

je istinita i kaze da za svaki prirodan broj postoji veéi prirodan broj, dok bi neistinita
tvrdnja
(3m eN)(VneN) m>n

znacila da je jedan prirodan broj veci od svih prirodnih brojeva, pa i od samoga sebe.

Definicija 1.1.2. Presjek, unija ¢ razlika skupova A i B definiraju se s

ANB:={z :x € Aiz € B},
AUB :={z : x € Ailix € B},
A\B:={x :z € Aix ¢ B}

Skupovi A i B su disjunktni ako je AN B = (. Skup svih podskupova skupa U zovemo
partitivni skup od U ¢ oznacavamo

PU):={A: ACU}.

ANDB AUB A\ B

Primjer 1.1.3. Za A= {1,2,3} i B = {3,4} imamo
AN B = {3}, AUB =1{1,2,3,4}, A\ B ={1,2}.

Nadalje,
P({la 2}) = {®7 {1}’ {2}7 {17 2}}
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1.1. Skupouvi i brojevi

Primjer 1.1.4. Za proizvoljne skupove A, B, C' vrijedi
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Dokaz. Element x pripada lijevoj strani ako i samo ako pripada skupu A te barem jednom
od skupova B i C. To je ekvivalentno tome da pripada barem jednom od skupova AN B i
ANC, tj. desnoj strani. Dakle, skupovi imaju iste elemente pa su jednaki. O

A A
Vev : v‘.’v

AN(BUCQC) (ANB)U(ANC)
Na lijevom dijagramu obojen je dio skupa A koji pripada skupu B U C, a na desnom unija
presjeka AN B i ANC. Obojeni dijelovi su jednaki.

Zadatak 1.1.1. Dokazite identitete
AUu(BNnC)=(AuB)Nn(AUC),

U\(AUB) = (U\ A)N(U\ B).

Napisite negacije tvrdnji (Vx € A) z € Bi (dz € A) x € B. Kada je istinita tvrdnja
(Vz € 0) z € B?

1.1.1. Prirodni, cijeli i racionalni brojevi

Skup prirodnih brojeva oznacavamo s N i pisemo N = {1,2,3,...}. U ovoj skripti 0 ¢ N te
¢emo koristiti oznaku Ny := NU {0}.

Sto su uopée prirodni brojevi? Tri tocke u zapisu 1,2, 3, . .. sugeriraju nastavak brojenja,
ali same po sebi nisu matematicka definicija. Preciznije polaziste daju Peanovi aksiomi,
koje je formulirao Giuseppe Peano 1889. godine. Uz skup N zadani su njegov element 1 i
pridruzivanje koje svakom n € N dodjeljuje njegov sljedbenik s(n) € N, tako da vrijedi:

(P1) 1 nije sljedbenik nijednoga prirodnog broja;
(P2) iz s(n) = s(m) slijedi n = m;

(P3) ako S C N sadrzi 1 i sa svakim svojim elementom n sadrzi i s(n), tada je S = N.
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Svojstvo (P2) mozemo kratko izreéi injektivnost sljedbenika. Posljednje svojstvo, (P3),
zovemo aksiom matematicke indukcije i pregledno ga mozemo zapisati:

SCN
le§S } = S=N
(Vn)(ne S = s(n) € 5)

Mozemo rec¢i da Peanovi aksiomi opisuju strukturu koju shematski mozemo predociti kao

Svaka strelica prikazuje prijelaz s elementa na njegovog sljedbenika. Kako priroda samih
elemenata od N nije vazna za aksiome, prirodni brojevi bi isto tako bili i sljedece strukture:

11 1.5¢ 2t 2.5 .-

koje ¢e poprimiti smisao jednom kada uvedemo oznake —1,—2,1.5,2.5, itd. Ipak, dogovo-
rimo se da s(1) uvijek oznacavamo kao 2, potom s(s(1)) bas kao 3, s(s(s(1))) pisemo 4,
itd., dokle god smo ucili “brojiti”. Drugim rijecima standardno je preimenovati prirodne
brojeve tako da pocinju 1,2, 3,4, .. ..

Sljedede tri strukture pokazuju zasto je potreban svaki od aksioma. U njima skup N iz aksioma (P1),

(P2), (P3) zamjenjujemo skupom X s istaknutim elementom 1 i pridruzivanjem s: X — X . Svaka struktura
zadovoljava to¢no dva aksioma.

e Vrijede (P2) 1 (P3), ali ne (P1). Uzmimo X = {1, a, b}, gdje su 1, a, b medusobno razli¢iti, te s(1) = a,
s(a) =b1is(b) =1.

Razliciti elementi imaju razlicite sljedbenike, pa vrijedi (P2). Svaki podskup koji sadrzi 1 i zatvoren
je na uzimanje sljedbenika mora sadrzavati i a i b, pa vrijedi (P3). Medutim, (P1) ne vrijedi jer je

s(b) = 1.

e Vrijede (P1) i (P3), ali ne (P2). Uzmimo X = {1, a, b}, opet s medusobno razli¢itim elementima, te
s(1) =a, s(a) =b1is(b) =b.

S S

1 at b s

Nijedan element nema sljedbenika 1, pa vrijedi (P1). Kao u prethodnom primjeru, iz 1 uzimanjem
sljedbenika dolazimo do svih elemenata, pa vrijedi (P3). Medutim, (P2) ne vrijedi jer je s(a) =
s(b) = b, premda je a # b.
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e Vrijede (P1) i (P2), ali ne (P3). Uzmimo X = NU {a}, gdje je a ¢ N. Na N zadrzimo uobic¢ajeno
pridruzivanje sljedbenika, a za dodatni element stavimo s(a) = a.

S S S

1 21 31 A\ gD s

Nijedan element nema sljedbenika 1, a razli¢iti elementi imaju razli¢ite sljedbenike, pa vrijede (P1)
i (P2). Medutim, (P3) ne vrijedi: pravi podskup S = N skupa X sadrzi 1 i zatvoren je na uzimanje
sljedbenika, ali ne sadrzi a.

Da bismo indukcijom dokazali tvrdnju P(n) za svaki n € N, dokazujemo bazu P(1) i
korak indukcije: za proizvoljan n € N iz tvrdnje P(n) slijedi tvrdnja P(s(n)). Tada aksiom
(P3) primijenimo na

S={neN: P(n)},
tj.
S ={neN: P(n) je istinita}.
U koraku indukcije ne pretpostavljamo tvrdnju za sve prirodne brojeve, nego je za jedan
proizvoljan broj koristimo da bismo je dokazali za njegov sljedbenik.

Indukcijom odmah vidimo da je svaki prirodan broj razlic¢it od 1 neciji sljedbenik: skup
koji se sastoji od 1 i svih sljedbenika sadrzi 1 i zatvoren je na uzimanje sljedbenika. Pret-
hodnik je jedinstven zbog svojstva (P2).

Nacelo rekurzije omogucuje nam da neki postupak zadamo poc¢etnom vrijednoséu i pra-
vilom za sljedeci korak. To je standardna posljedica Peanovih aksioma ¢iji op¢i dokaz ovdje
ne¢emo izvoditi. Za razliku od indukcije, kojom dokazujemo tvrdnje, rekurzijom definiramo
objekte. Tako zbrajanje na N zadajemo pravilima

a+1:=s(a), a+ s(b) :=s(a+0b) (a,b €N). (1.1)

Propozicija 1.1.5. Zbrajanje prirodnih brojeva je asocijativno © komutativno, tj. za sve
a,b,c € N vrijeds
a+(b+c)=(a+0b) +c, a+b=>b+a.

Dokaz. Najprije indukcijom po b dokazimo pomocne jednakosti
1+b=s(b), s(a) +b=s(a+b). (1.2)
Za b =1 obje slijede iz definicije. Ako je 1+ b= s(b), tada je
1+ s(0) & s(1+b) = s(s(b)).

Ako je s(a) + b = s(a +b), tada je

1

s(a) + s(0) = s(s(a) + 1) = s(s(a+b)) = s(a+ s(b)).

Time su obje pomoc¢ne jednakosti dokazane.
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Asocijativnost dokazujemo indukcijom po ¢, pri ¢emu su a i b fiksirani. Za ¢ = 1 imamo
11 (L1 11
i+ b+ 2 atrs0) Dsa+0 @ (@b +1.

Uz pretpostavku a + (b + ¢) = (a + b) + c slijedi

!

() T

a+ (b+s(c)) = a+s(b+c)

s+ (b+0))
1.1))

=s((a+0b)+c) ' (a+b) + s(c).

Za komutativnost fiksirajmo a i provedimo indukciju po b. Baza b =1 je

a+1s(a)1—l—a,

a korak iz pretpostavke a + b = b+ a izvodi

a+3(b)s(a+b):s(b+a) = s5(b) + a. O
Od sada sljedbenik s(a) mozemo pisati i kao a + 1.
MnoZenje prirodnih brojeva definiramo rekurzivno:
a-1:=a, a-(b+1):=a-b+a. (1.3)

Dakle, ab je zbroj b pribrojnika jednakih a.

Propozicija 1.1.6. MnoZenje na N je asocijativno i komutativno, broj 1 je neutralan za
mnozZenje, a mnozZenje je distributivno prema zbrajanju. Za sve a,b,c € N vrijedi

a(bc) = (ab)c, ab = ba, a-1=1-a=aq,
a(b+c¢) = ab+ ac, (a+b)c = ac+ be.

Dokaz. Jednakost a - 1 = a dio je definicije, a 1 - a = a slijedi indukcijom:
1-1=1, 1-(a+1l)=1-a+l=a+1.

Prvu distributivnost dokazujemo indukcijom po c¢. Za ¢ = 1 to je (1.3), a u koraku
dobivamo

alb+(c+1)=al(b+c)+1)=alb+c)+a
=ab+ac+a=ab+a(c+1).

I drugu distributivnost dokazujemo indukcijom po c. Baza je
(a+b)-1=a+b=a-1+b-1,
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a korak je

(a+0b)(c+1)=(a+b)c+ (a+Db)
=ac+bc+a+b=alc+1)+blc+1).

Preslagivanje pribrojnika dopusteno je prema propoziciji [I.1.5]
Sada komutativnost dokazujemo indukcijom po b, za fiksiran a. Bazu ve¢ imamo, a iz
ab = ba slijedi
ab+1)=ab+a=ba+1-a=(b+1a.

Konacno, za asocijativnost provedimo indukciju po ¢. Baza a(b-1) = (ab) - 1 je neposredna,
a korak glasi

a(b(c+ 1)) = a(bc +b) = a(be) + ab = (ab)c+ ab = (ab)(c + 1). O
Definicija 1.1.7. Za a,b € N definiramo
a<b <= (FkeN)b=a+k,
a<b <= (a<bilia=0).

Ova definicija opisuje usporedbu svih parova prirodnih brojeva. Posebno vrijedi a <
a + 1, ali samo navodenje tih nejednakosti ne bi bilo dovoljno za definiciju relacije <.

Propozicija 1.1.8. Za svaka dva prirodna broja a,b vrijedi tocno jedna od tvrdnji a < b,
a=0>0, b <a. Relacija < je tranzitivna.
Nadalje, svaki neprazan podskup skupa N ima najmangi element.

Dokaz. Zbroj dvaju prirodnih brojeva uvijek je sljedbenik: to za drugi pribrojnik 1 slijedi
iz prve, a za drugi pribrojnik s(b) iz druge jednakosti u . Zato 14+ b # 1.

Indukcijom po a sada slijedi a + b # a za svaki b € N: iz s(a) + b = s(a) bi zbog i
injektivnosti sljedbenika slijedilo a + b = a. Dakle, nikada nije a < a.

Akojeb=a+kic=b+1, tadajec=a+ (k+1) pajea < c Time je dokazana
tranzitivnost, a ujedno se isklju¢uje moguc¢nost da istodobno vrijede a < bi b < a.

Preostaje dokazati usporedivost. Indukcijom po b dokazujemo da je svaki a € N uspo-
redivsb. Zab=11ilijea=1,1ilijea=s(c) =1+ czanekiceN, pajel<a.

Pretpostavimo da je svaki a usporediv s b. Ako je a < b, tada je a < b+ 1. Ako je
b<a,pisemoa=>b+k Zak=1imamoa=b+1,azak=10+1imamoa= (b+1)+1,
paje b+ 1 < a. To dovrsava dokaz usporedivosti.

Trebat ¢e nam i ¢injenica da iz a < b+ 1 slijedi a < b. Doista, tada je b+ 1 =a+ k za
neki k € N. Ako je k = 1, injektivnost sljedbenika daje a = b. Ako je k =1+ 1, tada je

s(b) =a+s(l) =s(a+1),

paje b=a+ 1, odnosno a < b.

Neka sada neprazan skup S C N nema najmanji element. Tada 1 ¢ S. Ako nijedan
broj < m nije u S, ni n + 1 ne moze biti u 9, jer bi tada bio najmanji element skupa S.
Indukcijom nijedan prirodan broj nije u S, sto proturjeci pretpostavei S # 0. [
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Svojstvo iz posljednje tvrdnje zovemo princip dobrog uredenja. Ono je koristan oblik
indukcijskoga zakljuc¢ivanja: kada neka tvrdnja ne bi vrijedila za sve prirodne brojeve,
postojao bi najmanji protuprimjer.

Zadatak 1.1.2. Dokazite da za a, b, c € N vrijedi
a+c=b+c = a=0b,

a<b = atc<b+ciac<bec.

Za prvu tvrdnju provedite indukciju po ¢, a za ostale upotrijebite definiciju uredaja i dis-
tributivnost.

Nakon $to su prirodni brojevi zadani aksiomatski, postavlja se pitanje postoji li uopée struktura koja
zadovoljava zadane aksiome. Postoje duhoviti nac¢ini izgradnje prirodnih brojeva i nule samo iz praznog
skupa; najstandardnija konstrukcija je

0:=0, 1:={0}, 2:={0,1}, 3:={0,1,2}, ...,
tj.
s(n) :=40,1,...,n}.
Strogo formalno, taj model skupa N se izgraduje rekurzivno: naprije stavimo 1 € N; ako smo u N posljednje
stavili n, iduéi element kojeg stavljamo je s(n) definiran kao gore. Na taj nacin je automatski zadovoljeno

aksiomatsko svojstvo (P3), dok su svojstva (P1) i (P2) vrlo laka za provjeriti pozivajuéi se na osnovna

svojstva skupova.

Prirodni brojevi nisu dovoljni za rjeSavanje svih jednostavnih jednadzbi. Jednadzba
3 4+ x = 3 trazi broj 0, a jednadzba 3 + = = 1 trazi negativan broj. ProSirenje koje sadrzi
takva rjesenja jest skup cijelih brojeva

Z={.,-3,-2,-1,0,1,23,...}.

Preciznije, Z je skup koji se sastoji od elemenata N, njima pridodanih elemenata —N pisanih
“s minusom” i nule 0. Pisemo —(—n) za broj n te nekada —0 naprosto za 0. Na skupu Z
tek treba definirati zbrajanje, mnozenje i uredaj na temelju otprije poznatih operacija +, -
i relacije < na skupu N. Slijede rigorozne definicije.

(a—i—b ako su a,b € N,

a ako je b =0,

b ako je a =0,

—((—=a)+ (=b)) akosu —a,—beN,

a+b:=<0 ako jea = —0b1ili b = —a,

k akosuaeN, be =N, —b<a, -b+k=a, keN
iisnae —N, beN, —a<b, —a+k=0b keN,

—k akosuaeN, be —N, a< b, a+k=-b keN
illisuae -N, beN b< —a, b+k=—a, keN




1.1. Skupouvi i brojevi

a-b ako su a,b € N|
0 ako jea=01li b= 0,
a-b:=<(—a)-(-b) akosua,be —N,

-b) akosua€ —-N, beN,
)) akosua€eN, be —N

a<b << (FkeN)b=a+k
a<b <= (a<bilia=0)

Primijetite da su definicije zbrajanja i mnozenja cijelih brojeva zapravo komplicirane
(makar su logi¢ne) pa zato preskac¢emo mukotrpne detaljne provjere (po svim sluc¢ajevima)
svojstava +, -, <, poznatih jos iz skole. Posebno, zbrajanje i mnozenje na 7Z i dalje imaju
svojstva asocijativnosti i komutativnosti, a vrijedi i distributivnost mnozenja prema zbra-
janju. Nadalje, 0 zadovoljava

a+0=0+a=a

pa je neutralan element, a broj —a je suprotan broju a, tj.
a+ (—a)=(—a)+a=0.

Binarna operacija na skupu pravilo je koje svakim dvama elementima toga skupa, uz
uzimanje njihova redoslijeda u obzir, pridruzuje element istoga skupa. Zbrajanje i mnozenje
primjeri su binarnih operacija.

Definicija 1.1.9. Skup s binarnom operacijom + zovemo grupom ako je operacija asocija-
tivna, postogi neutralni element O te svaki element ima suprotni element. Ako je operacija
1 komutativna, govorimo o komutativnoj iz Abelovoj grupi.

Prema tome, (Z,+) je komutativna grupa. Za a,b € Z jednadzba a + z = b ima
jedinstveno rjesenje x = b — a: dodavanje broja —a objema stranama daje nuzno upravo to
rjeSenje, a uvrstavanje pokazuje da ono doista zadovoljava jednadzbu.

Mnozenje donosi novu poteskocu: jednadzba 2x = 1 nema cjelobrojno rjesenje. To nas
vodi do skupa razlomaka
m
{— :m € 7, nGN}.
n
Nazivnike uvijek mozemo uzeti pozitivnima. Ovdje razlomacku crtu shva¢amo naprosto kao
vizualno sugestivni razdjelnik dvaju cijelih brojeva; mogli bismo tako pisati i (m,n), ali nam
ta notacija niSta ne bi sugerirala. Na skupu razlomaka definiramo relaciju ~ definiranu:
m p
— ~ = &< mqg=pn.
n q
Tako je npr. 1/2 ~ 2/4. Relacija ~ na skupu razlomaka ima sljedeca svojstva, koja je lako
provjeriti. Za sve razlomke a, b, ¢ vrijedi
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e a~a (refleksivnost);
e a~bpovlati b~a (simetricnost);
e a~bib~ cpovlatia~c (tranzitivnost).

Svaku takvu binarnu relaciju na nekom skupu zovemo relacija ekvivalencije. Ako [a]
oznacava skup svih elemenata koji su u relaciji s a, tj. tzv. klasu ekvivalencije of a, tada je
skup racionalnih brojeva definiran kao skup svih klasa razlomaka obzirom na gore definiranu
relaciju ekvivalencije, tj.

Q::{[%} :m € Z, neN}.

Cijeli broj m poistovje¢ujemo s klasom [m/1]. Svaki racionalan broj ima jedinstven skraceni
zapis, tj. jedinstvenog predstavnika m/n s pozitivnim nazivnikom u kojem brojnik i naziv-
nik nemaju zajednicki pozitivni djelitelj ve¢i od 1. Ovdje koristimo elementarna svojstva
djeljivosti cijelih brojeva. Iz [m/n| = [p/q], tj. mq = pn i relativne prostosti m,n slijedi
n | ¢; ako su i p, g relativno prosti, analogno je ¢ | n, pa je n = ¢ i m = p. Za nulu je
skraceni zapis 0/1.

Zbrajanje i mnozenje racionalnih brojeva zadani su formulama

R IR b R R 7 ]

Valja provjeriti da rezultat ne ovisi o izboru razlomaka koji predstavljaju iste racionalne

brojeve. Ako je
[@} _ (e P
n n' q q]’

tj. mn’ = m/n i pq = p'q, onda je

(mq +pn)n'q" = (mn)qq’ + (pg')nn’ = (m'n)qq’ + (p'q)nn’ = (m'q’ + p'n)ng,

mpn'q = (mn')(pq') = (m'n)(p'q) = m'p'ng,

mq + pn B m/q/ +p/n/ . [mp] m/p/

{ nq } N { n'q } 1 [WJ] N {”’Q’} ’
tj. to su jednakosti potrebne za dobru definiranost obiju operacija. Ubudude ¢emo klasu [a]
obic¢no pisati naprosto pomoc¢u nekog njezinog predstavnika a; ne¢e doé¢i do zabune radi te
nepreciznosti. Mozemo zamisliti i da smo ekvivalentne razlomke naprosto “poistovjetili”.

Svaki nenulti racionalan broj ima reciprocan broj: za r = m/n # 0 to je ' = n/m,

pri éemu se negativan predznak nazivnika po potrebi prenese u brojnik. Vrijedi rr—! = 1.
Nula nema reciproc¢an broj jer je Or = 0 # 1 za svaki r. Zato (Q\ {0}, ) jest komutativna

grupa, ali (Q, -) nije grupa.

sto upravo znaci
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Definicija 1.1.10. Skup F' s operacijama + i - zovemo poljem ako je (F,+) komutativna
grupa s neutralnim elementom 0, (F'\ {0},-) komutativna grupa s neutralnim elementom
1 # 0, te mnoZenje zadovoljava distributivnost prema zbrajanju.

Pravila daju polje (Q, +, -). Asocijativnost, komutativnost i distributivnost provje-
ravaju se svodenjem razlomaka na zajednicki nazivnik i primjenom odgovarajucih svojstava
u Z.

U polju je jednadzba ax = b za a # 0 jednoznacno rjesiva i rjesenje je x = a~'b = b/a.
Za a = 0 jednadzba nema rjesenja ako je b # 0, a ako je b = 0, svaki = je rjeSenje.

Definicija 1.1.11. Relaciju < na skupu X zovemo parcijalnim uredajem ako za sve a,b,c €
X wvrijedi

e a Xa (refleksivnost);
e a<Xbib=apovladia=">b (antisimetricnost);
e a=bib=cpovlacia=<c (tranzitivnost).

Ako su svaka dva elementa usporediva, tj. a < bilib < a, govorimo o totalnom /i linearnom
uredaju.

Primjer 1.1.12. Inkluzija C je parcijalni uredaj na P(U). Refleksivnost i antisimetri¢nost
slijede iz definicija, a tranzitivnost iz ¢injenice da svaki element skupa A C B C C pripada
i skupu C.

Ako U sadrzi dva razli¢ita elementa w,v, skupovi {u} i {v} nisu usporedivi, pa ovaj
uredaj nije totalan. Pritom sama disjunktnost dvaju skupova ne znaci da su neusporedivi:
prazan skup disjunktan je sa svakim skupom, ali je i podskup svakoga skupa.

Na Q definiramo

[%}gm = mg<pn  (n,qeN).

Pozitivnost nazivnika ovdje je bitna. Definicija ne ovisi o predstavnicima: iz mn' = m/n i
pq¢ = p'q mnozenjem nejednakosti mqg < pn s n’q’ > 0 i kra¢enjem pozitivnog faktora ng
dobivamo m/q" < p/n’; vrijedi i obrat.

To je totalni uredaj. Naime, svaki konacan broj razlomaka mozemo zapisati s istim
pozitivnim nazivnikom, a zatim usporedivati njihove cijele brojnike. Tako se sva cetiri
svojstva uredaja svode na odgovarajuca svojstva u Z.

Uredaj je uskladen s racunskim operacijama:

a<b = a+c<b+eg,
cz

1.5
0 = ac < be. (15)

a < b,

11
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Za prvu tvrdnju ponovno uzmemo zajednicki pozitivni nazivnik. Za drugu, zapis ¢ = 1/s s
r > 0, s > 0 svodi tvrdnju na mnozenje nejednakosti cijelih brojeva nenegativnim brojem
r. Za c < 0 smjer nejednakosti pri mnozenju se obrce.

Polje s totalnim uredajem koji zadovoljava zovemo uredenim poljem. Dakle, Q je
uredeno polje.

Zadatak 1.1.3. Provjerite distributivnost na Q izravno pomocu . Dokazite da za
racionalne a < b i ¢ < 0 vrijedi ac > bc.

Objasnite zasto tvrdnja da je uredaj na N dobar ne znaci isto sto i tvrdnja da je totalan;
navedite neprazan podskup skupa Z koji nema najmanji element.

1.1.2. Brojevni pravac i realni brojevi

Na pravcu odaberimo ishodiste O, pozitivan smjer i jedinicnu duljinu. Ishodistu pri-
druzujemo broj 0, a uzastopnim nanoSenjem jedinicne duljine udesno, odnosno ulijevo,
prikazujemo pozitivne, odnosno negativne cijele brojeve.

jedini¢na duljina

>
O
-3 -2 -1 0 1 2 3

Za prikaz razlomka m/n s 0 < m < n jediniénu duzinu podijelimo na n jednakih dijelova
i uzmemo njih m. Takva je podjela moguc¢a Talesovom konstrukcijom: na pomocnom
polupravcu nanesemo 7 jednakih duzina, posljednju tocku spojimo s tockom 1, a kroz
ostale povucemo paralele toj spojnici. Slicnost trokuta daje trazene omjere.

Ostale pozitivne racionalne brojeve prikazujemo dodavanjem cijeloga dijela, a negativne
refleksijom s obzirom na ishodiste.

Ideja poistevjec¢ivanja brojeva s tockama pravca dolazi jo§s od starih grka, no oni su
isprva poznavali samo racionalne brojeve. Na prvi pogled, razlomci se ¢ine dovoljni da bi
popunili ¢itavi brojevni pravac.
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1.1. Skupouvi i brojevi

Propozicija 1.1.13. Izmedu svaka dva razlicita racionalna broja postoji racionalan broj.
Dokaz. Za p < q broj r = (p + q)/2 racionalan je i zadovoljava p < r < q. ]

Kazemo da je Q gust u sebi. To ipak ne znaci da racionalni brojevi popunjavaju cijeli
pravac. Pogledajmo dijagonalu kvadrata jedini¢ne stranice: prema Pitagorinu poucku nje-
zina duljina d zadovoljava d?> = 2. Sljedeéa tvrdnja pokazuje da ta duljina ne moze biti
racionalan broj.

Propozicija 1.1.14. Ne postoji racionalan broj r takav da je r* = 2.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Promjenom predznaka po potrebi mozemo uzeti r > 0 te
pisati 7 = m/n s relativno prostim prirodnim brojevima m,n. Iz r* = 2 slijedi m? = 2n?,
pa je m? paran.

Kvadrat neparnoga broja 2k + 1, gdje je k € Ny, neparan je jer

(2k +1)% = 2(2k? + 2k) + 1.

Zato je m paran, tj. m = 2l za neki [ € N. UvrStavanjem slijedi 41> = 2n?, odnosno
n? = 2[?, pa je i n paran.
Dakle, m i n imaju zajednicki djelitelj 2, protivno izboru skracenog zapisa. O

Ovo je bio dokaz kontradikcijom: iz pretpostavke suprotne tvrdnji koju dokazujemo,
zajedno s ve¢ poznatim Cinjenicama, izveli smo proturjecje. Time smo iskljucili tu pretpos-
tavku.

Skup realnih brojeva oznacavamo s R. To je uredeno polje koje sadrzi Q, a njegove
brojeve geometrijski prikazujemo tockama brojevnoga pravca. U ovom uvodnom odjeljku
realne brojeve i njihova osnovna racunska svojstva uzimamo kao poznate iz Skole ili pak
geometrijski evidentne s pravca. Kasnije nam vise nece biti prihvatljivo toliko se pozivati
na geometrijski zor i pozeljet ¢emo realne brojeve opisati aksiomatski.

Realne brojeve koji nisu racionalni zovemo iracionalnima; njihov je skup R\ Q. Pozitivni
realni broj ¢iji je kvadrat 2 oznacavamo sa /2. On je jedinstven: iz 0 < u < v slijedi

v —u? = (v —u)(v+u)>0.
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Njegovo postojanje zasad prihva¢amo, motivirani geometrijskom konstrukcijom; propozicija
dokazuje njegovu iracionalnost, a ne njegovo postojanje. O postojanju jos i ne
mozemo rigorozno pricati dok nismo naveli aksiome od R.

Slika brojevnoga pravca daje geometrijsku predodzbu, ali nije konstrukcija realnih bro-
jeva ni dokaz svih njihovih svojstava. Sustavno uvodenje realnih brojeva zahtijeva jos
svojstvo potpunosti, koje ¢emo obraditi zasebno. Iz njega se moze dokazati i postojanje v/2.

U sljede¢em pododjeljku izricito ¢emo navesti jos jedno svojstvo realnih brojeva koje
nam treba za aproksimaciju. Tako razlikujemo pretpostavke o R od njihovih posljedica
koje ovdje dokazujemo.

Vrijede prave inkluzije

NCcZcQcCR,
jer je npr.
1
—1€Z\N, ;€Q\Z V2 e R\ Q.

1.1.3. Decimalni zapis i aproksimacija

Definicija 1.1.15. KaZemo da broj ima konacan decimalni zapis ako je oblika

k
d=— kelZ € No.
10”7 ) n 0
Ekvivalentno, moZe se zapisati kao
ay  as an,
dm ot By B Y
R TR TR T/
pri cemu je ag € Ng i a; € {0,1,...,9} za 1 < j<n. Zan =0 suma decimalnih mjesta je

prazna, pa dobivamo cijeli broj.

Takav zapis obicno piSemo pomocu decimalne tocke, primjerice

1 2 5
125 =34 — 4+ — 4+ —
3125 =3+ 5+ 155+ 15

Uvjet ay € Ny dopusta i brojeve izmedu 0 i 1 te sam broj 0. Svaki broj s kona¢nim
decimalnim zapisom racionalan je, ali obrat ne vrijedi.

Propozicija 1.1.16. Neka je m/n skraéeni razlomak s m € Z in € N. Broj m/n ima
konacan decimalni zapis ako © samo ako je

n = 2°5° za neke o, 8 € Ny.

Dokaz. Ako je m/n = k/10", onda m10"™ = kn. Kako su m i n relativno prosti, n dijeli
10" = 2"5". Prema jedinstvenosti rastava prirodnoga broja na proste faktore, jedini moguéi
prosti faktori od n jesu 21 5. Za n =1 uzimamo a = 3 = 0.
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1.1. Skupouvi i brojevi

Obratno, neka je n = 2957 i stavimo r = max{«, }. Tada
m m 2r—anr—h
n 100
pa broj ima konacan decimalni zapis. O

Primjer 1.1.17. Brojevi 3/8 = 0.375 1 7/20 = 0.35 imaju konacan decimalni zapis, a broj
1/3 ga nema. Bitan je nazivnik nakon kracenja: primjerice, 3/6 = 1/2 = 0.5.

Za realan broj t njegova je apsolutna vrijednost definirana s

t, t=0,
t] ==

—t, t<O.

Izraz |x — d| mjeri udaljenost brojeva x i d na brojevnom pravcu.

Za priblizno racunanje vazno je sljedece pitanje: mozemo li svaki realan broj aproksi-
mirati brojem s kona¢nim decimalnim zapisom uz proizvoljno malu pogresku?

Trebat ¢e nam Arhimedovo svojstvo realnih brojeva:

(Ve eR)(IneN) z<n. (1.6)

To svojstvo u ovom uvodu prihva¢amo bez dokaza; kasnije se moze izvesti iz potpunosti od
R. Ono nije posljedica samo aksioma uredenog polja.

Geometrijski to svojstvo kaze da se dovoljno mnogim uzastopnim nanosenjima jedini¢ne
duzine moze prijeci bilo koja unaprijed zadana tocka pravca. I po tome vidimo da su stari
grci brojeve shvacali geometrijski. Opcenitije, za h > 01 x € R postoji n € N takav da je
nh > z: dovoljno je primijeniti na x/h.

Lema 1.1.18. Za svaki x € R postoji tocno jedan k € Z takav da je
kE<x<k+1.
Taj broj zovemo najveéim cijelom broja x i oznacavamo |z|.
Dokaz. Najprije neka je x > 0. Prema skup
{neN:z<n}

neprazan je, pa prema propoziciji [1.1.8| ima najmanji element n. Ako je n = 1, onda je
0 <z <1 Akojen > 1, minimalnost daje n — 1 < z < n. U oba slu¢aja mozemo uzeti
k=mn—1.

Za proizvoljan z € R odaberimo M € N takav da je M > —x. Tada je x + M > 0, pa
ve¢ dokazani slucaj daje cijeli j za koji je

j<x+M<j+1.
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Broj k = j — M ima trazeno svojstvo.
Ako bi ga imala dva cijela broja k < [, tada bi bilo

E+1<i<z<k+1,
Sto je proturjecje. Zato je k jedinstven. O

Primjerice, |2.7] = 2, ali |—2.7] = —3. Najvece cijelo negativnog broja opéenito ne
dobivamo brisanjem znamenaka iza decimalne tocke.

Teorem 1.1.19. Za svaki x € R i svaki n € Ny postoji broj d,, s konacnim decimalnim
zapisom takav da je
d, <z <d,+107". (1.7)

Posebno, za svaki e > 0 postoji takav broj d za koji je |x — d| < e.

Dokaz. Primijenimo lemu [1.1.18 na 10"z i stavimo
k
k, := 10"z, d, = —.
[10°2] 107

Iz k, < 10™x < k, + 1 dijeljenjem s 10™ > 0 dobivamo (|1.7)).
Za zadani € > 0 odaberimo n € N takav da je n > 1/e. Indukcijom lako provjeravamo
10" > n+1, paje 107" < €. Stoga vrijedi

0<z—d, <10 <e. O

Primijetimo da dokaz ne koristi limes niza niti beskona¢ne sume, koje uostalom jos nismo
ni obradili. On za svaku unaprijed zadanu to¢nost daje konacan broj koraka dovoljan za
postizanje te tocnosti.

o .- e ap+ 1

4 5
a0+ﬁ d2 ao—i—ﬁ

Slika prikazuje prve dvije podjele na deset dijelova za broj ¢ije su prve dvije decimalne
znamenke 4 i 6. Svaki put zadrzavamo dio koji sadrzi z; lijevi kraj je ukljucen, a desni nije.

Za x > 0 aproksimacije iz dokaza doista nastaju dodavanjem decimalnih znamenaka.
Stavimo ag = kg 1

ay, = ky, — 10k, _1 (n € N).

Iz
kpoy < 10" 2 < kg + 1
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1.1. Skupouvi i brojevi

slijedi
10k,_1 < 10"z < 10k,,_1 + 10,
pa je
10k, < k, < 10k,_1 + 9.
Dakle, a,, € {0,1,...,9}, a uzastopnim uvrstavanjem dobivamo
3] Qp,
d, = — 4 —. 1.

Tako svakom nenegativnom realnom broju pridruzujemo beskonacan decimalni zapis
Qp.aijasas . . ..

Za negativan x najprije zapisujemo —z > 0, a zatim stavljamo minus ispred cijeloga
zapisa. Za takav zapis odsijecanjem znamenaka dobivamo aproksimaciju “prema nuli”, koja
se moze razlikovati od donje aproksimacije d,, iz teorema.

Smisao beskonacnoga decimalnog zapisa treba precizirati. Kazemo da znamenke ag, a1,
as, . .. predstavljaju nenegativan broj x ako njihove konacne vrijednosti (|1.8|) zadovoljavaju

0<z—d, <107 (neN). (1.9)

Ako iste znamenke predstavljaju z i y, oba broja leze izmedu d,, i d, + 107", pa je |z —y| <
107" za svaki n. Kad bi bilo x # y, mogli bismo odabrati n s 107" < |z — y|, §to je
proturjecje. Zato jedan zapis predstavlja najvise jedan broj.

Obratno, jedan broj moze imati dva zapisa. Na primjer,

1.000...=0.999...,

jer je konacna vrijednost zapisa s n devetki jednaka 1 — 107". Prema tome, obje strane
predstavljaju broj 1 u smislu . Algoritam s najveéim cijelom za broj 1 odabire prvi
zapis.

Za tvrdnju da svaki proizvolyno zadani beskonacan niz decimalnih znamenaka predstav-
lja realan broj potrebno je svojstvo potpunosti R kojeg ¢emo kasnije obraditi; tu tvrdnju
nismo koristili u dokazu aproksimacije.

Korolar 1.1.20. Izmedu svaka dva realna broja a < b nalazi se racionalan broj.

Dokaz. Odaberimo n tako da je 107" < b — a te stavimo
k=110"a] + 1, qg=—.

Tada je
a<qg<a+107" <b,

aqeQ. n
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Kazemo da je Q gust u R. Ova je tvrdnja jaca od prethodno dokazane gustoc¢e Q u sebi,
jer krajevi a,b sada mogu biti i iracionalni. Dokaz zapravo pokazuje da su ve¢ brojevi s
kona¢nim decimalnim zapisom gusti u R.

Zadatak 1.1.4. Za n € Nj definirajmo

1
r, = 107" LlO"Q: + §J .

Dokazite da je

1
< =107
o= ral <

Usporedite 79 i dy iz teorema [1.1.19(za x = 2.718 i za x = —2.718. Opisite razliku izmedu
ovakvog zaokruzivanja i aproksimacije odozdo. (Zapravo se kod pravog zaokruzivanja stan-
dardno koristi “najmanje cijelo” u gornjoj formuli.)

Zadatak 1.1.5. Dokazite da izmedu svaka dva realna broja postoji i iracionalan broj.
Uputa: Za a < b primijenite korolar [1.1.20|na a — /2 i b— /2 te dobivenom racionalnom
broju pribrojite v/2.

1.1.4. Kartezijev produkt i koordinatna ravnina

U skupu redoslijed elemenata nije bitan. Kada redoslijed zelimo sacuvati, koristimo ureden:
par (a,b), ¢ija je prva komponenta a, a druga b. Njegovo osnovno svojstvo jest

(a,b) = (¢,d) <= a=cib=d.

Posebno, (a,b) = (b,a) vrijedi ako i samo ako je a = b. Zato uredeni par ne smijemo pois-
tovjetiti s dvoclanim skupom {a, b}, niti zahtijevati da njegove komponente budu razlicite.
(Veé su nam razlomci m/n bili “egzoti¢no” pisani uredeni parovi (m,n), premda o njima
obi¢no ne razmisljamo tako.)

Sasvim usput napomenimo da su matematicari razmisljali kako izgraditi uredeni par
samo koristec¢i skupovne operacije. Kuratowski je predlozio definiciju

(a,b) := {{a}, {a, b}}

Ipak, primijetimo da je ona krajnje neprakti¢na za daljnju izgradnju brojevnih struktura.
Uredeni par mozemo tako definirati, ali nikada o njemu ne razmisljamo na taj nacin!

Definicija 1.1.21. Kartezijev produkt skupova A i B jest skup
Ax B:={(a,b) : a€ A, be B}.
Posebno, pisemo A% .= A x A.
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1.1. Skupouvi i brojevi

Primjer 1.1.22. Ako je A= {1,2} i B = {u,v,w}, tada je
A X B - {(17 u)7 (17 U)’ (17 w)’ (2,“)7 (27 U)? (27 w)}

Za A x B prvu komponentu biramo iz A, a drugu iz B; u skupu B x A uloge su obrnute.
Ako je barem jedan od skupova prazan, njihov je Kartezijev produkt prazan.

U ravnini odaberimo dva medusobno okomita brojevna pravca s istim ishodistem O i
jednakom jedinicnom duljinom. Nazivamo ih koordinatnim osima: vodoravna je x-os ili os
apscisa, a okomita y-os ili os ordinata.

Svakoj tocki 7' pridruzujemo uredeni par (xg,%) tako da kroz T povucemo paralele
koordinatnim osima. Broj xg o¢itavamo na x-osi, a gy na y-osi. Obratno, svaki uredeni par
realnih brojeva odreduje jedinstvenu tocku kao sjeciste pravca paralelnog y-osi kroz (xg, 0)
i pravca paralelnog x-osi kroz (0, yo).

Y
T = (0, 0)
Yo (- .
i\ AxB i 3
IS B L
SR S
4 I T S

Ravninu s odabranim koordinatnim sustavom tako poistovjetujemo sa skupom
R*=RxR={(z,9) : € R, y € R}.
Na slici je osim tocke T prikazan i produkt A x B, gdje je
A={zxeR:1<2<3}, B={yeR: -1<y<2}

To je pravokutnik zajedno sa svojim rubom. Ovaj ¢e nam prikaz uskoro omoguditi da
funkciju realne varijable predo¢imo njezinim grafom.

Zadatak 1.1.6. Za skupove A, B, C' dokazite
Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(),
Ax (BNC)=(AxB)Nn(AxC).

Nacrtajte skupove {0,1} x R, R x {0,1} 1 {0,1} x {0,1}. Kada je A x B = (}?

Koordinatizaciju ravnine zasad opet treba prihvatiti prvenstveno na temelju geometrij-
skog zora.
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

1.2. Funkcije

Mnoge pojave opisujemo tako da jednoj velic¢ini pridruzujemo drugu: vremenu polozaj
tijela, duljini stranice povrsinu kvadrata, a broju njegovu apsolutnu vrijednost. Zajednicka
je znacajka takvih pridruzivanja da svakom dopustenom argumentu pripada to¢no jedna
vrijednost. Tu ¢emo ideju sada precizirati, a potom prouciti osnovne primjere funkcija.

Definicija 1.2.1. Neka su D i K skupovi. Funkcija f: D — K odredena je skupom
D, skupom K i pravilom koje svakom elementu x € D pridruzuje tocno jedan element
f(x) € K. Skup D zovemo domenom ili podruéjem definicije, a skup K kodomenom
funkcije f. Element x zovemo argumentom, a f(x) vrijednoséu funkcije u x, odnosno
slikom elementa x.

Slika funkcije jest skup

Rs=f(D):={f(z) : 2 € D} C K,
a njezin graf jest skup
I'p:={(z, f(z)) 2 € D} C D x K.

Pravilo pridruzivanja ne mora biti zadano formulom. Mozemo ga opisati rije¢ima, ta-
blicom ili dijagramom. Vazno je da svakom argumentu pripada tocno jedna vrijednost.

f(D)={u,v} C K

Funkciju mozemo zadati domenom D, kodomenom K i grafom I' C D x K koji zado-
voljava
(Vzxe D)dye K) (x,y) €l

U teoriji skupova se funkcija rigorozno definira (takoder kao skup) upravo tako da se pois-
tovje¢uje sa svojim grafom, ali to ovdje neé¢emo raditi.

Kodomena i slika funkcije nisu isti pojam. Na prikazanom dijagramu w pripada kodo-
meni, ali nije vrijednost funkcije. Sli¢no, funkcija f: R — R, f(z) = 22, ima kodomenu
R, a slika joj je skup nenegativnih realnih brojeva. Postojanje kvadratnoga korijena, koje
nam ovdje daje svaki nenegativan broj kao kvadrat, podrobnije ¢emo razmotriti u mnogo
kasnijem pododjeljku o korijenima.
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1.2. Funkcije

Domena i kodomena dio su podataka kojima je funkcija zadana. Zapamtimo da su
funkcije f: D — Kig: D' — K' jednake ako i samo ako su im jednake domene (tj. D = D'),
kodomene (tj. K = K') i pravila pridruzivanja. Promijenimo li samo kodomenu, graf moze
ostati isti, ali prema toj konvenciji dobivamo drugu funkciju.

U definiciji nismo zahtijevali da skupovi budu neprazni. Za svaki skup K postoji tocno
jedna funkcija ) — K: njezin je graf prazan skup. Funkcija iz nepraznoga skupa u ) ne
postoji, jer nijednom argumentu ne bismo mogli pridruziti vrijednost. U primjerima realnih
funkcija uglavnom ¢emo promatrati neprazne domene.

Definicija 1.2.2. Neka je f: D — K i D' C D. Restrikcija ili suzenje funkcije f na D’
jest funkcija
flor: D' — K, flpr(x) = f(z) (v e D).

Kazemo i da je f proSirenje funkcije f|pr.

Restrikcija zadrzava kodomenu. Ako uz suzenje domene zelimo promijeniti i kodomenu,
to ¢emo izricito navesti. Primjerice, za f: {1,2,3} — {1,4,9}, f(x) = 22, restrikcija na
{1,2} i dalje ima kodomenu {1,4, 9}, premda joj je slika {1,4}.

1.2.1. Realne funkcije i njihova svojstva

Funkciju ¢ija je domena podskup od R, a vrijednosti realni brojevi, zovemo realnom funk-
cijom realne varijable. Najcesée ¢emo pisati f: D — R, gdje je D C R.
Za realne brojeve a < b koristit ¢emo oznake

(a,b) :={zx €R : a <z < b}, [a,b] :={z €R :a<
[a,b) . ={z €R : a <z <b}, (a,b] ={z €eR :a<

To su redom otvoreni, zatvoreni i dva poluotvorena intervala. Zatvoreni interval [a, b
zovemo i segmentom. Nadalje,

(a,+o00) :={z €R : z > a}, (—o0,b] :={z e R : z < b},

a analogno definiramo ostale neogranicene intervale (geometrijski gledano polupravce). Sim-
boli —o0 i +00 ovdje nisu realni brojevi niti ukljuceni krajevi. Opcenito, skup I C R zovemo
intervalom ako sa svaka svoja dva elementa sadrzi i sve realne brojeve izmedu njih. Po toj
definiciji intervali su i R, jednoclani skupovi i 0.

Ako je funkcija f zadana realnim algebarskim izrazom, a domena nije posebno navedena,
njezinom prirodnom domenom ili prirodnim podrucjem definicije Dy zovemo najveci skup
realnih argumenata za koje taj izraz ima smisla kao realan broj. Primjerice, izraz

fl) = —-

2 —1

definiran je upravo za x # —1,1 pa je prirodna domena Dy = R\ {—1,1}. Isti se izraz
moze upotrebljavati i na manjoj, unaprijed zadanoj domeni.
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Graf realne funkcije nalazi se u ravnini. Za svaki ¢ € D vertikalni pravac x = ¢ sijece
graf u tocno jednoj tocki, i to u (¢, f(c)); za ¢ ¢ D nema sjecista. To je test okomitih
pravaca. Uvjet “najvise jedno sjeciste” dovoljan je kada domenu tek odredujemo kao skup
prvih koordinata tocaka zadanoga grafa. Na grafu vidimo domenu i sliku funkcije, ali iz
njega ne mozemo odrediti je li za kodomenu odabran i neki veéi skup.

) )

r =2cC

dh

graf funkcije nije graf funkcije x — vy
tocno jedno sjeciste dva sjecista za isti ¢

Definicija 1.2.3. Neka je D C R. Za funkciju f: D — R kaZemo da je
(a) rastuéa ako x1 < xg9 povlaci f(x1) < f(xg);
(b) strogo rastuca ako x; < xo povlaci f(x1) < f(xq);
(¢) padajuca ako x1 < 9 poviaci f(xy) = f(xa);
(d) strogo padajuca ako x1 < x5 povlaci f(x1) > f(x2),

pri cemu se svaki uvjet zahtijeva za sve x1,xo € D. Rastuce i padajuce funkcije zajednicki
zovemo monotonima, a strogo rastuce i strogo padajuce strogo monotonima.

Za rastucu funkciju upotrebljava se i naziv neopadajuca, a za padajucu naziv nerastuca.
Pridjev “strogo” zato ne smijemo izostavljati kada je bitan: konstantna funkcija istodobno
je rastuca i padajuca, ali na domeni s barem dva elementa nije strogo monotona.

Primjer 1.2.4. Funkcija f(x) = z? strogo raste na [0,+o00) jer za 0 < u < v vrijedi
v —u? = (v—u)(v+u) > 0. Na (—o0, 0] strogo pada, a na cijeloj domeni R nije monotona.

Ni monotonost na svakom od dijelova domene ne mora dati monotonost na njihovoj
uniji. Funkcija g(x) = 1/x strogo pada na svakom od intervala (—oo, 0) i (0, +00), jer je za

u < v istoga predznaka

1 1 v —u
- — - = > 0.
u v UY

Ipak, ona nije padaju¢a na R\ {0}: imamo —1 < 1, ali g(—1) < g(1).

Definicija 1.2.5. Neka je D C R simetrican s obzirom na 0, tj. x € D povla¢i —x € D.
Funkcija f: D — R je parna ako je f(—z) = f(z) za svaki x € D, a neparna ako je
f(=z) = —f(x) za svaki x € D.
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1.2. Funkcije

Graf parne funkcije simetrican je s obzirom na y-os, a graf neparne funkcije centralno
simetri¢an s obzirom na ishodiste. Primjerice, x ++ 22 je parna, a x + 2% neparna funkcija.
Ako je f neparna i 0 € D, tada je f(0) = —f(0), pa je f(0) = 0. Uvjet simetri¢nosti
domene potreban je da bi izrazi f(z) i f(—z) uopée bili istodobno definirani.

Definicija 1.2.6. Funkcija f: D — R je omedena ako postoji M > 0 takav da je |f(x)| <
M za svakix € D. KaZemo da f u tocki xg € D postize minimum na D ako je f(xo) < f(x)
za svaki x € D; za maksimum trazimo f(x¢) > f(x) za svaki x € D.

Zadatak 1.2.1. Pokazite da je funkcija na simetri¢cnoj domeni istodobno parna i neparna
ako i samo ako je svuda jednaka nuli. Za proizvoljnu funkciju f na takvoj domeni provjerite

da su
PRI (L (R (O B (C)

redom parna i neparna funkcija te da je f = f, + fa.

Zadatak 1.2.2. Moze li se svaka funkcija f: R — R prikazati kao zbroj rastuce i padajuce
funkcije? Obrazlozite.

Zadatak 1.2.3.* Moze li se svaka funkcija f: Z — Z prikazati kao zbroj dviju injekcija?
Moze 1i se svaka funkcija f: R — R prikazati kao zbroj dviju injekcija? Obrazlozite.
Napomena: za rjeSenje ovog zadatka potrebno je znanje naprednije teorije skupova.

1.2.2. Kompozicija i inverzna funkcija

Definicija 1.2.7. Neka su f: D — K ig: D' — K' funkcije za koje je Ry C D'. Kompo-
zicija funkcija f 1 g jest funkcija

gof:D—=K',  (gof)(x):=g(f(x)).

U izrazu g o f najprije primjenjujemo f, a zatim g. Ako uvjet Ry C D’ nije ispunjen,
formula g(f(x)) jos uvijek moze zadati funkciju na manjoj domeni

{reD: f(x) e D'}
Tada zapravo komponiramo g s restrikcijom funkcije f na gornji skup.

Propozicija 1.2.8. Neka su f: A - B, g: B — C i h: C — D. Tada je kompozicija
asocijativna:

ho(gof)=(hog)of.
Ako jeids: A — A identiteta, ida(z) = x, tada za svaku f: A — B vrijedi

fOidA:f, ldBOf:f
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Dokaz. Obje kompozicije u prvoj jednakosti imaju domenu A i kodomenu D. Za svaki
x € A vrijedi

(ho(goe f))(x)=h(g(f(x))) = ((hog)e f)(x),

pa su funkcije jednake. Preostale tvrdnje slijede iz f(ida(z)) = f(z) iidp(f(x)) = f(x). O

Primjer 1.2.9. Kompozicija opéenito nije komutativna. Za f,g: R > R, f(z) =2z 4+ 11
g(z) = 2%, imamo

(gof)(@)=Qz+1)"  (fog)(z)=22"+1.

Primjerice, u x = 1 vrijednosti su redom 9 i 3. Ponekad je definirana samo jedna od dviju
kompozicija, pa bez provjere domena nije smisleno ni pitati jesu li jednake.

Za realne funkcije f, g na zajednickoj domeni D definiramo i zbroj, razliku i produkt po
tockama:

(f+9)(x) = f(x) +g(x), (f—g)x)=f(z)—9g(x), (f9)(z)= f(x)g9(z).

Kvocijent f/g definiran je samo na {x € D : g(x) # 0}. Ako se polazne domene razlikuju,
za ove operacije najprije uzmemo njihov presjek.

Definicija 1.2.10. Funkcija f: D — K je

(a) injekcija ako za sve x1,x9 € D wrijedi x1 # vo —> f(x1) # f(x2), tj., ekvivalentno,
f(x1) = f(z2) = 71 = 295

(b) surjekcija ako je Ry = K, tj. (Vy € K)(3z € D) f(z) =y;
(c) bijekcija ako je istodobno injekcija i surjekcija.

Dakle, [ je bijekcija ako 1 samo ako za svaki y € K postoji tocno jedan x € D takav da je
fl@) =y

Na grafu realne funkcije injektivnost znaci da svaki vodoravni pravac sijece graf u najvise
jednoj tocki. Surjektivnost na zadanu kodomenu K C R znaci da za svaki y € K postoji
barem jedno sjeciSte s pravcem te visine. Promjenom kodomene u Ry uvijek dobivamo
surjekciju, ali time ne mijenjamo injektivnost.
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1.2. Funkcije

fol=L1 = [-L1], f(z)==
Y
K =[-1,1]
1
----------- y=1
= x
—1 1
—1

Injekcija i surjekcija
Svaki pravac y = b, b € K,
ima to¢no jedno sjeciSte.

h:[-1,1] = [-2,2], h(z)==x
K=1[-22Y
2
------------- y=3
1
----------- y=1
= x
-1 1
-1
—2

Injekcija, nije surjekcija
Svaki vodoravni pravac ima najvise jedno
sjeciste; za y = % € K nema sjecisSta.

g: [-1,1] = [0,1], g(z) = 2?
Y
K=1[0,1]
1
----------- y=1
t X

-1 1

-1

Surjekcija, nije injekcija
Svaka visina iz K je dosegnuta;

pravac y = i ima dva sjecista.

k:[-1,1] = [-1,1], k(x) = 2?
Yy
K=[-1,1]
1
----------- y=1
t } T
-1 1
----------------- y=—3
—1

Nije injekcija ni surjekcija
Zay = i postoje dva sjecista,
azay=—1 € K nema sjecita.

Definicija 1.2.11. Za funkciju f: D — K kaZemo da ima inverznu funkciju ako postoji

g: K — D takva da je
gof:idD7

Takvu funkciju oznacavamo s f~1.

Teorem 1.2.12. Funkcija tma inverznu funkciju ako i samo ako je bijekcija.

funkcija, kada postoji, jedinstvena je.
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Dokaz. Neka f: D — K ima inverz g. Iz f(x1) = f(x2) primjenom g dobivamo x; = x,
pa je f injekcija. Za svaki y € K element 2 = g(y) zadovoljava f(z) = y, pa je f surjekcija.
Obratno, ako je f bijekcija, svakom y € K pridruzimo jedinstveni z € D za koji je
f(z) = y i oznacimo ga s g(y). Time je zadana funkcija g: K — D. Za x € D jedinstveni
original od f(x) jest upravo z, pa je g(f(x)) = z; iz definicije imamo i f(g(y)) = y za svaki
y € K. Zato je g inverz od f.
Ako su g1, g2 dva inverza, tada za svaki y € K vrijedi

a(y) = a(f(92(y)) = g2(v),
pa je g1 = ga. O

Propozicija 1.2.13. Strogo monotona funkcija f: D — R, gdje je D C R, injektivna
je. Ako za kodomenu uzmemo Ry, njezin inverz f~': Ry — D takoder je strogo monoton
(jednako rastuéi ili padajuci kao f).

Dokaz. Za x1 # x5 jedan je argument strogo manji od drugoga, pa stroga monotonost daje
razli¢ite funkcijske vrijednosti. To dokazuje injektivnost, a surjektivnost na f(D) vrijedi
po definiciji slike.

Neka je f strogo rastuca, y1 < yo u f(D) i z; = f~'(y;). Kad bi bilo x; > x5, imali
bismo y; = f(z1) = f(x2) = yo, Sto je proturjecje. Zato je 1 < z5. Ako je f strogo
padajuca, pretpostavka x; < w9 na isti nacin daje y; = yo, pa mora biti x1 > x,. O

Stroga monotonost jaméi inverz na slici funkcije; ne dokazuje da je slika jednaka nekoj
unaprijed zZeljenoj kodomeni.
Graf inverza dobiva se zamjenom koordinata:

-1 ={(f(x),z) : € D}.

Geometrijski, to je zrcaljenje grafa I'y s obzirom na pravac y = x, koji raspolavlja prvi i
tre¢i kvadrant.
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1.2. Funkcije

Zadatak 1.2.4. Pokazite da je inverz bijekcije takoder bijekcija te da vrijedi (f~1)~1 = f.
Za bijekcije f: A — Big: B — C dokazite

(gof)y'=flog™".
Navedite primjer injektivne funkcije R — R koja nije strogo monotona. Uputa za posljednyji
dio: zamijenite vrijednosti identitete u dvjema razli¢itim tockama, a u ostalim tockama
zadrzite f(x) = x.
1.2.3. Afine funkcije i pravci
Definicija 1.2.14. Funkciju f: R — R zadanu formulom

flz) =kx+1, k,l e R,
zovemo afinom funkcijom. Broj k njezin je Koeficijent smjera, a [ slobodni ¢lan.

U srednjoskolskoj se nastavi ove funkcije ¢esto nazivaju linearnima. U linearnoj algebri
naziv linearna funkcija rezerviran je za slucaj [ = 0. Graf afine funkcije je pravac koji sijece
y-os u tocki (0,1); broj [ je ordinata te tocke. Za x; < x5 imamo

f(z2) = f(21) = k(22 — 31).

Zato je funkcija strogo rastuca za k > 0, strogo padajuca za k < 0, a konstantna za k = 0.
Za k # 0 ona je bijekcija R — R s inverzom f~(y) = (y — 1) /k.

Zadatak 1.2.5. Neka su f(z) = kz+11i g(z) = mx+n, gdje je km # 0. Provjerite formulu
(fog)(x)=kma+kn+I.

Dokazite da sve afine funkcije s nenultim koeficijentom smjera ¢ine grupu za kompoziciju,
s neutralnim elementom x +— x. Grupa nije komutativna: usporedite kompozicije funkcija
x — 2xr iz — x4+ 1 u oba redoslijeda. Dokazite da funkcije x — kz, k # 0, ¢ine
komutativnu podgrupu, tj. podskup zatvoren na kompoziciju i uzimanje inverza koji sadrzi
neutralni element i na kojem je kompozicija komutativna.

Pravac koeficijenta smjera k koji prolazi tockom (zg,y) ima jednadzbu
Y — Yo = k(z — ).

Ako su zadane dvije razlicite tocke (zg,vo) 1 (21, %1) S T # 21, uvrstavanje druge tocke daje

k:yl_yO Y1 — Yo
Ty — xo T — X

Ako je xy = x1, pravac kroz te dvije tocke ima jednadzbu x = zy. Takav vertikalni pravac
nije graf realne funkcije realne varijable: jednoj apscisi pripada vise ordinata.
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Ako pravac sijece koordinatne osi u tockama (m,0) i (0,n), gdje su m,n # 0, njegova
je jednadzba

S AT
m n

To je segmentni oblik jednadzbe pravca. Uvjeti m,n # 0 nuzni su za ovaj zapis; njime ne
mozemo opisati pravac kroz ishodiste ni pravac paralelan nekoj osi.

1.2.4. Apsolutna vrijednost, udaljenost i pogreske
Prisjetimo se definicije apsolutne vrijednosti:

2] = {x, x =0,

-z, x <0.
Iz nje odmah slijedi |z| > 0, |2| =0 <= =0, | —z|=|z|i —|z| <z < |z|. Zar >0
vrijedi
lz| <r <= —r<ae<r,

a za r > 0 analogno je |z| <r <= —r <z < r. Udaljenost realnih brojeva = i y mjerimo
brojem |z — y|. Tako jezar >0

lz—a|<r <= a—r<z<a+r.

y= || v —a| <7

r r

0 a—r a a+r
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1.2. Funkcije

Teorem 1.2.15. Za sve a,b € R vrijedi

a4+ b] < [af + [b], (1.10)
|ab| = |al |b], (1.11)
lla] = |b]| < |a—b]. (1.12)

Prvu nejednakost zovemo nejednakoséu trokuta, a trecu obrnutom nejednakoséu trokuta.
Dokaz. Zbrajanjem —|a| < a < |a] 1 —|b] < b < |b| dobivamo
—(lal +1b]) < a+b < fa] + 0],

Sto je ekvivalentno nejednakosti .

Prema definiciji je [¢]*> = ¢* za svaki realan t. Zato nenegativni brojevi u = |ab| i
v = |a||b| imaju jednake kvadrate. 1z (u — v)(u + v) = 0 slijedi v = v: ako je u +v = 0,
oba su broja nula, a inace mozemo kratiti u 4+ v. Time smo dokazali ((1.11]).

Konaé¢no, po nejednakosti trokuta imamo

la] = |(a —b) + b < [a— 0] +[b],
odnosno |a| — |b] < |a — b|. Zamjena uloga a i b daje |b| — |a| < |b—a| = |a — b, pa je
—la—bl <lal = [b] < |a—b].
To je upravo ([1.12)). m
Naziv nejednakosti trokuta mozemo objasniti udaljenostima: za z,y, z € R vrijedi
[z — 2| <z —yl+ |y — =2l
Put od = do z preko y ne moze biti kra¢i od njihove izravne udaljenosti.

Zadatak 1.2.6. Indukcijom dokazite da za aq,...,a, € R vrijedi

n
P
j=1

Dokazite i da je |a/b| = |a|/|b] za b # 0. Kada u (|1.10]) vrijedi jednakost?

n

<Y lagl.

Jj=1

Definicija 1.2.16. Ako broj a € R zamjenjujemo aproksimacijom a' € R, broj |a — d|
zovemo apsolutnom pogreskom. Za a # 0 broj

o — d|

lal

zovemo relativnom pogreskom.
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Relativna pogreska usporeduje pogresku s veli¢cinom tocne vrijednosti. Na primjer, za-
mjena 100 brojem 100.1 ima apsolutnu pogresku 0.1, a relativnu 0.001. Za to¢nu vrijednost
a = 0 relativna pogreska po ovoj definiciji nije definirana. Kada a nije poznat, u praksi se
koriste procjene pogreske; to ne mijenja njezinu definiciju.

Propozicija 1.2.17. Neka su o', b aproksimacije realnih brojeva a,b i neka je
|CL—CLI| <€1, |b—b,| €9, €1,&2 20
Tada vrijedi

[(a+0b) — (a' + V)| <ep+e,
(@ —0) = (a' = V)| < &1+ &2,
lab — a'V'| < |d'|eq + |V]e1 + €122

Dokaz. Oznacimo e; = a —a’ i eg = b — V. Za zbroj i razliku tvrdnja slijedi iz |e; £ es| <
le1] + |ea|. Za produkt koristimo identitet

ab—a't = (a' +e)(b +ey) —ad' =des+ Ve + erey
te teorem [1L2.19]
|ab — a'b’| < |CL/| |€2| + |b,| |61| + |61| |62| < |(l,|82 + |b/|€1 + £1&9. ]

Ovo su gornje ograde pogresaka, a ne tvrdnje o njihovim to¢nim veli¢inama. Pogreske
se mogu i ponistiti: zaa =b=1,a = 1.011b = 0.99 zbroj aproksimacija jednak je tocnom
zbroju. Veliki faktori mogu povecati utjecaj apsolutnih pogresaka na produkt, ali iz toga
ne slijedi da se pogreska nuzno povecava pri svakoj racunskoj operaciji. U ovim procjenama
same operacije s a’, b’ izvodimo toéno; njihovo dodatno zaokruzivanje donosi nove pogreske.

1.2.5. Kvadratne, polinomne i racionalne funkcije

Definicija 1.2.18. Funkciju f: R — R oblika
f(z) = ax® + bz + c, a,bce R, a#0,
zovemo kvadratnom funkcijom.

Nadopunjavanjem do potpunoga kvadrata dobivamo

flz) = (a: + 2ba) - 4%, D = b* — 4ac. (1.13)

Broj D zovemo diskriminantom. Graf je parabola, simetricna s obzirom na pravac x =

—b/(2a), s tjemenom
;o (- DY
2a° 4a
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Za a > 0 funkcija ima najmanju vrijednost —D/(4a), a za a < 0 najveéu; u oba slucaja
ona se postize jedino za x = —b/(2a). To slijedi izravno iz (x + b/(2a))? > 0, uz jednakost
samo kada je izraz u zagradi jednak nuli.

Yy

y=(@@-1)7-1

2
T=(1,-1)

Iz slijedi da je f(z) = 0 ekvivalentno s (2ax + 0)?> = D. Ako je D < 0, nema
realnih nultocaka. Ako je D = 0, jedina je nultocka —b/(2a), a ako je D > 0, postoje dvije
razlicite realne nultocke

~b++D

2a

Ovdje koristimo skolski poznato postojanje kvadratnog korijena: za svaki D > 0 postoji
jedinstven broj v/D > 0 ¢ji je kvadrat jednak D. Formula za nultocke posljedica je toga
svojstva, a ne njegov dokaz.

T12 =

Definicija 1.2.19. Polinom s realnim koeficijentima izraz je
P(x)=ay+ a1z + -+ a,z”, ag, . ..,a, € R.

Pridruzenu funkciju P: R — R zovemo polinomnom funkcijom. Ako je a, # 0, onda je
n € Ny stupanj polinoma i pisemo deg P = n. Ako su svi koeficijenti nula, dobivamo
nulpolinom. U ovoj skripti nulpolinomu ne dodjeljujemo stupanj.

Prema tome, nenulte konstante imaju stupanj 0. Pri racunanju s polinomima zbrajamo
koeficijente jednakih potencija, a mnozimo distributivno. Za nenulte polinome P, () vrijedi

deg(PQ) = deg P + deg Q, (1.14)
jer je vodeci koeficijent produkta jednak produktu njihovih nenultih vodeéih koeficijenata.

Teorem 1.2.20 (Dijeljenje polinoma). Za polinome P,Q, gdje @ nije nulpolinom, postoje
jedinstvent polinomi S, R takvi da je

P=QS+R, R =0ili deg R < deg (.

Polinom S zovemo kvocijentom, a R ostatkom.
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Dokaz. Ako je P =0ili deg P < deg D, uzimamo S = 01 R = P. Inace neka sun = deg P,
m = deg @), a a,, b, njihovi vodedi koeficijenti. Oduzimanjem
Q:nme

Qp

Plzp—bm

ponistavamo ¢lan stupnja n. Zato je P, = 0 ili deg P, < n. Ako P; joS nema stupanj manji
od m, ponovimo isti postupak. Stupanj se u svakom koraku strogo smanjuje, pa nakon
kona¢no mnogo koraka dobivamo ostatak R trazenoga oblika. Zbroj svih pritom izdvojenih
monoma €ini S, a zbrajanje oduzetih jednakosti daje P = QS + R.

Ako jei P = QS + R uz isti uvjet na ostatak, onda je

Q(S—S)=R—R.

Kad bi S — S bio nenulti polinom, lijeva bi strana prema (1.14)) imala stupanj barem
deg @, dok je desna nula ili ima manji stupanj. To je nemoguce. Dakle, S =S, a zatim i
R=R. O

Korolar 1.2.21. Za realan broj o wvrijedi P(a) = 0 ako i samo ako postoji polinom S
takav da je P(x) = (z — a)S(x). Nenulti polinom stupnja n ima nagvise n razlicitih realnih
nultocaka.

Dokaz. Pri dijeljenju s * — « ostatak je konstanta r. Uvrstavanjem z = a u P(z) =
(x — a)S(z) + r dobivamo r = P(«), $to dokazuje prvu tvrdnju.

Drugu tvrdnju dokazujemo indukcijom po n. Nenulta konstanta nema nultocaka. Ako
polinom stupnja n > 1 nema nultocaka, tvrdnja je oc¢ita. Inace odaberimo nultocku « i
napisimo P = (z — «)S. Tada je deg S = n — 1, a svaka nultocka 5 # a od P ujedno je
nultocka od S, jer je 0 = (8 — «)S(B). Po pretpostavci indukeije takvih je brojeva najvise
n — 1, pa ih zajedno s a ima najvise n. O]

Posebno, polinomna funkcija jednoznacno odreduje svoje koeficijente: razlika dvaju
razlic¢itih polinoma ne moze biti nula za svaki realan x. Od sada stoga bez opasnosti od
zabune koristimo naziv polinom i za pripadnu funkciju. Uoc¢imo da gornja ograda broja
nultocaka ne jaméi njihovo postojanje: polinom z? + 1 nema realnih nultocaka.

Dublji rezultat iz algebre kaze da se svaki nenulti realni polinom moze rastaviti na realne
linearne i kvadratne faktore:

P(z) = A J(z — ay)*

i=1 j

p q
(ZL‘Q + bjI’ + Cj)lj, bJQ — 4Cj < 0.
=1

Ovdje je A # 0, eksponenti su pozitivni cijeli brojevi, a jedan ili oba produkta mogu biti
prazni, s vrijednoséu 1. Stupanjje > . k;+2) il Ova tvrdnja slijedi iz osnovnog teorema
algebre, koji jamci rastav nad kompleksnim brojevima na linearne faktore, uparivanjem
konjugiranih nultocaka. Navodimo je bez dokaza; ona ne slijedi samo iz teorema o dijeljenju
polinoma.
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Definicija 1.2.22. Racionalna funkcija zadana je kvocijentom polinoma

P(z)

Q(z)’

gdje Q nije nulpolinom. Prirodna domena ovoga izraza jest D = {x € R: Q(x) # 0}.

fz) =

Prema korolaru [1.2.21] iz domene je isklju¢eno kona¢no mnogo brojeva, najvise deg Q).
Teorem [1.2.20] daje, za svaki x € D,

P(x R(z
(3) _ g4 Bl)
Q(x) Q(x)
Kada je brojnik nenulti polinom manjega stupnja od nazivnika, kvocijent zovemo pravom

racionalnom funkcijom. Gornji zapis stoga rastavlja racionalnu funkciju na polinom i pravu
racionalnu funkciju, uz mogucénost da je ostatak nula.

R=01li degR < deg@.

Primjer 1.2.23. Za x # 1 vrijedi

x?—1

= 1.
p— T+

Funkcija na lijevoj strani ima prirodnu domenu R\ {1}. Kraéenje faktora ne dodaje broj
1 njezinoj domeni. Funkcija g(z) = = + 1 na cijelom R njezino je prosirenje; graf prvotne
funkcije dobivamo uklanjanjem tocke (1,2).

Razlomljeni linearni izraz

ax +0b
zahtijeva (¢, d) # (0, 0) kako nazivnik ne bi bio nulpolinom. Za ¢ = 0 on daje afinu funkciju
(a/d)x + b/d na R, konstantnu upravo kada je a = 0. Neka je sada ¢ # 0 i oznacimo
A = ad — be. Tada je

a A 1 d
_a_A _a 1.15
/(@) c cr+td/c v c (1.15)
Ako je A =0, to je konstantna funkcija s vrijednoséu a/c na domeni R\ {—d/c}.
Ako je A # 0, iz ([1.15) vidimo da f(x) # a/c. Za svaki y # a/c jednadzba y = f(z)
jednoznacno se rjesava:
_b—dy
Ccy—a’

(cy —a)r =b—dy, T

Dobiveni z doista pripada domeni, jer je cx +d = —A/(cy — a) # 0. Dakle,
iR\ {=d/c} — R\ {a/c}

je bijekcija s inverzom f~!(y) = (b—dy)/(cy —a). Njezin graf dobivamo translacijom grafa
y = v/z, gdje je v = —A/c® # 0, za vektor (—d/c,a/c). To je hiperbola sa sredistem

(—d/c,a/c).
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7(1,2)  o-}-- deo ool

7 1 v
-1 1
r—1

y:

Zadatak 1.2.7. Podijelite 2> — 1 s # — 1 i odredite sve realne nultocke polinoma z® — 1.
Odredite domenu, sliku i inverz funkcije f(z) = (22 4+ 1)/(x — 1), pri ¢emu za kodomenu
uzmite njezinu sliku. Objasnite zasto funkcija g(z) = (2 + 2)/(z + 1) na svojoj prirodno]
domeni nema inverznu funkciju.

1.2.6. Potencije i korijeni

Za n € N funkcija p,(z) = 2", ¢ € R, naziva se potencijom s prirodnim eksponentom
n. Veza izmedu potenciranja i korjenovanja primjer je konstrukcije inverzne funkcije, ali
pritom treba odvojeno provjeriti injektivnost i sliku.

Propozicija 1.2.24. Za svaki n € N funkcija x — x™ strogo je rastuca na [0,4+00). Ako
je n neparan, strogo je rastuca i neparna na cijeloj R. Ako je n paran, parna je i strogo
padajuca na (—oo,0].

Dokaz. Za 0 < u < v nejednakost u™ < v™ dokazujemo indukcijom po n. Baza n =1 jest
pretpostavka. U koraku vrijedi

n+1 n

" =y < v < v = 0"

jerjeu=>0,v">01iu<w.

Ako je n neparan, tada je (—x)" = —z". Za u < v < 0 imamo 0 < —v < —u, pa je
(—v)" < (—u)", odnosno u™ < v"™. Za argumente s razlicitih strana nule tvrdnja slijedi iz
predznaka njihovih potencija. Zajedno s prvim dijelom to daje strogi rast na R.

Ako je n paran, tada je (—x)" = 2. Za u < v < 0 sada iz (—v)" < (—u)"™ dobivamo
v" < u”, sto dokazuje strogi pad na negativnom polupravcu. O]

Za odredivanje slike potrebno nam je jos postojanje korijena: za svaki y > 0in €
N postoji ¢ > 0 takav da je t" = y. Tu cinjenicu, poznatu iz Skole, u ovom pregledu
prihva¢amo; njezin dokaz iz svojstva potpunosti realnih brojeva dolazi kasnije. Ona ne
slijedi iz same stroge monotonosti potencije. Jedinstvenost takvoga t, medutim, vec¢ slijedi
iz propozicije [1.2.24] Za y = 0 jedino nenegativno rjesenje jest t = 0.
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Definicija 1.2.25. Zan € N iy > 0 jedinstveni nenegativni broj t takav da je t" =y
oznacavamo s /Yy 1 zovemo n-tim korijenom broja y. Za neparan n oznaku prosirujemo i
na y < 0 pravilom

Yy ===y
Za n = 2 uobicajeno pisSemo \/y umjesto Jy.
Prema tome, za neparan n potencija i korijen ¢ine par inverznih bijekcija

p: R= R, poz)=2",  p,'(y) =y

Za paran n potencija na R nije injektivna, jer p,(—z) = p,(z). Ograni¢enjem na [0, +o0) i
odabirom slike za kodomenu dobivamo bijekciju

P [0,400) = [0,4+00),  pL(y) = .

Ogranicenje na (—o0,0] takoder je bijekcija na [0,+00), ali je njegov inverz y — —/y.
Prema propoziciji|1.2.13] korijeni su strogo rastuéi na svojim domenama; posljednja, nega-
tivna grana inverza strogo pada.

Propozicija 1.2.26. Za a,b > 0 1 m,n € N vrijedi

Ako je jos b > 0, vrijedi 1

b Uy
Dokaz. Produkt {/a /b nenegativan je, a njegova n-ta potencija jednaka je ab. Po jedins-
tvenosti nenegativnoga korijena to je v/ ab. Analogno, kvocijent u tre¢oj formuli nenegativan
je 1 ima n-tu potenciju a/b. Konacno, ako je t = X/ {/a, tada je t > 01 t™" = (t™)" = q,
pajet= "a. O
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Valja paziti na predznak pri obrnutom redoslijedu operacija:

. x, n neparan
vant = { ’ ’ r € R.

|z|, n paran,

Na primjer, /(—3)? = 3, a ne —3. Takoder, korijen nije distributivan prema zbrajanju:

VIFI=v2#2=VI+ViL

Zadatak 1.2.8. Za proizvoljan b € Rin € N odredite sva realna rjesenja jednadzbe 2" = b.
Razlikujte parnost broja n i predznak broja b. Za a > b > 0 dokazite

(Va—-Vb)?<a—b
te zakljucite |\/a — vVb| < v/]a — b] za sve a,b > 0.

1.2.7. Eksponencijalne i logaritamske funkcije

Neka je a > 0. Za prirodne eksponente potenciju a™ definiramo uzastopnim mnozenjem, a
zatim stavljamo

1
a’ =1, a"i=— (n € N).
an

Pravila mnoZenja i kra¢enja daju a™** = a™a* i (a™)* = a™* za m, k € Z. Na primjer, za
negativan eksponent jednakost a™a~* = a™~* slijedi kra¢enjem zajednickih faktora ako je
m = k > 0, a u ostalim sluc¢ajevima svodenjem na reciproc¢ne vrijednosti.

Definicija 1.2.27. Za a > 0 i racionalan broj g = m/n, gdje sum € Z in € N, definiramo

n

a == va™.
Pritom wvijek uzimamo pozitivni n-ti korijen.

Najprije treba provjeriti da definicija ne ovisi o zapisu racionalnoga broja. Ako je
m/n=m'/n’, tada je mn’ = m/n. Pozitivni brojevi u = v/a™ i v = Va™ zadovoljavaju

Zbog injektivnosti potenciranja pozitivnih brojeva prirodnim eksponentom slijedi u = v.
Ovaj argument vrijedi i kada su brojnici negativni ili jednaki nuli.

Propozicija 1.2.28. Za a,b > 0 i q,r € Q vrijedi
a?" = a%a’, (ab)? = a®d?, (a?)" = a.

Funkcija ¢ — a? na Q strogo raste ako je a > 1, strogo pada ako je 0 < a < 1, a konstantna
je ako je a = 1.
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Dokaz. Napisimo ¢ = m/n ir = p/k, uz m,p € Z i n,k € N. Oba pozitivna broja
a®™" i a%a”, potencirana na nk, daju a™*P"  pa su jednaka. Sli¢no, obje strane jednakosti
(ab)? = a9, potencirane na n, daju (ab)™ = a™b™. Za posljednji zakon iz definicije i
pravila za cjelobrojne potencije dobivamo

((a))"™" = ((a")")" = ((a)")" = ™" = (a)"".

Injektivnost potenciranja na kn daje trazenu jednakost.

Neka je a > 11 q < r. PiSemo r —q = l/s, gdje su [, s € N. Buduéi da je a’ > 1, vrijedi
a1 =vd >1, pajea” =a%a""? > a9. Za0 < a < 1 primijenimo ve¢ dokazano na 1/a > 1
i upotrijebimo jednakost a? = 1/(1/a)?. Slu¢aj a = 1 neposredan je iz definicije. O

Za iracionalan x prethodna definicija ne daje znacenje izrazu a”. Priblizavanje broja x
racionalnim brojevima sugerira kako bismo ga mogli odrediti, ali samo po sebi ne dokazuje
da trazena vrijednost postoji niti da ne ovisi o aproksimacijama. Ovdje ¢emo se osloniti na
sljedeci teorem o realnim brojevima.

Teorem 1.2.29 (Teorem o realnoj eksponencijalnoj funkciji). Za svakia > 0, a # 1, postoji
to¢no jedna strogo monotona bijekcija E,: R — (0, +o00) takva da je

E.(0) =1, E.(1) = a, E.(x+y) = E.(x)E.(y) (z,y € R).
Ona prosiruje funkciju q — a? s Q na R. Strogo raste za a > 1, a strogo pada za 0 < a < 1.

Teorem [1.2.29| zasad prihva¢amo bez dokaza. Njegovo potpuno opravdanje zahtijeva
svojstvo potpunosti realnih brojeva i rezultate koje ¢emo razviti kasnije. Posebno, ni pos-
tojanje prosirenja ni njegova surjektivnost ne slijede samo iz gustoce racionalnih brojeva.
Uvjet a # 1 nuzan je: strogo monotona funkcija ne moze imati jednake vrijednosti u 01 1.

Dio tvrdnji lako mozemo provjeriti iz navedenih svojstava. Za cjelobrojni m funkcijska
jednadzba daje E,(m) =a™, azam € Z, n € N daje

E.(m/n)" = E,(m) = a™.

Pozitivnost vrijednosti stoga povlaci E,(m/n) = /a™. Smjer stroge monotonosti odreden
je usporedbom E,(0) =11 E,(1) = a.

Definicija 1.2.30. Funkciju iz teorema nazivamo eksponencijalnom funkcijom s
bazom a i pisemo
E.(z) = exp,(z) = a” (x € R).

Za a =1 zasebno definiramo 1% :== 1 za svaki x € R. Za a > 0, a # 1, inverz eksponenci-
jalne funkcije zovemo logaritamskom funkcijom s bazom a i oznacavamo

log,: (0,+00) — R.
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Dakle, za x > 0 iy € R vrijedi
y=log,z <= a’=u, '8 = g, log,(a¥) = y.

Posebno, log, 1 = 0ilog, a = 1. Prema propoziciji|l.2.13] logaritamska funkcija strogo raste
za a > 1, a strogo pada za 0 < a < 1. Njezin je graf zrcalna slika grafa eksponencijalne
funkcije s obzirom na pravac y = x.

Propozicija 1.2.31. Zaa >0, a# 1, i x,y > 0 vrijedi
log, (1y) = log,  +log,y,  log, — =log, = — log, .
Y

Dokaz. Ako je u =log, x i v = log, y, tada je xy = a“a® = a"*", pa primjenom logaritma
dobivamo prvu jednakost. Iz 1 = a® = aa™" slijedi a™® = 1/a”, pa je x/y = a*~", $to daje
drugu. O]

Medu bazama osobito je vazan Fulerov broj e. Njega mozemo jednoznacéno zadati

zahtjevom
1 n 1 n+1
<1+—> <e<(1~|——> (n € N).
n n

Postojanje i jedinstvenost broja koji zadovoljava sve ove nejednakosti dokazat ¢emo u po-
glavlju o nizovima; zasad ih prihvacamo. Za n = 1 vidimo e > 2 > 1, a priblizna vrijednost
jest e = 2.718281828. Oznake expz := e” i Inx := log, x standardne su; In zovemo prirod-
nim logaritmom. Logaritam s bazom 10 zovemo dekadskim logaritmom i najjasnije ga je
pisati kao log,.

Propozicija 1.2.32. Zaa > 0 i x € R vrijed:

a® = e"ne, (1.16)
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Za a,b>0,a#1, b# 1, vrigedi formula promjene baze

1
log, © = 28 (x > 0)
log, a
Nadalje, za a,b >0 1 x,y € R vrijed:
a* ™V = a"aY, (ab)* = a®b", (a®)Y = a"™, In(a”) = z1na.

Dokaz. Za a # 1 broj Ina razlicit je od nule. Funkcija F(z) = e®'"® strogo je monotona
bijekcija s R na (0,400), zadovoljava F'(z +y) = F(z)F(y) te F(0) = 11 F(1) = a.
Jedinstvenost iz teorema zato daje F(z) = a*. Za a = 1 formula vrijedi jer je
In1 = 0. Primjenom In dobivamo i In(a”) = zIna.

Ako je u = log, x, tada je x = a“, pa je Inz = wlna. Dakle, log,x = Inz/Ina.
Primijenimo tu jednakost i s bazom b te skratimo nenulti broj Inb; dobivamo formulu
promjene baze. Nazivnik log, a nije nula jer je a # 1.

Prvi zakon potenciranja ve¢ je svojstvo eksponencijalne funkcije. Ostali slijede iz ([1.16])

i propozicije [[.2.31}

x
(ab)a; _ 6:13111(ab) _ 6$lna+:vlnb _ azbax7 (a:v)y _ 6yln(a ) — emylna — g%, n

Za fiksiran a € R funkciju
Pa: (0, +00) — (0, 4+00), Palr) = 2% = ez

zovemo potencijskom funkcijom s eksponentom «. Za a > 0 ona strogo raste, za a < 0
strogo pada, a za a = 0 konstantna je. Za a # 0 njezin je inverz p; o jer je (ma)l/a = .
Time ujedno ponovno vidimo da je bijekcija na (0, +00).

Vazno je razlikovati z — a®, gdje je baza fiksirana, od z — z¢, gdje je fiksiran eksponent.
Za opdi realni a drugu funkciju definiramo na pozitivnim brojevima. Progirenja na 0 ili
negativne argumente treba razmatrati zasebno; primjerice, 2% ima smisla na cijeloj R, a
realna vrijednost (—1)'/2 ne postoji.

Zadatak 1.2.9. Zaa > 0,a # 1, x > 0 i a € R dokazite log,(z*) = alog, x. Rijesite
nejednakosti 2° < 8 i (1/2)" < 1/8. Objasnite zasto se smjerovi dobivenih nejednakosti za
x razlikuju.
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1.2.8. Hiperbolne i area funkcije

Definicija 1.2.33. Hiperbolni sinus, hiperbolni kosinus, hiperbolni tangens ¢ hiperbolni
kotangens definirani su formulama

shx::T (x € R),
chx::% (x € R),
shz e**—1
thz = = R
TSz e?r +1 (z € R),
h 24
cthy = SF € T (x € R\ {0}).

shx e —1

U drugim tekstovima susrec¢u se i oznake sh, ch, th i cth. Iz definicije je chz > 0 za
svaki x, a shx = 0 ako i samo ako je x = 0, pa su nazivnici razli¢iti od nule upravo na
navedenim domenama. Funkcije sh, th i cth neparne su, a ch je parna.

Propozicija 1.2.34. Za sve x,y € R vrijedi

ch?z —sh?z =1,
sh(z +y) =shxzchy+ chashy,
ch(x +y) =chxzchy+shzshy.

Dokaz. Prvu jednakost dobivamo rastavljanjem razlike kvadrata:

Ch2$ B Sh2 . (6:1: + 67:):)2 _ (6:1: _ 67:):)2

=e'e " =1.
1 e’e
Za adicijske formule uvrstimo definicije i grupiramo ¢lanove:
2 T+y e~ %Y
shxzchy+chzshy = ¢ 1 ¢ = sh(z +v),
2 T+y 2 —T—y
chxchy+shzshy = ¢ —Z ¢ = ch(x + y). O

Prvi identitet objasnjava naziv hiperbolnih funkcija: tocka (cht,sht) lezi na desnoj grani
hiperbole 22 — y? = 1, analogno tome kako tocka (cost,sint) lezi na jedini¢noj kruznici.
Parametar ¢ ovdje nije kut tocke na hiperboli; ima kompliciraniju geometrijsku interpreta-
ciju.
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chzx

sh x

Propozicija 1.2.35. Funkcije sh i th strogo rastu na R. Funkcija ch strogo pada na (—oo, 0]
i strogo raste na [0,+00). Funkcija cth strogo pada na svakom od intervala (—o0,0) i

(0, +00).

Dokaz. Funkcije e® i —e™" strogo rastu, pa strogo raste i njihov poluzbroj shx. Iz sh0 =0
slijedi shz > 0 za > 0. Buduéi da je chz = \/1+sh?z, funkcija ch strogo raste na
[0, 400); parnost daje strogo padanje na (—oo,0].
Za x < y adicijske formule, neparnost hiperbolnog sinusa i parnost hiperbolnog kosinusa
daju
shychz —chyshz  sh(y — )

thy —thz = = > 0.
4 ¢ chzchy chzchy

Ako su x < y istoga predznaka, analogno je

—sh(y — z)

thy — ctha =
Ry TR shaxshy

< 0,

jer nazivnik tada ima pozitivan predznak. O
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Funkcija cth nije strogo padajuca na cijeloj svojoj domeni: za rz < 0 < y imamo
cthx < 0 < cthy. Ipak je injektivna. Na svakoj je grani injektivna zbog stroge monotonosti,
a vrijednosti na dvjema granama razli¢itih su predznaka. Nasuprot tome, ch na R nije
injektivna, pa éemo prije uzimanja inverza njezinu domenu suziti na [0, +00).

Propozicija 1.2.36. Sljedeée funkcije s naznacenim domenama i kodomenama jesu bijek-
cije:
sh: R — R, ch [, 400y : [0, +00) = [1, +00),
th: R — (—1,1), cth: R\ {0} — (=00, —1) U (1, 400).

Nyihovi inverzi nazivaju se area funkcijama ¢ zadani su formulama

arshy =In(y + /y?> + 1) (y € R),
archy =In(y + /y*> — 1) (y € [1,+00)),

1. 14y
thy = =1 —-1,1
oty = S 1 (e (1))
1 1
arcthy = iln y+ . (y € (—oo0, —1) U (1, +00)).
y_

Kodomena funkcije arch jest [0,400), kodomena funkcije arcth jest R\ {0}, a kodomene
preostalih dviju area funkcija jesu R.

Dokaz. Injektivnost smo veé¢ dokazali. Za surjektivnost i formule inverza vazno je krenuti
od proizvoljnoga elementa navedene kodomene.

Neka je y € R. Broj u = y + \/y? + 1 pozitivan je jer je \/y>+ 1 > |y|, a mnozenjem
dobivamo u™! = \/y? + 1 — y. Za x = Inu stoga vrijedi

u—uil

2

shx = =.
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Time su istodobno dokazane surjektivnost funkcije sh i formula za njezin inverz.
Nekajey > 1. Tadajeu=y+ /12 —1>2 1, utl=y—+/y>?—1liz=1Inu>0, pa
je che = (u+u~')/2 = y. Obratno, identitet ch®*2 = 1 4+ sh?x i pozitivnost hiperbolnog
kosinusa daju chxz > 1. Dakle, slika ogranicene funkcije upravo je [1,+o00), ukljucujudi
vrijednost ch(0 = 1.
Za u > 0 vrijedi =1 < (u—1)/(u+1) < 1, pa je thx € (—1,1) za svaki z. Ako je
—1 <y <1, broju=(1+y)/(1—y) pozitivan je. Uzmemo li z = (Inwu)/2, dobivamo

e*r =i

Za x # 0 imamo thz # 0icthz = 1/thx, paje |cthz| > 1. Neka je sada |y| > 1. Broj
u= (y+1)/(y — 1) pozitivan je i razlicit od 1: za y > 1 oba su ¢lana razlomka pozitivna,
a za y < —1 oba su negativna. Stoga je z = (Inwu)/2 # 0 i

u—+1
cthx = R Y.
u —
To dokazuje i posljednju surjektivnost i formulu inverza. O

Zadatak 1.2.10. Dokazite da su arsh i arth neparne i strogo rastuce, a arcth neparna te
strogo padajuéa na svakom od intervala (—oo, —1) i (1, +00). Za x € R dokazite

arch(chz) = |z|, sh(2z) = 2sha chuz.

Objasnite zasto u prvoj jednakosti ne smijemo zamijeniti |z| brojem x bez dodatnog uvjeta
z > 0.

1.2.9. Trigonometrijske i arkus funkcije

Trigonometrijske funkcije povezuju kutove s koordinatama tocaka na kruznici. Koristit
¢emo poznate Cinjenice euklidske geometrije o kutovima, duljinama lukova i zakretanjima
ravnine. Kut mjerimo u radijanima: njegova je mjera omjer duljine pripadnoga luka i
polumjera kruznice. Puni kut ima mjeru 2w, a pravi kut 7/2. Pozitivan smjer obilaska
kruznice suprotan je smjeru kazaljke na satu.

Neka je K = {(u,v) € R? : u? +v? = 1} jedini¢na kruznica. Za 0 < z < 27 oznac¢imo
s P(x) tocku do koje dolazimo od (1,0) obilaskom kruznice u pozitivhom smjeru za kut z.
Poznato geometrijsko pridruzivanje « — P(x) bijekcija je s [0,27) na K. Za proizvoljan
r € R pisemo

x =2km 4+, kelZ, 0<r<2m,

i definiramo P(x) := P(r). Broj k = |z/(27)] pokazuje da je takav zapis jedinstven. Time
dopustamo negativne kutove i vise punih obilazaka.

Definicija 1.2.37. Kosinus ¢ sinus definiramo koordinatama tocke P(x):

P(z) = (cosz,sinx), z € R.
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v
P(x) = (cosx,sinx)
sinx |------ :
v
- u
@) cosr |1
Iz jednadzbe kruznice odmah dobivamo
cos’x +sinx = 1 (x € R).
Zrcaljenje preko vodoravne osi mijenja x u —z, pa je
cos(—z) = cosx, sin(—z) = —sinz.

Dakle, kosinus je parna, a sinus neparna funkcija. SjeciSta kruznice s koordinatnim osima
daju

sine =0 <= x=km, cos:z::O<:>x:g+k7r (keZ).
Posebno, sin0 = 0, cos0 = 1, sin(7/2) = 1 i cos(m/2) = 0. Na gornjoj polukruznici sinus

je pozitivan, tj. sinz > 0 za 0 < x < m; na desnoj polukruznici kosinus je pozitivan, tj.
cosx >0za —7/2 <z <72

Definicija 1.2.38. Neka je D CR, D #(, i f: D — R. Broj T > 0 je period funkcije f
ako za svaki x € D vrijedi

r—T€D, r+71€D, flx+71)= f(z).

Funkcija je periodicka ako ima period. Ako skup njezinih pozitivnih perioda ima najmanji
element, nazivamo ga temeljnim periodom.

Uvjet na domenu zna¢i D+71 = D, gdje je D+7 = {z+7 : x € D}. Vazno je zahtijevati
moguénost pomicanja u oba smjera. Iz definicije slijedi i f(z —7) = f(z) te, ponavljanjem,
f(z+ k1) = f(x) za svaki k € Z. Periodicka funkcija na nepraznoj domeni nije injektivna:
x 1 x + 7 razliciti su argumenti s istom vrijednoscu.
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1.2. Funkcije

Primjer 1.2.39. Konstantna funkcija na R ima svaki pozitivan broj za period, pa nema
temeljni period. Takvih primjera ima i medu nekonstantnim funkcijama. Za funkciju

1
-l

svaki je pozitivan racionalan broj period. Doista, pribrajanje racionalnoga broja cuva racio-
nalnost i iracionalnost. Obratno, ako je 7 period, onda d(7) = d(0) = 1, pa je 7 € Q. Svaki
njezin period 7 ima manji period 7/2; zato ni ova funkcija nema temeljni period.

Geometrijska definicija pokazuje da su sinus i kosinus periodicki s periodom 27. Njihove
osnovne identitete sada ¢emo dokazati na nacin koji vrijedi za sve realne kutove.

Propozicija 1.2.40 (Adicijske formule). Za sve x,y € R vrijedi

cos(x +y) = cosx cosy — sinxsiny,

sin(z + y) = sinx cosy + cos z sin y.

Dokaz. Uredene parove promatramo kao vektore te ih zbrajamo i mnozimo realnim brojem
po koordinatama:

(u,v) 4+ (s,t) = (u+ s,v+ 1), a(u,v) = (au, av).
Zakretanje oko ishodista za kut x preslikava vektore (1,0) i (0,1) redom u
(cosz,sinx), (—sinx,cosz).

Druga jednakost slijedi iz ¢injenice da je druga slika dobivena od prve dodatnim zakretanjem
za pravi kut u pozitivnom smjeru. Zakretanje ¢uva zbrajanje vektora i mnozenje realnim
brojem: to je geometrijsko svojstvo zakretanja, koje cuva paralelograme i usmjerene omjere
na pravcima. Zato slika vektora (u,v) = u(1,0) + v(0, 1) ima koordinate

(ucosz —wvsinz, usinx + vcosx).

Primijenimo to na (u,v) = P(y) = (cosy, siny). Geometrijski je njegova slika P(x+y), jer se
kutovi uzastopnih zakretanja zbrajaju. Usporedba dviju koordinata daje obje formule. [J

Uvrstavanjem posebnih kutova dobivamo, primjerice,
. m m .
sin (a: + §> = cosz, cOS (x — 5) =sinz,

sin(x + 7) = —sinxz, cos(x + m) = —cos .
Najmanji pozitivni period obiju funkcija doista je 27w. Ako je 7 period kosinusa, onda je
cosT = cos0 = 1, pa je P(t) = (1,0) i 7 je cjelobrojni visekratnik 27. Ako je 7 period
sinusa, onda je sinT = 0, pa je 7 = kw. Sada sin(7/2 + 7) = sin(7w/2) = 1 pokazuje da je k
paran.
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Poglavlje 1. Skupowvi i funkcije

—sing——COS™

Y

N /
on — /| Ww

sinz cosy = 1 (sin(z + y) + sin(z — y)),

Korolar 1.2.41. Za sve x,y € R vrijedi

cosz cosy = 1 (cos(z + y) + cos(z — y)),
sinzsiny = 3 (cos(z — y) — cos(z +y)).
Dokaz. U adicijske formule uvrstimo najprije y, a zatim —y. Zbrajanje dviju formula za

sinus daje prvu jednakost. Zbrajanje, odnosno oduzimanje formula za kosinus daje drugu,
odnosno tre¢u jednakost. O

Definicija 1.2.42. Tangens ¢ kotangens definiramo s

tg:v::smx, l‘ER\{z—FkT(:kEZ},
CoS T 2
ctgx = :T;i, r e R\ {kr:keZ}.

Tangens i kotangens neparne su funkcije. Adicijske formule pokazuju da je m period obiju
funkcija. To je i njihov temeljni period: iz tg7 = tg0 = 0 slijedi 7 = km; za kotangens
se jednako zakljucuje iz ctg(n/2 4+ 7) = ctg(w/2) = 0. Jednakost ctgx = 1/tgx vrijedi
samo kada su sinz i cos z oba razli¢iti od nule. Primjerice, ctg(m/2) = 0, dok tg(7/2) nije
definiran.

Tangens opisuje i nagib pravca. Ako nevertikalan pravac s pozitivnim smjerom vodo-
ravne osi zatvara kut «, njegov koeficijent smjera jest k& = tga. Doista, usmjereni pomak
po tom pravcu razmjeran je paru (cosq,sina), pa je omjer promjene ordinata i promjene
apscisa jednak sin v/ cos . Uvjet cosa # 0 upravo iskljucuje vertikalni pravac.

y=tgz y=ctgx

I

4444444$4444444444
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1.2. Funkcije

Prekidima izmedu grana na slici oznacena su mjesta u kojima funkcije nisu definirane.
Grane preko takvih mjesta ne spajamo.

Propozicija 1.2.43. Sljedece restrikcije, s navedenim kodomenama, bijekcije su:

funkcija | domena restrikcije | kodomena | monotonost
sin [—7/2,7/2] [—1,1] | strogo raste
cos 0, 7] [—1,1] | strogo pada
tg (—m/2,7/2) R strogo raste
ctg (0, ) R strogo pada

Dokaz. Za 0 < u < v < 7 adicijske formule daju

. utv ., v—u
COSU — COSV = 28in 5 sin 5 > 0,

jer oba argumenta sinusa pripadaju (0, 7). Dakle, kosinus strogo pada na [0, 7]. 1z sinz =
cos(m/2 — x) slijedi da sinus strogo raste na [—7/2,7/2]. Za —7/2 < u < v < 7/2 vrijedi

tgv —tgu = ——= > 0.
COS U COS ¥

Brojnik je pozitivan jer je 0 < v —u < 7, a oba faktora u nazivniku pozitivna su na desnoj
polukruznici. Za 0 < v < v < 7 slicno dobivamo
sin(v — )

ctgv —ctgu = ———F7= < 0.
sin u sin v

Time su dokazane stroga monotonost i injektivnost.

Za surjektivnost sinusa uzmimo ¢ € [—1,1]. Tocka (v/1 —t2,¢) nalazi se na desnoj
polukruznici, pa je jednaka P(z) za neki z € [—m/2,7/2]. Zato je sinz = t. Za kosinus
koristimo tocku (¢,v/1 — t?) na gornjoj polukruznici i kut = € [0, 7]. Nadalje, za svaki t € R

tocke
(1,1) (t,1)
V1t 2 V1 + 2

pripadaju redom otvorenoj desnoj i otvorenoj gornjoj polukruznici. Prva zato daje kut
x € (—m/2,7/2) stgx =1, a druga kut x € (0, 7) s ctgx = t. O

Ovim smo ujedno dokazali da je slika sinusa i kosinusa upravo [—1, 1], a slika tangensa
i kotangensa upravo R.

Definicija 1.2.44. Inverzne funkcije bijekcija iz propozicije nazivamo arkus funkci-

jama:
arcsin : [—1,1] — [-7/2,7/2],
arccos : [—1,1] — [0, 7],
arctg R — m/2,7/2),

(=
arcctg R—  (0,m).
-

Tako, primjerice, arcsint oznacava jedinstven kut x € [—m/2,7/2| za koji je sinx = t.
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Funkcije arcsin i arctg strogo rastu, a arccos i arcctg strogo padaju. Pri primjeni pravila
za inverz nuzno je voditi racuna o domenama:

sin(arcsint) =t (=1 <t <1), arcsin(sinz) =z (—7/2 <z < 7/2).

Druga jednakost ne vrijedi za sve realne x; primjerice, arcsin(sinm) = 0 # 7. Analogna
pravila za ostala tri para vrijede na njihovim navedenim domenama.

- Y=2T——sin . Yy=x —COS
— arcsin —— arccos
Yy /' ﬁ,,y
1 1
T
f f 1 |
_T _ s
2 1 1 2
T
—11 1 -
-1

Graf inverzne funkcije dobivamo zrcaljenjem grafa odabrane restrikcije preko pravca
y = x. Na slici su crveno prikazane upravo glavne grane sinusa i kosinusa.

Primjer 1.2.45. Rijesimo jednadzbe sinx = b i cosz = b. Ako je b ¢ [—1,1], obje imaju
prazan skup rjeSenja. Za b € [—1, 1] sva su rjeSenja

sinet =b <= x = arcsinb+ 2kr ili x = m — arcsin b + 2km,
cosr =b <= x = arccosb+ 2kr ili x = — arccosb + 2k, ke Z.

Prva formula slijedi iz simetrije sin(7m —x) = sin x i periodi¢nosti; druga iz parnosti kosinusa
i periodicnosti. Drugih rjesenja nema, jer pravac v = b, odnosno u = b, sijeCe jedinicnu
kruznicu u najvise dvije tocke, a svaka tocka odgovara jednom kutu modulo 27. Za b = +1
dvije navedene porodice rjesenja medusobno se podudaraju.

Primjer 1.2.46. Neka je —1 < a < b < 1. Rijesimo nejednadzbu a < sinz < b. Sta-
vimo a = arcsina i f = arcsinb. Na segmentu [—m/2,7/2] sinus strogo raste, pa ondje
nejednadzba vrijedi toéno za a < x < . Na segmentu [r/2, 37w/2| primijenimo jednakost
sinz = sin(m — x); dobivamo m — 8 < x < m — . Ta dva segmenta zajedno obuhvaéaju
puni period, pa je skup svih rjesenja

U([a+2k7r,ﬁ+2k7r] U [W—B+2k7r,7r—a+2k7r]>.
keZ
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1.2. Funkcije

Slika prikazuje slucaj 0 < a < b < 1. Plavo su oznaceni dijelovi grafa unutar vodoravne
trake i njima odgovarajudi intervali na osi apscisa. Formula iz primjera vrijedi i kada su a
ili b negativni.

Zadatak 1.2.11. Dokazite da je za svaki n € Z restrikcija sinusa na [—m /2 +nnm, 7/2 + nn]
bijekcija na [—1,1] i da je njezin inverz

t — (—1)"arcsint + nr.

Odredite odgovarajuce inverze restrikcija kosinusa na [nm, (n + 1)7], tangensa na (—7n/2 +
nm, /2 + nm) i kotangensa na (nm, (n + 1)m). Rijesite jednadzbe tgx = ¢ i ctgz = ¢ za
ceR.

Zadatak 1.2.12. Dokazite identitete

arcsin(—t) = — arcsint, arccost = g — arcsint (t e [-1,1]),

arctg(—t) = —arctgt, arcctgt = g — arctgt (t € R).

Izracunajte arcsin(sin(57/6)) i arccos(cos(47/3)).

1.2.10. Elementarne funkcije

Dosad upoznate porodice osnovni su gradevni elementi velikoga broja funkcija koje ¢emo
susretati u analizi.

Definicija 1.2.47. Elementarne funkcije dobivamo iz konstanti, potencija, korijena, eks-
ponencijalnih, logaritamskih, trigonometrijskih i hiperbolnih funkcija te pripadnih arkus i
area funkcija. Pritom dopusStamo konacan broj zbrajanja, oduzimanja, mnoZenja, dijeljenja
i komponiranja. Njihove restrikcije takoder smatramo elementarnim funkcijama. Pri sva-
kom koraku racun provodimo samo ondje gdje je definiran; posebno, pri dijeljenju nazivnik
mora biti razlicit od nule.
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Na primjer, izraz
_ In(1+2?)

==

definira elementarnu funkciju na (—2,2): argument logaritma uvijek je pozitivan, a korijen
u nazivniku mora biti pozitivan. Domena izraza dio je njegova matematickog znacenja i
mora se odrediti prije primjene pravila racunanja.

1.3. Realni brojevi i potpunost

U prethodnim smo odjeljcima realne brojeve i neka njihova svojstva uzimali kao poznate
iz Skole. Sada ¢emo precizirati pretpostavke na kojima se ta svojstva temelje. Razlikovat
¢emo pravila racunanja, pravila usporedivanja i potpunost. Upravo ¢e nam posljednje svoj-
stvo omoguciti da dokazemo postojanje brojeva koje ne mozemo dobiti kona¢nim brojem
racionalnih rac¢unskih operacija.

Realne brojeve ovdje opisujemo aksiomima: odabranim osnovnim pretpostavkama iz
kojih izvodimo ostale tvrdnje. Nec¢emo provoditi njihovu skupovnu konstrukciju. Posebno,
slika brojevnoga pravca sluzi razumijevanju aksioma, ali ne zamjenjuje dokaze.

1.3.1. Aksiomi polja i pravila racunanja

Na skupu R zadane su operacije
+:RxR =R, - RxR—=R.

Drugu operaciju zovemo mnozenjem, a x -y obi¢no piSemo xy. Za te operacije zahtijevamo
sljedeca svojstva.
Svojstva zbrajanja.

(A1) Asocijativnost zbrajanja: za sve x,y,z € R vrijedi

(T+y)+z=2+y+2).
(A2) Neutralni element za zbrajanje: postoji 0 € R takav da za svaki x € R vrijedi
r+0=0+2x==2x.
(A3) Suprotni element: za svaki z € R postoji y € R takav da je
r+y=y+x=0.
(A4) Komutativnost zbrajanja: za sve z,y € R vrijedi
r+y=y-+zx.
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1.3. Realni brojevi i potpunost

Svojstva mnozZenja.

(A5) Asocijativnost mnozenja: za sve xz,y, z € R vrijedi
(ry)z = 2(y2).
(A6) Neutralni element za mnoZenje: postoji 1 € R, 1 # 0, takav da za svaki x € R vrijedi

zl =1x = x.

(A7) Reciprocni element: za svaki x € R\ {0} postoji z € R takav da je

rz = zx = 1.

(A8) Komutativnost mnozZenja: za sve z,y € R vrijedi
Ty = Y.

Sljedec¢i aksiom povezuje te dvije operacije.
(A9) Distributivnost mnoZenja prema zbrajanju: za sve x,y, z € R vrijedi

x(y+ 2) =2y + zz.

Skup s operacijama koje zadovoljavaju (A1)-(A9) nazivamo poljem. Racionalni brojevi s
uobicajenim operacijama takoder ¢ine polje. Dakle, sami aksiomi polja jo§ ne izdvajaju R
od Q.

U aksiomima smo zahtijevali postojanje neutralnih i inverznih elemenata. Njihovu je-
dinstvenost ne moramo posebno pretpostaviti.

Propozicija 1.3.1. Neutralni elementi za zbrajanje © mnozZenje jedinstveni su. Za svaki x
jedinstven je i element y za koji je v +y = 0; za svaki x # 0 jedinstven je element z za koji
jexz =1.

Dokaz. Ako su 0 i 0/ neutralni za zbrajanje, onda je 0 = 0+ 0’ = (/. Za dva neutralna
elementa za mnozenje jednako dobivamo 1 =1-1"=1".
Akojex+y=01ix+y =0, onda je

y=y+0=y+@+y)=w+a)+y=0+y =9.

Ako je zz =11 x2' =1, tada je
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Jedinstveni element suprotan broju x oznacavamo s —x, a za x # 0 njegov reciprocni
element s 7! ili 1/x. Oduzimanje i dijeljenje definiramo pravilima
T —1
r—y =1+ (-y), , = (y #0).

Propozicija 1.3.2. Za realne brojeve vrijede pravila kracenja

rt+z=y+z — =y, rz=yz, 20 = xz=uy.
Nadalje,
20 =0, —0=0, —(—z) =z,
(=2)y = —(zy),  (=2)(=y) =2y,
te vrijedi

ry=0 <= x=01iiy=0. (1.17)

Dokaz. Za aditivno krac¢enje objema stranama pribrojimo —z; za multiplikativno kracenje
obje strane pomnozimo s z~!. Asocijativnost daje trazene zakljucke. Distributivnost zatim
daje
20 = 2(0 4+ 0) = 20 + 0.

Kracenjem pribrojnika x0 slijedi z0 = 0. Iz 0+ 0 =01 (—x) + 2 = 0, zbog jedinstvenosti
suprotnoga elementa, dobivamo —0 =01 —(—z) = z.

Bududi da je

(—z)y +ay = ((—z) + 2)y = 0y = 0,

broj (—z)y suprotan je broju xy, pa je (—z)y = —(zy). Primijenimo li to pravilo dvaput,
dobivamo (—z)(—y) = —(—(zy)) = zy.

Ako je xy = 0 i x # 0, mnoZenjem s z~! dobivamo y = 0. Obrat u slijedi iz veé
dokazane jednakosti 0 = 0. [

Posebno, umnozak dvaju nenultih brojeva nije nula. Tek sada iz aksioma zaklju¢ujemo
da mnozenje doista jest operacija na R\ {0} i da taj skup s mnoZenjem ¢ini komutativnu
grupu. Takoder, nula nema reciprocni element: za svaki z vrijedi 0z = 0 # 1. Zbog toga
dijeljenje nulom nije definirano.

Zadatak 1.3.1. Iz aksioma polja izvedite formule

—(z+y)=(-2)+(-y), (ey) =27y (z,y#0),
te pravilo zbrajanja razlomaka

Ty _mvhg )

u (% uv

U svakom koraku navedite zasto koristeni reciprocni elementi postoje.

52



1.3. Realni brojevi i potpunost

1.3.2. Uredaj i racunanje s nejednakostima
Na R je zadana i relacija <. Za sve x,y, z € R zahtijevamo sljedec¢a svojstva.
A10) Totalnost uredaja: vrijedi z < y ili y < .

A11) Antisimetricnost: ako je x <y iy < z, onda je x = y.

(

(

(A12) Tranzitivnost: ako je x <y iy < z, onda je x < z.

(A13) Uskladenost sa zbrajanjem: iz x < y slijedi z + z < y + 2.
(

A14) Uskladenost s mnozenjem: iz 0 < x i 0 < y slijedi 0 < xy.

Prva tri svojstva kazuju da je < linearan uredaj; refleksivnost x < x veé slijedi iz (A10).
Pisemo x < y ako je x < y i x # y. Posljednja dva svojstva izrazavaju uskladenost uredaja
s operacijama. Polje s takvim uredajem zovemo uredenim poljem.

Propozicija 1.3.3. U uredenom polju vrijede sljedeca pravila.
(a) x <y ako i samo ako je x + z < y + z. Isto vrijedi za stroge nejednakosti.

(b) Ako jex <y iz >0, onda je xz < yz. Ako je 2 < 0, onda je vz > yz. Zax <y i
z # 0 odgovarajuce nejednakosti su stroge.

(c) 2> >0 za svaki x, a x* > 0 za x # 0. Posebno, 1 > 0.

(d) Ako je 0 < x <y, onda je 0 < 1/y < 1/x.

Dokaz. U (a) jedan je smjer aksiom (A13), a drugi dobivamo pribrajanjem —z. Strogoca
se cuva jer bi jednakost nakon pribrajanja, zbog kracenja, znacila jednakost i prije njega.
Posebno, = < y ekvivalentno jes 0 <y—zis —y < —x.

Za (b), akosuy —x > 01z >0, onda je

0< (y— )z = yz — a2,

paje zz < yz. Akosuy — 2 > 01z > 0, njihov umnozak nije nula prema (1.17)), pa je
i zakljucak strog. Za z < 0 primijenimo dokazano na —z > 0 i promijenimo predznake.
Slucaj z = 0 neposredan je.
Za (c), ako je x > 0, aksiom (A14) daje 22 > 0. Ako je z < 0, onda je —z > 0 i
r? = (—x)? > 0 prema (b). Za z # 0 kvadrat ne moze biti nula. Primjena na x = 1 daje
1=1%>0.
Ako je u > 0, njegov recipro¢ni element mora biti pozitivan: inace bi iz u=* < 01 (b)
slijedilo 1 = uu™t < 0. Za 0 < 2 < y zato imamo
l — 1 — y—~ > 07
r Yy Ty

sto dokazuje (d). O
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Uzastopnim pribrajanjem jedinice sada dobivamo pozitivne elemente 1,2, 3, ... koji od-
govaraju prirodnim brojevima. Pribrajanjem njihovih suprotnih elemenata dobivamo ci-
jele brojeve, a dijeljenjem nenultim cijelim brojevima racionalne brojeve. Pri tim poisto-
vje¢ivanjima racunanje i uredaj slazu se s onima koje smo ve¢ upoznali na N, Z i Q.

I Q je uredeno polje. Stoga dokazi koji koriste samo aksiome polja i uredaja jednako
vrijede za racionalne brojeve. Takvim dokazima pripadaju, primjerice, pravila s nejedna-
kostima i osnovna svojstva apsolutne vrijednosti iz prethodnoga odjeljka. Za postojanje
korijena i realnih eksponencijalnih vrijednosti trebat ¢e nam dodatno svojstvo.

1.3.3. Mede, supremum i infimum

Definicija 1.3.4. Neka je S CR. Broj M € R je gornja meda i majoranta skupa S ako
vrigedsi

(VzeS) =< M.
Broj m € R je donja meda /¢ minoranta skupa S ako je m < x za svaki x € S. Skup je

omeden odozgo, odnosno omeden odozdo, ako ima gornju, odnosno donju medu. Ako ima
obje, kazemo da je omeden.

Gornja meda ne mora pripadati skupu. Ako je M jedna gornja meda, onda je i svaki
broj veéi od M gornja meda. Zato je prirodno pitati postoji li najmanja od svih gornjih
meda.

Definicija 1.3.5. Neka je S C R neprazan. Njegovu najmanju gornju medu, ako postoji,
zovemo supremumom 4 oznacavamo sa sup.S. Njegovu najvecu donju medu, ako postoji,
zovemo infimumom ¢ oznacavamo s inf S.

Ako gornja meda skupa ujedno pripada skupu, zovemo je maksimumom ¢ oznacavamo s
max S. Analogno definiramo minimum min S kao donju medu koja pripada skupu.

Iz antisimetricnosti uredaja slijedi da su supremum i infimum, kada postoje, jedinstveni.
Isto vrijedi za maksimum i minimum. Nadalje,

max S postoji <= sup S postoji i pripada S,

a tada je max.S = sup S. Doista, svaka gornja meda mora biti ve¢a od ili jednaka svakom
elementu skupa, pa i maksimumu. Analogna tvrdnja vrijedi za minimum i infimum.

Propozicija 1.3.6 (Karakterizacija supremuma i infimuma). Neka je S C R neprazan i
s € R. Tada je s =sup S ako i samo ako vrijede oba uvjeta:

(VxeS) z<s,
(Ve>0)(Fxel) s—e<ux. (1.18)

Analogno, t = inf S ako i samo ako je t < x za sve x € S @ za svaki € > 0 postoji x € S
takav da je x < t+¢.
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1.3. Realni brojevi i potpunost

Dokaz. Ako je s = sup S, onda je s gornja meda, dok s — ¢ < s to nije. Zato postoji
r € Ssx > s—e Obratno, pretpostavimo oba navedena uvjeta. Kada bi postojala
gornja meda M < s, zae = s — M > 0 drugi bi uvjet dao x € § takav da je M < =,
Sto je nemoguce. Prema tome, s je najmanja gornja meda. Dokaz za infimum dobivamo
obrnutim nejednakostima. O

Uvjet (|1.18) mozemo pisati i kao
Vu < s)(FzelS) u<ax<s.

Bitno je da x smijemo birati nakon sto je zadan €, odnosno u. Ne tvrdimo da jedan te isti
element mora biti proizvoljno blizu supremumu.

Primjer 1.3.7. Za S = (0, 1) vrijedi inf S = 01 sup S = 1, ali ne postoje ni minimum ni
maksimum. Primjerice, ako je € > 0, uzmimo

0 = min{e/2,1/2}, r=1-04.

Tada jex € Si1—¢e < x, pa je doista supS = 1. Broj 6 € S na isti nacin potvrduje da
jeinf S = 0. Za T = (0,1] imamo isti supremum i infimum, ali sada postoji maksimum:
max1 = 1.

S =10,1) <+>
0 =infS 1—¢ l=sup¥
T =(0,1]
0=infT =supl = maxT

Prema definiciji omedenosti prazan je skup omeden: svaki je realan broj njegova gornja
i donja meda. Ipak, () nema supremum ni infimum u R, jer R nema najmanji ni najveci
element. Zato je u tvrdnjama o postojanju supremuma i infimuma pretpostavka nepraznosti
nuzna. U ovom odjeljku te oznake uvijek oznacavaju realne brojeve; ne uvodimo vrijednosti
400 za supremume i infimume.

1.3.4. Aksiom potpunosti i Arhimedovo svojstvo

Definicija supremuma kaze §to on jest, ali ne jam¢i da postoji. Upravo to osigurava sljedeca
pretpostavka o realnim brojevima.

Definicija 1.3.8 (Potpunost). Uredeno polje je potpuno ako svaki njegov neprazan odozgo
omeden podskup ima supremum u tom polju.

Posljednji aksiom realnih brojeva glasi:
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

(A15) Aksiom potpunosti: svaki neprazan odozgo omeden skup S C R ima supremum u R.

Aksiom (A15) dodajemo aksiomima polja i uredaja (A1)—(A14). Dakle, R promatramo kao
potpuno uredeno polje. Potpunost je jaci zahtjev od pravila racunanja i usporedivanja;
kasnije ¢emo izri¢ito pokazati zasto ga Q ne zadovoljava.

Teorem 1.3.9. Svaki neprazan odozdo omeden skup S C R ima infimum u R. Pritom je
inf S = —sup(—9), —S:={-x:2€S5}

Dokaz. Ako je m donja meda skupa S, onda je —m gornja meda nepraznoga skupa —S.
Prema aksiomu potpunosti postoji u = sup(—>S5). Za svaki z € S vrijedi —z < u, odnosno
—u < x. Ako je € > 0, postoji —z € —S takav da je u — e < —x, odnosno r < —u + €.
Karakterizacija infimuma sada daje inf S = —u. [

Teorem 1.3.10 (Arhimedovo svojstvo). Skup N nije omeden odozgo u R. Ekvivalentno,
za sve a,b > 0 postoji n € N takav da je na > b. Posebno, za svaki € > 0 postoji n € N
takav da je 1/n < e.

Dokaz. Kada bi N bio omeden odozgo, po potpunosti bi postojao s = supN. Broj s — 1
nije gornja meda, pa postoji n € N takav da je s—1 < n. Tada je s <n+1,iakon+1 € N,
Sto je proturjecje.

Za a,b > 0 odaberemo n > b/a, pa je na > b. Obratno, takvo svojstvo za a = 1
iskljuc¢uje svaku pozitivnu gornju medu skupa N, a nepozitivni brojevi to ionako nisu. Za
posljednju tvrdnju odaberemo n > 1/e. O

Naziv “Arhimedov aksiom” ¢est je u literaturi. U naSoj aksiomatici to je teorem, jer
smo ga izveli iz potpunosti. Samo Arhimedovo svojstvo ipak ne jamci potpunost. Naime,
ono vrijedi i u Q bez pozivanja na potpunost: ako sua =p/qg>01ib=r/s > 0, gdje su
p,q,1,s €N, zan = (r+1)qg vrijedi

na=(r+1p>r>=r/s=0b.

S:{ i :nGN}.
n+1

Tada je min S = infS = 1/2 i supS = 1, dok maksimum ne postoji. Doista, za n > 1
vrijedi

Primjer 1.3.11. Neka je

1 n

2 S+l - n+1
a 1/2 dobivamo za n = 1. Za zadani € > 0 odaberemo n € N tako da je n > 1/e. Tada je
1/(n+1) < e, odnosno 1 —e < n/(n+1). Zato je sup S = 1. Taj broj ne pripada skupu,
pa nema maksimuma.

<1,
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1.3. Realni brojevi i potpunost

Propozicija 1.3.12 (Cijeli dio). Za svaki x € R postoji tocno jedan k € Z takav da je
k<z<k+1.
Taj cijeli broj oznacavamo s |x].

Dokaz. Po Arhimedovu svojstvu postoji N € N takav da je N > |z| + 1. Medu kona¢no
mnogo cijelih brojeva —N, —N + 1,..., N koji su veéi od x odaberimo najmanji, j. Takav
broj postojijerje N > x,aj > —N jer je =N < z. Zbog minimalnosti vrijedi j—1 < = < 7,
pa je k = j — 1 trazeni broj. Ako bi il > k bio cijeli broj s istim svojstvom, onda bi
[ > k+ 1>z, sto je nemoguce. Isto iskljucuje | < k. O]

Teorem 1.3.13 (Gustoca racionalnih brojeva). lzmedu svaka dva realna broja x < y nalazi
se ractonalan broj:

Vz,yeR) z<y = (Jqg€Q)z<qg<y.
Dokaz. Odaberimo n € N tako da je 1/n < y — x i stavimo k = [nz] + 1. Tada je
nr<k<nr+1,

pa racionalan broj g = k/n zadovoljava

1
r<q<r+-—<uy.
n

Slika prikazuje ideju dokaza: odaberemo dovoljno finu mrezu {k/n : k € Z} i uzmemo
prvu njezinu tocku desno od x. Gustoca znaci i da svaki otvoreni interval sadrzi beskonac¢no
mnogo racionalnih brojeva. Kada bi ih bilo samo kona¢no mnogo, izmedu dvaju susjed-
nih c¢lanova kona¢nog popisa, u koji ukljué¢imo i krajeve intervala, ponovno bismo nasli
racionalan broj.

Zadatak 1.3.2. Pokazite da za svaki x € R in € N vrijedi

10|
0<r— Lt g9,
T o

Objasnite kako Arhimedovo svojstvo jamci da ta pogreska moze biti manja od svakog
zadanog pozitivnog broja.
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

1.3.5. Usporedivanje i raCunanje sa supremumima

Propozicija 1.3.14. Neka su A, B C R neprazni omedeni skupouvi.
(a) Ako je A C B, onda je sup A < sup B i inf A > inf B.
(b) Ako za svaki a € A postojib € B s a < b, onda je sup A < sup B.
(c) Ako za svaki b € B postoji a € A s a < b, onda je inf A < inf B.

Dokaz. U (a) svaka gornja meda skupa B jest gornja meda skupa A; posebno je to sup B,
pa je supA < sup B. S donjim medama zakljucujemo analogno. U (b) za svaki a € A
mozemo odabrati b € B i dobiti a < b < sup B. Zato je sup B gornja meda skupa A. U (c)
za svaki b € B dobivamo inf A < a < b, pa je inf A donja meda skupa B. O]

Vazno je uociti razliku izmedu kvantifikatora u (b) i (c¢). Broj koji odabiremo smije
ovisiti o prethodno zadanom broju. Takoder, prava inkluzija A C B ne mora dati strogu
nejednakost supremuma: skupovi (0, 1) i [0, 1] imaju isti supremum.

Propozicija 1.3.15. Neka su A, B C R neprazni i omedeni odozgo. Za skup
A+B:={a+b:ac A, be B}
vrijedi
sup(A + B) = sup A + sup B. (1.19)
Ako su jos A, B C [0, +00), za skup AB :={ab:a € A, b€ B} vrijedi

sup(AB) = (sup A)(sup B).

Dokaz. Stavimo o =sup Aif=supB. Zasvakia € Aib € B vrijedia+b< a+ (. Za
zadani € > 0 mozemo odabrati a € Aib € B takve da je

a—ce/2<a, B —e/2<b.

Tada je « + 8 — e < a + b. Karakterizacija supremuma dokazuje (|1.19).
U drugom dijelu su a,, > 0te 0 < ab < af zasvea € A, b€ B. Ako je a = 0 ili
$ = 0, barem je jedan od skupova jednak {0}, pa je AB = {0} i tvrdnja vrijedi. Inace, za

€ > 0 odaberimo -

—_— >
a+p+1
teac Aibe Btakvedasu0<a—a<di0<pf—b<d. Tada je

0,

0<ap—ab=pFla—a)+a(f—-b) <Pla—a)+a(f—b) < (a+p)) <e.
Ponovno primijenimo karakterizaciju supremuma. O
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1.3. Realni brojevi i potpunost

Pretpostavku o predznaku u formuli za umnozak ne smijemo izostaviti. Za A = B =
{—2,—1} vrijedi sup(AB) = 4, a (sup A)(sup B) = 1. U dokazu smo procjenjivali razliku
aff — ab; to izbjegava mnozenje donjih procjena koje bi mogle biti negativne.

Zadatak 1.3.3. Neka je A C R neprazan omeden skup i ¢ € R. Za cA := {ca : a € A}
dokazite
csup A, ¢>0,

sup(cA) =< 0, c=0,
cinf A, ¢ <0.

Izvedite odgovarajuéu formulu za infimum, a zatim dokazite inf(A + B) = inf A + inf B za
neprazne odozdo omedene skupove.

Zadatak 1.3.4. Neka su A, B C R neprazni omedeni skupovi. Pokazite da je
sup(A U B) = max{sup A, sup B}.

Ako je AN B # (), vrijedi li uvijek sup(A N B) = min{sup A, sup B}?

1.3.6. Ugnijezdeni segmenti

Potpunost ima i geometrijsko tumacenje. Ako neprazne segmente umecemo jedan u drugi,
postoji barem jedna tocka koja pripada svima njima.

Teorem 1.3.16 (Cantorov teorem o ugnijezdenim segmentima). Neka su I, = [ay,by],
n € N, neprazni segmenti takvi da je

Tada postoje brojevi
a = sup{a, : n € N}, p = inf{b, : n € N},

vrijedi o < B i

() In = [ B].

neN
Ako uz to vrijedi
(Ve >0)(3n e N) b, —a, <ce, (1.20)
onda presjek sadrzi tocno jednu tocku.
Dokaz. 1z ugnijezdenosti slijedi
(7% < an+1 < bn+1 < bn
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Posebno, skupovi svih lijevih i svih desnih krajeva neprazni su i sadrzani u [aq, b;], pa
postoje a i 5. Za bilo koje n,m € N, uz k = max{n, m} imamo

angakgbkgbm

Dakle, svaki b, gornja je meda skupa svih a,, pa je a < b,, za svaki m. To znaci da je «
donja meda skupa svih b,,, odakle a < 3.

Nadalje, broj x pripada svim segmentima ako i samo ako je a, < = < b, za svaki n.
Prema definicijama supremuma i infimuma, to je ekvivalentno uvjetu o < x < . Time je
dokazana formula za presjek, a on je neprazan jer je a < .

Ako vrijedi ([1.20]), onda za svaki € > 0 postoji n za koji je
0<pf—-—a<b,—a,<ec.
Kad bi bilo # > «, izbor € = 8 — « dao bi proturjecje. Stoga je a = f3. O

by

a

Primjer 1.3.17. Pretpostavke teorema imaju razlicite uloge.

1. Otvoreni intervali (0, 1/n) neprazni su, ugnjezdeni i proizvoljno kratki, ali im je presjek
(). Naime, za svaki x > 0 Arhimedovo svojstvo daje n takav da je 1/n < z, pa x ne
pripada n-tom intervalu; broj 0 nije ni u jednom od njih.

2. Zatvoreni, neomedeni intervali [n,+oo) takoder su neprazni i ugnijezdeni, ali im je
presjek (). Za svaki x € R postoji n € N veéi od x.

3. Segmenti [0, 1+1/n] strogo se smanjuju, ali im je presjek [0, 1]. Doista, taj je segment
sadrzan u svima njima, a za x > 1 postoji n takav da je 1/n < z — 1. Strogo
smanjivanje segmenata zato ne jamci jedinstvenost zajednicke tocke; uvijet
mnogo je jaci.

Cantorov teorem zajedno s Arhimedovim svojstvom moze zamijeniti aksiom potpunosti.
Preciznije, uredeno polje potpuno je ako i samo ako ima Arhimedovo svojstvo i svaka
ugnijezdena obitelj nepraznih segmenata [a,,b,], indeksirana prirodnim brojevima, ima
neprazan presjek. Jedan smjer ve¢ smo dokazali. Dokazimo i drugi.
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1.3. Realni brojevi i potpunost

Neka je S neprazan odozgo omeden skup u takvu polju. Odaberimo sy € S, postavimo
a1 = so — 1 i za by uzmimo bilo koju gornju medu skupa S. Tada a; < by, pri cemu a; nije,
a by jest gornja meda od S. Pretpostavimo da smo konstruirali segment s tim svojstvom i
ozna¢imo m, = (a, + b,)/2. Ako je m,, gornja meda od S, odaberemo

[an+17bn+1] - [anvmn];

u suprotnom odaberemo [a, 41, byi1] = [Mmp, by]. Tako lijevi kraj nikada nije gornja meda,
a desni uvijek jest.
Po Cantorovu svojstvu postoji ¢ u presjeku svih tih segmenata. Svako prepolavljanje
dijeli duljinu s 2, pa je ) )
1— a1 1—ay
b, —a, = T < —
Posljednja nejednakost slijedi iz 2"~! > n, §to se lako dokazuje indukcijom. Arhimedovo
svojstvo stoga pokazuje da za svaki € > 0 mozemo odabrati n tako da je b, —a, < €.
Pokazimo da je ¢ = sup S. Kad bi neki s € S zadovoljavao s > ¢, odabrali bismo n za
koji je b, — a,, < s — c¢. Tada bi bilo

by, < c+ (b, —an) < s,

protivno tome da je b, gornja meda. Dakle, c je gornja meda. Za svaki y < ¢ mozemo pak
odabrati n tako da je b, — a, < ¢ —y. Slijedi

an = c— (b, —ay) >y.

Buduéi da a, nije gornja meda, postoji s € S takav da je s > a,, > y. Zato nijedan y < ¢
nije gornja meda, pa je ¢ =sup S.

Ovaj postupak uzastopnoga prepolavljanja naziva se bisekcija. U dokazu smo uz svojstvo
ugnijezdenih segmenata upotrijebili i Arhimedovo svojstvo; ne izostavljamo ga kada tvrdnju
formuliramo za proizvoljno uredeno polje.

by

ay

ag

lijevi kraj nije desni kraj jest
gornja meda gornja meda

Zadatak 1.3.5. Odredite presjeke ugnijezdenih segmenata
11 1 1 1
0 [-tenl] fd] wem
nn n n 2n
Za svaki primjer izravno provjerite svojstva potrebna u teoremu [1.3.16]
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1.3.7. Postojanje korijena

U prethodnom smo odjeljku postojanje korijena prihvatili kao poznatu ¢injenicu. Sada ga
mozemo dokazati iz potpunosti. Trebat ¢e nam samo svojstva prirodnih potencija, a ne
neprekidnost funkcija ili derivacije.

Teorem 1.3.18. Za svaki t > 0 i svaki n € N postoji tocno jedan broj s = 0 takav da je
s" =t. Taj broj oznacavamo sa /t.

Dokaz. Zan =1 uzmemo s =t,azat =0 uzmemo s = 0. Neka jezaton >2it > 0. Za
0 < u < v vrijedi

V"= = (v —u) (" 0" e ) > 0. (1.21)

Dakle, prirodna je potencija strogo rastuc¢a na nenegativnim brojevima, sto odmah daje
jedinstvenost korijena, ukljucujuéi slucaj t = 0.
Za dokaz postojanja promatrajmo skup

S={zxeR:2>0, 2" <t}

Broj r = min{1,¢} > 0 pripada S jer je r" < r < t. Skup je odozgo omeden brojem 1 + ¢:
akojex >1+t,ondajex > 11ix"™ > x >t. Zato postoji s =sup S, pri cemu je s > r > 0.
Pokazimo da je s" = t. Postavimo C' = n(s + 1)""! > 0. Iz (1.21) slijedi procjena

0<v" —u" <C(v—u) O<u<sv<s+1), (1.22)

jer je svaki od n pribrojnika u zagradi najvise (s + 1)""1.
Kad bi bilo s™ < t, za
1 t—3s"
h=min{ -, —— 0
min {2, e } >

— S

dobili bismo .

t
(s+h)"<s"+Ch<s"+ < t.

To znaci da je s + h € .S, protivno tome da je s gornja meda.
Kad bi bilo s™ > t, odabrali bismo

s 1 s"—t
h=mind > -. 2~ )
' {2’27 2C }>0

Tada je s — h > 0, a procjena ([1.22)) daje
st —t

(s=h)">2s"—Chz>s"— > t.

Stoga je svaki € S manji od s —h, jer bi z > s— h povlacilo 2" > (s—h)™ > t. Broj s—h
bio bi gornja meda manja od supremuma s, Sto je opet proturjecje. Preostaje s =t. [
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1.3. Realni brojevi i potpunost

S =10, s]

Za neparan n it < 0 jednadzba 2™ =t takoder ima to¢no jedno realno rjesenje:

r=—v—t.
Naime, rjeSenje mora biti negativno, pa se zamjenom v = —z > 0 jednadzba svodi na
u" = —t. Za paran n negativan broj nema realan n-ti korijen. Ako je pak m paran i

t > 0, jednadzba 2™ = t ima dva realna rjeSenja, v/t i — /¢, ali oznaka /¢t uvijek znaci
nenegativno od njih.

Primjer 1.3.19. Uredeno polje Q nije potpuno. Usporedimo racunanje supremuma u Q i
u R za skup

A={qeQ:q>0, ¢* <2}.

Skup je neprazan jer 1 € A, a broj 2 njegova je gornja meda. Prema upravo dokazanom
teoremu postoji pozitivan realan broj v/2. On je gornja meda od A jer je kvadriranje strogo
rastuée na nenegativnim brojevima. Ako je y < v/2, gustoéa racionalnih brojeva daje

max{0,y} <q<v2, ¢€Q.

Tada je ¢ € Aiq > y. Prema tome, supremum skupa A promatranoga kao podskup od R

jest V2.

Prisjetimo se da je v/2 iracionalan: iz zapisa v/2 = p/q u skra¢enom obliku, za p,q € N,
jednakost p? = 2¢? povlacila bi da sui p i ¢ parni. Zato svaka racionalna gornja meda u
od A zadovoljava u > /2. Gustoé¢a ponovno daje racionalan broj v izmedu v/2 i u. Broj
v takoder je gornja meda od A, manja od u. Dakle, u Q ne postoji najmanja gornja meda
skupa A.

Zadatak 1.3.6. Neka jet > 0in € N. Pokazite da je
Vt=sup{z > 0:2" <t} =inf{z >0:2" > t}.
Objasnite zasto je u prvoj jednakosti potrebna pretpostavka ¢ > 0.
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1.3.8. Konstrukcija realne eksponencijalne funkcije

U prethodnom odjeljku definirali smo racionalne potencije pomocu pozitivnih korijena i
dokazali njihova pravila racunanja. Postojanje korijena sada smo opravdali svojstvom pot-
punosti. Preostaje opravdati prosirenje potencije a? s racionalnih na realne eksponente.
Pritom ¢emo dokazati i surjektivnost, koja ne slijedi samo iz stroge monotonosti.

Najprije neka je a > 1. Klju¢na je sljedeca procjena.

Lema 1.3.20. Za svaki n € N vrijedi

a—1
1<a/" <1+ —

Posebno, za svaki ¢ > 0 postoji n € N takav da je 1 < a*/™ < 1 +¢.

Dokaz. Stavimo h = a'/™ — 1 > 0. Bernoullijeva nejednakost
(14+h)">14nh (h>0, neN)

slijedi indukcijom: nakon mnozenja nejednakosti za n brojem 1+ h dobivamo (1 +nh)(1 +
h) =1+ (n+1)h+nh®> > 1+ (n+ 1)h. Stoga je a > 1+ nh, odnosno h < (a — 1)/n. Za
posljednju tvrdnju dovoljno je, prema Arhimedovu svojstvu, odabrati n > (a — 1)/e. O

Procjena iz leme izrazava c¢injenicu da se pozitivni n-ti korijen broja a moze uciniti
proizvoljno bliskim broju 1. To smo dokazali bez pojma limesa niza.

Definicija 1.3.21. Za a > 1 i x € R definiramo
Ay ={a’:q€Q, q <z}, E,(z) :=sup A,.

Da bi definicija imala smisla, moramo provjeriti da je A, neprazan i omeden odozgo.
Prema Arhimedovu svojstvu postoje cijeli brojevi m, M takvi da je m < z < M. Tada je
a™ € A,, a za svaki racionalan ¢ < x vrijedi a? < a. Zato supremum postoji i zadovoljava

0<a™< E,(r) <a™.

Posebno, dobili smo funkciju E,: R — (0, +00).

Propozicija 1.3.22. Za svaki racionalan broj t vrijedi E,(t) = a'.

Dokaz. Ako je q < t, tada je a? < a*, pa je FE,(t) < a’. S druge strane, za svaki n € N broj
t — 1/n je racionalan i manji od ¢, pa

at

t—1/n __
Ea(t) 2 a = m
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1.3. Realni brojevi i potpunost

Prema lemi [1.3.20],
t 1/n -1
¢ ;a8
0<a —FE.(t) <a sy n
< at(a — 1).
n

Kad bi a' — E,(t) > 0, Arhimedovo svojstvo omoguéilo bi izbor n za koji je desna strana
manja od a' — F,(t), $to je proturjecje. Dakle, E,(t) = a’. O

U definiciji smo uzeli strogu nejednakost ¢ < x. Zato a' za racionalan t nije element
skupa A;; ipak je njegov supremum. Upravo je prethodni dokaz potreban da bismo utvrdili
da nova definicija daje ve¢ poznatu vrijednost.

Propozicija 1.3.23. Za sve z,y € R vrijeds
Eo(z +y) = Ea(x)Ea(y).
Nadalje, funkcija E, strogo raste.
Dokaz. Najprije ¢emo dokazati jednakost skupova
Az Ay = Appy. (1.23)

Akojeg < xzis <y, pricemusugq,s € Q, tadajeqg+s <x+yiala® =a?™ € A,
Time je dokazana jedna inkluzija.

Za obratnu inkluziju uzmimo racionalan broj r < x +y. Otvoreni interval (r — y, z) je
neprazan, pa zbog gustoce racionalnih brojeva postoji ¢ € Q takav da je

r—y<q<ua.

Broj s := r — g takoder je racionalan, zadovoljava s < y, i vrijedi " = a%° € A;A,. To

dokazuje ([1.23]).

Skupovi A, A, su neprazni, omedeni odozgo i sastoje se od pozitivnih brojeva. Zato
mozemo primijeniti dokazano pravilo za supremum produkta skupova:

E.(z +y) =sup(4,A,) = (sup A,)(sup A,) = E,(2)Ey(y).

Za x < y vrijedi A, C A, pa je E,(z) < E,(y). Da bismo dobili strogu nejednakost za
r < y, odaberimo racionalan broj g takav da je 0 < ¢ < y — x. Tada je

E(y—z)>a®>1,

pa veé¢ dokazani zakon daje
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Posebno, vrijedi £,(0) =

Prvu jednakost dobivamo iz E,(z)E,(—x) = E,(0) = 1, a ostale iz zakona zbrajanja eks-
ponenata i propozicije [[.3.22]

Propozicija 1.3.24. Funkcija E,: R — (0, +00) je surjekcija.

\_/

at/m E, (m _ l) — Ea_(:zz) (1.24)

n al/n

§|*—‘

Dokaz. Neka je b > 0. Zelimo pronadi z € R takav da je E,(z) = b. Promotrimo skup
S:={zeR: E,(z) <b}.

Bernoullijeva nejednakost daje a” = (1 + (a — 1))” > 1 4+ n(a — 1). Prema Arhimedovu
svojstvu mozemo odabrati n € N tako da je

a" > max{b,1/b}.

Tada je E,(—n) = a™™ < b, paje —n € S. Za svaki z > n vrijedi E,(x) > a™ > b, pa je n
gornja meda skupa S. Dakle, postoji z :=sup S.
Pretpostavimo najprije da je E,(z) < b. Prema lemi mozemo odabrati m € N
tako da je
im o b
Eq(2)

a

Tada je, prema (TZ3).
1
E, (z + —> = B, (2)a"/™ <b.
m

Stoga z + 1/m € S, §to proturjeci tome da je z gornja meda.
Pretpostavimo sada da je FE,(z) > b. Ovaj put odaberimo m € N tako da je

&1/m < Ell(Z) )
b

E, (z — i) = E‘;(z) > b.
m al/m

Zbog monotonosti je E,(x) > b za svaki z > z—1/m. Prema tome, z—1/m je gornja meda
skupa S, manja od njegova supremuma z, $to je ponovno proturjec¢je. Preostaje jedino

Slijedi

moguénost F,(z) = b. O
E.(z) <b E.(z) > b
— —
E.(z) Ei(z+1/m) b b E.(z—1/m) E.(2)
z+1/meSs z — 1/m je gornja meda za S
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1.3. Realni brojevi i potpunost

Na slici su prikazana dva slucaja koja smo iskljucili u dokazu. U prvome dobivamo
element skupa S veéi od z, a u drugome gornju medu manju od z. Mali pomaci za 1/m
omogucuju da vrijednost funkcije ostane s iste strane broja b.

Propozicija 1.3.25. Funkcija E, jedino je rastuce prosirenje racionalnih potencija na R.
Preciznige, ako rastuéa funkcija F: R — R zadovoljava F(q) = a? za svaki ¢ € Q, tada je
F=FE,.

Dokaz. Neka je x € R. Za svaki racionalan ¢ < x vrijedi a? = F(q) < F(z), pa je
E.(x) < F(x). Za svaki n € N izaberimo racionalan r takav da je x < r < x 4+ 1/n. Tada
je

F(z) < F(r) =a" = E,(r) < Eo(x +1/n) = E,(z)a'/™.
Stoga lema [1.3.20| daje

E, —1
0< F(z) — Eu(2) < <”“°)7(1“ ) (menw)
Prema Arhimedovu svojstvu slijedi F(x) = E,(x). O

Teorem 1.3.26. Za svaki a > 0, a # 1, postoji tocno jedna strogo monotona bijekcija
E,: R — (0, +00) takva da je

E,(0) =1,  E,1)=a,  EJz+y)=Eiz)E(y) (z,y €R).
Ona prosiruje racionalne potencije. Strogo raste za a > 1, a strogo pada za 0 < a < 1.

Dokaz. Za a > 1 postojanje, zakon zbrajanja eksponenata i bijektivnost ve¢ smo dokazali.
Neka druga funkcija F' zadovoljava navedene uvjete. Ona mora strogo rasti jer je F(0) = 1 <
a = F(1). Iz funkcijske jednadzbe dobivamo F(m) = a™ zam € Zi F(m/n)" = F(m) = a™
za n € N. Pozitivnost vrijednosti daje F(m/n) = a™™, pa propozicija daje F' = E,.

Neka je sada 0 < a < 1. Za bazu ¢ := 1/a > 1 veé smo konstruirali funkciju E..
Definiramo .
E, =
() A

Ona je strogo padajuca bijekcija na pozitivne brojeve, jer je E. strogo rastuca bijekcija, a
preslikavanje ¢ — 1/t strogo padajuca bijekcija pozitivnih brojeva. Iz svojstava funkcije E.
slijedi

E,(0) =1, E,(1) = a, E(z+y) = = E.(x)E.(y).

E.(7)E.(y)

Za racionalan ¢ vrijedi E,(q) = 1/¢? = a%. Ako F zadovoljava uvjete teorema za bazu a,
onda funkcija x — 1/F(x) zadovoljava iste uvjete za bazu c¢. Dokazana jedinstvenost za
¢ > 1 daje jedinstvenost i za 0 < a < 1. [
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Za a = 1 zasebno definiramo F(z) := 1 za sve € R. Ta funkcija prosiruje racionalne
potencije i zadovoljava zakon zbrajanja eksponenata, ali nije bijekcija na skup pozitivnih
brojeva.

Od sada je oznaka a” := E,(z) potpuno opravdana za svaki a > 01 x € R. Time smo
dokazali teorem o realnoj eksponencijalnoj funkciji koji smo ranije privremeno prihvatili.
Za a # 1 opravdano je i postojanje njezine inverzne, logaritamske funkcije na cijelom skupu
pozitivnih brojeva.

U ovom dokazu nismo pretpostavili neprekidnost eksponencijalne funkcije. Svojstvo
potpunosti upotrijebili smo pri definiranju E,(z) i pri dokazivanju surjektivnosti. Gustoc¢a
racionalnih brojeva omogudila je rastavljanje eksponenata i usporedbe racionalnim poten-
cijama, a procjena iz leme iskljucila je moguénost razmaka koji se tim usporedbama
ne bi mogao zatvoriti.

Zadatak 1.3.7. Za a > 1 i x € R dokazite i gornju karakterizaciju
a® =inf{a? : ¢ € Q, ¢ > x}.
Uputa: za svaki n € N odaberite racionalan ¢ izmedu x i  + 1/n i upotrijebite lemu [1.3.20]

1.4. Ekvipotentnost i prebrojivost

Broj elemenata dvaju kona¢nih skupova mozemo usporediti sparivanjem: svakom elementu
prvoga skupa pridruzujemo po jedan razlic¢it element drugoga. Ako na objema stranama
svi elementi dobiju partnera, skupovi imaju jednak broj elemenata. Jezikom funkcija,
konstruirali smo bijekciju. Ta ideja omogucuje usporedivanje i beskonac¢nih skupova, ali
zakljucci pritom mogu biti drukéiji od onih na koje smo navikli za konacne skupove.

1.4.1. Jednakobrojnost i usporedivanje skupova

Definicija 1.4.1. Skupovi A i B su jednakobrojni ili ekvipotentni ako postoji bijekcija
f: A— B. Tada pisemo

A~ B il k(A) = k(B).
Ako postoji injekcija f: A — B, pisemo k(A) < k(B). Ako uz to skupovi nisu ekvipotentni,
pisemo k(A) < k(B). Oznaku k(A) zovemo kardinalnim brojem skupa A.

Za nasSe potrebe dovoljno je razumjeti znacenje jednakosti i usporedbi kardinalnih bro-
jeva: odredujemo ih postojanjem odgovaraju¢ih preslikavanja. Ne¢emo provoditi zasebnu
konstrukciju kardinalnih brojeva.

Propozicija 1.4.2. Ekuvipotentnost je refleksivna, simetriéna i tranzitivna:
A~ A,
A~B = B~A,
A~B, B~C = A~C.
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1.4. Ekuipotentnost i prebrojivost

Usporedba putem injekcija takoder je refleksivna i tranzitivna.

Dokaz. Identiteta ids: A — A je bijekcija. Ako je f: A — B bijekcija, onda je i njezin
inverz f~!: B — A bijekcija. Akosu f: A — Big: B — C bijekcije, takva je i kompozicija
go f: A — C. Posljednja tvrdnja slijedi jer je identiteta injektivna, a kompozicija dviju
injekcija ponovno je injekcija. O

Dakle, na svakoj promatranoj obitelji skupova ekvipotentnost je relacija ekvivalencije.
Ekvipotentne skupove smijemo zamijeniti jedne drugima i pri usporedivanju kardinalnih
brojeva: ako su A’ ~ A1 B ~ B’ bijekcije na tim dvjema stranama mozemo komponirati
s injekcijom A — B i dobiti injekciju A" — B'.

Definicija 1.4.3. Zan € N stavimo F,, :={1,...,n}, a Fy := 0. Skup A je konacan ako je
A~ F, zanekin € Ng = NU{0}. Tada kazemo da A ima n elemenata i pisemo k(A) = n.
Skup koji nije konacan zovemo beskonacnim.

Posebno, 0 je konacan skup s 0 elemenata. Da bi izraz “broj elemenata konacnog skupa’”
bio jednoznacan, treba provjeriti da isti skup ne moze biti ekvipotentan s F,, i F}, za m # n.

Lema 1.4.4 (Dirichletovo nacelo). Za svaki n € Ny ne postoji injekcija F,1 — F,.

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po n. Za n = 0 ne postoji ni funkcija iz nepraznoga skupa
Fy u (). Pretpostavimo da ne postoji injekcija F,,,; — F,. Kad bi postojala injekcija
f: Fpio — F,41, u kodomeni bismo mogli zamijeniti oznake f(n+2) in+ 1 (ili ih ostaviti
ako su ve¢ jednake). Tako bismo dobili injekciju h s h(n 4+ 2) = n + 1. Zbog injektivnosti
nijedan od argumenata 1,...,n+ 1 ne bi imao sliku n + 1. Zato bi restrikcija funkcije h na
F,, 4 bila injekcija u F},, protivno pretpostavci indukcije. O]

Korolar 1.4.5. Broj elemenata konacénoga skupa jedinstveno je odreden. Skup N je be-
skonacan.

Dokaz. Ako je m > n i postoji bijekcija F,,, — F,, njezinim suzenjem na F, ., C F,, dobili
bismo zabranjenu injekciju. Zato A ~ F,, i A ~ F,, povlaci m = n. Kad bi N bio konacan,
bijekciju N — F}, na isti bismo nac¢in mogli suziti na F},;; i dobiti proturjecje. O

Za konacne skupove oznaka k(A) < k(B) slaze se s uobi¢ajenom usporedbom njihovih
brojeva elemenata. Za m < n ukljucivanje F,, — F), je injekcija, dok za m > n takva
injekcija ne postoji prema prethodnoj lemi.

Primjer 1.4.6. Skup 2N := {2n : n € N} pravi je podskup od N, ali preslikavanje
f: N — 2N, f(n) = 2n,

jest bijekcija. Dakle, beskonacan skup moze biti ekvipotentan svojemu pravom podskupu.
Ukljucivanje 2N — N nije surjektivno, ali to ne sprjecava postojanje neke druge bijekcije
izmedu tih skupova.
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Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

N 1 2 3 4 5
O
2N 2 4 6 § 10

Prava inkluzija zato sama po sebi ne dokazuje strogu nejednakost kardinalnih brojeva.
Sljedeci teorem daje temeljno pravilo za usporedivanje pomocu injekcija u oba smjera.

1.4.2. Cantor—Schroder—Bernsteinov teorem

Zelimo li dokazati da su dva skupa ekvipotentna, katkad je znatno lakse pronaéi po jednu
injekciju u svakom smjeru nego izravno zadati bijekciju. Sljedeci teorem pokazuje da je i
to dovoljno.

Teorem 1.4.7 (Cantor—Schroder—Bernstein). Neka su A i B skupovi. Ako postoje injekcije
f:A—= Big: B— A, tada postoji bijekcija h: A — B. Drugim rijecima,

K(A) < k(B) i k(B) <k(A) = A~ B.

Dokaz. Dokazat ¢emo teorem povezivanjem elemenata u lance. Ako je jedan od skupova
prazan, postojanje obiju injekcija povlaci da je i drugi prazan, pa tvrdnja vrijedi. U nas-
tavku mozemo pretpostaviti da su skupovi neprazni.

Najprije ih mozemo smatrati disjunktnima. Doista, umjesto A i B mozemo uzeti njihove
oznacene kopije A x {0} i B x {1}, koje su disjunktne, te injekcije

(a,0) — (f(a), 1), (b,1) — (9(b),0).

Bijekciju izmedu tih kopija vracamo na polazne skupove jednostavnim izostavljanjem oz-
naka. Zato radi preglednosti nadalje pisemo samo A i B, uz pretpostavku AN B = ().

Iz svakoga a € A povucemo strelicu prema f(a) € B, a iz svakoga b € B strelicu prema
g(b) € A. Svaki element tako ima to¢no jednoga sljedbenika i najvise jednoga prethodnika.
Naime, element skupa B ima najviSse jednu prasliku po injekciji f, a element skupa A
najvise jednu prasliku po injekciji g.

Dva elementa smjestimo u istu komponentu ako se od jednoga do drugoga moze doci
kona¢nim brojem koraka duz strelica, pri ¢emu je dopusteno i¢i i u suprotnom smjeru.
To je relacija ekvivalencije: mozemo napraviti nula koraka, obrnuti redoslijed koraka ili
nadovezati dva puta. Zato su komponente medusobno disjunktne i zajedno daju cijeli skup
AUB.

Objasnimo kakve komponente mogu nastati. Od svakog elementa slijedimo strelice una-
prijed, Sto je uvijek moguce jer sljedbenik postoji. Unatrag nastavljamo dok god prethodnik
postoji. Nema grananja, jer su sljedbenik i, kada postoji, prethodnik jedinstveni. Ako se
neki element ponovi, dobivamo konacan ciklus. U takav ciklus ne moze ulaziti nikakav
dodatni lanac: mjesto njegova ulaska imalo bi dva razlic¢ita prethodnika, onoga iz ciklusa
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i onoga iz dodatnog lanca. Iz ciklusa takoder ne moze izlaziti dodatna strelica, jer svaki
element ima samo jednoga sljedbenika. Ciklus stoga ¢ini cijelu svoju komponentu. Njegova
je duljina parna, jer se elementi skupova A i B izmjenjuju.

Ako nema ponavljanja, dobivamo ili lanac koji se beskonacno nastavlja u oba smjera
ili lanac koji ima prvi element, a beskona¢no se nastavlja unaprijed. Prvi element pripada
ili skupu A ili skupu B. Konacan lanac bez ciklusa nije mogu¢, jer bi njegov posljednji
element morao imati sljedbenika. Time smo dobili to¢no ¢etiri vrste komponenti:

1. lanac s prvim elementom u A;

2. lanac s prvim elementom u B;

3. lanac bez prvoga elementa, beskonacan u oba smjera;
4. konacan ciklus.

Na komponenti prve vrste koristimo f. Svaki njezin element iz B ima prethodnika u A,
jer prvi element lanca pripada A. Taj je prethodnik jedinstven. Zato restrikcija funkcije f
bijektivno preslikava sve elemente te komponente iz A na sve njezine elemente iz B.

Na svakoj od ostalih triju vrsta komponenti koristimo strelice funkcije g u obrnutom
smjeru. Naime, svaki element iz A u takvoj komponenti ima prethodnika u B: u drugoj
vrsti samo prvi element, koji pripada B, nema prethodnika, a u trec¢oj i ¢etvrtoj vrsti svaki
element ima prethodnika. Funkcija g stoga bijektivno preslikava elemente komponente iz B
na one iz A, pa njezin inverz daje bijekciju u trazenom smjeru. Oznaka g~!(a) ovdje znaci
jedinstveni b € B za koji je g(b) = a; ona je definirana za a € g(B).

Dakle, za svaki a € A postavimo

h(a) = {f(a), ako komponenta od a pocinje u A, (1.25)

g '(a), u svim ostalim slucajevima.

Ovo pravilo ne zahtijeva nikakav zaseban izbor unutar komponenti. U svakoj od njih veé
smo provjerili da daje bijekciju izmedu njezinih elemenata iz A i njezinih elemenata iz B.
Elementi razli¢itih komponenti ne mogu imati istu sliku, jer h ostaje unutar komponente.
Zato je h injektivna. Nadalje, svaki b € B ima prasliku u vlastitoj komponenti, pa je h
surjektivna. Time je dokazana tvrdnja. O]
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Strelice oznacene s h prikazuju odabrane parove; u posljednja tri slucaja idu u smjeru
suprotnom od pripadnih strelica funkcije g. Ciklus moze imati bilo koji pozitivan paran
broj elemenata, uklju¢ujuci dva; na slici je prikazan ciklus s cetiri elementa.

Teorem izrazava antisimetricnost usporedbe kardinalnih brojeva: injekcije u oba smjera

(i) Pocetak u A: h = f
C

g f g
ag ——> by ----»> 01 ——> by ----> A2 ——> - -~
h h
(ii) Pocetak u B:; h = g1
g f g f g
0 --—-->0) —> by ----> A1 —> by ---> -
h h
(iii) Bez prvoga elementa: h = g~!
g / g f
= b --->00 ——>by----> 0] ——> -
g
h h
(iv) Ciklus: h = g1
/
ao bo
h(?(l :) a;j €A
| g Jh
by ai
f

jamce k(A) = k(B). Sami skupovi A i B pritom mogu biti razliciti.

Konstrukciju iz dokaza mozemo zapisati i bez pozivanja na dijagram. Postavimo

Skup Cj sastoji se od prvih elemenata lanaca koji poc¢inju u A, a skup C,, od njihovih
elemenata dobivenih nakon 2n koraka. Zato je C' upravo skup svih elemenata iz A koji

Co=A\g(B),  Comi=g(f(Cn) (n=0), C=[]Cu

pripadaju komponentama prve vrste. Formula (1.25)) glasi

@, aec
ha) {g_l(a), ae€ A\C.

Drugi je redak dobro definiran jer A\ C' C g(B).

Korolar 1.4.8. Ako je ACBCCiA~C, tada je A~ B~ C.

Dokaz. Inkluzija A — B jest injekcija. Restrikcija bilo koje bijekcije C' — A na skup B
jest injekcija B — A. Po teoremu slijedi A ~ B, a iz A ~ C' i tranzitivnosti dobivamo

B~ C.
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1.4.3. Prebrojivi skupovi

Definicija 1.4.9. Skup A zovemo prebrojivim ako je A ~ N. Skup je najvise prebrojiv
ako je konacan ili prebrojiv, a neprebrojiv ako nije najvise prebrojiv.

Prema ovoj konvenciji prebrojiv skup nuzno je beskonacan. Prazan skup je konacan,
pa je najvise prebrojiv. U literaturi se rije¢ “prebrojiv” ponekad upotrebljava i za konacne
skupove, zbog cega treba obratiti pozornost na prihva¢enu definiciju. Podsjetimo da je
N={1,2,3,...}, aNyg=NuU{0}.

Bijekciju u: N — A mozemo zamisliti kao nabrajanje svih elemenata skupa A:

u(1),u(2),u(3),....

Svaki se element pritom pojavljuje tocno jednom. Za prebrojivost nije potrebno da nabra-
janje slijedi neki unaprijed zadani poredak elemenata.

Primjer 1.4.10. Preslikavanja
n — 2n, n+——2n—1
bijekcije su s N na skup pozitivnih parnih, odnosno pozitivnih neparnih brojeva. Dakle,
oba su skupa prebrojiva. I preslikavanje n — 2n + 1 jest bijekcija, ali njegova je slika
2N + 1 = {3,5,7,...}, pa ne obuhvac¢a broj 1. Bijekcija n — n — 1 pokazuje da je i Ny
prebrojiv.
Primjer 1.4.11. Skup cijelih brojeva mozemo nabrojiti redom
0,1,-1,2,-2,3,-3,....
Preciznije, funkcija u: N — Z zadana s
u(1l) =0, u(2n) = n, u2n+1)=-n (n€N)
jest bijekcija: pozitivni cijeli brojevi pojavljuju se na parnim mjestima, negativni na nepar-

nim mjestima veé¢ima od 1, a nula samo na prvome mjestu. Zato je Z prebrojiv. Njezina
inverzna funkcija jest

2z z>0
1 Z — N, = ’ ’ 1.26
¢ C<Z> {1 — 2z, z<0. ( )

Tu ¢emo bijekciju upotrijebiti za oznacavanje cijelih brojeva prirodnim brojevima.
Propozicija 1.4.12. Svaki podskup prebrojivoga skupa je najvise prebrojiv.

73



Poglavlje 1. Skupovi i funkcije

Dokaz. Najprije dokazimo tvrdnju za podskup C' C N. Ako je C konacan, tvrdnja vrijedi
po definiciji. Ako je C beskonacan, njegovo ¢emo nabrajanje odrediti jednoznacno, birajuci
u svakome koraku najmanji preostali element:

cg =minC, 1 =min(C\ {er, ..., }).

Skup iz kojega biramo nikada nije prazan, jer bi inace C' bio konacan. Najmanji element
postoji po svojstvu dobre uredenosti skupa N. Po konstrukciji je ¢,41 > ¢,,, pa indukcijom
slijedi ¢, > n. Stoga je n + ¢, injekcijas N u C.

Provjerimo da smo doista obuhvatili svaki element skupa C. Kad neki £ € C' ne bi bio
odabran ni u jednome koraku, on bi posebno bio medu kandidatima pri odabiru ¢;. Tada
bi vrijedilo ¢, < k. Zajedno s ¢, > k to daje ¢, = k, Sto je proturjecje. Prema tome je
n +— ¢, 1 surjekcija, pa je C' prebrojiv.

Sada neka je B C A, gdje je A prebrojiv, i neka je f: A — N bijekcija. Restrikcija
funkcije f, uz kodomenu f(B), daje bijekciju B — f(B). Skup f(B) C N po dokazanome
je konacan ili prebrojiv, pa isto vrijedi za B. O]

Propozicija 1.4.13. Skup A je najvise prebrojiv ako i samo ako postoji injekcija j: A — N.

Dokaz. Ako je A konacan, bijekcija s nekim skupom {1,...,m}, shvacena kao funkcija s
kodomenom N, daje trazenu injekciju. Za A = () uzimamo praznu funkciju. Ako je A
prebrojiv, postoji ¢ak bijekcija A — N.

Obratno, injekcija j: A — N daje bijekciju A — j(A). Po propoziciji skup j(A)
je najvise prebrojiv, pa je takav i A. O

Odmah slijedi da je podskup najvise prebrojivoga skupa najvise prebrojiv: dovoljno je
injekciju u N suziti na taj podskup.

Korolar 1.4.14. Slika svake funkcije s domenom N najvise je prebrojiva. Za neprazan
skup S vrigedi © obrat: ako je najvise prebrojiv, postoji surjekcija N — S.

Dokaz. Neka je f: N — S. Za a € f(N) definiramo
j(a) :==min{n € N : f(n) =a}.

Skup pod znakom minimuma nije prazan, pa je j dobro definirana. Ako je j(a) = j(b) = n,
tada je a = f(n) = b. Dakle, j: f(N) — N jest injekcija i moZemo primijeniti propozi-
ciju [T

Obratno, ako je S prebrojiv, postoji ¢ak bijekcija N — S. Ako je S neprazan i konacan,
napisimo S = {s1,...,Sn}, gdje je m > 1. Surjekciju dobivamo tako da definiramo f(n) =
spzal<n<m, a f(n)=s,zan>m. O

Ovaj korolar dopusta nabrajanje s ponavljanjem: ako su svi elementi nekoga skupa
obuhvaceni vrijednostima f(1), f(2), ..., taj je skup najvise prebrojiv. Da bismo zakljuéili
da je prebrojiv, trebamo jos znati da je beskonacan.
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1.4.4. Parovi prirodnih brojeva i racionalni brojevi

Skup N x N mozemo zamisliti kao beskonacnu mrezu. Nabrajanje po cijelim redcima ne
bi bilo prikladno: nikada ne bismo zavrsili prvi redak i stigli do drugoga. Umjesto toga
nabrajamo po kona¢nim dijagonalama na kojima je zbroj koordinata stalan.

Propozicija 1.4.15. Skup N x N je prebrojiv. Jedna bijekcija s toga skupa na N zadana je

formulom
w(m,n) = (m—l—n—2)2(m—|—n—1) +m. (1.27)

Dokaz. Za d € N stavimo
Dy:={(m,n) e NxN:m+n=d+1}, Ty = ——, Ty :=0.

Skup D, ima to¢no d elemenata: redom su to (1,d),(2,d —1),...,(d,1). Za (m,n) € Dy
formula daje m(m,n) = Ty_1 + m. Dakle, dijagonala D, preslikava se bijektivno na
skup

{Td—l + 1,Td_1 + 2, R ,Td}.

Ti su skupovi medusobno disjunktni i zajedno daju N. Doista, za svaki k£ € N postoji
jedinstveni d € N takav da je Ty 1 < k < Ty uzmemo najmanji d za koji je k < Ty, a takav
postoji jer je T, > k. Time su dokazane i injektivnost i surjektivnost funkcije . O

n

1 2 3 4 5
Uz tocku (m,n) zapisan je broj m(m,n).

Teorem 1.4.16. Skup racitonalnih brojeva Q je prebrojiv.

Dokaz. Svaki racionalni broj r ima jedinstveni zapis

r=-, peZ, qeN, gcd(lpl,q) =1
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Za nulu je to zapis 0/1. Preslikavanje r — (p,q) zato je dobro definirana injekcija s Q
u Z x N. Da bismo dobili injekciju u N x N; cijeli broj p najprije zamijenimo prirodnim
brojem ((p) iz (1.26). Konacno, funkcija

J:Q—N, J(r) = W(C(p), q) za skraceni zapis r = p/q

jest injekcija, kao kompozicija injekcija. S druge strane, ukljucenje N — Q, n — n, jest
injekcija. Cantor—Schroder—Bernsteinov teorem sada daje Q ~ N. [

U prethodnome dokazu izbor skraéenoga zapisa osigurava da je pravilo r — (p,q) jed-
nozna¢no. Bez te konvencije isti bi broj imao razli¢ite zapise, primjerice 1/2 = 2/4. Pre-
brojivost racionalnih brojeva takoder ne znaci da se oni mogu nabrojiti u strogo rastu¢emu
poretku: izmedu svaka dva razli¢ita racionalna broja nalazi se jo$ jedan racionalan broj.

Korolar 1.4.17. Ako su A i B najvise prebrojivi skupovi, tada su takvi i A X B 1 AU B.

Dokaz. Odaberimo injekcije j: A — N i k: B — N. Pravilo (a,b) — 7(j(a), k(b)) daje
injekciju A x B — N. Za uniju upotrijebimo injekciju h: AU B — N zadanu s

) 2j(2), x € A,
h(a:)_{%(x)—l, r€B\ A

Elementi iz A dobivaju parne oznake, a preostali elementi neparne; unutar svakoga od tih
dvaju dijelova injektivnost slijedi iz injektivnosti funkcija j i k. Zakljucak sada slijedi iz

propozicije [1.4.13] O

Zadatak 1.4.1. Dokazite indukcijom da je konacan produkt najvise prebrojivih skupova
najvise prebrojiv. Posebno zakljuéite da je Q7 prebrojiv za svaki d € N.

Zadatak 1.4.2. Neka je A prebrojiv, a F' C A konacan. Dokazite da je A\ F prebrojiv.

1.4.5. Ekvipotentnost intervala

Prebrojivost ne smijemo poistovjetiti s omedenoséu, duljinom ili gusto¢om skupa na bro-
jevnom pravcu. Najprije ¢emo pokazati da svi intervali koji imaju barem dvije tocke imaju
jednako mnogo elemenata kao cijeli skup R.

Propozicija 1.4.18. Za realne brojeve a < b i ¢ < d vrijed:
(a,by ~ {(c,d), [a,b] ~ [c,d].

Dokaz. Afina funkcija
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preslikava a u ¢, a b u d i strogo raste. Njezin je inverz

b—a
L y)=a+ — o).
(v) A )
Iz formula slijedi da su a < x < bic < L(z) < d ekvivalentni, kao i odgovarajuce nestroge
nejednakosti. Zato navedene restrikcije daju bijekcije trazenih intervala. O

Propozicija 1.4.19. Za svake a < b vrijedi R ~ {(a,b).

Dokaz. Dovoljno je konstruirati bijekciju sa R na (—1,1), a zatim primijeniti prethodnu
propoziciju. Takva je funkcija

T
R — (=1,1), )= —.

GRS (LD, o) =

Doista, |p(x)| = |z|/(1 + |z]) < 1. Za —1 < y < 1 definiramo
Y
V(y) = —r-
W=
Nazivnik je pozitivan, a iz
1 1
L+ )| = —7, 1 — ()] =
[ (y)] = |p(2)] T+ 1]

slijedi (¥ (y)) = v i ¥(p(x)) = x. Prema tome, ¢ i ) medusobno su inverzne bijekcije. []

Propozicija 1.4.20. Za svake a < b vrijedi [a,b] ~ (a,b).
Dokaz. Ukljucivanje (a,b) < [a,b] je injekcija. Injekciju u drugom smjeru daje afina funk-
cija

b—a x—a

Jlal = e, i@ =a+
Njezina je slika segment
3a+b a+3b
- .
R )
Cantor—Schroder-Bernsteinov teorem sada daje trazenu bijekciju. O
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Korolar 1.4.21. Svaki interval I C R koji sadrzi barem dvije razlicite tocke ekvipotentan
je skupu R.

Dokaz. Odaberimo a,b € I, a < b. Prema definiciji intervala vrijedi {(a,b) C I C R. Veé¢
smo konstruirali bijekciju R — (a, b), pa kompozicijom s uklju¢ivanjem dobivamo injekciju
R — [I. Ukljucivanje I — R daje injekciju u drugom smjeru. Ponovno primijenimo

teorem [1.4.7] N

Tvrdnja ukljucuje otvorene, zatvorene i poluotvorene intervale. Uvjet o dvjema razli¢itim
tockama nuzan je: prazan i jednoclan interval kona¢ni su skupovi, dok je R beskonacan jer
sadrzi N. Jednak kardinalni broj ovdje ne znaci jednaku duljinu intervala niti jednako
ponasanje njihovih krajnjih tocaka.

Zadatak 1.4.3. Konstruirajte izravnu bijekciju [0,1] — [0, 1) pravilom

, = ki n € Ny,
h(z) =< n+2 * n+1zane1n 0

T, inace.

Provjerite injektivnost i surjektivnost te objasnite zasto se tocka 1 ne smije samo preslikati
u 0, uz ostale tocke fiksne.

1.4.6. Neprebrojivost realnih brojeva

[ako su svi intervali s barem dvije tocke medusobno ekvipotentni, nijedan od njih ne mozemo
potpuno popisati prirodnim brojevima. Za dokaz upotrijebit ¢emo potpunost iz prethod-
noga odjeljka, u obliku teorema o ugnijezdenim segmentima.

Teorem 1.4.22. Za svake realne brojeve a < b segment [a, b] je neprebrojiv.

Dokaz. Dokazimo da nijedna funkcija f: N — [a,b] nije surjektivna. Buduéi da je [a,b]
neprazan, time ¢emo iskljuciti i konac¢nost i prebrojivost toga skupa.

Neka je, dakle, zadana proizvoljna funkcija f: N — [a, b]. Rekurzivno éemo konstruirati
neprazne segmente I, = [a,,b,], pocevsi od Iy = [a, b], tako da je

I, C I, f(n) ¢ 1, (n € N).

Pretpostavimo da smo odabrali I,,_1 = [u,v], gdje je u < v. Ako je f(n) < (u+v)/2,
postavimo

[+ 3w
[n = y UL
L 4 -
inaCe postavimo )
7 3u+v
n— |U,
L 4 -
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U prvome je slucaju svaki element odabranoga segmenta strogo veéi od (u + v)/2, a u
drugome strogo manji. Zato u oba slucaja vrijedi f(n) ¢ I,. Segment I, ima pozitivnu
duljinu (v — u)/4 i sadrzan je u I,,_q, pa postupak mozemo nastaviti.

Prema Cantorovu teoremu o ugnijezdenim segmentima postoji

Taj broj pripada [a, b], ali za svaki n € N vrijedi € I,, i f(n) ¢ I,,, pa je x # f(n). Dakle,
x nije u slici funkcije f. Bududi da je f bila proizvoljna, nikakvo popisivanje prirodnim
brojevima ne moze obuhvatiti cijeli segment. O]

f(n)

S --42

Slika prikazuje prvi slucaj konstrukcije. U drugome odabiremo lijevu cetvrtinu seg-
menta. Za dokaz je dovoljno postojanje zajednicke tocke; ne trebamo zasebno dokazivati
da je ona jedinstvena.

Korolar 1.4.23. Skup R i svaki njegov interval koji sadrzi barem dvije razlic¢ite tocke ne-
prebrojivi su.

Dokaz. Kad bi R bio najvise prebrojiv, takav bi bio i njegov podskup [0, 1], protivno pret-
hodnom teoremu. Svaki interval s barem dvije tocke ekvipotentan je skupu R, pa je i on
neprebrojiv. O]

Korolar 1.4.24. Skup iracionalnih brojeva R\ Q je neprebrojiv.
Dokaz. Kad bi bio najvise prebrojiv, unija
R=QUR\Q)
dvaju najvise prebrojivih skupova bila bi najvise prebrojiva, sto je proturjecje. O]

Gustoca i prebrojivost opisuju razlicita svojstva. Gustoca racionalnih brojeva kaze da
svaki neprazan otvoreni interval sadrzi racionalan broj. Ona ne kaze da se svaki realan
broj nalazi u nekom popisu racionalnih brojeva. Stovise, Q je gust i prebrojiv, dok je svaki
neprazan otvoreni interval neprebrojiv.

Zadatak 1.4.4. Neka je S C R najvise prebrojiv i a < b. Dokazite da je (a,b) \ S
neprebrojiv. Posebno zakljucite da svaki neprazan otvoreni interval sadrzi neprebrojivo
mnogo iracionalnih brojeva.
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Poglavlje 2

Nizovi

Pri pribliZznom racunanju obi¢no ne dobivamo odjednom toc¢nu vrijednost, nego redom
sve bolje aproksimacije. Primjerice, broj mozemo zamjenjivati njegovim decimalnim od-
sjeccima, a korijen racunati postupkom koji iz jedne aproksimacije proizvodi sljedec¢u. Ta-
kav uredeni slijed vrijednosti opisujemo nizom. Glavno je pitanje priblizavaju li se njegovi
¢lanovi nekom broju i kako tu tvrdnju precizno izraziti i dokazati.

U ovom poglavlju najprije uvodimo konvergenciju i dokazujemo pravila ra¢unanja s li-
mesima. Zatim proucavamo odabrane primjere, gomilista i kriterije konvergencije. Na kraju
realne brojeve proSirujemo na kompleksne te pokazujemo kako se konvergencija komplek-
snoga niza svodi na konvergenciju dvaju realnih nizova. Koristit ¢emo potpunost realnih
brojeva, Arhimedovo svojstvo i postojanje korijena, dokazane u prethodnom poglavlju.

2.1. Nizovi i podnizovi

Definicija 2.1.1. Neka je S # 0. Niz u skupu S funkcija je a: N — S. Vrijednost
a(n) oznacavamo s a, 1 nazivamo n-tim ¢lanom niza, a broj n njegovim indeksom. Niz
oznacavamo s (an)nen i krace s (ay,).

Niz nije isto $to i skup njegovih vrijednosti {a, : n € N}. U nizu pamtimo redoslijed
i ponavljanja. Na primjer, nizovi 1,2,1,2,...1 2,1,2,1,... razli¢iti su, iako im je skup
vrijednosti isti. Konstantni niz a, = ¢ ima beskona¢no mnogo clanova, ali samo jednu
vrijednost.
Primjer 2.1.2. Nizove mozemo zadati na razlicite nacine:

1. formulom, primjerice a,, = 1/n ili b, = (—1)";

2. po slucajevima, primjerice cor_1 =0, cop,. = k za k € N;

3. rekurzijom, primjerice u; = 11 upy1 = (up + 2/uy,)/2 zan € N.
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U posljednjem slucaju treba provjeriti da je svaki korak definiran. Ovdje indukcija daje
u, > 0, pa nazivnik nikada nije nula. Samo prvih nekoliko zapisanih ¢lanova opcenito ne
odreduje cijeli niz: potrebno je pravilo koje odreduje svaki clan.

Ponekad je prirodnije poceti indeksom 0 ili nekim drugim cijelim brojem. Tada ¢emo
to izri¢ito navesti. Promjena pocetnoga indeksa ne mijenja bit pojmova koje uvodimo. Niz
moze imati i funkcije kao ¢lanove: primjerice, f,: R — R, f,(z) = sin(nx), jest niz funkcija.
Za svaki fiksni x dobivamo realan niz (f,,(x)).

Definicija 2.1.3. Realan niz (a,) je omeden odozgo ako postoji M € R takav da je a,, < M
za svaki n, a omeden odozdo ako postoji m € R takav da je m < a, za svaki n. Niz je
omeden ili ograni¢en ako je omeden s obiju strana; ekvivalentno, postoji C' > 0 takav da je
la,| < C za svakin € N.

Niz je rastuéi ako je a, < a,41 za svakin, a padajuci ako je a, = anyq1 za svakin. Ako
vrijede stroge nejednakosti, govorimo o strogo rastu¢em odnosno strogo padajuéem nizu.
Rastuce 1 padajuée nizove zajedno nazivamo monotonima.

Uvjet a, < a,4q ekvivalentan je uvjetu n < m = a, < a,: doista, a, < a,41 <
-+ < ay,. Jednako vrijedi za ostale vrste monotonosti. Rastuéi niz ne mora biti strogo
rastuci; konstantni je niz i rastuéi i padajuéi. Niz (1/n) strogo pada i omeden je, niz (n)
strogo raste i nije omeden odozgo, a niz ((—1)") omeden je, ali nije monoton.

Definicija 2.1.4. Podniz niza (a,) niz je oblika (ap, )ken, gdje su p1 < py < --- pri-
rodni brojevi. Drugim rijecima, podniz dobivamo izabiranjem beskonacno mnogo clanova uz
ocuvangje njihova redoslijeda.

Primjerice, (ag) i (agx—1) jesu podnizovi parnih i neparnih indeksa. U oznaci a,, treba
razlikovati k, mjesto u podnizu, od px, mjesta u izvornom nizu.

Lema 2.1.5. Za strogo rastuéi niz prirodnih brojeva (py) vrijedi py = k za svaki k € N.
Podniz podniza ponovno je podniz izvornoga niza.

Dokaz. Imamo p; > 1. Ako je pr = k, onda je pri1 = pr +1 = k + 1, pa prva tvrdnja
slijedi indukcijom. Ako je (ap, ) podniz od (ap,), onda iz ¢; < g;4+1 1 strogoga rasta (px)
slijedi py; < pg,,,- To je upravo trazeni uvjet na indekse. O]

a1 a2 az Q4 as g Qa7 ag Qg Q10

l L l

ap, Qpy Qpsg Qpy

Na slici su izabrani indeksi p; = 2, po = 5, p3 = 7, p, = 10. Nastavak izbora mora
dati strogo rastuci beskonacan niz indeksa. Izbor ¢lanova ne mora o¢uvati razmake izmedu
indeksa, ali mora ocuvati njihov redoslijed.

Zadatak 2.1.1. Dokazite da svaki podniz omedenoga niza ostaje omeden i da svaki podniz
monotonoga niza ostaje monoton u istome smislu. Navedite neomeden niz koji ima omeden
podniz.
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2.2. Limes realnoga niza

Izraz gotovo svi ¢lanovi znaci: svi ¢lanovi osim eventualno konacno mnogo njih. Buduéi da
konacan skup indeksa ima gornju medu, to je isto Sto i svi ¢lanovi od nekog indeksa nadalje.
Izraz beskonacéno mnogo ¢lanova slabiji je: govori da nakon svakoga indeksa postoji jos neki
¢lan s trazenim svojstvom. U oba slucaja brojimo indekse, a ne razlicite vrijednosti.

Definicija 2.2.1. Realan niz (a,) konvergira ili tezi broju a € R ako vrijedi
(Ve >0)(IN eN)(VneN) n>N = |a, —a|<e.

Broj a zovemo limesom il granicnom vrijednoséu niza @ pisemo a, — a ili lim, .. a, = a.
Niz koji nema limes u R nazivamo divergentnim u R.

Za svaki zadani € > 0 od nekoga mjesta nadalje svi ¢lanovi moraju pripadati intervalu
(a—e,a+¢). Indeks N smije ovisiti o €, ali nakon njegova izbora nejednakost mora vrijediti
za svaki n > N. Ne zahtijevamo da se udaljenosti |a,, — a| stalno smanjuju, ni da neki ¢lan
niza bude jednak limesu. Konvencija n > N umjesto n > N daje isti pojam: dovoljno je
pomaknuti grani¢ni indeks za jedan.

an
svi ¢lanovi zan > N
i ostaju u oznac¢enom pojasu
L4 1
1
ol R e R
[ ]
a | ’ : . >
| . ° ° ¢
1 L]
a — 8 __________ o _: __________________________________
1
1
:
1
: n

Na slici je niz a,, = 1 4+ 1.25(—1)"/n. Za prikazani ¢ = 0.35 mozemo uzeti N = 4. Slika
predocuje definiciju, ali konacan crtez sam po sebi ne dokazuje tvrdnju o svim preostalim
¢lanovima.

Primjer 2.2.2. Vrijedi 1/n — 0. Za zadani € > 0 Arhimedovo svojstvo daje N € N takav
da je N > 1/e. Tada za svaki n > N vrijedi

0 1<1<
=—-—< —=<e.
n n N

=

Jednako dokazujemo (—1)"/n — 0, jer je apsolutna vrijednost ¢lana ponovno 1/n. Taj niz
nije monoton. Konstantni niz a,, = ¢ konvergira k ¢, jer je |a, — ¢| = 0.
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Negacija tvrdnje a,, — a, za zadani a, glasi
(Jeo > 0)(YN e N)(3In > N) |a, —a|] > <.

To znaci da se clanovi udaljeni barem ¢y od a pojavljuju proizvoljno daleko u nizu. Da bismo
dokazali divergenciju u R, treba iskljuciti svaki a € R, a ne samo jednoga kandidata.

Teorem 2.2.3. Limes realnoga niza jedinstven je. Svaki konvergentan realan niz omeden
je.

Dokaz. Pretpostavimo a,, — a i a, — b, gdje je a # b. Uzmimo ¢ = |a — b[/3 > 0.
Postoje indeksi Ny, N takvi da je |a, —a| < ezan > Nyi|a, —b <ezan > Ny Za
n = max{ Ny, No} dobivamo

2
|a—b|<|a—an|+|an—b|<25:§|a—b|,

Sto je proturjecje.
Ako a, — a, odaberimo N tako da je |a, —a] < 1 zan > N. Za te indekse vrijedi
la,| < |a| + 1. Broj
C :=max{|a| + 1, |a1], ..., |an|}

zato omeduje apsolutne vrijednosti svith clanova. O

Propozicija 2.2.4. Promjena konacno mnogo clanova ne mijenja konvergenciju ni limes.
Za svaki fiksni r € Ny vrijeds

ap = a4 <= Qpir — Q.

Dokaz. Ako se dva niza podudaraju za n > Ny, u definiciji limesa dovoljno je svaki prag N
zamijeniti s max{N, No}. Za pomak indeksa, iz n > N slijedi n +r > N. Obratno, ako je
|apir —al <ezan> N,ondaje|a, —al<ezam>=N+r, uzn=m—r. O

Teorem 2.2.5. Ako je a, — a, onda svaki podniz (ay,) konvergira k a.

Dokaz. Za e > 0 odaberimo N iz definicije limesa izvornoga niza. Ako je k > N, onda je
pr = k > N prema lemi pa je |a,, —a| <e. O

Primjer 2.2.6. Omedeni niz a,, = (—1)" divergira: njegov parni podniz ima limes 1, a
neparni podniz limes —1. Kada bi cijeli niz konvergirao, oba bi podniza morala imati
isti limes. Postojanje jednoga konvergentnog podniza zato nije dovoljno za konvergenciju
cijeloga niza.
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2.2. Limes realnoga niza

2.2.1. Beskonac¢ni limesi
Definicija 2.2.7. Pisemo a, — +o0 ako
(VM € R)(IN e N)(Yn > N) a, > M,

a a, — —oo ako

(VM e R)AN eN)(Vn>=N) a, < M.

To su beskonacni limesi. Zajedno s konacnim limesima promatramo ih w prosirenom skupu
realnih brojeva R := R U {—o00, +-00}.

Simboli —co i +00 nisu realni brojevi. Niz koji tezi jednom od njih divergira u R, iako
ima limes u R. Na primjer, n — 400 i —n — —o0. Sama neomedenost odozgo ne povlaci
G, — +00: niz as, = k, as,_1 = 0 neomeden je odozgo, ali se stalno vrac¢a na nulu.

Propozicija 2.2.8. Ako a,, — +00, onda su a, > 0 za gotovo sve n i 1/a, — 0, pri éemu
reciprocni niz promatramo od mjesta gdje je definiran. Obratno, ako je a, > 0 za gotovo
sven i1/a, — 0, onda a, — 4+00. Svaki podniz niza s limesom +oo ili —oo ima isti limes.

Dokaz. Za prvu tvrdnju primijenimo definiciju s pragom M = 1/e > 0. Tada je 0 < 1/a, <
e za gotovo sve n. Za obrat, za zadani M € R izaberimo B > max{M,0}. Za gotovo sve
n imamo 0 < 1/a, < 1/B, pa je a, > B > M. Tvrdnja o podnizovima slijedi iz py > k
jednako kao kod kona¢noga limesa. O]

2.2.2. Konvergencija monotonih nizova

Teorem 2.2.9. Rastuci realan niz koji je omeden odozgo konvergira v vrijedi
nh—>r£10 a, = sup{a, : n € N}.

Padajuci realan niz koji je omeden odozdo konvergira i vrijedi

lim a, = inf{a, : n € N}.

n—oo

Rastuci niz koji nije omeden odozgo tezi k +00, a padajuci niz koji nije omeden odozdo tezi
k —o0.

Dokaz. Neka je (a,) rastuéi i omeden odozgo. Po potpunosti postoji a = sup{a, : n €
N} € R. Za svaki € > 0 broj a — ¢ nije gornja meda, pa postoji N takav da je a — e < ay.
Za n > N monotonost daje

a—e<any <a, La<a-+te,

odnosno |a, — a|] < . Za padajuéi niz postavimo a = inf{a, : n € N}. Postoji N takav da
jeay <a+e,azan > N vrijedia < a, <ay <a-+e.

Ako rastuéi niz nije omeden odozgo, za svaki M € R postoji N s ay > M. Tada
a, = ay > M za svaki n > N, Sto upravo znaci a,, — +00. Dokaz za padajuc¢i neomedeni
niz dobivamo obratom nejednakosti. O]
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Poglavlje 2. Nizovi

a = sup{a, }

4 —Ef-=rmmmmmmo-- D

Za rastuéi niz dovoljno je pronaci jedan clan iznad a — e: svi kasniji clanovi ostaju
iznad njega i ispod supremuma a. Upravo zato monotonost pretvara svojstvo supremuma
u konvergenciju.

Omedenost je nuzna za konvergenciju u R, ali nije dovoljna. Monotonost nije nuzna,
a sama po sebi takoder nije dovoljna. Zajedno, omedenost i monotonost daju dovoljan
uvjet. Potpunost smo u prethodnom dokazu upotrijebili pri postojanju supremuma odnosno
infimuma.

Zadatak 2.2.1. Dokazite: ako asr — a i ag,_1 — a, onda a,, — a. Objasnite zaSto je bitno
da su limesi jednaki i da su tim dvama podnizovima obuhvaceni svi indeksi.

Zadatak 2.2.2. Za a, = 3 + (—1)"/y/n iz definicije dokazite a, — 3. Za zadani ¢ > 0
navedite prikladan prirodan broj N.

2.3. Operacije s konvergentnim nizovima

Zbrajanje, oduzimanje i mnozenje nizova provodimo po clanovima: (a,) + (b,) = (a, + by,)
i (a,)(b,) = (ayb,). Dijeljenje zahtijeva dodatnu pozornost jer nazivnik ne smije biti nula.
U sljede¢em teoremu svi navedeni limesi a, b jesu konacni.

Teorem 2.3.1. Neka a, — a i b, — b uR. Tada vrijeds
a, = b, — a=+b, anb, — ab, la,| — |al.

Ako je b # 0, onda je b, # 0 za gotovo sve n i

an a

by b

U posljednjoj tvrdnji kvocijent promatramo od mjesta gdje je definiran; eventualne ranije
clanove moZemo zadati proizvoljno.
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2.3. Operacije s konvergentnim nizovima

Dokaz. Za zadani € > 0 odaberimo Ny, N, tako da |a, —a| <e/2zan > Ny il|b,—b] <e/2
zan = Ny. Zan > max{Ny, N} tada vrijedi

|(a, £b,) — (a£b)| <la, —a|+|b, — b <e.

Za produkt koristimo omedenost: postoji C' > 1 takav da je |a,| < C za svaki n.
Rastavimo pogresku u obliku

anb, —ab = a,(b, —b) + b(a, — a).
Za dovoljno velik n istodobno vrijedi |b, — b| < e/(2C) i |a, — a|] < e/(2(|b| + 1)), pa
\anby, — ab] < Clb, — b| + |b] |a, — a] <e.

Obratna nejednakost trokuta daje ||a,| —|a|| < |a, — al, odakle slijedi tvrdnja za apsolutne
vrijednosti.

Neka je b # 0. Za dovoljno velik n imamo |b, — b| < |b|/2, pa je |b,| = |b] — |b, — b| >
|b|/2 > 0. Za te indekse vrijedi

1 1' b =8 _ 2

R L (R R - T X
b 5| Tl S Y

Za zadani € > 0 desna je strana manja od ¢ ¢im dodatno zahtijevamo |b, — b| < €[b]*/2.
Dakle, 1/b, — 1/b, a tvrdnja za kvocijent slijedi primjenom veé¢ dokazanoga pravila za
produkt. O]

Korolar 2.3.2. Ako a, — a, b, = b i A\, € R, onda Aa, + pb, — Aa + pb. Za svaki
polinom P wrijedi P(a,) — P(a). Ako su P,Q polinomi i Q(a) # 0, onda
P(a, P
() _ Pla)
Q(an) Q(a)
Dokaz. Konstantni nizovi imaju svoje konstantne vrijednosti za limese. Zato linearnost

slijedi iz pravila za sumu i produkt. Kona¢nom primjenom tih pravila dobivamo tvrdnju
za polinome, a pravilom za kvocijent posljednju tvrdnju. O]

Primjer 2.3.3. Dijeljenjem brojnika i nazivnika s n? dobivamo

3n*—n+2 3—1/n+2/n 3

= — =
2n2 45 2 +5/n? 2

Nazivnik nakon dijeljenja ima limes 2 # 0, pa su ispunjeni uvjeti teorema. Nasuprot tome,
iz a, — 01 b, — 0 ne mozemo odrediti limes kvocijenta: za b, = 1/n izbori a, = 1/n,
a, =1/n*1ia, = (—=1)"/n daju redom limes 1, limes 0 i divergentan kvocijent.

Pravila za konacne limese ne dopustaju ra¢unanje s izrazima poput 0/0, oo — oo ili 0+ co.
To nisu rezultati racunanja. Takvi zapisi samo opisuju situacije u kojima navedeni podaci
o pojedinim nizovima ne odreduju limes njihova kvocijenta, razlike ili produkta.
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Poglavlje 2. Nizovi

2.3.1. Uredaj i teorem o sendvicu

Teorem 2.3.4. Neka a,, — a i b, — b. Ako je a, < b, za gotovo sve n, onda je a < b.
Ako je a < b, onda je a, < b, za gotovo sve n.

Dokaz. Za prvu tvrdnju pretpostavimo suprotno, a > b. Za ¢ = (a — b)/3 i dovoljno velik
n vrijedi
a, >a—¢c>b+¢e>b,,

Sto proturje¢i pretpostavcei a, < b,. Za drugu tvrdnju uzmimo ¢ = (b — a)/3. Za dovoljno
velik n tada je a, <a+e<b—e <b,. ]

Stroga nejednakost izmedu ¢lanova ne mora ostati stroga nakon prijelaza na limes:
0 < 1/n za svaki n, a oba limesa jednaka su 0. Posebno, ako a,, — a > 0, onda su gotovo
svi ¢lanovi pozitivni.

Teorem 2.3.5 (Teorem o sendvicu). Neka za gotovo sve n wvrijedi a, < ¢, < b,. Ako
a, = cib, —c, ondaic, — c.

Dokaz. Za € > (0 izaberimo prag nakon kojega vrijede obje pretpostavljene nejednakosti i
istodobno ¢ — ¢ < a, te b, < ¢+ <. Za sve te indekse vrijedi

c—e<a,<c, <b, <c+e,
sto je definicija ¢, — c. m
Korolar 2.3.6. Ako je (a,) omeden i b, — 0, onda a,b, — 0.

Dokaz. 1z |a,| < C slijedi 0 < |a,b,| < Clb,| — 0. Teorem o sendvicu daje |a,b,| — 0, Sto
je ekvivalentno a,b, — 0. ]

Na primjer, sinn/n — 0, jer je |sinn| < 1. Ne treba dokazivati konvergenciju samoga
niza (sinn).
Propozicija 2.3.7. Za realan broj q takav da je |q| < 1 vrijedi ¢" — 0. Za q > 1 vrijedi
q" — +00.

Dokaz. Ako je ¢ = 0, tvrdnja je neposredna. Za 0 < |g| < 1 zapisimo 1/|q| = 1 + h, gdje je
h > 0. Bernoullijeva nejednakost (1 + h)" > 1+ nh daje

1 1
<
1+h)» ~ 1+nh

0<|q"|:( — 0.

Posljednji limes slijedi dijeljenjem brojnika i nazivnika s n. Za ¢ > 1 ista nejednakost daje
q" > 1+n(q—1), pazasvaki M € R vrijedi ¢" > M za sve dovoljno velike n. ]

Bernoullijevu nejednakost za h > 0 mozemo dokazati indukcijom: iz (14 h)™ > 1+ nh
mnozenjem s 1+ h dobivamo (14 A)"™ > 14 (n+ 1)h+nh? > 1+ (n+ 1)h. Nejednakost
vrijedi i za —1 < h < 0 istom indukcijom, jer je i tada 1+ h > 01inh? > 0.
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2.3. Operacije s konvergentnim nizovima

2.3.2. Stolzov teorem i aritmeticke sredine

Pravilo za kvocijent konvergentnih nizova ne primjenjuje se izravno ako nazivnik tezi k +oo.
U nekim takvim sluc¢ajevima pomaze usporedivanje prirasta brojnika i nazivnika.

Teorem 2.3.8 (Stolz). Neka su (a,) i (b,) realni nizovi, neka je (by,) strogo rastuci i neka
b, — 4+00. Ako za neki L € R vrijedi

Apy1 — Ap I
? 3

bn+1 - bn

onda je
G,

bn

Kvocijent a,, /b, definiran je barem od nekog indeksa nadalje.

— L.

Dokaz. Uzmimo € > 0. Postoji K € N takav da je bx > 01

EEE < (k2 K).

L

brt1 — by

Bududi da je by — b > 0, slijedi

[(ar+1 — ax) — L(bry1 — br)| < 5 (kg1 — br).

DO ™

Za n > K zbrajanjem od £k = K do k£ = n — 1, uz nejednakost trokuta i ponistavanje
susjednih clanova, dobivamo

€
[(an — ar) — L(by — bx)| < E(bn — bk).
Stoga je
(]J_n_L<|(ZK—LbK| Ebn—bK<|CLK—LbK‘+§'
b, by, 2 b, by, 2
Indeks K sada je fiksiran. Kako b, — +o00, prvi pribrojnik manji je od £/2 za sve dovoljno
velike n. Time je dokazana konvergencija kvocijenta. O

Dokaz pokazuje ulogu obiju pretpostavki o nazivniku: pozitivni prirasti omogucuju
zbrajanje procjena, a neograniceni rast uklanja utjecaj konacnoga pocetnog dijela niza.
Nije potrebno pretpostaviti da (a,) raste ili da tezi u beskona¢nost.

Korolar 2.3.9 (Cesaro). Ako ¢, — ¢, onda aritmeticke sredine prvih n clanova takoder

konvergiraju k c:
1+t

n

— C.
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Poglavlje 2. Nizovi

Dokaz. Primijenimo Stolzov teorem na a, = ¢; + -+ 4+ ¢, 1 b, = n. Tada je (any1 —
an)/(bps1 — bp) = cpp1 — . O

Primjer 2.3.10. Obrat ne vrijedi. Za cor_1 = 01 cop = 1 niz (¢,) divergira, ali za njegove
sredine s,, vrijedi

1 kE—1
Sok = = Sok—1 = =
2% = o 2%-1= 5

Dakle, s, — 1/2.

Primjer 2.3.11. Stolzov teorem omogucuje racunanje limesa bez prethodnoga poznavanja
formule za zbroj kvadrata. Za a, = 1>+ --- +n? i b, = n® imamo

Une1 — G (R +1)? 1

= —
bpi1—b,  3n2+3n+1 3’

paje (12 +---+n?)/n* — 1/3.
Zadatak 2.3.1. Za prirodan broj p dokazite

1P 2P oo P 1
m = .
n—00 nptl p—l—l

Uputa: upotrijebite Stolzov teorem i binomnu formulu za (n + 1)P1 — pP*t,

Zadatak 2.3.2. Neka je b, > 01b, — 0. Dokazite 1/b, — +00. Za svaki od izraza a,, — b,
i c,d, navedite primjere razlic¢itih limesa uz iste uvjete a,,b, — 400, odnosno ¢, — 0,
d, — +00.

2.4. Primjeri i eksponencijalna funkcija

Op¢éi teoremi o nizovima postaju osobito korisni kada iz rekurzije ili formule trebamo naj-
prije dokazati konvergenciju, a tek zatim odrediti limes. U primjerima koji slijede pazit
¢emo upravo na taj redoslijed. Nakon postupka za racunanje korijena uvest ¢emo broj e i
povezati jedan niz elementarnih izraza s ve¢ konstruiranom eksponencijalnom funkcijom.

2.4.1. Heronov postupak za racunanje kvadratnoga korijena

Postojanje pozitivnoga kvadratnog korijena dokazali smo iz potpunosti realnih brojeva.
Sada zelimo taj korijen aproksimirati brojevima koje mozemo izra¢unati pomocu osnovnih
racunskih operacija.

Neka je b > 0 i neka je zy > 0 proizvoljna pocetna aproksimacija. Definiramo

1 b
Tpyl = 5 (xn + x_> , n € NU{0}. (2.1)

n
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2.4. Primgjeri i eksponencijalna funkcija

Ako je z, veéi od Vb, broj b/x, manji je od Vb. Njihova aritmeticka sredina daje novu
aproksimaciju. Taj postupak zovemo Heronovim postupkom; on je ujedno poseban slucaj
Newtonova postupka, koji ¢emo upoznati nakon derivacija.

b/x, b

Tn \/5

pravokutnik i kvadrat imaju jednaku povrsinu

Slika motivira usrednjavanje duljina stranica pravokutnika. Za zakljucak o konvergenciji
ipak su potrebne tocne algebarske jednakosti i teorem o monotonim nizovima.

Teorem 2.4.1. Za svakib > 0 i svaki xg > 0 rekurzija (2.1)) odreduje niz pozitivnih brojeva.
Vrigeds
z, > Vb (n>1), Tp1 <z, (n2>1), lim z, = Vb.

n—00

Za, pogresku vrijedi toéna formula

Vb = (Tn — \/5)2

o (n > 0). (2.2)

xn—i—l -
Dokaz. Pozitivnost svih ¢lanova dokazujemo indukcijom. Ako je x,, > 0, onda je b/x,, > 0,
pa je izraz za x,y; definiran i pozitivan. Kako je xg > 0, rekurzija se moze nastaviti za
svaki indeks.
Oznacéimo r := v/b > 0. Buduéi da je b = 72, imamo
22 +1r2 = 2rz,  (x,—1r)?

T —r = = > 0.
it 22, 22, -

Time smo istodobno dokazali (2.2)) i ¢injenicu x,, > r za svaki n > 1, neovisno o polozaju
pocetnoga clana. Nadalje,

b— a2
Tyl — Tp = . <0 (n>1).

Dakle, niz od ¢lana z; nadalje pada i omeden je odozdo brojem r. Postoji njegov limes
L > r > 0. Tek sada smijemo prije¢i na limes u rekurziji. Pravila za limes zbroja i

kvocijenta daju
1 b
L=-(L+—
(1 1)

pa je L? = b. Pozitivnost broja L i jedinstvenost pozitivnoga korijena daju L = r. O]
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Poglavlje 2. Nizovi

Ako je 0 < zy < Vb, prvi korak poveéava aproksimaciju i dovodi je iznad korijena. Zato
niz ne mora padati pocevsi od zy. Ako je zg = Vb, svi su ¢lanovi jednaki korijenu. Ako je
zo # Vb, formula pogreske pokazuje da je z, > Vb za n > 1, pa niz od toga mjesta strogo
pada.

Samo rjeSavanje jednadzbe za moguéi limes ne dokazuje konvergenciju. U prethod-
nom dokazu njezino smo postojanje opravdali prije nego Sto smo rekurziju upotrijebili za
racunanje limesa.

Zan > 1 stavimo 6, := z, —r > 0. Iz formule pogreske slijede dvije korisne procjene:

52 ) 52
T or, T2 TS oy
Prva daje eksplicitnu ocjenu
xy—r
ngn—rgﬁ (n=1)

Druga procjena omeduje novu pogresku konstantnim visekratnikom kvadrata prethodne
pogreske. Kada je pogreska mala, to objasnjava brzu konvergenciju postupka.

Primjer 2.4.2. Za b =21 xy = 2 prva tri koraka daju

3 17 577

$1=§, $2=E, $3—m-

Pritom je b/x, < Vb < xr, za svaki n > 1. Zato svaka izracunata aproksimacija daje i

interval koji sigurno sadrzi korijen. Primjerice,

816 S77
— <V2< —.
7T V2 408

Duljina toga intervala iznosi 1/235416 < 0.000005. Tako toénost mozemo provjeriti bez
unaprijed poznate vrijednosti broja v/2.

Zadatak 2.4.1. Za Heronov postupak dokazite da niz (b/2,),>1 raste prema v/b te da su
segmenti [b/x,, x,] ugnijezdeni. Izvedite jednakost

b
Ty — — = 2(Ty — Tpy1) (n>1).
'Tn

Objasnite kako ona omogucuje procjenu pogreske iz dviju uzastopnih aproksimacija.

2.4.2. Nizovi korijena

U sljede¢im primjerima i red korijena ovisi o indeksu. Zato ih ne dobivamo iz pravila o
limesu fiksne potencije.
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2.4. Primgjeri i eksponencijalna funkcija

Propozicija 2.4.3. Vrijed:
lim /n = 1.

n—oo

Dokaz. Za svaki n € N vrijedi /n > 1. Neka je ¢ > 0. Binomni poucak za n > 2 daje

-1 -1
(1+5)”>1+n5+%52>%52.

Ako je n > 1+ 2/¢% desna strana veéa je od n. Buduéi da uzimanje pozitivnoga n-tog
korijena cuva poredak, za sve takve indekse imamo

1< YUn<l+e.
To je upravo tvrdnja o trazenom limesu. O

Korolar 2.4.4. Za svaki a > 0 vrijeds

lim Va = 1.

n—o0

Dokaz. Za a > 11 sve dovoljno velike n vrijedi 1 < a < n, pa

1 < {/a < n.

Tvrdnju daje teorem o sendvicu. Za a = 1 niz je konstantan. Ako je 0 < a < 1, vel
dokazani slucaj primijenimo na 1/a > 1 i upotrijebimo
1

Va= V1/a

]

Pretpostavka a > 0 bitna je. Za a = 0 niz je konstantno jednak nuli, dok za a < 0 realni
korijen parnoga reda nije definiran. Za a > 1 postoji i izravna ocjena
a—1

0<a/"—1< ,
n

koju smo ranije izveli iz Bernoullijeve nejednakosti. Sada je mozemo c¢itati i kao kvantita-
tivan dokaz konvergencije.

Zadatak 2.4.2. Odredite limese nizova
Vn3, V5n, vn + 1.
U posljednjem primjeru usporedite n + 1 s n i 2n.
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2.4.3. Broje

Promotrimo nizove

1 n 1 n+1
un::<1—|——> , vn::(l—l——) , n € N.
n n

Prvi ¢e niz dati donje, a drugi gornje aproksimacije istoga broja. Najprije ¢emo dokazati
postojanje njihova zajednickog limesa, a zatim njime definirati broj e.

Teorem 2.4.5. Niz (u,,) strogo raste, niz (v,) strogo pada i oba konvergiraju istom realnom
broju L. Za svakin € N vrijedi
U, < L < wv,.

Segmenti [u,, v,| ugnijezdeni su i imagu toéno jednu zajednicku tocku, broj L.

Dokaz. Fiksirajmo n € N i radi preglednosti oznacimo

1
a:=1+—, b:=1+ .
n n+1

Tadajea>b>0,a—b=1/(n(n+1))ib—1=1/(n+1). Za svaki m € N rastav razlike

potencija daje
m—1

a™ —b" = (a—0b) Z a™ Iy,

J=0

Svaki od m pribrojnika u sumi barem je b™ !, a najvise a™ 1. Zato
m(a —b)b™ ' <a™ —b™ < m(a—b)a™ .
Najprije usporedimo u,,; = b"* i, = a™. Primjenom gornje ocjene s m = n dobivamo

Upt1 — Uy = (b—1)a™ — b(a™ — b")

> e bn(a — b)a™*
n—1 n—1
_a (a —b) __a .0
n+1 n(n+1)2

Dakle, niz (u,) strogo raste.
Za usporedbu v, = a"*! i v, = b""2 upotrijebimo donju ocjenu s m = n + 1:

Up — Upy1 = (an-i-l . bn+1) . (b . 1>bn+1

bn+1
> 1)(a—b)b" —
(n+ 1)(a— b~
1 n—+2 b
—pr (2= — :
(n (n+ 1)2) n(n+ 1)? >0
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Prema tome, niz (v,) strogo pada.
Iz definicija neposredno slijedi v, = u,(1 4+ 1/n) > w,. Zajedno s upravo dokazanom
monotonosc¢u to daje

2=u; < u, <v, <v =4 (n € N).

Oba su niza, dakle, monotona i omedena, pa prema teoremu o monotonim nizovima postoje
konacni limesi U = limu,, i V = limwv,,. Tek sada u jednakosti

(+3)
Up = Uy [ 1+ —
n

prelazimo na limes i dobivamo V' = U. Oznac¢imo zajednicki limes s L. Stroga monotonost
daje
Up < Upy1 < L < vpgq < Uy

Prema tome, L pripada svakom segmentu [u,,v,]|, a ti su segmenti ugnijezdeni. Ako i
broj ¢ pripada svima njima, onda u, < ¢ < v, za svaki n. Prelaskom na limes dobivamo
L<c< L, pajec=L. O]

Definicija 2.4.6. Broj

zovemo Eulerovim brojem.

U odjeljku o funkcijama broj e uveli smo pomoc¢u donjih i gornjih ograda, uz najavu
da ¢emo opravdati postojanje i jedinstvenost. Prethodni teorem pokazuje da je upravo
definirani limes taj broj: jedini je realan broj koji za svaki n zadovoljava

1 n 1 n+1
<1+_) <e<(1+_) .
n n

Za racunanje broja e koristan je i drugi niz,

"1
Sn ::ZH, n € N.
k=0

Pri tome je 0! := 1. Dokazat ¢emo da i ovaj niz konvergira prema e. Sve sume u dokazu
konac¢ne su; nije nam potrebna teorija beskonacnih redova.

Teorem 2.4.7. Niz (s,) strogo raste i vrijedi

o1
JE&; no e
=0

Posebno, 2 < e < 3.
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Dokaz. OCito je spi1 — 8, = 1/(n+1)! > 0. Za k > 2 imamo k! > 2-3"2 pazan > 2
formula za konaénu geometrijsku sumu daje

1 11
N <2 g
nS ety ZSJ 21—1/3 4

I sy =2 < 11/4, pa je niz (s,) omeden i raste. Oznac¢imo njegov limes sa S.
Binomni poucak daje zapis

Z l'jlj ( ) (2.3)

Za k = 0 produkt je prazan i prema dogovoru jednak 1. U zapisu (2.3)) svi faktori pripadaju
intervalu [0, 1], pa je u, < s, za svaki n. Prelaskom na limes dobivamo e < S.
Za obratnu nejednakost najprije fiksirajmo p € N. Za svaki n > p iz ([2.3)) slijedi

p 1 k—1 ]
k=0 7=0

Na desnoj strani sada je fiksan, konacan broj pribrojnika i faktora. Zato smijemo primijeniti
pravila za njihove limese kad n — oo. Svaki produkt tezi broju 1, pa dobivamo

"1
GZZH:SP.
k=0

To vrijedi za svaki p. Tek sada pustamo p — oo i dobivamo e > S. Dakle, S = e. Konacno,
e>s,=>5/2>21ie<11/4<3. O

U dokazu jednakosti limesa ne mozemo jednostavno zamijeniti svaki faktor njegovim
limesom u sumi ¢iji broj clanova takoder raste. Pravila o limesu zbroja i produkta odnose
se na fiksan konacan broj nizova. Zato smo najprije zadrzali prvih p + 1 ¢lanova, presli na
limes po n, a zatim po p.

ef-----mm - 0---0---0---0---0---
o
(@] P i ¢ *
[ )
* sy = o 1/k!
’ (14 1/n)
2 )
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Na slici su prikazani prvi ¢lanovi obaju nizova. Oba prilaze broju e odozdo. Iz veé

dokazanih ograda slijedi
Uy, 3
O<e—u, <v, —uU,=—< —.
non
Za konac¢ne sume s,, dobit ¢emo znatno manju zajaméenu ogradu pogreske pri istom indeksu

n.

Propozicija 2.4.8. Za svaki n € N vrijedi

1
O<e—s, < —.
nn!
Dokaz. Za m € N imamo
1 — 1 1 — 1 1

0<Sn+m—8n:_g ‘ <_§ < .
| | |
nl <~ m+1)(n+2)---(n+j) n! ‘= (n+1)7 " nn!

Pustanjem m — oo dobivamo gornju ocjenu. Stroga pozitivnost slijediize > s,11 > s,. [

Tako se, primjerice, dovoljno velikom kona¢nom sumom dobiva e ~ 2.718281828. Pro-
cjena ostatka odreduje koliko znamenaka smijemo smatrati pouzdanima.

Zadatak 2.4.3. Primijenite ocjenu ostatka za n = 6 1 napiSite racionalni segment koji
sadrzi e.

Prikaz broja e kao limesa kona¢nih suma omogucuje nam dokazati i da taj broj nije
racionalan. Klju¢ je u tome $to mnozenje s n! uklanja nazivnike svih pribrojnika u s,, a
ostatak ipak ostaje strogo pozitivan i malen.

Teorem 2.4.9. Broj e je iracionalan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je e = p/q za neke p, g € N. Odaberimo prirodan broj
n > max{q, 2} i promotrimo

n! anl
D::n!(e—sn):p—— —.
q k!

k=0

Bududi da je ¢ < n, broj ¢ dijeli n!, pa je prvi pribrojnik cijeli broj. Za svaki 0 < k < n
i broj n!/k! cijeli je: za k < n to je produkt (k + 1)(k+2)---n, a za k = n jednak je 1.

Prema tome, D je cijeli broj.

S druge strane, propozicija daje
0<D I( ) < L < L <1
=nlle—s,) < —< < .
n o 2
Ne postoji cijeli broj strogo izmedu 0 i 1. Dobiveno proturjecje pokazuje da e nije racionalan.
O
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2.4.4. Eksponencijalna funkcija kao limes

U odjeljku o potpunosti konstruirali smo realne potencije a” prosirenjem racionalnih po-
tencija pomocu supremuma. Sada ¢emo dokazati da za bazu a = e vrijedi i korisna limes
formula. Najprije radimo s nenegativnim argumentom.

Definicija 2.4.10. Neka su f,: D — R i f: D — R funkcije na istom skupu D. KaZemo
da niz (f,) konvergira po tockama prema funkciji f ako za svaki x € D niz brojeva (f,,(x))
konvergira prema f(z).

Dakle, argument x najprije fiksiramo, a zatim promatramo limes po indeksu n. U
definiciji konvergencije prag indeksa smije ovisiti i o odabranom z i o trazenoj tocnosti.

Teorem 2.4.11. Za svaki x > 0 postoji konacan limes

F(a) = lim fu(2),  ful2) = (1+§)”.

Virigeds

a za sve x,y = 0 vrijeds

Usporedba faktora, kao u dokazu za (u,), pokazuje da f,+1(x) > fn(x). Za > 0 novi ¢lan
daje strogu nejednakost. Za x = 0 svi su clanovi jednaki 1.
Odaberimo cijeli m > 1 takav da je x < m. Za svaki n imamo

fa(@) < fu(m) < frn(m) = (1 + %)mn =u™ < 3"

Prva nejednakost slijedi usporedbom baza, a druga iz upravo dokazane monotonosti po
indeksu, jer je mn > n. Dakle, za fiksni x niz (f,(x)) raste i omeden je, pa njegov limes
postoji. Vrijednosti F'(0) = 11 F(1) = e slijede iz definicije. Iz prvih dvaju pribrojnika
binomnoga zapisa dobivamo f,(z) > 1+, pai F(x) > 1+ x > 0.

Za zakon zbrajanja eksponenata fiksirajmo x,y > 0 i stavimo

An:=<1+5>(1+§), B, —1+21Y
n n n
Tada je A, > B, > 11 A, — B, = xy/n?. Rastav razlike potencija daje
n—1
n LY n—1—7 RJj LY n
0< Ay =By =03 4B < At < @) fuly).
5=0



2.4. Primgjeri i eksponencijalna funkcija

Nizovi (fn(x)) i (fn(y)) konvergentni su, pa su omedeni. Desna strana zato tezi nuli.
Buduéi da je A? = f.(z) fn(y) i Bl = f.(xz+y), pravila za limese i teorem o sendvicu daju
F(x)F(y) — F(z +y) = 0. O

Propozicija 2.4.12. Definirajmo E: R — (0,400) formulom

F =0,
E(z) := (), v
1/F(—z), x<0.
Tada je E(x +vy) = E(x)E(y) za sve x,y € R, funkcija E strogo raste i vrijedi E(x) = e*
za svaki x € R.

Dokaz. Zakon je ve¢ dokazan za nenegativne argumente. Za x = —s, y = —t, gdje su

s,t > 0, imamo
B +9) = 57 = T s — FOE),

Preostaje slucaj suprotnih predznaka. Zbog simetrije dovoljno je uzeti x = s > 0iy =
—t < 0. Ako je s > t, tada F(s) = F(s —t)F(t), pa

E(s—t)=F(s—t) = ff(;) = E(s)E(-t).
Ako je s < t, tada F(t) = F(t — s)F(s), pa
Bls —t) = F(tl_ 5= 1;((2 — B(s)E(—1).

Time smo obuhvatili i slucaj s = t.
Za h > 0 imamo E(h) = F(h) > 1+ h > 1. Zato za © < y zakon daje

E(y) = E(x)E(y — x) > E(x),

pa E strogo raste. Nadalje, £(0) = 11 E(1) = e. Funkcijska jednadzba daje E(m) = e™
zam € Z te
E(m/n)" = E(m) =e™ (m € Z, neN).

Pozitivnost vrijednosti i jedinstvenost pozitivnoga korijena stoga daju E(m/n) = e™/™.

Dakle, E je rastuc¢e prosSirenje racionalnih potencija s bazom e > 1. Prema propoziciji
1.3.25| takvo je prosirenje jedinstveno. Zato je E(x) = e® za svaki realan x. ]

Nismo pretpostavili da limes koji definira F' veé jest poznata eksponencijalna funkcija.
Najprije smo dokazali postojanje limesa, zakon zbrajanja eksponenata i monotonost, a
zatim primijenili prethodno dokazanu jedinstvenost prosirenja racionalnih potencija. Time
je povezanost dviju konstrukcija opravdana bez upotrebe neprekidnosti ili derivacija.
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Korolar 2.4.13. Za svaki x € R vrijedi

lim (1 + £>n =e”.
n

n—o0

Za negativan x baza je pozitivna za sve dovoljno velike n.

Dokaz. Za x > 0 tvrdnja je ve¢ dokazana. Neka je x = —t, gdje je t > 0. Za n > t vrijedi

(-2 (2 -2

Ako je 0 < v < 1, rastav razlike potencija daje

n—1
0<1I—(1-v)"=v) (1-v) <nv.
=0
Za v = t*/n? slijedi
t? 2\"
1——< (1——) < L
n n?

Srednji izraz stoga tezi broju 1. Kako (14 t/n)™ — e’ > 0, dijeljenjem dobivamo trazeni
limes 1/e' = e™". O

2.5. Podnizovi, gomilista i limesi superior i inferior

Ogranicen niz ne mora konvergirati: ¢lanovi niza ((—1)") ne priblizavaju se jednom broju.
Ipak, mozemo izdvojiti parne ili neparne indekse i tako dobiti konvergentne podnizove.
Pokazat ¢emo da se iz svakoga ogranicenog realnog niza moze izdvojiti konvergentan podniz.
Zatim ¢emo opisati sve brojeve kojima se mogu priblizavati njegovi podnizovi.

2.5.1. Monotoni i konvergentni podnizovi

Lema 2.5.1. Svaki niz realnih brojeva ima monoton podniz.

Dokaz. Indeks n nazovimo vrsnim ako je
Ay, = G, za svaki m > n.

Drugim rije¢ima, nakon ¢lana a, nema strogo vecega clana. Razlikujemo dva slucaja.

Ako vrsnih indeksa ima beskona¢no mnogo, neka je n; najmanji vrsni indeks, a ngiq
najmanji vrsni indeks vec¢i od ny. Takav indeks uvijek postoji: beskonacan podskup od N
ne moze biti ograni¢en odozgo. Iz definicije vrénoga indeksa slijedi

an1>an2>an3>"'
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Dakle, dobili smo padajuéi podniz.

Ako vrsnih indeksa ima kona¢no mnogo, odaberimo N veéi od svih njih; ako ih nema,
stavimo N = 1. Neka je n; = N. Bududi da ny > N nije vrsni indeks, postoji m > ny
takav da je a,, > a,,. Za ni;; uzmemo najmanji takav m. Tako dobivamo strogo rastuci
niz indeksa i

Upy < Uy < Uy < .

U oba slucaja trazeni podniz postoji. O]
Tvrdnja ne jaméi strogo monoton podniz: konstantan niz nema takav podniz. U dokazu

smo pri svakom koraku birali najmanji raspolozivi indeks, pa je postupak izbora potpuno
odreden svojstvom dobrog uredenja prirodnih brojeva.

Korolar 2.5.2. Neka je r € N i neka su zadani realni nizovi (ag)), Ce (ag)). Postoje
mdeksi ny < ng < --- takvi da su svi podnizovi

1 r
(a,(lk))k, SRR (agz;c))k

monotoni. Smjer monotonosti ne mora biti jednak za sve njih. Ako su svi zadani nizovi
ograniceni, ti podnizovi konvergiraju.

(1)
P1(
))i- Dobivamo

Dokaz. Prema lemi postoji strogo rastuca funkcija p;: N — N za koju je (a
2

pi(k
strogo rastucu funkciju ¢o: N — N takvu da je (a;l)(q2 (k))) r monoton. Podniz prvoga mono-

tonog niza i dalje je monoton, pa su uz py = p; © g2 prva dva niza monotona.
Nastavimo istim postupkom. Nakon j koraka imamo strogo rastu¢u funkciju p; za koju

su prvih j podnizova monotoni. Primjenom leme na (ag ?;)))k dobivamo p;i1 = p; o g1,

)k monoton.

Ako je r = 1, odabir je zavrSen. Za r > 2 primijenimo lemu na niz (a
2

a ve¢ postignuta monotonost ostaje ocuvana. Nakon konacno mnogo, tocnije r, koraka
stavimo ny = p.(k). Ako su nizovi ograniceni, svi dobiveni podnizovi ograniceni su i
monotoni, pa konvergiraju prema teoremu [2.2.9] O

Teorem 2.5.3 (Bolzano—Weierstrassov teorem). Svaki ogranicen niz realnih brojeva ima
konvergentan podniz.

Dokaz. Prema lemi postoji monoton podniz. On je ogranicen jer je podniz ograni¢enoga

niza. Zato konvergira prema teoremu [2.2.9, 0

2.5.2. Gomilista niza

Definicija 2.5.4. Broj b € R zovemo gomilistem niza (a,) ako postoji podniz (an,) takav
da je a,, — b. Skup svih realnih gomilista oznacavat éemo s G(ay,).

U ovoj definiciji gomiliste je realan broj. Ako podniz tezi u +oo ili —oo, to ¢emo izricito
navesti; simboli +00 nisu elementi skupa G(ay,).
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Propozicija 2.5.5. Za realan broj b sljedeée su tvrdnje ekvivalentne:
1. b je gomiliste niza (ay);
2. za svaki e > 0 skup indeksa
{n€eN:|a, —b| <c}
je beskonacan;
3. za svakie > 0 1 svaki N € N postoji n > N takav da je |a, — b| < e.

Dokaz. Ako a,, — b, za svaki ¢ > 0 svi dovoljno kasni ¢lanovi podniza leze u (b —¢,b+¢).

Njihovi su indeksi medusobno razliciti, pa vrijedi druga tvrdnja. Druga i treca tvrdnja

ekvivalentne su jer je podskup od N beskonacan ako i samo ako nije ograni¢en odozgo.
Pretpostavimo treéu tvrdnju i stavimo ng = 0. Za svaki k£ > 1 neka je m; najmanji

indeks koji zadovoljava

1
ng = ng_1+ 1, |ank — b| < E

Takav indeks postoji prema pretpostavci. Dobivamo podniz, a procjena pogreske pokazuje
da a,, — 0. O

U drugoj tvrdnji brojimo indekse, a ne razli¢ite vrijednosti ¢lanova. Konstantan niz
a, = c ima gomiliSte ¢, iako skup njegovih vrijednosti ima samo jedan element. Zato
gomiliSte niza nije isto Sto i gomiliste skupa njegovih vrijednosti u smislu koji zahtijeva
druge, razlicite tocke.

Primjer 2.5.6. Svaki ogranicen realan niz ima barem jedno gomiliste prema Bolzano—
Weierstrassovu teoremu. Ako a,, — a, svaki podniz konvergira prema a, pa je G(a,) = {a}.
Niz a, = (—1)" ima totno dva gomilista, —1 i 1. Oba se dobivaju iz neparnih odnosno
parnih indeksa. Ako b ¢ {—1,1}, okolina polumjera 1 min{|b— 1|, b+ 1|} ne sadrzi nijedan
¢lan niza, pa b nije gomiliste.
Niz a,, = n nema realnih gomilista: u svakom ogranicenom intervalu nalazi se samo
kona¢no mnogo njegovih ¢lanova.

Primjer 2.5.7 (Nabrajanje racionalnih brojeva). Neka je r: N — @ bijekcija, ¢ije smo
postojanje dokazali u odjeljku o prebrojivosti. Tada je

G(rn) =R

Doista, svaki neprazan otvoreni interval sadrzi beskona¢no mnogo racionalnih brojeva. Da
bismo to vidjeli, za proizvoljan m € N podijelimo interval na m medusobno disjunktnih
nepraznih otvorenih podintervala i u svakome upotrijebimo gustoéu Q u R. Dobivamo
barem m razli¢itih racionalnih brojeva. Zbog bijektivnosti nabrajanja, za svaki b € R i
svaki e > 0 postoji beskonatno mnogo indeksa n s r, € (b—e,b+¢). Propozicija sada
daje tvrdnju.
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2.5.3. Limes superior i limes inferior

Pretpostavimo u ovom pododjeljku da je (a,) ogranicen. Za svaki m € N definiramo
infimum i supremum repa niza:

Qy, = inf{a, :n > m}, Bm = sup{a, : n = m}.
Skupovi na desnim stranama neprazni su i ograniceni, pa su «,, i (3,, realni brojevi. Izba-
civanjem prvih ¢lanova skup se smanjuje, stoga
O g Om41, ﬂerl < Bm
Oba su niza ograni¢ena istim zajednickim medama kao (a,), pa konvergiraju.
Definicija 2.5.8. Limes inferior ¢ limes superior ogranicenoga realnog niza definiramo s

liminfa, := lim «a,, = sup a,,, limsupa, := lim f3,, = inf 5,,.
n—00 m—00 meN n—00 m—00 meN

Kraée éemo th oznacavati s ¢ i L.

Vrijedi o, < a, < By 1 ¢ < L. Prva nejednakost neposredna je iz definicije, a druga
slijedi prelaskom na limes u «a,,, < ,,. Sljedeéi teorem objasnjava zasto ove veli¢ine opisuju
krajnje moguce granice podnizova.

Teorem 2.5.9. Za ogranicen realan niz vrijedi
¢ =min G(ay,), L = max G(ay).
Posebno, limes inferior i limes superior sami su gomilista niza.

Dokaz. Najprije neka je a,, — b. Za fiksni m svi dovoljno veliki indeksi n; zadovoljavaju
ng = m, pa je q, < ay, < Bn. Prelaskom na limes po k& dobivamo a,, < b < 3,,. To
vrijedi za svaki m, pa prelaskom na limes po m slijedi

(<b< L.

Preostaje pokazati da se obje krajnje vrijednosti postizu.

Stavimo ng = 0. Za k > 1 neka je M) = max{k,ns_1; + 1}. Prema karakterizaciji
supremuma postoji indeks n > My za koji je a, > B, — 1/k. Za ny uzmemo najmanji
takav indeks. Bududi da je By, = L ing > k, vrijedi

1

Obje krajnje strane teze prema L, pa a,, — L.
Za donju granicu stavimo mgo = 0 i P, = max{k, mj_; + 1}. Karakterizacija infimuma
daje indeks m > Py za koji je a,, < ap,+ 1/k; neka je my najmanji takav indeks. Tada

1
a < Ay, <+ —,

k
jer je ap, < £. Prema teoremu o sendvicu a,,, — ¢. Time su oba broja gomilista, a ve¢
dokazane nejednakosti pokazuju da su najmanje odnosno najvece gomiliste. O]
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Na slici je niz a,, = (—1)"41/n. Njegov parni podniz tezi prema 1, a neparni prema —1.
Drugih gomilista nema. Doista, za b ¢ {—1,1} stavimo d = min{|b — 1|, |b+ 1|} > 0. Kada
je 1/n < d/3, nejednakost trokuta daje |a, — b| > 2d/3. Zato u okolini (b — d/3,b+ d/3)
lezi samo kona¢no mnogo ¢lanova, pa b nije gomiliste. Slijedi { = —11 L = 1.

Teorem 2.5.10. Neka je (a,) ogranicen realan niz. Realni broj L jednak je njegovu limesu
superioru ako i samo ako za svaki € > 0 vrijede oba uvjeta:

1. a, < L+ € za sve dovoljno velike n;
2. ap, > L — ¢ za beskonacno mnogo indeksa n.

Realni broj ¢ jednak je njegovu limesu inferioru ako © samo ako za svaki € > 0 vrijede oba
uvjeta:

1. a, >l — ¢ za sve dovoljno velike n;
2. a, < {+ ¢ za beskonacno mnogo indeksa n.

Dokaz. Neka je L = limsupa,. Kako 8,, — L, za dovoljno veliki m vrijedi £,, < L + €.
Tada je a, < L 4+ ¢ za sve n > m. Nadalje, L je gomiliste, pa u svakoj njegovoj e-okolini
ima ¢lanova s beskona¢no mnogo indeksa; svi ti clanovi veci su od L — €.

Obratno, neka realan broj L zadovoljava navedene uvjete, a pravi limes superior oznac¢imo
s B. Prema prvom uvjetu za neki m vrijedi 5,, < L + ¢, pa je B < L 4 ¢. Prema drugom
uvjetu za svaki m postojin > m s a, > L —e. Zato je B,, > L — ¢ i prelaskom na limes
B > L — . Bududi da to vrijedi za svaki € > 0, mora biti B = L.

Za niz (—a,) infimum i supremum svakoga repa jednaki su —f,, odnosno —a,,. Stoga

limsup(—a,) = — liminf a,.

Primjenom upravo dokazane karakterizacije na (—a,) dobivamo oba smjera tvrdnje za limes
inferior. O]
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Prvi uvjet sam nije dovoljan: svaki broj vec¢i od limesa superiora zadovoljava ga. Zajedno
s prvim uvjetom, drugi uvjet osigurava da se ¢lanovi beskonacno ¢esto vrac¢aju proizvoljno
blizu gornjoj granici. Ni limes superior ni limes inferior ne moraju biti vrijednosti ¢lanova
niza, kao $to pokazuje niz a,, = 1/n.

Teorem 2.5.11. Za ogranicen realan niz sljedece su tvrdnje ekvivalentne:
1. miz konvergira;
2. liminf a,, = lim sup a,,,
3. niz ima toéno jedno realno gomiliste.
Kada vrijede, limes niza, limes inferior, limes superior i jedino gomiliste jednaki su.

Dokaz. Ako niz konvergira prema a, svaki njegov podniz konvergira prema a, pa je G(a,,) =
{a}. Ako je skup gomilista jednoc¢lan, njegov minimum i maksimum jednaki su, pa teorem
daje ¢ = L. Naposljetku, ako je { = L = a, iz a, < a, < B, o — a i B, — a prema
teoremu o sendvicu slijedi a,, — a. O]

Primjer 2.5.12. Ogranicenost u prethodnom teoremu ne smijemo izostaviti. Za niz
as, = 0, Qop—1 = k (k? € N)

jedino je realno gomiliste 0, ali niz ne konvergira. Doista, u dovoljno maloj okolini bilo
kojega b # 0 nema nula, a ima samo kona¢no mnogo pozitivnih cijelih brojeva; stoga b nije
gomiliste. Niz je neogranic¢en, pa ne moze konvergirati prema realnom broju.

Zadatak 2.5.1. Neka su (a,) i (b,) ograniceni te neka je a,, < b, za sve dovoljno velike n.
Dokazite
liminf a,, < liminf b, limsup a,, < limsupb,.

Uputa: Usporedite infimume i supremume odgovarajuc¢ih repova. Dokazite i
limsup(a,, + b,) < limsup a,, + limsup b,
te pronadite primjer u kojem je nejednakost stroga. Sto se dogada ako jedan od nizova
konvergira?
2.6. Cauchyjevi nizovi
Definicija konvergencije usporeduje ¢lanove niza s njegovim limesom. Mozemo li prepoznati

konvergenciju i kada taj broj jos ne poznajemo? Sljede¢i uvjet usporeduje samo clanove
niza medusobno.
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Definicija 2.6.1. Realni niz (a,) zovemo Cauchyjevim nizom ako vrijedi
(Ve > 0)(IN e N)(Vm,n = N) |a, —an| <e.

Za zadanu tocnost isti indeks N mora vrijediti za sve parove indeksa m,n > N, bez
obzira na to koliko su oni medusobno udaljeni.

duljina manja od ¢

1 gvi ¢lanovi dovoljno kasnoga repa 42

Slika prikazuje rep smjesten u interval duljine manje od . Tada se bilo koja njegova
dva clana razlikuju za manje od . Polozaj konacno mnogo pocetnih ¢lanova nije bitan za
Cauchyjevo svojstvo.

Lema 2.6.2. Svaki Cauchyjev realni niz ogranicen je.

Dokaz. Za e =1 odaberimo N iz definicije. Za n > N, uz fiksni indeks m = N, vrijedi
|an| < lan — an|+ lan| <1+ |ax].

Stoga broj
M = max{|a1],...,|an|,1 + |an]|}

zadovoljava |a,| < M za svaki n € N. O

Teorem 2.6.3 (Cauchyjev kriterij konvergencije). Niz realnih brojeva konvergira u R ako
1 samo ako je Cauchyjev.

Dokaz. Neka najprije a, — a i neka je ¢ > 0. Postoji N takav da je |a, — a| < £/2 za sve
n > N. Za proizvoljne m,n > N nejednakost trokuta daje

e €
lan, — am| < lan, —a| + |la —ap| < ;t3=¢
Dakle, niz je Cauchyjev.

Obratno, neka je niz Cauchyjev. Prema lemi [2.6.2| on je ograni¢en, pa prema Bolzano—
Weierstrassovu teoremu ima podniz a,, — a za neki a € R. Pokazat ¢emo da prema a
konvergira cijeli niz.

Za zadani € > 0 odaberimo N takav da je

|an—am]<§ (m,n > N).

Buduéi da a,, — a i ny — 400, mozemo fiksirati jedan k za koji istodobno vrijedi
€

n = N, |an,€—a\<2
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Tada za svaki n > N imamo

e €
|an—a|<|an—ank|+|ank—a|<§+§:5.

Time smo dokazali a,, — a. O

Primjer 2.6.4 (Susjedni ¢lanovi nisu dovoljni). Ako je (a,) Cauchyjev, onda a,, 11 —a, — 0.
Obrat ne vrijedi. Promotrimo niz kona¢nih suma

1 1
H,=1+ -+ +—.
2 n

Viijedi Hypy — H, = 1/(n+1) = 0, ali

j=n+1

Za e = 1/2, ma koliko velik bio N, indeksi n = N i m = 2N krse Cauchyjev uvjet. Zato
(H,) nije Cauchyjev i ne konvergira prema realnom broju.

[Potpunost i skup u kojem trazimo limes| Prvi smjer Cauchyjeva kriterija koristi samo
nejednakost trokuta. U obratu smo koristili potpunost realnih brojeva, posredno preko
teorema o monotonim nizovima i Bolzano—Weierstrassova teorema. Svojstvo da svaki Ca-
uchyjev niz ima limes u promatranome prostoru nazivamo potpunoscéu u smislu Cauchyjevih
nizova.

Skup @Q, s uobicajenom udaljenoséu, nema to svojstvo. Na primjer, racionalni brojevi

1107V/2]

= "gn

zadovoljavaju 0 < v/2 — ¢, < 107", pa konvergiraju prema v/2 u R i zato ¢ine Cauchyjev
niz. Taj niz nema limes u Q: eventualni racionalni limes bio bi i realni limes, Sto zbog
jedinstvenosti limesa i iracionalnosti broja v/2 nije moguée. Vazno je, dakle, navesti u
kojem skupu trazimo limes.

Zadatak 2.6.1. Neka za realni niz (a,) vrijedi
lani1 — a,| < C¢"° (n € N), C>0, 0<g¢g<l.

Dokazite da je niz Cauchyjev i da za njegov limes a vrijedi

On
la — a,| < ¢
l—q

Uputa: Za m > n teleskopski zbroj i kona¢na geometrijska suma daju |a,, —a,| < Cq"(1 —
g™ ™) /(1 — q). Najprije dokazite konvergenciju, a tek potom pustite m — oo.
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2.7. Kompleksni brojevi i nizovi

Jednadzba 2% 4+ 1 = 0 nema realnoga rjeSenja, jer je kvadrat realnoga broja nenegativan.
Prosirit ¢emo realne brojeve tako da ta jednadzba dobije rjesenje, a da pritom ostanu
sacuvana pravila racunanja u polju. Zatim ¢emo prouciti nizove u tom prosirenju. Njihovu
¢emo konvergenciju svesti na konvergenciju dvaju realnih nizova.

2.7.1. Polje kompleksnih brojeva

Definicija 2.7.1. Skup kompleksnih brojeva jest C := R%. Na njemu definiramo operacije
(a,b) + (¢,d) := (a+ ¢, b+ d),
(a,b)(c,d) := (ac — bd, ad + bc).

Jednakost kompleksnih brojeva znaci jednakost obiju koordinata.

Ove formule nisu posljedice nekog ve¢ poznatog racunanja kompleksnim brojevima:
njima tek definiramo te operacije. Najprije provjerimo pravila racunanja.

Teorem 2.7.2. Skup C s navedenim operacijama jest polje.

Dokaz. Asocijativnost i komutativnost zbrajanja vrijede po koordinatama, jer vrijede za
realne brojeve. Nula je (0,0), a broj suprotan broju (a,b) jest (—a, —b).
Komutativnost mnozenja slijedi iz

ac — bd = ca — db, ad + bc = cb + da.
Provjerimo i asocijativnost mnozenja. Za tri para (a,b), (¢, d) i (s,t) obje strane jednakosti
((a,B)(e, ) (5.1) = (a.b)((c, d)(s.1))
imaju, nakon mnozenja i sredivanja, koordinate
(acs — bds — adt — bct, act — bdt 4+ ads + bcs).

Primjerice, prva koordinata lijeve strane jest (ac—bd)s— (ad+bc)t, a prva koordinata desne
strane jest a(cs — dt) — b(ct + ds); razvijanjem dobivamo isti izraz.
Distributivnost provjeravamo izravno:

(a, b)((c, d) + (s, t)) = (a(c +3s)—=bld+1),ald+t)+ blc+ s))
= (ac —bd, ad + bc) + (as — bt,at + bs).

Neutralni element za mnozenje jest (1,0), razlicit od (0,0). Ako je (a,b) # (0,0), onda je

a?+b>>0i )
by !i= ¢ —
(a,0) (a2+b2’a2—0—b2)
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zadovoljava

(a,b)(a,b)™" = (

Time su provjerena sva svojstva polja. O

2 2
a +b7 ab + ba —(1,0).
a2+ b2 a? + b2

Preslikavanje a +— (a,0) injektivno je i ¢uva zbrajanje te mnozenje:
(a,0) + (¢,0) = (a +¢,0), (a,0)(c,0) = (ac,0).

Zato realan broj a mozemo poistovjetiti s kompleksnim brojem (a,0). U tom smislu pisemo
R C C. Nadalje, definiramo imaginarnu jedinicu

i:=(0,1).
Vrijedi i = (—1,0) = —1, a svaki kompleksan broj ima jedinstven zapis
z = (a,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi.

Broj a zovemo realnim dijelom i piSemo a = Re z, a broj b imaginarnim dijelom i piSemo
b =Imz. Oba dijela realni su brojevi; imaginarni dio broja a + bi jest b, a ne b.

Primjer 2.7.3. Uz pravilo i> = —1 ra¢unamo
(24 3i)(1 — 2i) =2 — 4i + 3i — 6i> =8 — 1.

Realne jednadZbe mogu sada imati nova rjesenja: iz 22 + 1 = (2 —i)(z +4) = 0 slijedi da
su i i —i upravo sva rjeSenja jednadzbe 22 +1=0u C.

Na C ne postoji linearni uredaj uz koji bi C postao uredeno polje. Doista, u uredenom
polju kvadrat svakog nenultog elementa strogo je pozitivan. Tada bi istodobno vrijedilo
1>0i—-1=14?>0, §to je nemoguce. Kompleksne brojeve zato opéenito ne usporedujemo
znakovima < i >; usporedivati mozemo njihove realne dijelove, imaginarne dijelove ili mo-
dule.

2.7.2. Konjugiranje, modul i udaljenost

Definicija 2.7.4. Za z = a + bi € C njegov konjugirani broj i njegov modul definirani su

S
Z:=a — bi, |z == Va? + b2

Postojanje nenegativnoga kvadratnog korijena ve¢ smo dokazali u R. Ako je z realan,
njegov je modul jednak njegovoj realnoj apsolutnoj vrijednosti, pa se oznake slazu. Ge-
ometrijski, Z je zrcalna slika tocke z s obzirom na realnu os, a |z| njezina udaljenost od
ishodista.
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Im
z=a+bi
b~ .
4 ;
C
0 a Re
] |
B A
zZ=a—W
Propozicija 2.7.5. Za sve z,w € C vrijedi
Ztw=z+w, W =ZW, zZ=z,
zZ=P El=1e, Jew] = 2] |w].

Modul je nenegativan i jednak je nuli ako i samo ako je z = 0. Nadalje, za z # 0 vrijeds

1z
e

Dokaz. Za z = a+biiw = c+di prve jednakosti slijede usporedbom realnoga i imaginarnoga
dijela. Posebno,

zw = (ac — bd) — (ad + bc)i = (a — bi)(c — di) = Zw.
Takoder, (a + bi)(a — bi) = a* + b* = |2|%. Prema tome,
|zw|? = (2w)zw = 2Zww = |z|*|w]?.

Oba broja |zw| i |z||w| nenegativna su, pa jednakost njihovih kvadrata daje jednakost tih
brojeva. Ostale tvrdnje o predznaku modula i konjugiranju slijede izravno iz definicije. Iz
2z = |2|> > 0 za 2z # 0 dobivamo formulu za recipro¢ni broj, a iz 1 = |2(1/2)| = |2]|1/z|
dobivamo njegov modul. O

Dijeljenje se tako svodi na realan nazivnik:

a+bi  (a+0bi)(c—di) ac+bd+bc—adi
c+di c? + d? 24+ 2+ ar”

c+di #0.
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Teorem 2.7.6 (Nejednakosti za modul). Za sve z,w € C vrijede nejednakost trokuta
|2+ w| < [z] + |w]
1 obrnuta nejednakost trokuta
|l2] = ]| < [z = w].

Osim toga,
|Re z| < 2|, | Im z| < |2, |z| < |Rez| + |Imz|. (2.4)

Dokaz. Ako je z = a+ bi, iz a® < a® +b? i b* < a® + b? dobivamo prve dvije nejednakosti u
(2.4). Za nejednakost trokuta racunamo

|z—i—w|2 =(z+w)(Z+w)
= |2> + |w|* + 2 Re(>w)
< |2 + |w]? + 2[zw] = (2] + |w])?.

Usporedba nenegativnih kvadratnih korijena daje trazenu nejednakost. Primijenjena na
z=a+bi dajei |z| < |a| + |bi] = |a| + |b].
Nadalje,
2l = 1(z —w) + w| < [z — w| + |w],

pa je |z| — |w| € |z — w|. Zamjenom uloga z i w dobivamo |w| — |z| < |z — w|. Te dvije
nejednakosti zajedno daju obrnutu nejednakost trokuta. O

Broj |z — w| mjeri udaljenost tocaka z i w u ravnini. Za a € C i e > 0 skup
B(a,e) ={z€C:|z—a|] <¢}

jest otvoreni krug sa srediStem a i polumjerom ¢: sadrzi unutrasnjost kruznice, ali ne i samu
kruznicu.

2.7.3. Kompleksna eksponencijalna funkcija

Broj e i realna eksponencijalna funkcija x +— e ve¢ su uvedeni. Za realne argumente koristit
¢emo takoder geometrijski definirane funkcije sinus i kosinus te njihove adicijske formule
iz odjeljka o funkcijama. Njihova geometrijska svojstva ovdje ne izvodimo iz kompleksne
eksponencijalne funkcije, kako bismo izbjegli kruzno zakljucivanje.

Definicija 2.7.7. Za z = x + iy € C definiramo
exp z := e“(cosy + isiny).
Istu funkciju oznacavamo s e*.
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Jedinstvenost zapisa z = x + iy jamci da je definicija jednoznacna. Za y = 0 dobi-
vamo exp x = €, pa je to doista proSirenje realne eksponencijalne funkcije. Za proizvoljan
kompleksan argument oznaka e u ovom trenutku znaci upravo prethodnu formulu; nije
definirana mnozenjem kompleksnoga broja samoga sobom z puta.

Propozicija 2.7.8. Za sve z,w € C vriedi

Rez

ez =¢é”, le*| = e™** > 0.

Za realan y vrijedi Eulerova formula
e = cosy +isiny.

Nadalje,

z w

e =e = z—w =2kmi za neki k € 7.

Dokaz. Za z =z + iy i w = u + v realni zakon potenciranja i adicijske formule daju

e*e” = """ ((cosy cosv — sinysinv) + i(siny cos v + cos y sinv))

= "™ (cos(y + v) + isin(y +v)) = .

Iz definicije slijede ¢” = 1 i Eulerova formula. Nadalje, cos?y + sin?y = 1 daje |e**%¥| =
e® > 0. Zato iz e*e™* = ¢’ = 1 dobivamo formulu za e~*. Parnost kosinusa i neparnost
sinusa daju

e” = e”(cos(—y) + isin(—y)) = e*(cosy — isiny) = €.

Preostalu tvrdnju dovoljno je provjeriti za e*~* = 1. Ako je z — w = s + it, usporedba

modula daje e® = 1, pa je s = 0 zbog stroge monotonosti realne eksponencijalne funkcije.
Zatim mora biti cost = 1 i sint = 0, odnosno ¢t = 2km za neki k € Z. Obrat slijedi iz
periodicnosti realnih trigonometrijskih funkcija. ]

Kompleksna eksponencijalna funkcija nije injektivna, jer je

ez+27m — ez )

Stoga nema inverznu funkciju na cijeloj svojoj domeni. Svojstvo e*T% = e*e i slaganje s

realnom funkcijom sami po sebi nisu razlog za pretpostavljanje injektivnosti.
Eulerova formula i ista formula s argumentom —y daju

' e — oty e + e~ W
siny = ———, cosy = —— e R).

Y 5 Y 5 (y €R)
To motivira sljedeca prosirenja.
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Definicija 2.7.9. Za z € C definiramo

) 6iz - efiz eiz + 672'2
sin z := 5 COS 2 1= —5
3
ef—e”* e +e’”?
shz = ——, chz = ——
2 2

Za realan argument prve se dvije definicije slazu s geometrijskim sinusom i kosinusom,
a druge dvije s ranije uvedenim hiperbolnim funkcijama. Iz definicija slijede

cos(iz) = ch z, sin(iz) = ish z,
cos’ z +sin?z =1, ch?z —sh?z=1.
Na primjer, ako je A = ¢€¥* i B = ¢ %, onda je AB =1, pa

(A+B)>—(A—-B)*
1 —

AB = 1.

cos® z + sin® z =
Drugi se identitet dokazuje istim racunom s A = e* i B = e~ *. Zakon potenciranja na isti
nacin daje adicijske formule i za kompleksne argumente. Ipak, iz identiteta cos? z+sin? z = 1
ne slijedi |sin z| < 1: kvadrati u tom identitetu nisu kvadrati modula.

2.7.4. Konvergencija kompleksnih nizova

Definicija 2.7.10. Niz (z,) u C konvergira prema z € C ako za svaki e > 0 postoji N € N
takav da za svakin > N wvrijedi |z, — z| < e. Tada pisemo z, — z ili lim,_,o. 2, = 2.

Dakle, svaki otvoreni krug oko z mora sadrzavati sve ¢lanove niza pocevsi od nekoga
indeksa. Pocetni ¢lanovi mogu biti izvan toga kruga; njihov konacan broj ne utjece na
konvergenciju.

Im
zn € B(z,e) (n>=N) .o
22 ”_——~ Nz
4 \N
[ ] I’ .\‘
'I ¢ ° 0'8 :
1
\ Z. 1
\\ ° ,,’
\\ ’
[
z3
Re
0
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Teorem 2.7.11. Neka je z, = xp+1y, © 2 = T +1Yy, gdje su x,, Yn, T,y realni brojevi. Tada
Zn 2 = Ty =T Yy — Y.
Dokaz. Ako je z, — z, iz
oo — x| <lon =2,y =yl < zn — 2]

slijedi konvergencija obiju koordinata prema njihovim odgovaraju¢im limesima.
Obratno, pretpostavimo da z, — = iy, — y. Za zadani € > 0 odaberimo Ny, Ny tako

da

c
2
Za n > max{ Ny, No} nejednakost trokuta daje

£

|z, — 2| < (n > Ny), lyn —y| <

lzn — 2| <|zp — x|+ |lyn —y| < e.

Time je konvergencija dokazana bez pozivanja na neprekidnost funkcije kvadratnoga kori-
jena. O

Propozicija 2.7.12. Limes kompleksnoga niza jedinstven je. Svaki konvergentan komplek-
sni niz ogranicen je, tj. postoji M > 0 takav da je |z,| < M za sve n € N. Svaki podniz
konvergentnoga kompleksnog niza konvergira prema istom limesu.

Dokaz. Jedinstvenost i tvrdnja o podnizovima slijede iz prethodnoga teorema i odgova-
rajuéih tvrdnji za realne nizove. Za ograni¢enost uzmimo N tako da je |z, — z| < 1 za
n > N. Tada je |z,| < |z|] + 1 zan > N, a broj

M = max{l, |z]|,...,|z2n], |2] + 1}
omeduje module svih ¢lanova niza. O]
Teorem 2.7.13. Ako z, — z i w, — w u C, onda
Zn + W, — 2+ w, ZpWy — ZW,
Zn — Z, |zn] = |2].

Ako je w # 0, onda je w, # 0 za sve dovoljno velike n i za odgovarajuci rep niza vrijedi

Zn z

W, w

Dokaz. Zbroj obradujemo nejednakoséu
(20 + wn) = (2 +w)| < |zn — 2] + |wn, — wl.
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Oba izraza s desne strane teze nuli. Za produkt koristimo ogranicenost |z,| < M i procjenu
|znwy, — zw| < |zn] Jwp, — w| + |w| |2z, — 2| < M|w, —w|+ |w]| |z, — z|.
Konjugiranje i modul obradujemo pomocu
Z =2 =l =2, lwl = 2] <z =2l

Ako je w # 0, za sve dovoljno velike n vrijedi |w,, — w| < |w|/2. Obrnuta nejednakost
trokuta daje |w,| > |w|/2 > 0, a zatim

< |w, —w| — 0.

‘ 1 1 ‘ fwn —w 2
[wal [w]  w]?

w, w
Tvrdnja o kvocijentu sada slijedi iz tvrdnje o produktu. Ako je neki poc¢etni nazivnik jednak

nuli, kvocijent na tom indeksu nije definiran. Proizvoljnim dopunjavanjem kona¢no mnogo
pocetnih clanova dobivamo niz s istim limesom. O

2.7.5. QOgraniceni kompleksni nizovi i Cauchyjev kriterij

Teorem 2.7.14 (Bolzano—Weierstrassov teorem u C). Svaki ograniceni kompleksni niz ima
konvergentan podniz.

Dokaz. Neka je z, = x,, + iy, 1 |2n| < M za sve n. Tada su oba realna niza (z,) i (y,)
ogranicena, jer je |x,|, |yn| < M.

Prema realnom Bolzano—Weierstrassovu teoremu postoji strogo rastuéi niz indeksa (ny)
takav da x,,, — = za neki x € R. Sada promatramo ograniceni realni niz (y,, ). Ponovnom
primjenom istoga teorema postoji strogo rastuci niz (k;) takav da Yy, =Y 28 neki y € R.
Niz (xnkj ); podniz je ve¢ konvergentnoga niza (x,, ), pa i dalje konvergira prema x. Dakle,

Zny, = Ty, + iynkj — T+ 1y.

Buduéi da su oba niza indeksa strogo rastuca, i (ng,); strogo raste, pa smo doista dobili
podniz pocetnoga niza. O

Vazan je redoslijed odabira: najprije izdvajamo podniz za prvu koordinatu, a zatim
podniz toga podniza za drugu. Neovisno odabrani konvergentni podnizovi dviju koordinata
ne moraju imati iste indekse.

Definicija 2.7.15. Kompleksni niz (z,) jest Cauchyjev ako za svaki e > 0 postoji N € N
takav da
|20 — 2m| < € (m,n > N).

Teorem 2.7.16 (Cauchyjev kriterij u C). Kompleksni niz konvergira ako i samo ako je
Cauchyjev.
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Dokaz. Ako z, — z, onda za m,n dovoljno velike vrijedi

e €
|zn—zm]<|zn—zl+]zm—z|<§+§.

Zato je niz Cauchyjev.
Obratno, ako je (z,) = (x, + iy,) Cauchyjev, onda iz

|Tn — Tm| < |20 — Zmls Yn — Ym| < |20 — 2m]

slijedi da su obje koordinatne komponente Cauchyjevi realni nizovi. Realni Cauchyjev
kriterij daje z,, — x i y, — y za neke z,y € R. Prema teoremu [2.7.11} z, — x + 1y. O

Upravo se ta tvrdnja naziva potpunoscéu kompleksnih brojeva s obzirom na udaljenost
|z — w|. Ovdje se potpunost ne izrazava supremumom kompleksnih brojeva: uredaj polja
na C ne postoji.

2.7.6. Kompleksni geometrijski nizovi
Propozicija 2.7.17. Za q € C promatrajmo niz (¢")nen-
1. Ako je |q| < 1, tada ¢" — 0.
2. Ako je q = 1, niz je konstantan i limes mu je 1.
3. Ako je |q| =1 i q # 1, niz ne konvergira.
4. Ako je |q| > 1, tada |¢"| — 400, pa niz (¢") ne konvergira u C.

Dokaz. Za g = 0 svi su ¢lanovi jednaki nuli. Ako je 0 < |¢q| < 1, realni geometrijski niz |q|™
tezi nuli prema propoziciji [2.3.7} 1z |¢" — 0| = |q|" slijedi ¢ — 0. Slu¢aj ¢ = 1 neposredan
je.

Ako je |q| =11 ¢ # 1, onda za svaki n € N vrijedi

" = q" =1q"lg— 1] =]g—1] > 0.

Kad bi (¢") konvergirao, bio bi Cauchyjev, $to je u proturje¢ju s tom jednakoséu za e =
lg — 1|/2 1 susjedne indekse n,n + 1.

Napokon, ako je |g| > 1, realni rezultat o geometrijskim nizovima daje |¢"| = |¢|” —
+o00. Takav niz nije ogranic¢en, pa ne moze konvergirati u C. O]

U posljednjem slucaju tvrdnja |¢"| — +oo odnosi se na realni niz modula. Ona ne znagi
da kompleksni brojevi ¢" rastu prema +oo u smislu uredaja. S druge strane, ako je |¢| = 1,
Bolzano—Weierstrassov teorem jamci konvergentne podnizove ¢ak i kada cijeli niz divergira.
Na primjer, niz (i") periodicki poprima vrijednosti i, —1, —i, 1.
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Zadatak 2.7.1. Za z,w € C dokazite
|z +wl* + |z — w|* = 2|2]* + 2|w|*.
Objasnite zasto se ova jednakost naziva pravilom paralelograma.

Zadatak 2.7.2. Dokazite adicijske formule za sinus i kosinus kompleksnih argumenata
iz njihovih eksponencijalnih definicija. Zatim pokazite da kompleksni sinus nije omeden
modulom 1, koriste¢i sin(iy) = ishy za realan y.

Zadatak 2.7.3. Ispitajte konvergenciju nizova

n+i 1+4\" 1+4\" (=)™ +1
2n —1i’ 2 ’ NOW n

Za niz koji ne konvergira pronadite dva podniza s razli¢itim limesima.
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Poglavlje 3

Limes funkcije i neprekidnost funkcije

Kod niza smo promatrali Sto se dogada s njegovim ¢lanovima kada indeks raste. Kod
funkcije realne varijable argument moze prilaziti i kona¢nom broju, i to na razli¢ite nacine.
Primjerice, za funkciju f(z) = 1/x mozemo pitati priblizava li se f(z) broju 1 kada se z
priblizava broju 1, ili broju 0 kada x raste bez granice. Pojam limesa precizirat ¢e takve
tvrdnje, a pojam neprekidnosti povezati limes s vrijednoséu funkcije u promatranoj tocki.

Oslanjat ¢emo se na rezultate o nizovima, osobito na pravila racunanja s limesima i
Bolzano—Weierstrassov teorem. Potpunost realnih brojeva omoguéit ¢e nam da dokazemo
postojanje najvecCe i najmanje vrijednosti neprekidne funkcije na segmentu te svojstvo popri-
manja meduvrijednosti. Na kraju ¢emo neprekidnost opisati i pomoc¢u otvorenih skupova.

3.1. Limes funkcije

3.1.1. Priblizavanje tocki i definicija limesa

Definicija 3.1.1. Neka je D C R. Tocka ¢ € R jest gomiliste skupa D ako za svaki o > 0
postoji x € D takav da je

0<|z—r¢|l<é.

Skup (c—6,c+§) nazivamo okolinom tocke ¢, a nakon izostavljanja same tocke ¢ dobivamo
probusenu okolinu.

Dakle, gomilistu mozemo proizvoljno blizu pri¢i drugim tockama skupa. Gomiliste ne
mora pripadati skupu: 0 je gomiliste skupa (0,1). Tocka 0 takoder je gomiliste skupa
{1/n : n € N}, iako taj skup ne sadrzi nijedan interval. Tocka ¢ € D koja nije gomiliste
skupa D naziva se izoliranom tockom skupa D. Primjerice, svaka je tocka skupa Z izolirana.

Lema 3.1.2. Tocka ¢ gomiliste je skupa D ako i samo ako postoji niz (x,) u D\ {c} koji
konvergira prema c.
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Dokaz. Ako je ¢ gomiliste, za svaki n € N odaberimo z,, € D tako da je 0 < |z, —¢| < 1/n.
Tada x,, — c¢. Obratno, ako takav niz postoji, za svaki 6 > 0 njegovi dovoljno kasni ¢lanovi
zadovoljavaju 0 < |z, — ¢| <, pa ¢ jest gomiliste. O

Gomiliste skupa ne treba poistovjetiti s gomiliStem niza. Primjerice, konstantni niz ima
svoje gomiliste, ali njegov jednoclani skup vrijednosti nema gomilista. U prvom pojmu
promatramo podnizove, a u drugom druge tocke skupa u svakoj okolini.

Definicija 3.1.3. Neka je f: D — R, a ¢ gomiliste skupa D. KaZemo da funkcija f ima
limes L € R u tocki ¢ ako za svaki niz (x,) u D \ {c} vrijedi

Pisemo lim f(x) = L ili f(x) — L za x — c¢. Kada je potrebno istaknuti domenu, pisemo

Tr—cC

lim (2) = L.
xzeD

U definiciji se trazi tvrdnja za svaki takav niz. Provjera jednoga niza, pa ni konacno
mnogo odabranih nizova, opéenito nije dovoljna. Niz koji prilazi tocki ¢ moze biti posve
lijevo od nje, posve desno ili prelaziti s jedne strane na drugu; ne mora biti monoton. Limes
ovisi samo o vrijednostima funkcije u tockama razlic¢itima od ¢. Vrijednost f(c) moze biti
druk¢ija od L, a moze biti i nedefinirana.

Uvjet da je ¢ gomiliste vazan je: bez njega ne bi bilo nijednoga niza koji treba provjeriti,
pa bi ista prazna tvrdnja vrijedila za svaki L.

Teorem 3.1.4 (Cauchyjev opis limesa). Neka je f: D — R, a ¢ gomiliste skupa D. Jed-
nakost lim,_,. f(z) = L € R wvrijedi ako i samo ako

(Ve>0)(F0>0)(VxeD) O0<|z—c|<d = |f(z)—L|<e. (3.1)

Dokaz. Pretpostavimo najprije i uzmimo proizvoljan niz (z,,) u D\ {c} koji konvergira
prema c. Za zadani ¢ > 0 odaberimo odgovarajuéi 6 > 0. Postoji N € N takav dazan > N
vrijedi |z, — ¢| < d. Kako je z,, # ¢, tada je |f(z,) — L| < e. To dokazuje f(x,) — L.

Obratno, pretpostavimo svojstvo iz definicije, a zanije¢imo (3.1). Tada postoji g > 0
takav da za svaki ¢ > 0 mozemo naéi x € D za koji vrijedi

0<|zx—¢| <, |f(z) — L| > <.

Za § = 1/n odaberimo takvu tocku z,. Dobiveni niz zadovoljava z, — ci z, # ¢, ali
f(z,) ne konvergira prema L, jer su svi njegovi ¢lanovi od L udaljeni barem za ;. To je
proturjecje. ]

Broj 4 smije ovisiti o e, funkciji i tocki ¢, ali se mora odabrati prije tocke x: isti 0
mora vrijediti za sve x € D koji zadovoljavaju uvjet blizine. Geometrijski, dio grafa iznad
probusene §-okoline tocke ¢ mora lezati u vodoravnoj traci izmedu L —e i1 L + €.
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3.1. Limes funkcije

c—0Cc+9d

Na slici je f(¢) # L. lzdvojena tocka grafa iznad ¢ ne utjece na limes jer je uvjetom
0 < |z — ¢| upravo taj argument izostavljen.

Primjer 3.1.5. Za svaki ¢ € R vrijedi lim,_,.2*> = ¢*. Doista, ako je |z — ¢| < 1, onda je
2| < e[+ 1, pa

22 = 2| = |e — el x4+ | < |o — | (J2] + lel) < |2 — c|(2]e] +1).

Za ¢ > 0 stoga mozemo uzeti 6 = min{l,e/(2|c| + 1)}. To je primjer Cesta postupka:
najprije ograni¢imo x na jednostavnu okolinu, a zatim smanjimo tu okolinu koliko zahtijeva
zadana tocnost.

Primjer 3.1.6. Za x # 1 vrijedi (2> —1)/(x — 1) = 2 + 1, pa je

2
-1
lim ——— = 2.
x—1 1 — 1
Izravno, |z 4+ 1 — 2| = |z — 1|, pa odgovara § = . Dodamo li funkciji bilo koju vrijednost u

tocki 1, limes ostaje 2.

3.1.2. Osnovna svojstva i racunanje s limesima

Propozicija 3.1.7. Limes funkcije u gomilistu njezine domene, ako postoji, jedinstven je.

Dokaz. Kad bi razliciti brojevi L i M bili limesi, za ¢ = |L — M|/3 postojali bi pozitivni df,
i 6y iz (B.1)). Bududi da je ¢ gomiliste, postoji z € D takav da je 0 < |z —¢| < min{dy, da}.
Tada

|L— M| <|L—= f(x)]+]f(x) = M| <2 <|L— M|,

Sto je nemoguce. O

Propozicija 3.1.8. Neka je lim,_,. f(z) = L € R. Tada vrijedi:
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1. Funkcija f omedena je na nekoj probusenoj okolini tocke ¢ unutar svoje domene.

2. Ako je L # 0, onda na dovoljno maloj takvoj okolini f(x) ima isti predznak kao L i
vrijedi | f(z)| > |L|/2.

3. Ako se f i g, definirane na D, podudaraju na nekoj probusenoj okolini tocke ¢, onda
je lim, . g(z) = L.

4. Ako je D' C D i c gomiliste skupa D', onda restrikcija f|p takoder ima limes L u c.

Dokaz. Zaprvu tvrdnju uzmimo € = 1; tada blizu ¢ vrijedi | f(x)| < |L|+|f(x)—L| < |L|+1.
Za drugu uzmimo ¢ = |L|/2. Ako je L > 0, dobivamo f(z) > L/2 > 0, a ako je L < 0,
dobivamo f(z) < L/2 < 0. Za tre¢u tvrdnju ¢ iz definicije dodatno smanjimo tako da

smo u okolini podudaranja funkcija. Za cetvrtu isti ¢ vrijedi i za sve tocke manjega skupa
D' m

Konvergencija restrikcije ne povlaci konvergenciju izvorne funkcije. Primjerice, funkcija
f(z)=1zax >0,a f(x) = —1 zax < 0, na pozitivnom dijelu domene ima limes 1 u 0. Na
cijeloj domeni R \ {0} nema limes u 0: za z,, = 1/n dobivamo f(z,) =1,azay, = —1/n
dobivamo f(y,) = —1.

Teorem 3.1.9. Neka su f,g: D — R, neka je ¢ gomiliste skupa D i neka su lim,_,. f(z) =
AeRilim,.g(z) =B eR. Tada za svaki X\ € R vrijedi

lim(f(a) + (@) = A + B, lim Af(x) = A,
lim f(@)g(x) = AB, lim | (x)| = |4

Ako je B # 0, funkcija g nema nula u dovoljno maloj probusenoj okolini tocke ¢ unutar D,
a na domeni na kojoj je kolicnik definiran vrijeds
A
lim M = —.
T—C g(gj) B
Dokaz. Za proizvoljan niz z, € D\ {c} s &, — ¢ imamo f(z,) - A1 g(z,) — B. Tvrdnje
slijede iz odgovarajué¢ih pravila za nizove, teorem [2.3.1] i definicije limesa funkcije. Ako je
B # 0, propozicija osigurava |g(x)| > |B|/2 blizu ¢. Zato domena koli¢nika sadrzi
sve tocke skupa D u toj probusenoj okolini, a pravilo za koli¢nike nizova daje posljednju
tvrdnju. n

Ne trazimo da nazivnik bude razli¢it od nule daleko od tocke c. Medutim, uvjet B # 0
bitan je za navedeno pravilo. Ako brojnik i nazivnik oba teze nuli, sam taj podatak ne
odreduje limes koli¢nika: koli¢nici z/x, x*/z i x/x? za x — 0 ponaSaju se razlicito.

Teorem 3.1.10 (Usporedba i teorem o sendvic¢u). Neka su f,g,h: D — R, a ¢ gomiliste
skupa D.
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1. Ako je f(x) < g(x) za sve x € D dovoljno blizu ¢, x # ¢, i ako postoje konacni limesi
A =1lim, . f(z) i B =lim,,.g(x), onda je A < B.

2. Ako u takvoj okolini vrijedi f(x) < h(x) < g(z) i ako je lim, . f(z) = lim, . g(z) =
L € R, onda je lim,,.h(xz) = L.

Dokaz. Za svaki niz x,, € D\ {c} s x, — ¢ navedene nejednakosti vrijede za sve dovoljno
velike n. Primijenimo teoreme o usporedbi i sendvicu za nizove i te definiciju

limesa funkcije. O]

Stroga nejednakost ne mora ostati stroga nakon prijelaza na limes: za x # 0 vrijedi
0 < z2, a oba izraza teze nuli kada z — 0. Posebno, ako je |h(z) — L| < r(z) blizu ¢ i
r(z) — 0, onda je h(z) — L.

3.1.3. Jednostrani limesi

Definicija 3.1.11. Neka je f: D — R 1 stavimo
D_:=DnN(-,c), D, :=DnN{c,+00).

Ako je ¢ gomiliste skupa D_, lijevi limes funkcije f u c jest limes restrikcije f|p_ u ¢ i
oznacava se lim, . f(z) ili f(c—). Ako je ¢ gomiliste skupa D, , analogno definiramo
desni limes lim, ., f(x) ili f(c+).

Za desni limes uvjet blizine glasi 0 <z —c¢ < d,azalijeviO<c—z < d,uzx € D. U
nizovnom opisu dopustamo samo argumente s odgovarajuce strane. Oznake f(c—) i f(c+)
oznacavaju limese, a ne vrijednost funkcije u novim tockama domene.

Teorem 3.1.12. Ako je ¢ gomiliste obaju skupova D_ i D, , onda

limf(z) =L <= lim f(z)= lim f(z)= L.

Tr—c Tr—Cc— T—c+
Ako je ¢ gomiliste toéno jednoga od tih skupova, limes relativno domeni D postoji ako i
samo ako postoji taj jednostrani limes, © tada su jednaksi.

Dokaz. 1z limesa na D slijede limesi restrikcija. Obratno, za zadani ¢ > 0 odaberimo
pozitivne §_ i1 J; za oba jednostrana limesa. Za 6 = min{d_,d,} svaka tocka = € D s
0 < |z — | < § zadovoljava jednu od jednostranih pretpostavki, pa je |f(z) — L| < e.

Ako, primjerice, ¢ nije gomiliste skupa D_, postoji r > 0 takav da D N (¢ — r,c) = (.
U probusenoj r-okolini tocke ¢ domena tada ima samo tocke desno od c. Zato se uvjet za
puni relativni limes svodi na desni. Slucaj s drugom stranom jednak je. [

Primjer 3.1.13. Za funkciju f(x) = |z|/z, © # 0, vrijedi

lim f(z) = —1, lim f(z) =1,

z—0— r—0+
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Poglavlje 3. Limes i neprekidnost funkcije

pa limes u 0 ne postoji. Za funkciju g: [0, +00) — R, g(x) = x2, limes u 0 relativno domeni
jednak je desnom limesu i iznosi 0. Lijevi limes te funkcije ne definiramo, jer s lijeve strane
nema tocaka njezine domene koje bi prilazile nuli.

Y

r — 0+
%

_—
r — 0—

Pravila za aritmeticke operacije, usporedbu i sendvi¢ vrijede i za jednostrane limese:
rije¢ je o istim pravilima na manjoj domeni.

3.1.4. Beskonac¢ni limesi 1 limesi u beskonac¢nosti

Dosad su i tocka priblizavanja i limes bili realni brojevi. ProSirit ¢emo zapis dopustajuci
oznake +00 i —00, kao u poglavlju o nizovima. One nisu realni brojevi niti novi argumenti
na kojima bi funkcija trebala biti definirana.

Definicija 3.1.14. Neka je f: D — R. Ako je c € R gomiliste skupa D, pisemo lim,_,. f(x) =
+00 ako
(VM >0)(30 >0)(Vxe D) 0<|z—c|<d = f(x)> M.

Za limes —oo posljednji wvjet zamjenjujemo s f(z) < —M.
Ako je D neomeden odozgo, pisemo lim, ., f(x) = L € R ako

(Ve>0)FAER)(Vz € D) z>A = |f(z)—L| <e.

Ako je D neomeden odozdo, limes za x — —oo definiramo zamjenjujuci uvjet x > A uvjetom
x < A.

Sve kombinacije konacnih i beskonaé¢nih limesa mozemo iskazati istim redoslijedom kvan-
tifikatora: za svaki zahtjev o vrijednostima postoji prag za argumente tako da sve dopustene
argumente iza toga praga funkcija preslikava u zadano podrucje vrijednosti. Uvjeti za ar-
gumente i za vrijednosti biraju se neovisno iz tablice:

Priblizavanje | Uvjet za x € D Limes | Uvjet za f()
r—ceR | 0<|z—c|<d LeR | |f(x)—L|l<e
xr — 400 x> A +0o0 flx)>M
T — —00 r <A —00 flz) < —M
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3.1. Limes funkcije

Ovdje su e, M > 0 proizvoljni, a birajuse 6 > 0ili A € R. Primjerice, lim,_, ., f(x) = +o0
znaci da za svaki M > 0 postoji A € R takav da za sve v € D s < A vrijedi f(z) > M.
Jednostrane beskonacne limese definiramo odgovaraju¢im restrikcijama. Teorem |3.1.12
vrijedi i za L = 400, s istim dokazom pomocu dvaju pragova.

Teorem 3.1.15 (Nizovni kriterij za prosirene limese). Neka su ¢, L € RU{—00,+00}. Za
konacni ¢ pretpostavimo da je ¢ gomiliste domene D, a za ¢ = 400 odnosno ¢ = —oo da je
D neomeden u tom smjeru. Tada lim,_,. f(x) = L vrijedi ako i samo ako za svaki niz ()
u D koji tezi ¢ vrijedi f(x,) — L; za konacni ¢ dodatno zahtijevamo x, # ¢ za svakin.

Dokaz. Ako vrijedi definicija limesa, za svaki zahtjev o vrijednostima odaberemo pripadni
prag za argumente. Niz x, — ¢ od nekog indeksa zadovoljava taj prag, pa f(x,) zadovoljava
zadani zahtjev. To je definicija f(z,) — L.

Ako definicija ne vrijedi, postoji jedan zahtjev o vrijednostima koji ne mozemo osigurati
nijednim pragom za argumente. Za konaé¢ni L to znadi | f(z) — L| > & za neki fiksni gy > 0,
za L = +oo znadi f(x) < My, a za L = —oo znadi f(x) > —My, za neki fiksni My > 0. Za
konaé¢ni ¢ redom biramo takve tocke s 0 < |z, — ¢| < 1/n; za ¢ = 400 biramo ih s z,, > n,
azac=—00sx, <—n. Tada je x, — ¢, a f(z,) ne tezi L, sto dokazuje obrat. O

Pravila racunanja s konac¢nim limesima vrijede i pri x+ — Zoo. Usporedba takoder
vrijedi za beskonacne limese: ako je, primjerice, f(z) < g(z) u podru¢ju priblizavanja i
f(z) = 400, onda g(x) — +o00. Doista, svaki prag f(z) > M osigurava i g(z) > M. Ako
je f(z) < g(x) i g(xr) - —oo, analogno f(x) — —oo.

Primjer 3.1.16. Vrijedi
lim — =0, lim — =0, lim — = +o00.
r—+00 I r——00 I z—0

Za prva dva limesa dovoljno je zahtijevati |z| > 1/e u odgovarajuéem smjeru. Za treéi, za

zadani M > 0 uzmemo § = 1/v/M: iz 0 < |z| < § slijedi 1/2*> > M. S druge strane,
. .1
lim — = +o0, lim — = —o0,
z—0+ T z—0—

pa 1/x u 0 nema ni konac¢an ni beskonacan dvostrani limes.

)
T
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Primjer 3.1.17. Dijeljenjem brojnika i nazivnika s 22 dobivamo

3¢ —x+1 . 3—1/z+1/a* 3

iico 202 15 aodeo 24 5/22 2

Funkcija sinz nema limes kada = — 4o00: za x, = 7/2 + 27n vrijedi sinz, = 1, a za
Yn = 37/2 + 27n vrijedi siny,, = —1. Oba niza argumenata teze +o0.

Izraze kao §to su oo — 00, 0 - 00 ili co/oco ne smijemo tretirati kao brojeve. Primjerice,
funkcije z, 22 i 22 sve teze +oo, ali razlike z — x, 2o — x i © — 22 imaju razli¢ito ponasanje.
U takvu slucaju treba prouciti same funkcije, primjerice prikladnim rastavljanjem ili uspo-
redbom.

3.1.5. Limes monotone funkcije u beskonacnosti

Teorem 3.1.18. Neka je f: (a,+00) — R rastuéa funkcija, gdje je a € R. Ako je omedena
odozgo, onda

lim f(z)=sup{f(z):2>a} €R.

T—-+00

Ako nije omedena odozgo, onda je lim,_, o, f(z) = +o00. Posebno, rastuc¢a funkcija na tom
intervalu ima konacan limes u 400 ako © samo ako je omedena odozgo.

Za padajucu funkciju analogno vrijedi: konacan limes postoji ako i samo ako je omedena
odozdo, 1 jednak je infimumu slike; inace je limes —oo.

Dokaz. Neka je slika rastuce funkcije omedena odozgo i oznacimo njezin supremum s L. Za
svaki € > 0 postoji g > a takav da je L —e < f(zo) < L. Za > xy monotonost daje

L—e< f(z) < flz) < L,

pa je |f(x) — L| < e. Ako slika nije omedena odozgo, za svaki M > 0 postoji o > a s
f(xg) > M; za x > ¢ tada vrijedi f(z) > f(zo) > M.

Radi izravne provjere nuznosti, ako rastuca funkcija ima konacan limes L, od nekog
A>avrijedi f(x) < L+1zax > A. Zaa <z < A monotonost daje f(x) < f(A). Stoga
je cijela funkcija omedena odozgo s max{L+1, f(A)}. Tvrdnje za padajuéu funkciju slijede
primjenom dokazanoga na — f. O]

Za konacan limes rastuce funkcije ne treba omedenost s obiju strana. Funkcija f(x) =
—1/(z — a) na (a,+00) strogo raste, omedena je odozgo i tezi nuli u +o0, ali nije omedena
odozdo. Ogranicavanje ponasanja kod +o0o samo po sebi ne ograni¢ava ponasanje uz drugi
kraj domene.

Zadatak 3.1.1. Izravno pomocu ¢ i § dokazite lim, ,.(ax +b) = ac+ b za a,b,c € R i
lim, 5 1/x = 1/2. U drugom sluc¢aju najprije osigurajte da je nazivnik udaljen od nule.

Zadatak 3.1.2. Nekaje D = {1/n:n € N}i f(1/n) = (—1)"/n. Dokazite da je 0 gomiliste
skupa D i da je limx_bo f(z) = 0. Sto se mijenja ako stavimo f(1/n) = (—1)"7
ze
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Zadatak 3.1.3. Odredite sve konacne i beskona¢ne jednostrane limese u 0 funkcija 1/23,
1/|z| i z/|x|. Obrazlozite u kojim slucajevima postoji dvostrani limes.

Zadatak 3.1.4. Iskazite i dokazite analogon teorema/3.1.18|za rastuéu funkciju f: (—oo, b) —
R kada x — —oo. Koja je jednostrana omedenost sada potrebna za konacan limes?

3.2. Vazni primjeri limesa

Opca pravila za limese postaju osobito korisna kada znamo nekoliko osnovnih primjera.
Dokazat ¢emo limese povezane s trigonometrijskim i eksponencijalnim funkcijama. Pritom
¢emo se osloniti na geometrijsku definiciju sinusa i kosinusa te na prikaz eksponencijalne
funkcije limesom niza, dokazan u prethodnom poglavlju.

3.2.1. Trigonometrijski limesi

Za racunanje limesa izraza sin x/x treba najprije dobiti ocjenu koja vrijedi za sve dovoljno
male nenulte x. Sam graf funkcije moze sugerirati odgovor, ali ne daje takvu ocjenu.

Lema 3.2.1. Za kut t izraZen u radiyanima vrijedi

sint < ¢ < tgt <0<t<g>. (3.2)

Dokaz. Neka je O = (0,0) srediste jedini¢ne kruznice, a
A= (1,0), P = (cost,sint)

njezine tocke. Polupravac OP sijece tangentu na kruznicu u toc¢ki A u tocki B = (1,tgt).
Buduéi da je 0 < t < m/2, sve su navedene duljine pozitivne. Trokut OAP sadrzan je
u kruznom isjecku omedenom polumjerima OA, OP i kraé¢im lukom AP. Taj je isjecak
sadrzan u trokutu OAB. U oba slucaja razlika povrsina strogo je pozitivna.

Koristimo poznatu geometrijsku formulu prema kojoj kruzni isjecak polumjera r i kuta
t, mjerenog u radijanima, ima povrsinu 72¢/2. Povrsine dvaju trokuta i isjecka zato daju

L t<1t<1t t
— S1n — — .
2 7' S35

Mnozenjem s 2 dobivamo trazene nejednakosti. O]
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O ] A

Na slici zeleni trokut lezi unutar kruznog isjecka, a isjecak unutar vanjskog trokuta. Us-
poredba se odnosi na kutove izmedu 01 7/2. Nejednakosti (3.2)) ne prenosimo na proizvoljno
velike kutove.

Teorem 3.2.2. Vrijed:

inh
sinh _

lim sin A = 0, limcosh =1, lim
h—0 h—0 h—0 h

Dokaz. Najprije dokazujemo prve dvije tvrdnje. Za 0 < |h| < 7/2 iz leme i neparnosti
sinusa slijedi

|sinh| = sin |h| < |h].
Ta nejednakost vrijedi i za h = 0, pa teorem o sendvicu daje sinh — 0 kada A — 0. Prema
identitetu za dvostruki kut i istoj ocjeni imamo, za |h| < 7,

h W\ A2
<1l-cosh=2sin’ - <2+ ) =—.
0 cos sin 5 < 5 ) 5
Desna strana tezi nuli, pa je cosh — 1.
Sada neka je 0 < h < w/2. Iz sinh < h dobivamo sinh/h < 1. Iz h < tgh = sinh/ cos h,
koriste¢i h > 0 i cosh > 0, dobivamo cosh < sinh/h. Funkcije h — cosh i h +— sinh/h
parne su, pa iste ocjene vrijede za —m/2 < h < 0. Dakle,

sin h s
h < <1 (O < |h| < —) .
cos h |h| 5
Budu¢i da smo ve¢ dokazali cosh — 1, joS jedna primjena teorema o sendvicu daje
sinh/h — 1. O

Dokazom smo ujedno dobili izravnu ocjenu pogreske:

sin h 2

h
0<1— h §1—COSh<7 <O<|h\<g>.

Primjerice, za zadani ¢ > 0 mozemo uzeti 6 = min{n/2,v/2¢}. Tada 0 < |h| < § povladi
|sinh/h — 1| < €. Ovdje je bitno da je h mjeren u radijanima: ta je mjera koristena u
formuli za povrsinu kruznog isjecka.
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Primjer 3.2.3. Iz identiteta 1 — cosz = 2sin?(x/2) za = # 0 slijedi

x? 2
Kada z — 0,1 /2 — 0, pa upravo dokazani limes daje

. 1l—cosz 1
lim ——— = —.
z—0 2 2
Dopustenost zamjene h = /2 moze se provjeriti i izravno: uvjet 0 < || < 2J osigurava

0 < |h| <.
Primjer 3.2.4. Za a,b € R, b # 0, vrijedi

sin(ar) a

20 sin(br) b

Za dovoljno male nenulte x imamo 0 < |bx| < 7/2, pa nazivnik nije nula. Ako je a = 0,
izraz je jednak nuli. Ako je a # 0, piSemo

sin(ax)

a sin(ax) bx
sin(br) b axr sin(bx)’

Posljednja dva faktora teze broju 1: za fiksni nenulti broj ¢ uvjet 0 < |z| < §/|c| daje
0 < |ez| < §. Pravilo za limes produkta zato daje tvrdnju.

3.2.2. Eksponencijalni limesi

Za eksponencijalnu funkciju koristimo korolar [2.4.13] prema kojem za svaki fiksni h € R

vrijedi
h n
e" = lim (1+—) .
n—o00 n
Iz te formule izvest ¢emo ocjenu koja povezuje e® — 1 s h. Treba razlikovati dva koraka:
najprije uz fiksni h pustamo n — oo, a tek zatim proucavamo ponasanje kada h — 0.

Lema 3.2.5. Za svaki h # 0 vrijedi

e —1
h

min{1,e"} < < max{1,e"}. (3.3)

Dokaz. Neka je najprije h > 0in € N. Za ¢ =1+ h/n > 1 rastav razlike potencija daje
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Svaki je pribrojnik izmedu 11 (1 4 h/n)"!. Stoga vrijedi

n_ n—1
PR LD <1+E) .

h n
Kako je h fiksan, srednji izraz tezi (e — 1)/h. Desni izraz mozemo zapisati kao
R (Lt R/n)"
1+-) =220
n 1+h/n
pa njegov limes iznosi e”, jer nazivnik tezi broju 1. Prelaskom na limese dobivamo

h
e —1
s

Ako je h < 0, stavimo t = —h > 0. Iz e7* = 1/¢* slijedi

eh—l_et—l

1<

(h > 0).

h  tet
Nejednakost (3.4]) za ¢ podijelimo pozitivnim brojem e i dobijemo
h
e" —1

el < — <1 (h <0).

To zajedno s pozitivnim sluc¢ajem daje tvrdnju.
Teorem 3.2.6. Vrijed:

lim e = 1, lim
h—0 h—0

(3.4)

Dokaz. Eksponencijalna funkcija strogo raste, pa za |h| < 1 imamo 0 < e" < e. 1z (3.3)

zato slijedi
le" — 1] < e|h| (0 < |h] < 1).
Desna strana tezi nuli, pa e — 1.
Prema istoj lemi broj (e — 1)/h lezi izmedu 11 e
zato najvise |e — 1|:

h

e —1
h

—1'<|eh—1\ (h #0).

Desna strana tezi nuli prema prvom dijelu dokaza. Time je dokazana i druga tvrdnja.

Primjer 3.2.7. Za svaki a € R vrijedi
ar _ 1
lim ¢
z—0 €T

= a.

Za a = 0 izraz je identicki nula, a za a # 0 piSemo

et _ 1 et _ 1
=a
T axr

i primijenimo teorem s argumentom h = azx.
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3.2. Vazni primjeri limesa

3.2.3. Usporedba eksponencijalne funkcije i polinoma

Iz prethodnoga poglavlja znamo da je za svaki fiksni > 0 niz ((1 4 z/n)") rastuéi i da mu
je limes e”; vidi teorem [2.4.11]1 propoziciju [2.4.12] Zato za svaki m € N vrijedi

m

> (1+2) 22 (@20 (3.5)

Prva nejednakost usporeduje ¢lan rastuc¢ega niza s njegovim limesom, a druga slijedi iz
l+z/m>=z/m>0.
Propozicija 3.2.8. Za svaki realni polinom P vrijedi

lim P(z)e ™ =0.

T—+00

Dokaz. Ako je P nulpolinom, tvrdnja je neposredna. Inace pisimo

P(z) = ap+ a1z + -+ - + aqga?, d €Ny, aq#0,

i stavimo C' = |ag| + -+ + |ag| > 0. Za x > 1 svaka potencija 27, 0 < j < d, najvise je z9
pa nejednakost trokuta daje
|P(x)| < Cz?.
Odaberimo sada fiksni prirodan broj m = d + 1. Ocjena ({3.5)) daje
|P(z)] o Cz'm™  Cm™

e’ xm x

0<[P(z)e™| =
Desna strana tezi nuli kada z — +o00. Teorem o sendvicu zato daje trazeni limes. O]

U dokazu smo nakon izbora stupnja d odabrali jedan broj m > d i drzali ga fiksnim.
Time se tvrdnja o limesu niza za svaki fiksni z pretvorila u nejednakost koja vrijedi za sve
x = 0. Tek smo potom pustili x — +o0.

Zadatak 3.2.1. Izracunajte limese
cos(ax) — cos(bx)

lim —=—, lim
x—0 z—0 :L'z

(a,b € R).
Provjerite da su izrazi definirani u nekoj probusenoj okolini nule. Uputa: Za drugi limes
izrazite brojnik pomocu 1 — cos(ax) i 1 — cos(bz) te upotrijebite primjer [3.2.3|

Zadatak 3.2.2. Izracunajte limes
e —1

11m
z—=0 eT — ]

na dva nacina: rastavom razlike kvadrata i primjenom teorema [3.2.6, Objasnite zasto
nazivnik nije nula za x # 0.

Zadatak 3.2.3. Neka je a > 0, a P realni polinom. Dokazite
lim P(z)e * =0.

Tr—-+00

Uputa: Stavite y = ax i primijenite propoziciju na polinom Q(y) = P(y/a).
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3.3. Neprekidnost funkcije

Limes opisuje vrijednosti funkcije u blizini promatrane tocke, ne uzimajuéi u obzir vrijed-
nost u samoj tocki. Neprekidnost povezuje upravo ta dva podatka: kada argument prilazi
tocki domene, vrijednosti funkcije trebaju prilaziti njezinoj vrijednosti u toj tocki. Pri-
tom dopustamo i domene koje nisu otvoreni intervali. Tako ¢e ista definicija obuhvatiti
unutarnje tocke intervala, njegove ukljucene krajeve, ali i izolirane tocke domene.

Definicija 3.3.1. Neka je D CR, f: D - R ic€ D. Funkcija f je neprekidna u tocki ¢
ako vrijedi

(Ve >0)(F0>0)(Vx e D) |z—cl<d = |f(x)— flc)| <e.

Funkcija je neprekidna na D ako je neprekidna u svakoj tocki ¢ € D. Ako nije neprekidna
uc e D, kaZemo da u toj tocki ima prekid.

Broj 6 moze ovisiti o € i o odabranoj tocki ¢, ali mora vrijediti za sve dopuStene x
odjednom. U definiciji nema uvjeta x # ¢: za x = ¢ zakljucak je ionako istinit. Skupovno,
trazimo da za svaki € > 0 postoji d > 0 takav da je

F(DO(e=b.c+8) C(f(e) — e [(0) +2).

Presjek s domenom bitan je: ne razmatramo argumente za koje funkcija nije definirana.

G(f)

(5 ) SO R A

c—0 € c+9

Na slici dio grafa iznad okomitoga pojasa ostaje u vodoravnom pojasu. Slika prikazuje
jedan izbor ¢ i §; neprekidnost zahtijeva odgovarajuci izbor § za svaki € > 0.

Propozicija 3.3.2. Ako je ¢ € D gomiliste skupa D, tada je f: D — R neprekidna u c
ako 1 samo ako je

lim f(2) = f(c).

r—rcC
zeD

Ako je ¢ izolirana tocka skupa D, svaka funkcija f: D — R neprekidna je u c.
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Dokaz. U prvom slucaju definicije se razlikuju samo po tome dopustaju li z = c¢. Za taj
argument vrijedi |f(z) — f(c)] = 0 < g, pa njegovo dodavanje ili izostavljanje ne mijenja
uvjet. U drugom slucaju postoji r > 0 takav da je DN (c—r,c+1r) = {c}. Za svakie >0
mozemo uzeti d = r, jer je jedini argument koji treba provjeriti upravo x = c. O]

Primjerice, svaka funkcija f: Z — R neprekidna je na Z. To nije tvrdnja o tome
mozemo li njezin graf nacrtati jednim potezom: neprekidnost uvijek promatramo u odnosu
na zadanu domenu. Za funkciju 1/x s domenom R\ {0} tocka 0 nije tocka domene, pa u njoj
ne pitamo je li funkcija neprekidna. Mozemo zasebno pitati moze li se funkcija neprekidno
produljiti u 0.

Teorem 3.3.3 (Nizovni kriterij neprekidnosti). Funkcija f: D — R neprekidna je u c € D
ako i samo ako za svaki niz (x,) u D vrijedi

T, —c = f(z,) = f(o).
U ovom kriteriju dopusteno je da pojedini ili svi ¢lanovi budu jednaki c.

Dokaz. Neka je f neprekidna u ¢ i x, — c¢. Za zadani € > 0 neprekidnost daje 6 > 0 iz
definicije. Konvergencija niza daje N € N takav da za n > N vrijedi |z, — ¢| < 0. Tada je
|f(z,) — f(c)| < e, kako je trazeno.

Obratno, pretpostavimo da f nije neprekidna u ¢. Negiranjem definicije dobivamo neki
g9 > 0 takav da za svaki d > 0 postoji x € D za koji je

[z —cl <6, |f(z) = fO)] = <o

Za 6 = 1/n odaberimo takav z,,. Tada z,, — ¢, ali | f(z,) — f(c)| = €o za svakin, pa (f(x,))
ne konvergira prema f(c). Time smo dokazali obrat. O

Negacija neprekidnosti sadrzi jedan fiksni pozitivni broj ey koji radi za svaku okolinu
tocke c. Za dokaz prekidnosti dovoljno je pronaci jedan niz koji narusava nizovni kriterij;
za dokaz neprekidnosti treba obuhvatiti sve nizove.

3.3.1. Osnovni primjeri i vrste ponasanja

Primjer 3.3.4. Konstantna funkcija, identiteta, apsolutna vrijednost i funkcija = +— a2
neprekidne su na R. To mozemo provjeriti izravno:

1. Za f(z) = d uvijek je | f(z) — f(c)| = 0, pa odgovara svaki § > 0.
2. Za f(x) = x biramo § = ¢.
3. Za f(z) = |z| takoder biramo & = ¢, jer je ||z| — |c|| < |z — ¢].
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4. Za f(x) = x? najprije zahtijevamo |z —c| < 1. Tada je [z +c| < |x—c|+2|c| < 1+2]|c|.

Za
0 =min< 1, _c
14 2|c|

iz |v —c| < § slijedi |22 — 2| = |z — ||z + | < e.

Nije potrebno pronaéi najveéi moguci d; dovoljan je bilo koji pozitivan izbor koji osigurava
trazenu procjenu.

Primjer 3.3.5. Funkcija f(x) = 1/ neprekidna je na R\ {0}. Fiksirajmo c# 0ie > 0 te
stavimo )
)= min{M eld } .
27 2

Iz |x — ¢| < 6 slijedi || > |¢| — | — ¢| > |¢]/2, pa
1 1

X C

e —o 2z -
- ~
] c] ]

Uvjet |z| > |c|/2 objasnjava zasto se najprije moramo odmaknuti od nule u nazivniku.
Primjer 3.3.6. Sljedeca tri primjera pokazuju razli¢ito ponasanje u ishodistu.
1. Funkcija f(z) = 22 za x # 0, f(0) = 1, ima u nuli uklonjivi prekid: njezin je limes 0,

a vrijednost 1. Promijenimo li samo f(0) u 0, dobivamo neprekidnu funkciju.

2. Funkcija sgn ima lijevi limes —1 i desni limes 1 u nuli. Buduéi da su razli¢iti, nikakav
izbor vrijednosti u nuli ne moze je uc¢initi neprekidnom. Takav prekid zovemo skokom.
Za ¢ # 0 funkcija je konstantna u dovoljno maloj okolini od ¢, pa je ondje neprekidna.

3. Funkcija sin(1/z), definirana za x # 0, nema limes u 0. Naime, za

1 1
T T2+ T 32+ 2nm

vrijedi z, — 0, y,, — 0, ali su odgovarajuce vrijednosti stalno 1 odnosno —1. Zato ni
ovdje dodjeljivanje vrijednosti u nuli ne daje neprekidno produljenje.

Ty

) Y
1 1
< x x
uklonjivi prekid .
skok
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Primjer 3.3.7. Funkcija
Flz) = zsin(l/x), x #0,
0, z=0
neprekidna je u 0. Doista, |F(z) — F(0)| < |z|, pa mozemo uzeti § = . Faktor x smanjuje

amplitudu oscilacija. To pokazuje da osciliranje funkcije u blizini tocke samo po sebi ne
iskljucuje neprekidnost.

y = xsin(l/z)

1, ze€Q,
X@(ﬂﬁ):{o r¢Q

prekidna je u svakoj tocki. Iz gustoce racionalnih i iracionalnih brojeva za svaki ¢ € R
mozemo odabrati racionalne r, i iracionalne s, s |r, —c¢| < 1/ni|s, — ¢| < 1/n. Oba niza
konvergiraju prema c, a njihove slike konvergiraju prema razli¢itim brojevima 11 0.

Nasuprot tome, funkcija g(z) = zxg(z) neprekidna je toéno u 0. Ondje je |g(x)—g(0)| <
||, Sto dokazuje neprekidnost. Za ¢ # 0 nizovi iz prethodnoga odlomka daju g(r,) = r, — ¢
ig(s,) =0 — 0, pa barem jedan od tih nizova slika ne konvergira prema g(c).

3.3.2. Lokalna svojstva i operacije

Lema 3.3.9. Neka je f: D — R neprekidna v ¢ € D. Tada je f lokalno omedena u c:
postoje > 0 i M > 0 takvi da za © € D, |x —c| < r, vrijedi |f(x)] < M. Ako je jos
f(c) #0, postogi r > 0 takav da za takve x funkcija ¢uva predznak od f(c) i zadovoljava

) > 2

Dokaz. Primijenimo definiciju s ¢ = 1. U dobivenoj okolini je |f(x)] < |f(x) — f(c)| +
|f(c)] < 1+|f(c)|, pa odgovara M =1+ |f(c)|. Ako je f(c) # 0, primijenimo definiciju s

e =|f(c)|/2. Tada je
/()] /()]

f(C)—T<f($)<f(C)+T-
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Za f(c) > 0 lijevi je kraj f(c)/2 > 0; za f(c) < 0 desni je kraj f(c)/2 < 0. U oba slucaja
slijede obje tvrdnje. O

Neprekidnost u jednoj tocki ne jaméi neprekidnost u njezinoj okolini, kao Sto pokazuje
xxo(z). Ipak, lema daje kontrolu vrijednosti u okolini: one su omedene, a nenulta vrijednost
ne moze odmah promijeniti predznak.

Teorem 3.3.10. Ako su f,g: D — R neprekidne u c € D, onda su u ¢ neprekidne i funkcije
A+ ug za \p € R te fg. Ako je g(c) # 0, kvocijent f/g neprekidan je u ¢ na svojoj
domeni Dy = {z € D : g(x) # 0}.

Dokaz. Za svaki niz x, € D koji konvergira prema c nizovni kriterij daje f(x,) — f(c) i
g(x,) — g(c). Pravila za limese nizova daju

A (@) + pg(xn) = Af(c) + pg(e), f(zn)g(zn) — fe)g(c).

Ponovna primjena kriterija dokazuje prve dvije tvrdnje. Za niz (z,) u Dy takoder vrijedi
g(x,) — g(c) # 0, pa pravilo za kvocijent nizova daje f(x,)/g(z,) — f(c)/g(c). To
dokazuje posljednju tvrdnju. Prethodna lema dodatno pokazuje da svi argumenti iz D
dovoljno blizu ¢ pripadaju Dy i da su ondje nazivnici odmaknuti od nule. O]

Korolar 3.3.11. Svaki polinom neprekidan je na R. Svaka racionalna funkcija P/Q, gdje
su P, Q polinomi i Q nije nulpolinom, neprekidna je na svojoj domeni {x € R : Q(x) # 0}.

Dokaz. Identiteta i konstante neprekidne su. Indukcijom i pravilom za produkt slijedi ne-
prekidnost svake potencije 2™ za n € N. Polinom je konac¢na linearna kombinacija tih
funkcija i konstante, pa je neprekidan. Za racionalnu funkciju primijenimo pravilo za kvo-
cijent u svakoj tocki u kojoj nazivnik nije nula. O]

Teorem 3.3.12 (Neprekidnost kompozicije). Neka je f: D — E, g: E — R, gdje su
D,E C R. Ako je f neprekidna w ¢ € D, a g neprekidna u f(c) € E, tada je go f
neprekidna u c.

Dokaz. Za zadani € > 0 neprekidnost od g daje n > 0 takav da za y € E vrijedi

ly—flal<n = lgly) —g(f(c))] <e.

Neprekidnost od f za tajn daje d > 0 takav da x € D, |z —c| < §, povlaci | f(z)— f(c)| <n.
Kako je f(z) € F, u prvu implikaciju smijemo uvrstiti y = f(x). Dobivamo |g(f(x)) —
g(f(e))] <e. O

Korolar 3.3.13 (Neprekidna funkcija i limes). Neka je ¢ gomiliste skupa D C R, f: D — E
i lim, e zep f(x) = L € E. Ako je g: E — R neprekidna u L, tada je

lim g(f(x)) = g(L).

Tr—cC
zeD
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3.3. Neprekidnost funkcije

Dokaz. Za € > 0 neprekidnost od g u L daje n > 0 takav da y € E, |y — L| < n, povlaéi
lg(y) —g(L)| < e. Definicija limesa od f daje 6 > 0 takavdaz € D, 0 < |z —¢| < §, povladi
|f(z) — L| < n. Spajanjem tih implikacija dobivamo tvrdnju. O

U korolaru je dopusteno da f(z) = L za beskona¢no mnogo argumenata, ili ¢ak za sve
argumente. To ne stvara poteskoc¢u jer neprekidnost vanjske funkcije obuhvaca i samu tocku
L. Samo podatak o limesu od g u L, bez podatka o vrijednosti g(L), ne bi bio dovoljan za
takav zakljucak. Primjerice, neka je f(x) = 0 za sve z, a g(y) = 0za y # 01 g(0) = 1.
Tada je lim, .o f(x) =01 lim, 0 g(y) =0, ali g(f(z)) = 1 za svaki x.

Korolar 3.3.14. Ako su f,g: D — R neprekidne u ¢ € D, onda su u ¢ neprekidne i |f],
max{f, g} i min{f, g}.

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz neprekidnosti apsolutne vrijednosti i teorema o kompoziciji.
Ostale slijede iz jednakosti

f+g—1f—4d
2

fH+g+|f—4g|
2 )

max{f, g} = min{ f, g} =

i pravila za linearne kombinacije. [

3.3.3. Jednostrana neprekidnost i krajevi intervala

Definicija 3.3.15. Funkcija f: D — R je neprekidna slijeva u ¢ € D ako je njezina res-
trikcija na DN (—o0, ¢| neprekidna u c. Neprekidnost zdesna definiramo pomocu restrikcije
na D N [c, +00).

Kada je ¢ lijevo gomiliste domene, neprekidnost slijeva znaci lim,_,._ f(z) = f(c); ana-
logno vrijedi zdesna. Tvrdnja slijedi usporedbom definicija, kao u propoziciji |3.3.2]

Propozicija 3.3.16. Funkcija f: D — R neprekidna je u ¢ € D ako i samo ako je ondje
neprekidna i slijeva i zdesna. Posebno, za a < b funkcija f: [a,b] — R neprekidna je na
la,b] ako i samo ako je neprekidna u svakoj tocki {(a,b), zdesna u a i slijeva u b.

Dokaz. Restrikcija neprekidne funkcije neprekidna je u svakoj tocki nove domene: isti d i
dalje vrijedi. Obratno, za € > 0 odaberimo d_ > 0 iz lijeve i 4, > 0 iz desne neprekidnosti
te stavimo = min{d_,d;}. Zax € D s |z — ¢| < § primijenimo lijevi uvjet ako je x < ¢,
a desni ako je x > c¢. U oba slucaja vrijedi trazena procjena. Na segmentu nema tocaka
domene lijevo od a ni desno od b, pa uvjet na svakom kraju svodimo na jedinu relevantnu
stranu. [

Ova definicija obuhvaca i konstantne funkcije. Ako je a = b, domena je jednoclan skup
i svaka funkcija na njoj neprekidna je. Neprekidnost na segmentu ne zahtijeva da funkcija
unaprijed bude definirana izvan segmenta. Ipak, moze se tako produljiti.
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Poglavlje 3. Limes i neprekidnost funkcije

Propozicija 3.3.17. Za a < b funkcija f: [a,b] — R neprekidna je na [a,b] ako i samo
ako je funkcija

fla), z<a,
F(x) =< f(z), a<x<b,
f®), x>0

neprekidna na R.

Dokaz. Ako je f neprekidna, I’ je neprekidna izvan krajeva segmenta: ondje je lokalno ili
konstantna ili jednaka f. U a je F slijeva konstantna, a zdesna jednaka funkciji f nepre-
kidnoj zdesna. Zato je neprekidna u a prema prethodnoj propoziciji. Jednako postupamo
u b. Obrat slijedi restrikcijom neprekidne funkcije F' na [a, b]. O

Isti argument u jednoj tocki daje korisnu inacicu: ako je f definirana na (a, ¢], njezino
produljenje stalnom vrijednos¢u f(c) desno od ¢ neprekidno je u ¢ ako i samo ako je f u ¢
neprekidna slijeva. Analogna tvrdnja vrijedi uz zamjenu lijeve i desne strane.

3.3.4. Neprekidnost osnovnih elementarnih funkcija

Teorem 3.3.18. Eksponencijalne funkcije x — a* za a > 0, funkcije sin, cos, sh i ch ne-
prekidne su na R. Funkcije tg, ctg, th i cth neprekidne su na svojim prirodnim domenama.

Dokaz. 1z teorema znamo da je lim,_0e” = 1 = €%, pa je eksponencijalna funkcija
neprekidna u 0. Za proizvoljan ¢ € R koristimo adicijsko pravilo:

e — ef| = ele" ¢ — 1].

Za & > 0 neprekidnost u nuli daje 6 > 0 takav da |h| < § povlaci |e" — 1| < g/e¢. Uz
h = z — ¢ dobivamo neprekidnost u c. Za a > 0 ve¢ znamo a® = e*™¢; to je kompozicija
neprekidnih funkcija. Ovaj zapis obuhvaca i a = 1.

Za trigonometrijske funkcije iz teorema imamo sinh — 0 i cosh — 1 kada h — 0.
Adicijske formule daju

sin(c+ h) = sinccos h + coscsinh — sinc,

cos(c+ h) = cosccosh — sincsin h — cosc.

To dokazuje neprekidnost u proizvoljnom c¢. Sada su tgx = sinx/cosx i ctgr = cosx/sinz
neprekidne ondje gdje su njihovi nazivnici nenulti, dakle redom na

R\ {n/2+kn: ke Z}, R\ {km: ke Z}.

Napokon, shz = (e* —e™*)/2 i chx = (" + e*)/2 neprekidne su kao linearne kombi-
nacije neprekidnih funkcija. Buduéi da je chz > 0 za svaki x, kvocijent thz = shz/chz
neprekidan je na R. Vrijedi shx = 0 ako i samo ako je e = e, odnosno x = 0 zbog
injektivnosti eksponencijalne funkcije. Zato je cthz = chz/sh x neprekidna na R\ {0}. O
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Neprekidnost logaritma, korijena i inverznih trigonometrijskih funkcija opravdat ¢emo
op¢im teoremom o neprekidnosti inverzne funkcije. Time izbjegavamo pretpostavku da je
inverz svake neprekidne bijekcije automatski neprekidan bez provjere dodatnih uvjeta.

Zadatak 3.3.1. Neka je D = {0}U{1l/n:n € N} i f: D — R. Dokazite da je f neprekidna
u svakoj tocki 1/n te da je neprekidna u 0 ako i samo ako je f(1/n) — f(0). Primijenite

to na f(1/n) = (—1)"/n, £(0) = 0.
Zadatak 3.3.2. Za koje je A € R funkcija

2 —1
A, r=1

neprekidna na R? Zatim odredite sve A, B € R za koje je funkcija jednaka 22 za x < 1,
Ar+ Bzal <z <2ix+2zax> 2 neprekidna na R.

Zadatak 3.3.3. Ako je f: R — R neprekidna i f(q) = ¢* za svaki ¢ € Q, dokazite da je
f(x) = 2% za svaki x € R. Opdenitije, dokaZite da se dvije neprekidne funkcije na R koje
se podudaraju na Q podudaraju svugdje.

Zadatak 3.3.4. Neka je f: D — R neprekidna u ¢ € D. Dokazite izravno iz definicije da
je | f| neprekidna u ¢. Vrijedi li obrat? Dokazite da obrat vrijedi ako je f(c) = 0, a za slucajj
f(c) # 0 pronadite protuprimjer.

3.4. Neprekidne funkcije na segmentu

Neprekidnost je svojstvo funkcije u pojedinoj tocki. Na segmentu ona ima i vazne poslje-
dice za sve vrijednosti funkcije zajedno: funkcija je omedena, postize najmanju i najveéu
vrijednost te poprima sve vrijednosti izmedu njih. U dokazima ¢ée se jasno vidjeti razlicite
uloge zatvorenosti, omedenosti i svojstva da izmedu dviju tocaka segmenta nema praznina.

Neprekidnost na [a, b] uvijek shvacamo u odnosu na tu domenu. Za a < b ona u unu-
trasnjosti znac¢i uobic¢ajenu neprekidnost, u a neprekidnost zdesna, a u b neprekidnost slijeva.
Nije potrebno unaprijed zadavati funkciju izvan segmenta. Konstantne funkcije pritom nisu
nikakva iznimka. Ako je a = b, svaka funkcija na jedno¢lanom skupu {a} neprekidna je, a
sve sljedece tvrdnje o ekstremima vrijede neposredno.

3.4.1. Omedenost i postizanje ekstrema

Teorem 3.4.1 (Weierstrassov teorem). Neka je a < b i neka je f: [a,b] — R neprekidna.
Tada je f omedena i postoje x,,xy € [a,b] takvi da je

flrm) < flx) < flea) (2 € fa,0]).

Drugim rijecima, funkcija na segmentu postize svoj minimum i maksimum.
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Poglavlje 3. Limes i neprekidnost funkcije

Dokaz. Najprije dokazimo omedenost. Kad f ne bi bila omedena, za svaki n € N mogli
bismo odabrati x,, € [a,b] tako da je |f(x,)| > n. Niz (z,) omeden je, pa prema Bolzano—
Weierstrassovu teoremu ima podniz (z,,) koji konvergira neckom ¢ € R. Iz a <
T, < bi prijelaza na limes slijedi a < ¢ < b. Posebno, ¢ pripada domeni funkcije. Zbog
neprekidnosti i teorema [3.3.3| vrijedi

f@n) — (o).

Konvergentan je niz omeden, §to proturjeci nejednakostima |f(x,, )| > np = k. Zato je f
omedena.
Skup f([a,b]) neprazan je i omeden. Prema potpunosti R postoje realni brojevi

m = inf f([a, b)), M = sup f([a,b]).

Za svaki n € N svojstvo supremuma daje vy, € [a,b] za koji je
1
M_ﬁ<f(yn)<M

Ponovno izdvojimo konvergentan podniz y,, — 2. Kao prije, iz a < y,, < b zakljucujemo
xpr € [a,b]. Teorem o sendvicu i neprekidnost sada daju

M = lim f(yn,) = f(wum).

Dakle, supremum se postize i zato je maksimum. Primjenom upravo dokazanoga na —f
dobivamo tocku z,, u kojoj f postize minimum. O

Postojanje supremuma samo po sebi ne znaci da se supremum postize. U dokazu smo
najprije upotrijebili potpunost da dobijemo broj M, a zatim Bolzano—Weierstrassov teorem
i neprekidnost da dokazemo M € f([a,b]). To su dva razli¢ita koraka.

Primjer 3.4.2. Pretpostavke teorema ne smijemo zanemariti.

1. Funkcija f(x) = 1/x neprekidna je na (0, 1], ali nije omedena odozgo. Domena je
omedena, ali nije zatvorena.

2. Funkcija f(x) = x neprekidna je i omedena na (0, 1), ali ne postize ni infimum 0 ni
supremum 1.

3. Funkcija f(z) = z neprekidna je na zatvorenoj, neomedenoj domeni R, ali nije
omedena.

4. Na segmentu [0, 1] funkcija zadana s f(0) = 01 f(x) = 1/2 za > 0 nije omedena.
Ona nije neprekidna u 0.

Primjeri ne tvrde da je svaka funkcija bez neke od pretpostavki neomedena ili da ne postize
ekstreme. Pokazuju da bez tih pretpostavki zakljucak nije zajamcen za sve funkcije.
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3.4.2. Nultocke i meduvrijednosti

Teorem 3.4.3 (Bolzanov teorem o nultocki). Neka je a < b i neka je f: [a,b] — R
neprekidna. Ako je f(a)f(b) <0, postoji c € (a,b) takav da je f(c) = 0.

Dokaz. Zamjenom f s — f, ako je potrebno, mozemo pretpostaviti f(a) < 0 < f(b). Stavimo
A={x€la,b]: f(z) <0}.

Vrijedi a € A, paje A # (), a b je gornja meda od A. Zato postoji ¢ = sup A € [a, b].

Neprekidnost u a i f(a) < 0 daju d, > 0 tako da je f(z) <0zax € [a,b] s |x —a| < .
Postoji takav x > a, pa je ¢ > = > a. Jednako tako iz neprekidnosti u b i f(b) > 0
slijedi da postoji 6, > 0 tako da je f(z) > 0 za = € [a,b] s |z — b] < . Odaberemo li
0 < n < min{dy,b — a}, skup A nema ¢lanova u (b — n,b], pa je ¢ < b —n < b. Dakle,
c € (a,b).

Kad bi bilo f(¢) < 0, neprekidnost bi dala f(z) < 01 za neki z € (c,b) dovoljno blizu
c. Tada biz € Aixz > ¢ protivno tomu da je ¢ gornja meda. Kad bi bilo f(c¢) > 0,
postojala bi okolina tocke ¢ na kojoj je f pozitivna. Izabrali bismo 1 > 0 dovoljno malen
dajec—n>aidaje f(z) >0zax € (c—n,c]. Nosvojstvo supremuma daje x € A za
koji je ¢ —n < x < ¢, §to je proturjecje. Preostaje f(c) = 0. O

Teorem 3.4.4 (Teorem o meduvrijednostima). Neka je f: [a,b] — R neprekidna i neka je
broj C izmedu f(a) i f(b), ukljucujuéi krajnje vrijednosti. Tada postoji ¢ € [a,b] takav da
je f(c) = C. Ako je C strogo izmedu f(a) i f(b), moZemo uzeti c € (a,b).

Dokaz. Ako je C = f(a) ili C' = f(b), uzmemo odgovarajucu krajnju tocku. Inace nepre-
kidna funkcija g(z) = f(z)—C zadovoljava g(a)g(b) < 0, pa prethodni teorem daje g(c) = 0
u unutrasnjosti. O

f(b)

S T ) S

Teorem jamci postojanje, ali opcenito ne i jedinstvenost tocke c. Ako je funkcija uz
to strogo monotona, jedinstvenost slijedi iz injektivnosti. Na slici je prikazana jedna od
mogucih tocaka c; za dokaz nije potrebna pretpostavka o obliku nacrtanoga grafa.
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Poglavlje 3. Limes i neprekidnost funkcije

Korolar 3.4.5. Slika nepraznoga segmenta neprekidnom realnom funkcijom jest segment.
Preciznije, uz oznake iz Weierstrassova teorema vrijedsi

f([aab]):[vaL TYL:f(CL‘m), M:f(xM)
Dopusteno je m = M, kada je slika jednoclan skup.

Dokaz. 1z definicije minimuma i maksimuma slijedi f([a,b]) C [m, M]. Ako je m = M,
jednakost je neposredna. Ako je m < M, primijenimo teorem o meduvrijednostima na
segment s krajevima x,, i x;;, poredanima od manjeg do veéeg. Taj je segment sadrzan u
la,b]. Svaki C' € [m, M| poprima se na njemu, pa vrijedi i obratna inkluzija. ]

Primjer 3.4.6. Za p(z) = 2® + 2 — 1 vrijedi p(0) = —1 i p(1) = 1. Polinom je neprekidan,
pa postoji ¢ € (0,1) za koji je p(c) = 0. Taj je ¢ jedinstven: za z < y imamo

p(y) —p(x) = (y — 2)(y’ + zy + 2° + 1) > 0,

jer je y* + xy + 22 = (y + x/2)? + 3x?/4 > 0. Tako smo postojanje i jedinstvenost rjesenja
dokazali bez njegova izracunavanja i bez uporabe derivacija.

Zadatak 3.4.1. Neka je f: [a,b] — [a,b] neprekidna, gdje je a < b. Dokazite da postoji
¢ € [a,b] takav da je f(c) = c. Mora li takva tocka biti jedinstvena?
Uputa: Razmotrite f(z) — x i njegove vrijednosti u krajevima.

3.4.3. Jednoliko neprekidne funkcije

U definiciji neprekidnosti veli¢ina § moze ovisiti 1 0 € i o tocki ¢. Katkad isti 6 mozemo
upotrijebiti u svim tockama domene.

Definicija 3.4.7. Funkcija f: D — R je jednoliko neprekidna na D ako
(Ve >0)(36 > 0)(Ve,y e D) |z—yl<d = |f(x)— fly)] <e.

Jednolika neprekidnost povlaci neprekidnost u svakoj tocki: u definiciji samo fiksiramo
y = c¢. Obrat opcenito ne vrijedi.

Teorem 3.4.8 (Heine-Cantorov teorem). Svaka neprekidna realna funkcija na segmentu
jednoliko je neprekidna.

Dokaz. Kad neprekidna funkcija f: [a,b] — R ne bi bila jednoliko neprekidna, postojalo bi
g0 > 0 tako da za svaki n € N mozemo odabrati z,,y, € [a,b] s

1
|xn_yn| < 57 |f($n)_f(yn)| Z €0
Postoji podniz x,, — ¢ € [a,b]. 1z

‘ynk - C‘ < ‘ynk - xnk’ + ’xnk - C’ — 0

slijedi i yn, — ¢. Neprekidnost daje f(zn,) — f(c) 1 f(yn,) — f(c), pa|f(xn,) — f(Yn,)| —
0. To proturjeci donjoj medi . [
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Zadatak 3.4.2. Dokazite da f(x) = 1/x nije jednoliko neprekidna na (0, 1], iako je ondje
neprekidna. Zatim dokazite da je jednoliko neprekidna na [1, +00).

Uputa: Za prvu tvrdnju uzmite z,, = 1/n iy, = 1/(n + 1), a za drugu procijenite
|1/x — 1/y| pomoéu |z — y|.

3.5. Monotonost i inverzne funkcije

Monotonost usporeduje vrijednosti funkcije u bilo kojim dvjema uredenim tockama, a ne-
prekidnost usporeduje vrijednosti u bliskim tockama. Ta svojstva nisu isto: monotona
funkcija moze imati skok, a neprekidna funkcija moze mnogo puta mijenjati smjer rasta.
Na intervalu su, medutim, povezana s oblikom slike funkcije.

U ovom odjeljku interval znaci neprazan skup I C R sa svojstvom

el r<z<y =— =zel.

Interval moze biti otvoren, zatvoren ili poluotvoren, omeden ili neomeden; dopustamo i
jednoclan skup. U svim tim sluc¢ajevima neprekidnost shvacamo u odnosu na I. Kao i
prije, rije¢ rastu¢a dopusta jednakost vrijednosti: = < y povlaci f(x) < f(y). Za strogu
nejednakost kazemo strogo rastuca. Analogno razlikujemo padajuce i strogo padajuée funk-
cije.

3.5.1. Jednostrani limesi monotone funkcije

Teorem 3.5.1. Neka je f: I — R rastuca i neka je ¢ € I. Ako I sadrzi tocke manje od c,
postoji konacan limes slijeva 1

fle—=) = lim f(z) =sup{f(z):x€l, z<c} < f(c).
Tr—rCc—
Ako I sadrzi tocke veée od c, postoji konacan limes zdesna i

flet) = lim f(z)=inf{f(z):z €I, o >c} > f(c).

T—rc+

Za padajucu funkciju vrijede obratne nejednakosti: lijevi je limes odgovarajuéi infimum, a
desni supremum.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji x € [ s x < ¢. Skup {f(x) : © € I, < ¢} neprazan je
i omeden odozgo brojem f(c). Njegov supremum L zato je realan i L < f(c). Zae > 0
postojiu € I, u < ¢, takavdaje L —e < f(u) < L. Akojex € [i0<c—1x < c—u, tada
je u < x < ¢, pa monotonost daje

L—e< f(u) < f(x) < L.

Dakle, |f(z) — L| < € uz 6 = ¢ — u. To dokazuje tvrdnju o limesu slijeva.
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Ako postoje tocke desno od ¢, skup njihovih vrijednosti neprazan je i omeden odozdo
brojem f(c). Neka je R njegov infimum. Za e > 0 odaberemo v € I, v > ¢, tako da je
R < f(v) < R+e¢e. Za ¢ < x < v monotonost daje

R< f(z) < f(v) < R+e,

sto uz 6 = v — ¢ dokazuje desni limes. Za padajuéu funkciju primijenimo dokazano na

—f. u

Svojstvo intervala jamci da, ¢im postoje tocke s jedne strane od ¢, postoje i takve tocke
proizvoljno blizu ¢. Zato su jednostrani limesi u teoremu smisleno definirani. U unutarnjoj
tocki rastuce funkcije posebno vrijedi

fle=) < fle) < flet). (3.6)

Na rubu izvan domene limes monotone funkcije moze biti beskonacan. Primjerice, 1/z
pada na (0,1), a za  — 0+ tezi +00. Konac¢nost u prethodnom teoremu osigurava upravo
vrijednost f(c) u tocki ¢ € I, zajedno s postojanjem tocaka na promatranoj strani.

Propozicija 3.5.2. Neka je I interval s barem dvije tocke i neka je f: I — R rastuca.
Ako jeb=supl e Rib¢ I, onda

lim f(z) = sup f(I),

r—b—

pri cemu je limes 400 ako slika nije omedena odozgo. Ako jea =infl e Ria ¢ I, onda
lim f(x) = inf (1),

pri cemu je limes —oo ako slika nije omedena odozdo. Ako je interval neomeden u odgo-
varajucem smjeru, iste tvrdnje vrijede uz zapis x — 400 odnosno r — —oo. Za padajucu
funkciju uloge supremuma i infimuma zamgjenjuju se. Posebno, omedena monotona funkcija
1ma konacan jednostrani limes na svakom konacnom iskljucenom kraju intervala.

Dokaz. Pretpostavimo da je b € R iskljucen desni kraj intervala. Tada je b gomiliSte domene
slijeva: za svaki 0 > 0 svojstvo supremuma daje tocku z € I s b —§ < x < b. Ako je slika
omedena odozgo, stavimo L = sup f([). Za ¢ > 0 odaberimo v € [ s L —e¢ < f(u) < L.
Bududi da je u < b, broj 6 = b — u pozitivan je. Zax € [ i 0 <b—x < ¢ vrijedi u < x < b,
pa je

L—¢e< f(u) < f(z) < L.

To dokazuje konacan limes. Ako slika nije omedena odozgo, za M > 0 odaberemo u € [ s
f(u) > M. Istiizbor § = b —u daje f(z) > f(u) > M.

Za iskljuceni lijevi kraj i sliku omedenu odozdo stavimo L = inf f(I). Odaberemo v €
sL< f(vy)< L+eiuwmemod =v—a>0 Zazelsa<zxz<a+d=wvimamo
L < f(z) < f(v) < L+e. Ako slika nije omedena odozdo, odaberemo v s f(v) < —M i isti
postupak daje f(x) < f(v) < —M.

Za beskonacne krajeve umjesto udaljenosti do kraja upotrijebimo pragove x > w odnosno
x < v; ostale su nejednakosti iste. Padajuéi slucaj slijedi primjenom dokazanoga na —f. [
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3.5. Monotonost i inverzne funkcije

Pretpostavka da je kraj iskljuc¢en vazna je za navedene formule pomocu cijele slike f (7).
Ako kraj pripada domeni, vrijednost u njemu moze biti odvojena skokom od jednostranoga
limesa. Tada koristimo formule iz teorema [3.5.1 u kojima je sam kraj izostavljen iz skupa
¢iji supremum ili infimum uzimamo.

3.5.2. Slika intervala i neprekidnost

Propozicija 3.5.3. Ako je f: I — R neprekidna na intervalu, tada je f(I) interval.

Dokaz. Neka suu < v u f(I). Postoje x,y € I s f(x) =u, f(y) =v. Segment s krajevima
x,y sadrzan je u I. Prema teoremu [3.4.4] svaki broj izmedu v i v poprima se na tom
segmentu, pa pripada f(I). To je upravo svojstvo intervala. ]

Teorem 3.5.4. Monotona funkcija f: I — R na intervalu neprekidna je ako i samo ako je
njezina slika f(I) interval.

Dokaz. Jedan smjer daje prethodna propozicija, bez pretpostavke monotonosti. Za obrat
neka je f rastuca i neka je f(I) interval. Fiksirajmo ¢ € I.
Ako postoje tocke lijevo od ¢, prema teoremu postoji L = f(c—) < f(c¢). Kad

bi bilo L < f(¢), odabrali bismo t s L < t < f(c). Za bilo koji u € I s u < ¢ imamo
f(u) < L <t < f(e). Svojstvo intervala f(I) tada bi dalo x € I s f(x) = t. To je
nemoguce: ako je x < ¢, vrijedi f(x) < L <t, a ako je x > ¢, vrijedi f(x) > f(c) > t. Zato

je fle=) = f(c).

Ako postoje tocke desno od ¢, analogno je R = f(c+) > f(c). Kad bi bilo f(c) < R,
broj t izmedu njih morao bi pripadati f(I) jer lezi izmedu f(c) i f(v) za bilo koji v > cu I.
No za x < ¢ vrijedi f(z) < f(c) <t,azax > cvrijedi f(z) > R > t. Ponovno proturjecje.
Dakle, f(c+) = f(c).

U unutarnjoj tocki dobili smo neprekidnost s obiju strana. Na uklju¢enom kraju dovoljan
je limes s jedine raspolozive strane. Ako je I jednoclan, tvrdnja je neposredna. Zato je
f neprekidna na cijelom I. Padajuéi slucaj slijedi primjenom na — f, ¢ija je slika takoder
interval. O

Slika neprekidne funkcije na otvorenom intervalu ne mora biti otvoren interval: funkcija
r — 22 Salje R na [0, +00). Takoder, bez monotonosti svojstvo da je slika interval ne jamci
neprekidnost. Funkcija f: R — R koja zamjenjuje vrijednosti u 0 i 1, a drugdje je jednaka
x, ima sliku R, ali nije neprekidna u 0 ni u 1.

3.5.3. Neprekidnost inverzne funkcije

Lema 3.5.5. Neprekidna funkcija na intervalu injektivna je ako i samo ako je strogo mo-
notona.

Dokaz. Strogo monotona funkcija injektivna je veé¢ po definiciji. Dokazimo obrat. Neka je
f: I — R neprekidna i injektivna.
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Poglavlje 3. Limes i neprekidnost funkcije

Za svake tri tocke ¥y < x9 < x3 iz I broj f(z3) mora biti strogo izmedu f(z) i
f(z3). Doista, sve su tri vrijednosti razlic¢ite zbog injektivnosti. Kad bi bilo f(xs) >
max{ f(x1), f(x3)}, odabrali bismo

max{f(z1), f(z3)} < C < f(2).

Teorem o meduvrijednostima na [z1, xs] i [z2, 23] dao bi dvije razlicite tocke, jednu u sva-
kom od otvorenih intervala, u kojima je vrijednost jednaka C'. To proturjeci injektivnosti.
Slucaj f(xe) < min{f(z1), f(z3)} iskljucujemo jednako, ili primjenom upravo provedenoga
argumenta na — f.

Preostaje opravdati da smjer strogih nejednakosti ne ovisi o izboru toc¢aka. Ako I ima
barem dvije tocke, fiksirajmo a < b u I. Pretpostavimo najprije f(a) < f(b) i uzmimo
proizvoljne x < y u I. Razlicite ¢lanove kona¢noga skupa {a, b, z,y} poredajmo kao z; <
- < z,. Za svake tri uzastopne tocke dokazano svojstvo kaze da su razlike

f(zip1) — f(2)), f(zj+2) — f(2j41)

istoga predznaka. Sve su uzastopne razlike stoga istoga predznaka. Bududi da je f(b) —
f(a) > 0 zbroj nekih uzastopnih razlika, taj predznak mora biti pozitivan. Zato je i
f(z) < f(y). Za r = 2 isto slijedi neposredno iz izbora a,b. Dakle, f je strogo rastuc¢a. Ako
je f(a) > f(b), primjena argumenta na — f daje strogi pad od f. Na jedno¢lanom intervalu
uvjet stroge monotonosti vrijedi prazno. O

Teorem 3.5.6 (Teorem o neprekidnosti inverzne funkcije). Neka je f: I — R neprekidna
i strogo monotona na intervalu. Tada je J = f(I) interval i

=1

neprekidna je i strogo monotona u istom smjeru kao f. Isti zakljucak vrijedi ako umjesto
stroge monotonosti pretpostavimo injektivnost funkcije f.

Dokaz. Slika J je interval prema propoziciji[3.5.3] Stroga monotonost jaméi injektivnost, pa
postoji inverz na slici. Ako f strogo raste i u < v pripadaju J, za x = f~1(u) iy = f~1(v)
ne moze vrijediti x > y, jer bi tada bilo u = f(z) > f(y) = v. Dakle, f~! strogo raste. Za
padajucu funkciju analogno dobivamo strogi pad inverza.

Sada je f~! monotona funkcija na intervalu .J, a njezina je slika interval /. Prema
teoremu |3.5.4] ona je neprekidna. Dokaz ukljucuje rubne tocke koje pripadaju [ ili J; ne
zahtijeva da su ti intervali otvoreni. Posljednja tvrdnja slijedi iz prethodne leme. O]
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3.5. Monotonost i inverzne funkcije

0

Graf inverzne funkcije dobivamo zamjenom koordinata, odnosno zrcaljenjem oko pravca
y = x. Na slici se obje funkcije promatraju na [0, +00). Neprekidnost korijena u 0 ne
zahtijeva definiranje korijena negativnoga broja: rije¢ je o neprekidnosti zdesna.

Ako je I otvoren interval i f strogo monotona i neprekidna, tada je i f(I) otvoren
interval. Naime, za svaki x € I postoje u,v € I s u < x < v. Vrijednost f(x) lezi
strogo izmedu f(u) i f(v), a svi brojevi izmedu njih pripadaju slici. Stoga je svaka tocka
slike njezina unutarnja tocka. Za intervale s uklju¢enim krajevima taj zakljucak ne treba
vrijediti.

3.5.4. Korijeni, logaritmi, arcus i area funkcije

Sada mozemo dovrsiti dokaz neprekidnosti osnovnih elementarnih funkcija. Njihove do-
mene, slike i svojstva monotonosti uvedeni su u poglavlju o funkcijama; postojanje korijena
i realnih potencija opravdano je potpunoséu realnih brojeva. Ovdje te Cinjenice povezujemo
s dokazanim teoremom o inverzu.

Korolar 3.5.7. Za n € N funkcija x — {/x neprekidna je na [0, +00); ako je n neparan,
neprekidna je na R. Za a > 0, a # 1, funkcija log, neprekidna je na (0,400). Za svaki
a € R funkcija x — x neprekidna je na (0, +00).

Dokaz. Funkcija x +— 2™ neprekidna je i strogo raste na [0,400). Njezina je slika taj
isti interval, Sto slijedi iz ranije dokazanoga postojanja korijena. Surjektivnost mozemo
dokazati i teoremom o meduvrijednostima: za C' > 0 odaberemo b > max{1,C}, pa je
0 < C < b". Na [0,b] potencija stoga poprima vrijednost C'. Za neparan n strogi rast i
surjektivnost vrijede i na R, §to na negativnom dijelu slijedi iz neparnosti. Teorem [3.5.6]
daje neprekidnost korijena.

Funkcija x — a® neprekidna je prema teoremu [3.3.18] strogo monotona i ima sliku
(0, +00). Njezin je inverz log, zato neprekidan. Posebno je neprekidan In = log,. Napokon,

iz identiteta z® = exp(aInz) za > 0 i neprekidnosti kompozicije slijedi posljednja tvrdnja.
O
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Za o > 0 funkciju z® mozemo neprekidno prosiriti na [0, +o0) vrijednoséu 0 = 0.
Doista, za € > 0 odaberimo § = ¢/* > 0. Iz 0 < z < ¢ i strogog rasta pozitivne potencije
slijedi 0 < z* < e. Za a < 0 konacno neprekidno prosirenje u 0 ne postoji. Za a = 0
funkcija na pozitivnoj poluosi konstantno je 1 i ima neprekidno prosirenje vrijednoséu 1; to
je izjava o progirenju funkcije, a ne opéa definicija izraza 0°.

Korolar 3.5.8. Arcus i area funkcije neprekidne su na svojim prirodnim domenama:

funkcija | domena funkcija | domena
arcsin | [—1,1] arsh R
arccos | [—1,1] arch 1, +00)
arctg R arth (—1,1)
arcctg R arcth | R\ [—1,1]

Dokaz. Restrikcije sinusa na [—m/2,7/2] i kosinusa na [0, 7] neprekidne su i strogo mono-
tone. Njihove su slike [—1, 1]: vrijednosti u krajevima jesu —1 1 1, a sve vrijednosti izmedu
njih dobivamo teoremom o meduvrijednostima. Zato teorem o inverzu daje neprekidnost
arcsin i arccos, ukljucujudéi krajeve —11 1.

Tangens na (—7/2,7/2) i kotangens na (0, 7) neprekidne su strogo monotone bijekcije
na R. Prema istom teoremu njihovi su inverzi arctg i arcctg neprekidni na R.

Hiperbolne su funkcije neprekidne kao zbrojevi, razlike i kvocijenti eksponencijalnih
funkcija na domenama na kojima nazivnici nisu nula. Primijenimo teorem o inverzu na
bijekcije

sh: R — R, ch [, 400y : [0, +00) = [1, +00),
th: R — (—1,1).
One su strogo rastuce, pa dobivamo neprekidnost prvih triju area funkcija. U slucaju arch
to ukljucuje i tocku 1.

Domena funkcije cth nije interval, pa razmatramo njezine dvije grane odvojeno: restrik-
cije na (—o0,0) i (0, +00) neprekidne su strogo padajuce bijekcije na (—oo, —1), odnosno
(1,+00). Njihovi su inverzi neprekidni na tim intervalima. Svaka tocka domene arcth ima
okolinu koja je sadrzana u jednoj od tih dviju grana. Zato je arcth neprekidna na cijeloj
svojoj domeni. O

Korolar 3.5.9. Sve elementarne funkcije neprekidne su na svojim prirodnim domenama.

Dokaz. Dokazali smo neprekidnost osnovnih funkcija od kojih se elementarne funkcije grade.
Konaéno mnogo zbrajanja, oduzimanja, mnozenja, dijeljenja gdje nazivnik nije nula te kom-
poniranja ¢uva neprekidnost. Svaki put domenu ogranicavamo na tocke u kojima je odgova-
rajudi izraz definiran. Tvrdnja zato slijedi uzastopnom primjenom pravila o neprekidnosti
aritmetickih operacija i teorema |3.3.12 [

Zadatak 3.5.1. Dokazite da neprekidna injekcija f: [a,b] — R, gdje je a < b, ima sliku
(min{f(a), f(b)}, max{f(a), f(b)}].

Objasnite zasto samo injektivnost bez neprekidnosti nije dovoljna. Navedite i neprekidnu
injekciju na domeni koja nije interval, a koja nije strogo monotona na cijeloj domeni.
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3.5.5. Prekidi monotone funkcije

Monotona funkcija ima mnogo pravilnije prekide od proizvoljne funkcije. U unutarnjoj
tocki ne moze oscilirati bez jednostranoga limesa, a ne moze imati ni uklonjiv prekid.

Teorem 3.5.10. Neka je f: I — R monotona funkcija na intervalu. Svaki njezin prekid u
unutarnjoj tocki jest skok: oba jednostrana limesa konacna su i medusobno razlicita. Skup
svih tocaka prekida najvise je prebrojiv.

Dokaz. Dovoljno je dokazati tvrdnju za rastucu funkciju, jer prelazak s f na — f ne mijenja
tocke neprekidnosti. U svakoj unutarnjoj tocki ¢ postoje konacni jednostrani limesi koji
zadovoljavaju ([3.6). Ako su jednaki, izmedu njih je i f(c), pa je funkcija neprekidna. Zato
u tocki prekida nuzno vrijedi

fle=) < flet).

Neka je D skup unutarnjih tocaka prekida. Za ¢ € D definirajmo neprazan otvoren
interval

Je = (f(e=), flet)).

Ti su intervali medusobno disjunktni. Doista, ako je ¢ < diz = (c+d)/2,ondajez € i

fle+) = inf f(z) < f(z) < sup f(z) = f(d-).

zel,x>c zel, x<d

Dakle, desni kraj od J. nije desno od lijevog kraja od Jj.

Fiksirajmo jedno nabrajanje racionalnih brojeva Q = {q1, g2, . . .} bez ponavljanja. Svaki
J. sadrzi racionalan broj zbog gustoée Q. Pridruzimo ¢ najmanji indeks k(c) € N takav da
je qr(e) € Jo. Takav indeks postoji i jednoznacno je odreden. Zbog disjunktnosti intervala
razlicitim tockama odgovaraju razliciti indeksi. Preslikavanje ¢ — k(c) zato je injekcija iz
D u N. Prema tome, D je najviSe prebrojiv. Interval ima najvise dvije rubne tocke koje mu
pripadaju. Dodavanjem eventualnih prekida u tim tockama skup ostaje najvise prebrojiv.
Za jednoclan interval prekida nema. O]

Y

I\
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Crvene duzine oznacavaju otvorene intervale izmedu jednostranih limesa, a ne dijelove
grafa funkcije. Kako je ¢ < d, interval J,. lezi ispod J;. Vrijednost funkcije u samoj
tocki skoka moze biti bilo gdje izmedu jednostranih limesa, ukljuc¢uju¢i njihove krajeve.
Prebrojivost skupa prekida ne znaci da je on konacan niti da su njegove tocke medusobno
udaljene nekim zajednickim pozitivnim razmakom.

Zadatak 3.5.2. Za rastuéu funkciju f: [a,b] — R i unutarnju tocku ¢ stavite s(c) =
f(c+) — f(e—) = 0. Dokazite da za svaki € > 0 postoji samo kona¢no mnogo unutarnjih
tocaka s s(c) > e. Pomoc¢u toga ponovno dokazite da je skup prekida najvise prebrojiv.

Uputa: Za konacan izbor ¢; < --- < ¢, pokazite ) 7, s(c;) < f(b) — f(a). Potom za ¢
uzimajte 1/n, n € N.

3.6. Otvoreni i zatvoreni skupovi

U definicijama limesa i neprekidnosti vaznu ulogu imaju okoline oblika (a —d, a+§). Pritom
smo promatrali samo one njihove tocke koje pripadaju domeni. Domena ne mora sadrzavati
cijeli interval oko promatrane tocke; neprekidnost ima smisla i na rubu domene, pa i u
izoliranoj tocki. U ovom odjeljku opisujemo skupove pomoc¢u kojih se te lokalne ¢injenice
mogu izraziti bez izric¢itog spominjanja brojeva € i §.

Definicija 3.6.1. Skup U C R je otvoren u R ako za svaki x € U postoji r > 0 takav da je
(x —r,x+7r) CU.
Skup F C R je zatvoren u R ako je njegov komplement R\ F otvoren u R.

Polumjer r smije ovisiti o toc¢ki z. Primjerice, za x € (a,b) mozemo uzeti r = min{z —
a,b—x} > 0, pa je svaki otvoreni interval otvoren skup. Skup ) takoder je otvoren: nema
tocke za koju bi trebalo provjeriti uvjet iz definicije. Skup R je otvoren jer za svaku njegovu
tocku mozemo uzeti, primjerice, r = 1. Njihovi su komplementi R i (), pa su oba skupa i
zatvorena.

x U

Otvoren skup moze biti sastavljen od vise odvojenih dijelova. Uvjet iz definicije provje-
rava se zasebno oko svake njegove tocke. Sljedeca tvrdnja povezuje tu definiciju s opisom
pomocu intervala.

Propozicija 3.6.2. Skup U C R otvoren je ako i samo ako je unija neke obitelji omedenih
otvorenih intervala. Dopustena je i prazna obitelj, éija je unija (.
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Dokaz. Ako je U otvoren, za svaki x € U postoji otvoreni interval koji sadrzi = i sadrzan
jeu U. Zato je U unija svih omedenih otvorenih intervala sadrzanih u U: ta unija sadrzi
svaku tocku od U, a ne sadrzi nijednu tocku izvan U.

Obratno, neka je U unija omedenih otvorenih intervala i neka je x € U. Tada x pripada
nekom intervalu (a, b) iz te obitelji. Za r = min{z — a,b — 2} > 0 imamo

(x—r,x+71)C(a,b) CU.

Time je provjeren uvjet otvorenosti. Za praznu uniju nema tocaka koje treba razmatrati.
O]

Primjer 3.6.3. Za svaki a € R polupravci (—oo,a) i {a,+00) otvoreni su. Za tocku z
prvoga skupa uzmemo r = a — x, a za tocku drugoga r = x —a. Zato su polupravci [a, +00)
i (—00, a] zatvoreni.

Ako je a < b, segment [a, b] zatvoren je jer je

R\ [a,b] = (=00, a) U (b, +o0)

otvoren prema propoziciji . Za a = b dobivamo da je svaki jednoc¢lani skup {a} zatvo-
ren.

Rijeci otvoren i zatvoren ne oznacavaju medusobno isklju¢ive mogucénosti. Skupovi () i
R imaju oba svojstva, a skup [0, 1) nema nijedno. Nije otvoren jer nijedan interval oko 0
nije sadrzan u njemu; nije ni zatvoren jer njegov komplement sadrzi 1, ali ne sadrzi nijedan
cijeli interval oko 1.

Teorem 3.6.4. Za otvorene podskupove od R wvrijedi:

1. 0 i R otvoreni su;
2. unija proizvoljne obitelji otvorenth skupova otvorena je;

3. presjek konacne obitelyi otvorenih skupova otvoren je.
Pritom presjek prazne obitelji podskupova od R dogovorno iznosi R.

Dokaz. Prvu smo tvrdnju veé¢ provjerili. Neka je U = (J,., Ua, gdje je svaki Uy otvoren, i
neka je x € U. Postoji A\g € A takav da je x € U,,, pa postoji r > 0 za koji je

(x—r,x+1) CUy, CU.

Prema tome, U je otvoren. Ako je A = (), dobivamo prazan skup, koji je takoder otvoren.

Neka su sada Uy, ..., U,, otvoreni, gdje je m > 1, i neka je x € ﬂ;nzl Uj. Za svaki j
postojir; > 0 takav da je (x—r;, x+r;) C U;. Broj r = min{ry, ..., r,} strogo je pozitivan,
pa je

(x —ryx+1r) C ﬂUj.
j=1

To dokazuje otvorenost presjeka. Za m = 0 presjek je R, sto smo obradili prvom tvrdnjom.
O
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Uvjet konacnosti kod presjeka ne smijemo izostaviti. Naime,

Broj 0 pripada svakom intervalu. Ako je z # 0, prema Arhimedovu svojstvu postoji n
takav da je 1/n < |z|, pa x ne pripada n-tom intervalu. Time je jednakost dokazana. Skup
{0} nije otvoren jer svaki interval oko 0 sadrzi i brojeve razlicite od 0.

Korolar 3.6.5. Presjek proizvolyne obitelji zatvorenih skupova zatvoren je, a unija konacne
obitelyi zatvorenih skupova zatvorena je.

Dokaz. Prema De Morganovim pravilima, komplement presjeka unija je komplemenata,
a komplement unije presjek je komplemenata. Tvrdnje zato slijede iz teorema [3.6.4] Za
prazne obitelji dobivamo zatvorene skupove R odnosno (). O

3.6.1. Relativna otvorenost i neprekidnost

Ako je domena funkcije D C R, pri ispitivanju neprekidnosti koristimo skupove D N (a —
d,a + ¢). Oni ne moraju biti otvoreni u R, ali su otvoreni u smislu sljedece definicije.

Definicija 3.6.6. Skup V C D je relativno otvoren u D ako postoji otvoren skup U C R
takav da je V.= DNU. Skup H C D je relativno zatvoren u D ako je D \ H relativno
otvoren u D.

Primjerice, skup [0, 1) relativno je otvoren u D = [0, 3], jer je [0,1) = D N (-1, 1), iako
nije otvoren u R.

U=(-1,1)

-1 0 1 3
DnU =10,1)

Lema 3.6.7. Skup V' C D relativno je otvoren u D ako i samo ako za svaki a € V' postoji
r > 0 takav da je
Dn{a—rya+r) CV.

Dokaz. Ako je V.= D NU za otvoren U, za a € V C U odaberemo r > 0 tako da je
(a —r,a+71r) CU. Presijecanjem s D dobivamo trazeni uvjet.

Obratno, neka uvjet vrijedi. Neka je U unija svih otvorenih intervala I za koje je
DNI CV. Skup U otvoren je i vrijedi D NU C V. Za svaki a € V pretpostavka daje
jedan takav interval koji sadrzi a, pa vrijedii V' C DNU. Dakle, V. =DnNU. [
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3.6. Otvoreni i zatvoreni skupovi

Teorem 3.6.8. Funkcija f: D — R neprekidna je na D ako i samo ako je za svaki otvoren
skup U C R praslika
fHU)={reD: f(x) €U}

relativno otvorena u D.

Dokaz. Neka je f neprekidna na D, neka je U otvoren i neka je a € f~1(U). Bududi da je
f(a) € U, postoji € > 0 takav da je (f(a) — ¢, f(a) + &) C U. Neprekidnost u a daje § > 0
za koji

reD, |lr—al<d = |f(x)—f(a)|<e.

Zato je DN {a—d,a+06) C f~1(U). Lema dokazuje relativnu otvorenost.

Obratno, neka su praslike svih otvorenih skupova relativno otvorene. Za a € Die >0
wzmimo U = (f(a) — ¢, f(a) +¢). Skup f~1(U) relativno je otvoren i sadrzi a. Prema istoj
lemi postoji § > 0 takav da je DN {(a—6,a+3) C f~1(U). To je upravo uvjet neprekidnosti
funkcije f u a. O]

Za praslike vrijedi f~1(R\ F') = D\ f~!(F). Stoga teorem ostaje tocan ako oba izraza
otvoren zamijenimo izrazom zatvoren, uz zadrzavanje rijec¢i relativno. Ako je D otvoren u
R, njegovi relativno otvoreni podskupovi otvoreni su i u R, jer su presjeci dvaju otvorenih
skupova. Za op¢u domenu rije¢ relativno ne smijemo izostaviti.

Teorem 3.6.9. Skup F' C R zatvoren je ako i samo ako limes svakoga konvergentnog realnog
niza ¢iji su svi ¢lanovi u F' takoder pripada F .

Dokaz. Neka je F zatvoren, x, € F za svaki n i x, — z. Kad bi bilo x ¢ F, otvorenost
komplementa dala bi r > 0 takav da je (x — r,z +r) C R\ F. Konvergencija daje
x, € (x —r,x + 1) za sve dovoljno velike n, protivno pretpostavci x,, € F. Zato je x € F.

Obratno, pretpostavimo svojstvo nizova i neka je z ¢ F. Ako nijedan interval oko x
nije sadrzan u R \ F, za svaki n € N mozemo odabrati

1 1
xneFﬂ<x——,x+—>.
n n

Iz |z, — x| < 1/n slijedi x,, — x. Pretpostavljeno svojstvo tada daje x € F, §to je
proturjecje. Dakle, svaka tocka komplementa ima interval sadrzan u komplementu, pa je
komplement otvoren, a F' zatvoren. O]

3.6.2. Kratak pogled na topologije

Tri svojstva iz teorema mozemo uzeti kao polaziste i na skupovima na kojima nije
zadana udaljenost.

Definicija 3.6.10. Topologija na skupu X obitelj je T njegovih podskupova takva da vrijedi:
1. 0, X eT;
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Poglavlje 3. Limes i neprekidnost funkcije

2. unija svake obitelji ¢lanova od T pripada T ;
3. presjek svake konacne obitelji ¢lanova od T pripada T .

Par (X, T) zovemo topoloskim prostorom, a ¢lanove od T njegovim otvorenim skupovima.
Nythove komplemente u X nazivamo zatvorenim skupovima.

Dosad promatrani otvoreni podskupovi od R ¢ine standardnu ili euklidsku topologiju
Tr. Na istom skupu mozemo zadati i druge topologije. Indiskretna topologija jest {0, X},
a diskretna topologija sastoji se od svih podskupova od X. Obje zadovoljavaju aksiome: u
prvom slucaju operacije daju samo ) ili X, a u drugom je svaki rezultat podskup od X.
Svaka topologija na X sadrzi indiskretnu i sadrzana je u diskretnoj.

Primjer 3.6.11. Kofinitnu topologiju na R ¢ini obitelj
To={0}U{U CR:R\U je konacan skup}.

Provjerimo aksiome. Prazan skup ukljucen je izricito, a R pripada obitelji jer je njegov
komplement prazan. Ako je unija ¢lanova od 7Ty neprazna, sadrzi neki neprazan ¢lan U;
njezin je komplement tada podskup kona¢nog skupa R\ U, pa je konac¢an. Konacan presjek
koji ima prazan faktor prazan je; inace je njegov komplement konacna unija konacnih
skupova, pa je konacan. Prazan presjek jest R. Time su provjereni svi aksiomi.

Svaki jednoclani skup zatvoren je u ovoj topologiji. Stovise, Ty najmanja je topologija
na R s tim svojstvom: u svakoj takvoj topologiji kona¢ni su skupovi zatvoreni kao konacne
unije jednoc¢lanih, pa su njihovi komplementi otvoreni. Ti su komplementi otvoreni i u
standardnoj topologiji, te je 7o C Tg. Inkluzija je prava: interval (0,1) standardno je
otvoren, ali njegov komplement nije konacan.

Definicija 3.6.12. U topoloskom prostoru (X,T) kaZemo da niz (z,) konvergira tocki
x € X ako za svaki otvoren skup U koji sadrzi x postoji N € N takav da je x, € U za svaki
n > N.

U standardnoj topologiji na R ova je definicija ekvivalentna ranijoj definiciji konvergen-
cije: svaki otvoren skup koji sadrzi x sadrzi i interval (x —r,x +r) za neki r > 0, a svaki je
takav interval otvoren. Za drugu topologiju pojam konvergencije moze biti posve drukéiji.

Propozicija 3.6.13. U kofinitnoj topologiji na R niz (x,) konvergira tocki x ako i samo
ako se svaki broj y # x pojavljuje u nizu na najvise konacno mnogo mjesta. Posebno, niz
ciji su ¢lanovi medusobno razliciti konvergira svakom realnom broju.

Dokaz. Ako niz konvergira tocki = i y # x, skup R\ {y} otvoren je i sadrzi z. Zato su
gotovo svi ¢lanovi niza razliciti od y.

Obratno, pretpostavimo navedeno svojstvo i neka je U € T, otvoren skup koji sadrzi
x. Njegov komplement konacan je i ne sadrzi x. Svaki se broj iz toga komplementa u
nizu pojavljuje na konacno mnogo mjesta, pa je i ukupan broj takvih mjesta konacan.
Dakle, gotovo svi clanovi pripadaju skupu U, $to dokazuje konvergenciju. Ako su ¢lanovi
medusobno razli¢iti, svaki se broj pojavljuje najvise jednom, pa kriterij vrijedi za svaki
r € R. O
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3.6. Otvoreni i zatvoreni skupovi

Samo postojanje beskona¢no mnogo razli¢itih vrijednosti nije dovoljno za konvergenciju
prema svakom broju. Niz zadan s x5, = 0 1 x9,_1 = n ima beskona¢no mnogo razli¢itih
vrijednosti, ali u kofinitnoj topologiji ne konvergira broju 1: otvoreni skup R \ {0} sadrzi
1, a izvan njega ostaje svaki ¢lan parnog indeksa.

U standardnoj topologiji dvije razlic¢ite tocke a,b imaju disjunktne otvorene okoline:
dovoljno je oko svake uzeti interval polumjera |a—b|/3. Niz ne moze od nekog indeksa biti u
objema disjunktnim okolinama, Sto ponovno objasnjava jedinstvenost limesa. To svojstvo
razdvajanja zove se Hausdorffovo svojstvo. Kofinitna topologija na R nema ga: presjek
dvaju nepraznih otvorenih skupova ima konac¢an komplement i zato nije prazan. Bez toga
svojstva limes ne mora biti jedinstven, kao $to pokazuje prethodna propozicija. U ostatku
skripte, ako se izricito ne kaze drukéije, na R uvijek koristimo standardnu topologiju.

Zadatak 3.6.1. Odredite koji su od skupova (0,1) U (2,3), {1/n:n € N}, {0} U{1/n:
n € N} i Z otvoreni, a koji zatvoreni u R. Tvrdnje o zatvorenosti opravdajte pomocu
komplemenata ili nizova.

Zadatak 3.6.2. Neka je D = [0,1]. Odredite koji su od skupova [0,1/2), (0, 1], {0}
i D relativno otvoreni, a koji relativno zatvoreni u D. Zatim primjenom teorema [3.6.8
objasnite zasto iz neprekidnosti funkcije ne slijedi da su slike otvorenih skupova nuzno
otvorene. Razmotrite konstantnu funkciju na R.

Zadatak 3.6.3. Dokazite da u diskretnoj topologiji niz konvergira tocki x ako i samo ako
su mu svi ¢lanovi od nekog indeksa nadalje jednaki x. Sto vrijedi u indiskretnoj topologiji?
Pomocu propozicije[3.6.13|odredite sve limese niza x5, = 0, x2,_1 = n u kofinitnoj topologiji
na R.
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Poglavlje 4

Derivacija funkcije

Neprekidnost govori da mala promjena argumenta uzrokuje malu promjenu vrijednosti
funkcije. Derivacija daje dodatnu informaciju: opisuje brzinu te promjene i omogucéuje
da funkciju blizu zadane tocke zamijenimo afinom funkcijom. Iz te lokalne informacije,
pomocu teorema srednje vrijednosti, izvest ¢emo zakljucke o monotonosti, ekstremima i
konveksnosti na ¢itavim intervalima.

Najprije uvodimo derivaciju i pravila njezina racunanja. Sve teoreme srednje vrijed-
nosti obradit ¢emo zajedno, od Rolleova do Taylorova teorema, a zatim njihove posljedice
za ponasanje funkcija. Konveksnim funkcijama posvetit ¢emo zaseban odjeljak. Poglav-
lje zavrsava interpolacijom i Newtonovom metodom, koje povezuju diferencijalni racun s
pribliznim ra¢unanjem.

4.1. Derivacija i lokalna aproksimacija

4.1.1. Promjena vrijednosti, brzina i tangenta

Za dva razlicita argumenta c i ¢ + h omjer

fle+h) = fle)
h

mjeri prosje¢nu promjenu vrijednosti funkcije po jedinici promjene argumenta. Taj izraz
zovemo kvocijentom diferencija. Zelimo opisati njegovo ponasanje kada h tezi nuli.

Primjerice, neka s(t) oznacava polozaj tocke koja se giba po pravcu, izrazen u odabrano]
koordinati. Tada je

s(t+h) —s(t)
h
prosjecna brzina na vremenskom intervalu s krajevima ¢ i t4+h. Ako taj omjer ima konacan
limes kada h — 0, limes ¢emo nazvati trenutacnom brzinom u trenutku ¢. Polozaj ne treba
poistovjetiti s ukupnim prijedenim putom: koordinata moze rasti ili padati, pa brzina moze
imati oba predznaka. Iznos brzine jest njezina apsolutna vrijednost.
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Poglavlje 4. Deriwacija funkcije

Geometrijski, kvocijent diferencija koeficijent je smjera sekante, pravca kroz tocke
C=(cflc), Dp=(cth, flc+h)).

Ako koeficijenti smjera tih sekanti imaju konacan limes za h — 0, dobiveni pravac kroz C'
nazivamo tangentom na graf u C'. Treba, dakle, dokazati postojanje odgovarajuc¢ega limesa;
sama slika sekanti ne jamci ga.

sekanta

tangenta

¢ c+h

Treéa motivacija jest lokalna aproksimacija. Medu afinim funkcijama x — A(z —c¢)+ B
trazimo onu koja najbolje opisuje f u blizini ¢. Prirodno je zahtijevati B = f(c). Precizan
zahtjev za koeficijent A bit ¢e da pogreska aproksimacije bude zanemariva u usporedbi s
|z — .

4.1.2. Definicija i prvi primjeri
Definicija 4.1.1. Neka je I C R otvoren interval, f: I — R i c € I. KaZemo da je f

derivabilna ili diferencijabilna u ¢ ako postoji konacan limes

o F@ = fe) L fleth) = fo)

T—cC Tr—cC h—0 h

f'(e) =

Broj f'(c) zovemo derivacijom funkcije f u tocki c. Ako je derivabilna u svakoj tocki I,
kazemo da je derivabilna na I. Tada je f': I — R, ¢~ f’(c), derivacija funkcije f.

Jednakost dvaju zapisa slijedi zamjenom h = x — c. Izraz s kvocijentom uvijek proma-
tramo za h # 0, ali sama vrijednost f(c) mora biti definirana. Koriste se i oznake D f(c),
%(C) ili £ f(z) ‘x:c' Oznaka s razlomkom oznacava derivaciju; nije unaprijed definirana kao
koliénik dvaju beskona¢no malih brojeva.

Za funkciju na proizvoljnom intervalu obi¢nu derivaciju definiramo u njegovim unu-
tarnjim tockama. Na ukljuc¢enim krajevima koristit ¢emo jednostrane derivacije. Time
razlikujemo pojam obicne derivacije od neprekidnosti, koju smo mogli definirati relativno
svakoj domeni.
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4.1. Derivacija 1 lokalna aproksimacija

Primjer 4.1.2. Za konstantnu funkciju f(z) = A kvocijent diferencija jednak je nuli, pa je
f'(¢) = 0. Zaidentitetu f(z) = x jednak je 1, paje f'(c) = 1. Opcenitije, za f(z) = Az + B
imamo

A(c+h)+ B — (Ac+ B)

=A
h )
stoga je f'(c) = A u svakoj tocki.
Primjer 4.1.3. Za f(x) = 22 vrijedi
h 2 2
% =2c+ h — 2c,
pa je f'(c) = 2c za svaki ¢ € R. Tangenta na parabolu u (c,c?) zato ima jednadzbu

y=c*+2c(z—c).
Primjer 4.1.4. Za f(z) = 1/x i ¢ # 0, uz dovoljno malen h # 0, imamo
1 _
/(c+h) 1/c:_ 1 _>_l’
h c(c+h) c?
Dovoljno je uzeti |h| < |c|/2, ¢ime je ¢ + h # 0. Dakle, (1/x)' = —1/2* na R\ {0}.

Definicija 4.1.5. Ako je f definirana u ¢ i u nekom intervalu desno od c, njezina desna
derivacija u ¢ jest konacan limes

0 et LR =S

h—0+ h ’

ako postoji. Analogno, uz argumente lijevo od ¢ definiramo lijevu derivaciju

f(c) := lim fletn) - f(c)

h—0— h

Ako je ¢ unutarnja tocka domene, derivacija postoji ako i samo ako postoje obje konacne
jednostrane derivacije i jednake su. To je teorem o jednostranim limesima primijenjen na
kvocijent diferencija. Tada je f'(c) = f.(c) = f.(c).

Primjer 4.1.6. Funkcija f(z) = |z| neprekidna je na R, ali nije derivabilna u 0:

R [ T I
f_(O)—hli>r(1)1_h =-1 f+(0)_hli>%l+h =t

Za ¢ > 0 funkcija je blizu ¢ jednaka z, pa je f'(¢) = 1; za ¢ < 0 jednaka je —z, pa je
f'(¢) = —1. Jednostrane tangente u ishodistu imaju razli¢ite nagibe.
Za f(x) = /z u nuli kvocijent diferencija zadovoljava
vh 1
A
To nije derivacija u smislu definicije [£.1.1], jer derivacija mora biti konacan realan broj.

Geometrijski mozemo govoriti o okomitoj tangenti x = 0. Takvo ponaSanje valja izri¢ito
razlikovati od derivabilnosti.

— +00.
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4.1.3. Linearizacija i neprekidnost

Za funkciju r, definiranu u blizini nule, pisemo r(h) = o(|h|) kada h — 0 ako

Kazemo da je r(h) zanemariv u usporedbi s |h|. Ekvivalentno, r(h)/h — 0. Ovo je svojstvo
limesa, a ne tvrdnja da je r(h) jednako nuli.

Teorem 4.1.7 (Linearizacija). Funkcija f: I — R derivabilna je u ¢ € I ako i samo ako
postoji broj A € R i funkcija r, definirana za dovoljno male h, takva da je

fle+h)=f(c) + Ah +r(h), r(0) =0, r(h) = o(|h]). (4.1)

Tada je A = f'(c) i taj je broj jedinstven. Ekvivalentno, u nekoj okolini tocke ¢ postoji
funkcija w neprekidna u ¢, w(c) =0, takva da

f@) = fle) + (f'(c) + w(@)) (z —c). (4.2)
Dokaz. Ako f'(c) postoji, stavimo A = f'(¢) ir(h) = f(c+h)— f(c) — Ah. Za h # 0 vrijedi
r(h) _ flet+h) = f(e)

= . —A—0,

pa imamo trazeni prikaz. Obratno, iz prikaza (4.1)), dijeljenjem s h # 0, slijedi

fleth)=fle) _, , rh)
i —A‘i‘T—)A.

Zato je f'(c) = A, a jedinstvenost slijedi iz jedinstvenosti limesa.

Napokon, stavimo w(z) = r(x—c)/(x—c) zax # ciw(c) = 0. Tada je w(z) = 0 = w(c),
pa je neprekidna u c i vrijedi (4.2)). Obratno, iz tog prikaza dobivamo r(h) = hw(c+ h) =
o([h]). O

Teorem 4.1.8. Ako je funkcija derivabilna u ¢, onda je u ¢ neprekidna.

Dokaz. Prema (4.2), kada z — ¢, vrijedi

To je upravo neprekidnost u c. O

Obrat ne vrijedi, kao §to pokazuje apsolutna vrijednost. Isti dokaz s jednostranim lime-
sima pokazuje da kona¢na desna odnosno lijeva derivacija povla¢i odgovarajucu jednostranu
neprekidnost.
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4.1. Derivacija 1 lokalna aproksimacija

Definicija 4.1.9. Za funkciju derivabilnu v ¢ diferencijal u ¢ linearno je preslikavange
df.: R — R, df.(h) = f'(c)h.

Ako prirast argumenta oznacimo s dx = h, njegovu linearnu aproksimaciju prirasta vri-

jednosti pisemo df = f'(c)dx. Stvarni je prirast Af = f(c+ h) — f(c), pa vrijedi Af =

dfe(h) + o(|hl).

Preslikavanje h — f’(c)h linearno je, a funkcija z — f(c)+ f'(¢)(x —c) opéenito je afina.
Taj pomak za konstantu ne mijenja njezin nagib, ali je vazan pri razlikovanju linearnih
preslikavanja od njihovih pomaknutih grafova.

Teorem 4.1.10 (Najbolja lokalna afina aproksimacija). Neka je f derivabilna u ¢ i neka
je p(x) = f(c) + f'(c)(x — ¢). Za svaki afini polinom q # p postoji 6, > 0 takav da za
0 < |z —c| <6, vrijedi
|[f (@) = p(2)] < |f(x) —q(2)].

Dokaz. Neka je q(x) = A(x — ¢) + B. Ako je B # f(c), neprekidnost daje

[f(x) = q(x)] — [f(c) = B[ >0,  [f(x) —plz)] — 0.
Uz € = |f(c) — B|/3 za dovoljno male |z — ¢| prvi izraz veéi je od 2¢, a drugi manji od e.
Time je zakljucak dokazan u tom slucaju.

Ako je B = f(c), mora biti A # f'(¢). Stavimo d = |A— f'(c)| > 0 i upotrijebimo (4.2)).
Za dovoljno male |x — ¢| imamo |w(x)| < d/3, pa za x # ¢ vrijedi

|f(2) = p(@)] = [w(z)| |z — ¢ < glx —d,

2d
[f(z) —a(@)] = 11'(€) = A+ w@]]z = > (d = |w(@)])]e =] > Flz |
Dobivamo trazenu strogu nejednakost. O

Broj 0, smije ovisiti o konkurentskom polinomu ¢. Teorem ne tvrdi da postoji jedna
okolina u kojoj je p bolji od svih drugih afinih polinoma odjednom. Primjerice, za svaki
fiksni & # ¢ mozemo izabrati pravac kroz tocke (c, f(c)) i (z, f(z)), koji je upravo u tocki
x tocan. Tvrdnja teorema usporeduje p sa svakim unaprijed fiksiranim drugim polinomom
u dovoljno maloj probusenoj okolini.

Primjer 4.1.11. Za f(z) = \/x i ¢ = 4 racionalizacija daje

Vith-2 1 1

= — —.
h Vi+h+2 4
Zato je /4 + h =~ 2+ h/4 zamalen h. U ovom primjeru pogresku mozemo izra¢unati toéno:
h h?

Vith-2-2=— ,
4 AVATh+2)?

Za |h| < 1 nazivnik je veéi od 36, pa je apsolutna pogreska najvise h?/36. Aproksimacija
V4.01 = 2.0025 stoga ima pogresku manju od 0.000003. Sama derivabilnost daje pogresku
o(|h|); jaca kvadratna ocjena ovdje slijedi iz dodatno izvedenoga identiteta.
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4.1.4. Tangenta, normala i predznak derivacije u tocki

Ako je f derivabilna u ¢, njezina tangenta u (¢, f(c)) jest pravac

y=[c)+ fe)(z =0

Normala je pravac kroz istu tocku, okomit na tangentu. Ako je f’(c) # 0, njezina je
jednadzba .
y_f(c> f/(c)(x C)'

Ako je f'(c) = 0, tangenta je vodoravna, a normala okomiti pravac z = ¢; tada normala
nije graf funkcije y = g(x).

Tangenta moze presijecati graf. Za f(z) = 23 u ¢ = 0 imamo f'(0) = lim;,_,o h* = 0, pa
je tangenta y = 0. Graf je lijevo od ishodista ispod, a desno iznad tangente. Zato tangentu
ne definiramo kao pravac koji graf samo dodiruje i s njim nema drugih presjeka.

3

Y
y=a’
x
tangent; 0
Lema 4.1.12. Ako je f'(c) > 0, postoji § > 0 takav da
c<r<c+d = f(x)> f(c), c—d<zx<c = f(x)< f(c).

Ako je f'(c) < 0, vrijede obratne nejednakosti.

Dokaz. Ako je limes kvocijenta diferencija pozitivan, kvocijent je pozitivan u dovoljno maloj
probusenoj okolini tocke c. Za x > ¢ mnozimo s pozitivnim x — ¢, a za ¢ < ¢ s negativnim
r—c, ¢cime se predznak nejednakosti mijenja. Za negativnu derivaciju dokaz je analogan. [

Lema usporeduje f(x) sa samo jednom vrijednoséu f(c). Ne tvrdi da je funkcija mono-
tona u nekoj okolini tocke c. Za monotonost na intervalu trebat ¢e kontrolirati derivaciju
u svim njegovim tockama; taj ¢emo rezultat dokazati nakon teorema srednje vrijednosti.

Zadatak 4.1.1. Pomoc¢u definicije izracunajte derivacije funkcija x® i v/ u proizvoljnoj
tocki ¢ > 0. Odredite tangentu i normalu na graf y = ® u tocki (1,1) te u tocki (0,0).
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4.2. Racunange derivacija

Zadatak 4.1.2. Za koje su A, B € R funkcije

22, r <1,
€Tr) =
/() {Ax—i—B, z>1

neprekidne u 1, a za koje su derivabilne u 1?7 Odgovor izvedite iz jednostranih kvocijenata
diferencija.

Zadatak 4.1.3. Neka je f definirana u okolini ¢ i neka postoji limes

i Let ) — fle—h)
h—0 2h

Mora li f biti derivabilna u ¢? Razmotrite f(z) = |z| i c = 0. Sto o tom limesu mozemo
rec¢i ako je f derivabilna u ¢?

4.2. Racunanje derivacija

Definicija derivacije daje nacin provjere pojedinacnih primjera. Za slozenije izraze korisnije
je jednom dokazati pravila koja povezuju operacije s funkcijama i njihove derivacije. U
ovom odjeljku derivacije promatramo u unutarnjim tockama domena; rubne tocke posebno
¢emo navesti.

4.2.1. Algebarske operacije

Teorem 4.2.1. Neka su f,g: I — R derivabilne u tocki ¢ otvorenog intervala I. Za svaka
a, B € R funkcije af + Bg 1 fg derivabilne su u c i vrijeds
(f + Bg)'(c) = af'(c) + By'(c),
(f9)'(c) = f'(c)g(c) + fle)g'(c).

Ako je jos g(c) # 0, funkcije 1/g i f/g definirane su u nekoj okolini tocke ¢, derivabilne su
u ¢ 1 vrijedi

(1)’ (=90 <f> (o) = [99e) = Je)g'(e)

g g(e)?’ g g(c)?

g
Dokaz. Za x # c razlika vrijednosti linearne kombinacije daje

(af +Bg)(x) — (af + Bg)(c) _ _flz) — f(e) +69(I‘) —9(0).

Prelaskom na limes dobivamo prvu jednakost. Za produkt pisemo

f(x)g(x) = flo)gle) _ flz) = f(C)gm n f(c)g(l’) —9(c).

r—cC r —cC r —C
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Poglavlje 4. Deriwacija funkcije

Prema teoremu funkcija g neprekidna je u ¢, pa g(r) — g(c). Pravila racunanja s
limesima sada daju formulu za derivaciju produkta.
Ako je g(c) # 0, neprekidnost daje § > 0 takav da

l9(c)]

lg(z) —g(c)| < 5 e I, |z —c| <.
Tada je |g(z)| > |g(c)|/2 > 0, pa je reciprocna funkcija ondje definirana. Za x # ¢ u toj

okolini vrijedi
1/g(x) —1/9(c) 1 g(z) —g(c)

x—c - gla)gle) w—c
Limes desne strane jednak je —¢'(c)/g(c)?. Napokon, iz f/g = f-(1/g) i pravila za produkt

slijedi
(1)' LG G

Sto je trazena formula. O]

Za derivaciju koli¢nika u ¢ nije potrebno da nazivnik bude razli¢it od nule na cijelom
pocetnom intervalu. Dovoljan je uvjet g(c) # 0; neprekidnost tada osigurava sve sto je
potrebno u okolini tocke ¢. Prva formula takoder kaze da je pridruzivanje f — f'(c)
linearno na prostoru funkcija derivabilnih u c.

4.2.2. Kompozicija i inverzna funkcija

Teorem 4.2.2 (Pravilo lanca). Neka su I, J otvoreni intervali, f: I — J i g: J — R. Ako
je [ derivabilna uc €1, a g ud= f(c), tada je go f derivabilna u c i

(g0 f)(e) =g (f(e)f(c).

Dokaz. Definirajmo na J pomoé¢nu funkciju

9(y) — g(d)
q(y) = y—d 7 7 d
g'(d), y =d.

Prema definiciji derivacije ¢ je neprekidna u d, a za svaki y € J, ukljucujuci y = d, vrijedi
9(y) — g(d) = q(y)(y — d).
Zato za svaki x € I\ {c} imamo

g(f(x)) = 9(f(c) _

r—cC Tr —cC

Funkecija f neprekidna jeu ¢, pa f(x) — diq(f(z)) — q(d) = ¢'(d). Drugi faktor konvergira
prema f'(c), sto dokazuje tvrdnju. ]
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4.2. Racunange derivacija

U dokazu nismo dijelili s f(z) — f(c). Ta razlika moze biti nula i za « # ¢, primjerice
kada je f konstantna ili kada se u svakoj okolini tocke ¢ ponavlja vrijednost f(c). Prosirenje
kvocijenta vrijednoséu ¢(d) omoguéuje da istom formulom obuhvatimo i takve tocke.

Teorem 4.2.3 (Derivacija inverzne funkcije). Neka je I otvoren interval, a f: I — R
neprekidna i injektivna funkcija. Stavimo J = f(I). Ako je f derivabilna u ¢ € I i
f'(c) # 0, tada je J otvoren interval, funkcija f~': J — I derivabilna je uw d = f(c) i
vrijeds
(Y () =
f'(c)
Dokaz. Prema rezultatima prethodnog poglavlja f je strogo monotona, J je interval, a
inverz f~! neprekidan je. Svaka tocka ¢ € I lezi izmedu dviju toc¢aka a,b € I. Vrijednost
f(c) strogo je izmedu f(a) i f(b), pa je unutarnja tocka intervala J. Time je J otvoren.
Za y € J\ {d} stavimo z = f~!(y). Injektivnost daje x # ¢, a neprekidnost inverza
daje r — ¢ kada y — d. Stoga

Ty —f1'd _  a—c 1 1
y—d fl@)=fle)  flx) = flo) f'(e)
T —c
Posljednji je prijelaz dopusten jer je f'(c) # 0. O]
Cesto ¢emo tu formulu pisati s promjenjivim argumentom:
—1y/ - 1
W= )

Uvjet f'(c) # 0 ne moZe se izostaviti. Funkcija f(z) = x® jest neprekidna bijekcija na R,
ali njezin inverz /x nema konacnu derivaciju u 0.

Zrcaljenje s obzirom na pravac y = z zamjenjuje graf funkcije i graf njezina inverza.
Tangente u odgovaraju¢im tockama takoder se zrcale; ako je njihov nagib konacan i razlicit
od nule, nagibi su reciproéni. Na slici su funkcija 2
argumente.

1 njezin inverz ogranic¢eni na pozitivne
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Poglavlje 4. Deriwacija funkcije

4.2.3. Potencije, eksponencijalne i logaritamske funkcije

Iz definicije neposredno slijedi (K) = 0 za konstantu K i (z)’ = 1. U formulama za
polinome 2° oznacava konstantnu funkciju 1. Pravilo za produkt indukcijom daje

(") = na"? (neN, z €R).
Doista, ako formula vrijedi za n, onda je
(2" = (2" 2) = na" o+ 2" = (n+ 1)z

Za negativne cjelobrojne potencije, na domeni x # 0, slijedi

1Y) nz" !
—n\ o _ —n—1
ey = () =~ = na

x?’b

Time su odredene derivacije polinoma, a pravilom za koliénik i derivacije racionalnih funk-
cija u svim tockama njihove domene.

Za prirodan n > 2 funkcija z — /7 inverz je odgovarajuéeg ogranic¢enja potencije
x +— z". Na pozitivnim argumentima teorem daje

(x > 0).

Za neparan n ista formula vrijedi i za x < 0. U tocki 0 kvocijent razlika jednak je

Vh—-0 1
he (VR

Za neparan n > 3 on tezi prema +o0o kada h — 0; za paran n > 2 isto vrijedi kada h — 0.
Dakle, u prvom slucaju nema konacne derivacije u 0, a u drugom nema kona¢ne desne
derivacije u rubnoj tocki domene. Sam korijen u 0 u oba je slucaja neprekidan.
Temeljni limes iz teorema daje za svaki c € R

—e eh—1 .

=e — €.

h h

Prema tome, (e*) = e*. Buduéi da je eksponencijalna funkcija neprekidna bijekcija s R na
(0, 4+00), a njezina je derivacija posvuda pozitivna, pravilo za inverz daje

echh

1 1
Inz)" = == > 0).
(nef=—m=—  (#>0)
Sada iz definicija a® = e*!"% i 2% = ¢*?  te iz pravila lanca dobivamo
(@®) =a*Ina (a>0), (%) = az® ' (z>0, a €R).

Formula za opéu realnu potenciju ovdje se odnosi na pozitivnu bazu. Cjelobrojne potencije
i korijeni na veéim domenama obradeni su zasebno. Za a > 0, a # 1, iz log,z = Inz/Ina
slijedi (log, )’ = 1/(x1na).
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4.2. Racunange derivacija

f(z) f'(x) Argumenti za navedenu formulu
K 0 relR
2" neN na" 1 reR
x", neN —nx "1 x#0
* a€R az®! x>0
e’ e’ reR
a*, a>0 a®lna reR
Inz 1/x x>0
log,z,a>0,a#1|1/(xlna) x>0

Primjer 4.2.4 (Logaritamsko deriviranje). Za x # 0 vrijedi (In|z|)’ = 1/z: na pozitivno]
poluosi to je ve¢ dokazano, a na negativnoj primjenjujemo pravilo lanca na In(—z).

Neka su f, g derivabilne na otvorenom intervalu I i neka je f > 0. Funkcija H = f9
derivabilna je jer je H = exp(gln f) kompozicija veé poznatih derivabilnih funkcija. Tek
nakon tog opravdanja smijemo derivirati jednakost In H = gln f i dobiti

=g (gmf k).

Posebno, (z*) = 2*(lnxz + 1) za = > 0. Jednakost s logaritmima sluzi racunanju derivacije;
sama po sebi, bez prethodnog opravdanja, nije dokaz da derivacija H' postoji.

4.2.4. 'Trigonometrijske i arcus funkcije

Argumenti trigonometrijskih funkcija izrazeni su u radijanima. Prema teoremu i tamo
dokazanoj procjeni 0 < 1 — cos h < h?/2, vrijedi

sinh_> cosh—l_)O
h ’ h '
Adicijska formula stoga daje
sin(c+h) —sinc .  cosh—1 sin h
=simc———— + cosc —> Cos C.
h h
Jednako, adicijska formula za kosinus daje (cosz) = —sinx. Pravilo za koli¢nik i identitet
sin? x + cos® ¢ = 1 sada daju
2 .2
cos“ T + sin” x 1 1
tgx) = = , ctgx) = — ,
(tg ) cos?x cos? (ctg z) sin?
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Poglavlje 4. Deriwacija funkcije

u tockama u kojima su odgovarajuéi nazivnici razli¢iti od nule.

Za arcus funkcije koristimo glavne grane odredene u poglavlju o funkcijama. Ako je
y=arcsinz i —1 <z <1, tadaje —7/2 <y < m/2, paje cosy = v/1 — 2% > 0. Pravilo za
inverz daje (arcsinx) = 1/v/1 —x2. Za y = arccosz vrijedi 0 < y < 7 isiny = /1 — 22,
pa dobivamo suprotan predznak. Ako je y = arctg x, onda je

Za inverz kotangensa analogno je (arcctgz) = —sin®y = —1/(1 + 2?). Tako smo dokazali
sve formule sljedece tablice.

f(x) f'(x) Domena derivabilnosti
sin cos T R

cos —sinx R

tgx 1/cos*z | R\{n/2+kn:keZ}
ctgx —1/sin’z R\ {km: ke Z}

arcsinz | 1/v/1—a? (—1,1)
arccosz | —1/v/1 — a2 (—1,1)

arctgr | 1/(1+ 2?%) R

arcctgz | —1/(1 + 2?) R

Funkecije arcsin i arccos definirane su i neprekidne i u —1 i 1, ali ondje nemaju kona¢nu
jednostranu derivaciju. To se ne zakljucuje samo iz neogranic¢enosti formula za derivacije u
unutrasnjosti. Primjerice, pri x — 1~ stavimo y = arcsinx — 7/2. Tada

arcsinz — /2 1 N
= — 400
x—1 siny — sin(mw/2) ’
y—m/2

jer nazivnik tezi prema cos(m/2) = 0 kroz pozitivne vrijednosti. Isti racun u —1 daje +oo.
Za arkus kosinus nazivnici su negativni i oba odgovarajuca kvocijenta teze prema —oo.
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4.2. Racunange derivacija

4.2.5. Hiperbolne i area funkcije

Iz definicija hiperbolnih funkcija i ve¢ dokazanih pravila slijedi

z _ —x\/ x —x
(shx)':(e ¢ ):e te = chuz,

2 2
(chz) =shu,
ch®r —sh’zx 1
thz) = = ,
(tha) ch? x ch?z
1
cthz) = — :
( ) sh® z
Posljednja formula vrijedi za x # 0, a prethodne na cijelom R.
Area funkcije definirane su kao inverzi odgovaraju¢ih grana. Za y = arshz vrijedi

chy =1+ 22 > 0, pa pravilo za inverz daje
1
V1+a?

Zay=archz iz >1vrijediy > 0ishy =+z?—1 >0, sto daje (archz) = 1/v/x? — 1.
Dalje, ako je y = arthx, onda je

(arshx) =

I
1—th?y 1—a?

(arthz) = ch®y =

Za y = arcth z ista primjena na odgovarajuc¢oj grani kotangensa hiperbolnog daje

1
1—cth?y 1—a%

(arcthz) = —sh?y =

Ta je derivacija negativna na svakoj od dviju komponenti domene.

f(z) f'(x) Domena derivabilnosti
shx chx R
chx shx R
tha 1/ch’x R
cthz | —1/sh’z R\ {0}
arsh z 1/m R
archz | 1/v/a?—1 (1,400)
arthz | 1/(1 — 2?) (—1,1)
arcthz | 1/(1 — 2?) R\ [-1,1]
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Funkcija arch definirana je i u 1, ali ondje nema kona¢nu desnu derivaciju. Za y =
archx — 07 vrijedi

archz —archl Y B 1 .
r—1 ~chy—1 chy—chO
)

+00,

jer je chy > 1 zay > 01 ch’(0) = sh0 = 0. Ponovno je rije¢ o beskonatnom limesu
kvocijenta, a ne o derivaciji koja bi imala realnu vrijednost.

4.2.6. Derivacije viseg reda

Definicija 4.2.5. Za funkciju f: I — R na otvorenom intervalu I stavljamo f© = f. Ako
je f&=N definirana na I i derivabilna u ¢ € I, definiramo

F(e) = (f*) ()

i nazivamo je derivacijom k-tog reda funkcije f w c. Za prve redove pisemo i f', ", f".
Kazemo da je f n puta derivabilna na I ako su njezine derivacije do reda n definirane u
svakoj tock:i intervala I.

Pisemo f € C™(I) ako je f n puta derivabilna na I te su na I neprekidne funkcije
fof .. f™. Oznaka C°(I) znaci samo neprekidnost, a C*=(I) znaci pripadnost C™(I) za
svaki n € Ny.

Ako je f n puta derivabilna, nize su derivacije automatski neprekidne jer same imaju
derivaciju. Zato je za n > 1 u definiciji C™(I) dovoljno dodatno zahtijevati neprekidnost
f™ . Samo postojanje posljednje derivacije ne jaméi njezinu neprekidnost.

Za a < b oznaku f € C"([a,b]) koristit ¢emo kada je f neprekidna na [a,b], kada je
fliapy € C"({a, b)) i kada se svaka derivacija f (k) 1 < k < n, moze neprekidno prosiriti na
oba kraja segmenta. Vrijednosti tih prosirenja oznacavat ¢éemo f*(a) i f*)(b). Time ne
trazimo da funkcija bude definirana izvan segmenta.

Teorem 4.2.6 (Leibnizova formula). Ako su f,g n puta derivabilne na otvorenom intervalu
I, onda je i njihov produkt n puta derivabilan i

o9 =35 (2) g

k=0

Dokaz. Za n = 0 formula je identitet, a za n = 1 pravilo za produkt. Pretpostavimo da
vrijedi za n i neka f, g imaju joS jednu derivaciju. Deriviranjem konacne sume dobivamo

n n B o
k=0
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4.2. Racunange derivacija

Za 1 <k <nélan f®g+1-k) pojavljuje se dvaput, s ukupnim koeficijentom

n + n\ (n+1
k—1 k) k)
Krajnji ¢lanovi fg*tY i f™+g imaju koeficijent 1. To je upravo trazena formula za

n + 1. L]

Primjer 4.2.7. Za m € Ny vrijedi

e T "
t 0, k>m
Za svaki k € Ny takoder vrijedi
. dr . , n km d* n km
—ec' =e —sinz =sin |z + — —-cosx =cos |z + — |.
dxk ’ dx* 2 )7 dxk 2

Posljednje dvije formule slijede indukcijom iz ve¢ dokazanih derivacija sinusa i kosinusa.
Nakon cetiri deriviranja pocetna se funkcija ponovi. Sve te funkcije pripadaju C*(R).

Na slici su funkcija i njezina prva derivacija. Vrijednost derivacije mjeri nagib tangente
grafa pocetne funkcije; sam graf derivacije prikazuje kako se taj nagib mijenja s argumentom.

Zadatak 4.2.1. Odredite domenu i derivaciju svake od funkcija

2
1 .
v In | sin x|, V1—22 2™ (x> 0).

x—1"

Za trecu funkciju ispitajte i jednostrane kvocijente razlika na krajevima domene.

Zadatak 4.2.2. Neka je f derivabilna u ¢ i neka je g(y) = |y|. Dokazite da je g o f
derivabilna u ¢ ako je f(c) # 0. Ako je f(c) = 0, dokazite da je |f| derivabilna u ¢ ako i
samo ako je f’(¢) = 0. Objasnite zasto se u tom slu¢aju ne mozemo neposredno pozvati na
teorem o derivaciji kompozicije.
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Zadatak 4.2.3. Provjerite formule za derivacije svih cetiriju area funkcija izravnim deri-
viranjem njihovih logaritamskih prikaza iz propozicije [1.2.36f U svakom slucaju provjerite
da je argument logaritma pozitivan na cijeloj odgovarajuc¢oj domeni.

Zadatak 4.2.4. Leibnizovom formulom izrac¢unajte n-tu derivaciju funkcije z%e* za n € N.
Zatim izvedite formulu
dar 1 n!

o (—1)nxn+1 (z #0)

i odredite n-tu derivaciju funkcije Inz za n > 1.

4.3. Teoremi srednje vrijednosti

Derivacija opisuje promjenu funkcije u neposrednoj blizini jedne tocke. Teoremi srednje
vrijednosti povezuju tu lokalnu informaciju s promjenom funkcije na cijelom segmentu.
Obradit ¢emo ¢cetiri povezana rezultata: Rolleov, Lagrangeov, Cauchyjev i Taylorov teorem.
Preostala tri dokazat ¢emo pomoc¢u Rolleova teorema, ¢iji se dokaz oslanja na postojanje
ekstrema neprekidne funkcije na segmentu. Zato najprije trebamo precizirati sto znaci
lokalni ekstrem.

4.3.1. Lokalni ekstremi i Rolleov teorem

Definicija 4.3.1. Neka je f: D — R ic € D. KaZemo da f u tocki ¢ ima lokalni
maksimum ako postoji 6 > 0 takav da

xeD, |r—c<d = f(x)<f(e).

Ako za 0 < |z —c| < § vriedi stroga nejednakost f(x) < f(c), govorimo o strogom lokalnom
maksimumu. Zamgjenom nejednakosti s f(x) > f(c), odnosno f(x) > f(c), dobivamo defi-
nicije lokalnog minimuma ¢ strogog lokalnog minimuma. Lokalni minimumsi © maksimums
zajednicki se nazivaju lokalnim ekstremima.

Za lokalni ekstrem usporedujemo vrijednosti samo u nekoj okolini tocke c. Za globalni
minimum ili maksimum odgovarajuca nejednakost mora vrijediti za svaki x € D. Globalni
ekstrem zato je i lokalni, ali obrat opéenito ne vrijedi. Ista tocka moze biti i lokalni minimum
i lokalni maksimum: to se, primjerice, dogada za konstantnu funkciju.

Teorem 4.3.2 (Fermatov teorem). Neka je ¢ unutarnja tocka domene funkcije f. Ako je
f derivabilna u ¢ i u toj tocki ima lokalni ekstrem, onda je f'(c) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je u c¢ lokalni maksimum. Za sve dovoljno male h # 0 vrijedi
flc+h) — f(c) <0. Zato je

flet+h) = [l
h

fleth) = f()

<0 (h>0), .

>0 (h<0).
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Buduéi da oba jednostrana limesa postoje i jednaka su f'(c), slijedi istodobno f’(¢) < 0 i
f'(¢) = 0. Dakle, f'(c) = 0. Za lokalni minimum primijenimo dokazani slu¢aj na funkciju
—f. O

Tocku ¢ u kojoj postoji derivacija i vrijedi f’(¢) = 0 nazivamo stacionarnom tockom.
Fermatov teorem daje nuzan uvjet za lokalni ekstrem u unutarnjoj tocki, ali taj uvjet nije
dovoljan: za f(z) = x® vrijedi f’(0) = 0, a f u nuli nema ni lokalni minimum ni lokalni
maksimum. Pretpostavka derivabilnosti takoder je bitna: funkcija |x| ima strogi minimum
u nuli, ali ondje nema derivaciju. Na rubu domene zakljuc¢ak ne vrijedi: funkcija f(x) =z
na [0, 1] ima minimum u 0, a njezina je desna derivacija ondje jednaka 1.

Teorem 4.3.3 (Rolleov teorem srednje vrijednosti). Neka sua < b, a funkcija f: [a,b] — R
neprekidna na |a,b] i deriwabilna na (a,b). Ako je f(a) = f(b), postoji & € {(a,b) takav da
je

f©=o.

Dokaz. Prema teoremu funkcija f postize najmanju i najvecu vrijednost na [a,b].
Ako je konstantna, mozemo uzeti bilo koji & € (a,b). Inace postoji ¢ € (a,b) za koji je
f(e) # f(a).

Ako je f(c) > f(a) = f(b), najveca je vrijednost strogo veéa od obiju rubnih vrijednosti.
Zato se postize u nekoj unutarnjoj tocki £. Ta je tocka lokalni maksimum, pa je prema
Fermatovu teoremu f'(§) = 0. Ako je f(¢) < f(a) = f(b), isti argument primijenimo na
najmanju vrijednost. [

Geometrijski, graf koji zapoc¢inje i zavrSava na istoj visini mora imati barem jednu hori-
zontalnu tangentu izmedu tih krajeva. Oduzimanjem konstante f(a) mozemo pretpostaviti
da su obje rubne vrijednosti jednake nuli, kao na slici.

y
f'(€) =0

£

Derivacije u krajevima segmenta nisu potrebne, kao ni neprekidnost funkcije f’. No
neprekidnost funkcije f na cijelom segmentu i derivabilnost u njegovoj unutrasnjosti ne
smijemo izostaviti. Funkcija f(z) = |z| na [—1, 1] ima jednake rubne vrijednosti, ali nema
nijednu tocku u kojoj joj je derivacija nula. Funkcija definirana s f(0) =01 f(z) =z — 1
za 0 < x < 1 ima jednake rubne vrijednosti i derivaciju 1 u svakoj unutarnjoj tocki; u tom
primjeru nedostaje neprekidnost u 0.
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Primjer 4.3.4. Neka su aq, ..., a, € R. Ako polinom

n ar
P(l’) _ Z P 1xk+1
k=0

ima strogo pozitivnu nultocku ¢, onda i polinom Q(z) = Y ,_, apz® ima strogo pozitivnu
nultocku. Doista, P(0) = P(c) =0, a P' = Q. Rolleov teorem na [0, ¢| daje £ € (0, c) za
koji je Q(&) = 0. Opéenito, izmedu svake dvije razlicite nultocke derivabilne funkcije nalazi
se barem jedna nultocka njezine derivacije.

Propozicija 4.3.5 (Rolleov teorem na polupravcu). Neka je f: [a,+00) — R neprekidna,
derivabilna na (a,+o00) i neka je

lim_f(z) = f(a)

T—r+00
Tada postoji & > a takav da je f'(§) = 0.
Dokaz. Oduzimanjem konstante f(a) svodimo se na slucaj f(a) = lim,_, . f(x) = 0. Ako
je f identicki nula, tvrdnja je neposredna. Inace postoji ¢ > a s f(c) # 0; zamjenom f s
—f po potrebi mozemo uzeti f(c) > 0. Zbog limesa u beskonacnosti postoji b > ¢ takav
da je |f(b)] < f(c). Na segmentu [a, b] funkcija postize maksimum, a on se ne moze postici
ni u a niu b, jer je f(c) veéi od obiju rubnih vrijednosti. U unutarnjoj tocki maksimuma
derivacija je nula. O

Vazno je da nismo primjenjivali teorem o postizanju maksimuma na neomedenom in-
tervalu. U dokazu smo najprije odabrali prikladan segment. Zamjenom argumenta x s —x
dobivamo i odgovarajucu tvrdnju za polupravac (—oo, b|.

4.3.2. Lagrangeov teorem

Teorem 4.3.6 (Lagrangeov teorem srednje vrijednosti). Neka sua < b, a funkcija f: [a,b] —
R neprekidna na [a,b] i derivabilna na {(a,b). Tada postoji & € {(a,b) takav da je

f(b) = fla) = f'(§)(b—a). (4.3)

Dokaz. Od funkcije oduzmimo afinu funkciju ¢iji graf prolazi njezinim rubnim tockama.
Tako dobivamo pomoé¢nu funkciju

F(t) = 1)~ fa) - 1O =T )

Ona je neprekidna na [a, b], derivabilna na (a,b) i zadovoljava F(a) = F(b) = 0. Prema
Rolleovu teoremu postoji & € (a,b) s
f(b) — f(a)

b—a

Mnozenjem s b — a dobivamo trazenu jednakost. O]

0=F'(§) = f(&) -
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Broj (f(b) — f(a))/(b — a) nagib je sekante kroz rubne tocke grafa. Teorem kaze da
je neka tangenta paralelna toj sekanti. Tocka & ne mora biti jedinstvena i opcenito nije
poloviste segmenta. Umjesto nje ponekad pisemo a + ¥(b — a), gdje je 0 < ¥ < 1.

1
tangenta
1

b

Ako je s(t) polozaj tijela na pravcu, onda je (s(b) — s(a))/(b — a) njegova prosjecna
brzina izmedu vremena a i b. Uz pretpostavke teorema u nekom trenutku trenutna brzina
s'(§) jednaka je toj prosjecnoj brzini. Ta interpretacija zahtijeva postojanje derivacije u
svim unutarnjim trenucima, bas kao i matematicki iskaz.

Korolar 4.3.7. Uz pretpostavke Lagrangeova teorema, ako za svakit € (a,b) vrijedi |f'(t)| <
M, onda je
£ () = fla)| < M(b—a).

Dokaz. Uzmimo apsolutne vrijednosti u (4.3)) i upotrijebimo |f/'(§)| < M. O

Primjer 4.3.8. Kako je (sint)’ = cost i |cost| < 1, za svake z,y € R vrijedi
|sinz — siny| < |z — y.

Ako je x # y, primijenimo prethodni korolar na segment s krajevima z i y; za x = y
nejednakost je neposredna. Na isti na¢in dobivamo |cosx — cosy| < |z — yl.

Lema 4.3.9 (Derivacija u rubu segmenta). Neka je a < b, a funkcija f neprekidna na |a, b
i derivabilna na {(a,b). Ako postoji lim; . f'(t) = L € RU{—o00, 400}, onda je

L@ ),

r—a+ T —a
Za konacan L to znaci da postoji desna derivacija f' (a) = L. Ako je L beskonacan, tada i
kvocijent ima taj beskonacni limes. Analogna tvrdnja vrijedi u desnom rubu b, s limesima
slijeva.
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Dokaz. Za svaki x € (a,b) Lagrangeov teorem na [a, x| daje &, € (a,z) takav da je

f(z) = f(a)

Tr—a

= f/(fa:)

Kako je 0 < &, —a <z —a, za v — a+ slijedi £, — a+, pa desna strana tezi L. Argument
jednako vrijedi za konacan i za beskonacan L. Za rub b primijenimo isti teorem na [z,b] i
pustimo z — b—. O

Posebno, neprekidna prosirenja derivacija kojima je definirana klasa C"([a,b]) doista
daju odgovarajuce jednostrane derivacije u krajevima. To dobivamo uzastopnom primjenom
leme na funkcije f, f’,..., f™ 1, koristeéi njihova neprekidna prosirenja.

4.3.3. Cauchyjev teorem

U Lagrangeovu teoremu promjenu funkcije usporedujemo s promjenom argumenta. Cauc-
hyjev teorem omogucuje da usporedimo promjene dviju funkcija. Najprije ¢emo ga zapisati
bez dijeljenja, kako ne bismo presutjeli mogucénost da je neki nazivnik jednak nuli.

Teorem 4.3.10 (Cauchyjev teorem srednje vrijednosti). Neka su f,g: [a,b] — R nepre-
kidne na [a,b] i derivabilne na {a,b), gdje je a < b. Tada postoji & € (a,b) takav da je

(f(b) = f(a))g'(€) = (9(b) — g(a)) f(£)- (4.4)

Ako je dodatno ¢'(t) # 0 za svaki t € (a,b), onda je g(b) # g(a) i za neku takvu tocku &

vrigeds
F0)~I@) _ f(©) (15)

g(b) —g(a)  g(&)

Dokaz. Definirajmo

H(t) = (f(b) = f(a)) (9(t) — g(a)) = (9(b) — g(a)) (f(t) — f(a)).

Funkcija H neprekidna je na segmentu, derivabilna u njegovoj unutrasnjosti i zadovoljava
H(a) = H(b) = 0. Rolleov teorem daje unutarnju tocku £ u kojoj je H'(§) = 0, a to je
upravo ((4.4).

Pretpostavimo sada da ¢’ nigdje nije nula u unutrasnjosti. Kad bi bilo g(a) = ¢(b),
Rolleov teorem primijenjen na g dao bi unutarnju nultocku od ¢’, $to je proturjecje. Zato
su oba nazivnika u razlicita od nule te smijemo podijeliti jednakost njihovim
umnoskom. O

Za g(t) = t dobivamo Lagrangeov teorem. Njegov poseban slucaj f(a) = f(b) jest
Rolleov teorem, a Rolleov teorem upravo nam je posluzio za dokaz Cauchyjeva teorema. U
tom su smislu ova tri rezultata ekvivalentna.
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Geometrijski promatramo parametarski zadanu krivulju

t— (g(t), f(1)).

Ako su njezine rubne tocke razlicite i vektor (¢'(€), f/(£)) nije nula, jednakost kaze
da je taj vektor paralelan spojnici rubnih tocaka. On odreduje smjer tangente na krivulju.
Uz uvjet ¢’ # 0 vektor je sigurno nenult, a tangenta nije vertikalna; tada izrazava
jednakost nagiba. Bez uvjeta nenultosti vektora sama jednakost dvaju umnozaka ne bi
jamcila postojanje tangentnoga smjera.

7 (9(1), f (1))

tangenta

sekanta

Na slici je (g(t), f(t)) = (1 + 3,1+ 2t —t?/4) za 0 < t < 2. Rubne tocke su A = (1,
i B = (5,4), pa je nagib sekante 3/4. Za £ = 1 dobivamo C = (2,11/4) 1 f'(1)/4'(1)
(3/2)/2 = 3/4, $to opravdava nacrtanu tangentu.

Dvije odvojene primjene Lagrangeova teorema ne daju odmah Cauchyjev teorem: one bi
dale tocke &; 1 & koje mogu biti razlicite. Bit Cauchyjeva teorema jest da se obje derivacije
racunaju u stoj tocki.

1)

Primjer 4.3.11 (IMC 2025, drugi dan, zadatak 6). Neka je 0 < a < b, a f: [a,0] = R
neprekidna na [a, b] i derivabilna na (a, b). Tada postoji £ € (a, b) za koji je

af(b) — bf(a)

1O - e = 2=

Doista, na funkcije u(t) = f(t)/t i v(t) = 1/t mozemo primijeniti Cauchyjev teorem jer je
v'(t) = —1/t* # 0. Za dobivenu tocku £ slijedi

%g:f@_éﬂazf@w—ﬂ@m:aﬂw—wmx

1/b—1/a a—1>b
Izbor pomoénih funkcija vazan je dio primjene teorema. Ovdje deriviranje kvocijenta f(t)/t
prirodno stvara izraz iz tvrdnje.
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4.3.4. Taylorov teorem i ocjena ostatka

Lagrangeov teorem usporeduje funkciju s afinom funkcijom. Za bolju aproksimaciju koris-
timo polinome viSega stupnja. Ovdje i dalje radimo s konacnim polinomima; beskonacni
Taylorovi redovi zahtijevat ¢e zasebno ispitivanje konvergencije.

Definicija 4.3.12. Ako su definirane vrijednosti f*)(a) za 0 < k < n, pri cemu je f© = f,
polinom

nazivamo Taylorovim polinomom reda n funkcije f u tocki a. Razliku

Rn,a(m) = f(l’) - Tn7a(x)
nazivamo ostatkom. Za a = 0 govorimo i o Maclaurinovu polinomu.

Red n ne mora biti stupanj polinoma: neki vodeé¢i koeficijenti mogu biti nula. Nepo-
srednim deriviranjem dobivamo

TWa) = fPa)  (0<k <)

n,a

To je jedini polinom stupnja najvise n s tim svojstvom. Naime, za polinom zapisan u obliku
P(x) =Y}, cx(z — a)* vrijedi P®)(a) = klcg, pa su svi koeficijenti jednoznaéno odredeni.

Teorem 4.3.13 (Taylorov teorem srednje vrijednosti). Neka su a,z € R, a #x, n € Ny i
neka je J segment s krajevima a i x. Pretpostavimo da je f € C™(J) i da f"V) postoji u
unutrasnjosti segmenta J. Tada postoji & strogo izmedu a @ x takav da je

") (g (n+1)
D S R e (R (4.6)

Posljednyi ¢lan nazivamo Lagrangeovim oblikom ostatka.

U oznaci C™(J) trazi se neprekidnost funkcije i njezinih derivacija do reda n na segmentu;
rubne vrijednosti derivacija tumace se kao vrijednosti njihovih neprekidnih prosirenja. Za
n = 0 pretpostavka zna¢i samo neprekidnost funkcije na J. Najvisa derivacija f™+)
ne mora biti neprekidna, niti mora postojati u krajevima segmenta. Te pretpostavke,
primjerice, vrijede ako f ima (n + 1) derivacija na otvorenom intervalu koji sadrzi J.

Dokaz. Fiksirajmo x # a i stavimo

flz) — Tn,a(x)

K —
(x —a)rtt

F(t) = f(t) = Tha(t) — K(t —a)".

Tada je F(z) =01
Fla)=F'(a) =---= F™(a) = 0.
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Pretpostavimo najprije a < x. Primjenom Rolleova teorema na F' u segmentu [a, z| do-
bivamo toc¢ku ¢; € (a,x) s F'(¢c;) = 0. Ako je n > 1, vrijedi i F’(a) = 0, pa primjenom
Rolleova teorema na F’ u [a, c;] dobivamo ¢a € (a,c¢1) s F"(ca) = 0. Nastavljajuéi, nakon
ukupno n + 1 primjena dobivamo & € (a, ) za koji je F™*1(¢) = 0. Svaka je primjena
opravdana: za 0 < j < n funkcija FU) neprekidna je na pripadnom segmentu, derivabilna
u njegovoj unutrasnjosti i ima nulu u oba njegova kraja. Za n = 0 potrebna je samo prva
primjena.

Ako je x < a, prvu primjenu provodimo na [z, a], a svaku sljede¢u na segmentu [c;, al.
Dobivene tocke opet ostaju strogo izmedu z i a, pa zakljucak ostaje isti.

Bududi da je T}, , stupnja najvise n, vrijedi

FOrD () = (1) — (n + 1)K

Iz FOHD (&) = 0 slijedi K = f™*D(€)/(n41)!. Uvrétavanje u definiciju broja K daje (4.6)),
s izvornim predznakom potencije (z — a)"™ i kada je z < a. O

Za n = 0 formula postaje

f(@) = fla) = f(§)(z — a),

pa je Lagrangeov teorem njezin poseban slucaj. Za x = a jednakost f(a) = T}, .(a) vrijedi
neposredno; u tom slucaju ne trazimo tocku strogo izmedu jednakih krajeva.

[Druga pomo¢na funkcija] Taylorov teorem mozemo dobiti i samo jednom primjenom
Rolleova teorema. Uz fiksirani x # a definirajmo

_ t)n+1

") .
=) - Y w0t 1w =60 - )

Tada je H(a) = H(z) = 0. Deriviranjem kona¢ne sume ponistavaju se susjedni ¢lanovi, pa
u unutrasnjosti segmenta vrijedi
(n+1) t
¢ =-"Lu i

n!

_fE) 1)G(a)) -

n! (x —a)rtt

H(t) = (@ —t)" (

Za tocku € koju daje Rolleov teorem imamo & # z, pa H'(€) = 0 daje G(a) = f")(&)(z —
a)"/(n+1)l. Kako je G(a) = R, .(z), to je trazeni ostatak.

Korolar 4.3.14. Uz pretpostavke Taylorova teorema, ako je | f™ D (t)| < M za sve t strogo
zmedu a 1 x, onda je
M

|Rn,a($)’ < m

|$—a|”+1.
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Dokaz. U izraz za apsolutnu vrijednost ostatka uvrstimo | f™+9(€)| < M. O]

Tocku & najcesée ne znamo izracunati. Za procjenu pogreske dovoljno je omediti de-
rivaciju na cijelom segmentu koji je moze sadrzavati. Pri promjeni broja x mijenja se i
dopustena tocka &; teorem ne tvrdi da postoji jedna zajednicka tocka za sve x.

Y

Za eksponencijalnu funkciju svi koeficijenti u tocki 0 imaju jednostavan oblik. Na slici
usporedujemo e” s polinomima Ty o(z) = 1+ 2 1 Top(z) = 1 + x + 2?/2. Oba polinoma
imaju istu vrijednost i istu prvu derivaciju kao e* u nuli, a drugi dodatno ima i istu drugu
derivaciju.

Primjer 4.3.15. Za eksponencijalnu funkciju Taylorova formula u nuli daje

2 3

X T e
ex = 1+.’L‘+?+E+R370<.’L‘), ‘ngo(ﬂf)’ é ﬁ’iﬁrl (’.ﬁ‘ < 1)

Doista, cetvrta je derivacija ponovno ef, a na segmentu izmedu 0 i z vrijedi ¢! < e. Kako
veé¢ znamo e < 3, za x = 0.1 dobivamo

0.12  0.13
el — (1 +0.1+ - + T) ’ < 0.0000125.

Ta je procjena pogreske opravdanje aproksimacije, a ne samo usporedba s decimalnim
ispisom kalkulatora.

Za sinus i kosinus odgovarajuée derivacije omedene su s 1 na cijeloj realnoj osi, pa
Taylorove formule redova 4 i 5 daju

3 5
sinx:x—%—i—r(x), Ir(z)] < %,
2 xt |6
—1-Z 42 <
cos T 5 31 + s(x), ls(z)] 20
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Nulti koeficijenti objasnjavaju zasto smo primijenili teorem s redom veé¢im od stupnja pri-
kazanoga polinoma.

Za f(x) = In(1+x) vrijedi f”(t) = 2/(1+1t)3. Stoga za svaki fiksirani 0 < r < 1 i svaki
|z| < r imamo

(14 2) =22 4 Boole), | Raole)] < b
- 2,0 ) 2,0 X 3(1 — 7")3‘

2
Uvjet r < 1 drzi cijeli promatrani segment unutar domene logaritma i daje pozitivan donji
omeditelj za 1 + ¢.

4.3.5. Peanov oblik i primjene Taylorova teorema

Ocjena ostatka korisna je kada znamo omeditelj za sljede¢u derivaciju. Za usporedbu pri
xr — a Cesto je dovoljan i slabiji opis koji koristi samo derivacije do reda n. Pisemo
r(z) =o((z —a)") za x — a ako

lim —&_ g
z—a (x — a)”

Za n = 0 to jednostavno znaci r(z) — 0.

Teorem 4.3.16 (Taylorova formula s Peanovim ostatkom). Neka je n € Ny i neka je f
klase C™ na nekoj otvorenoj okolini tocke a. Tada vrijed:

f(z) =Tha(z) +o((z —a)") (x — a).
Stovise, T,.q jedini je polinom stupnja najvise n koji tma to svojstvo.

Dokaz. Za n = 0 prva tvrdnja slijedi iz neprekidnosti u a. Za n > 1 primijenimo Taylorov
teorem reda m — 1 na segment s krajevima a i x # a, gdje je z dovoljno blizu tocki a.
Dobivamo &, strogo izmedu a i x takav da je

Lok (g (n)
fla)=>" / k'( )(x —a)k + / n(fx) (z —a)"

Prema tome,
f@) = Toaz) _ f(&) = ") (a)

(x —a)r n!

— 0,

jer |&, —a| < |xr —a| i f™ je neprekidna u a.

Neka je P jos jedan polinom stupnja najvise n za koji je f(x) — P(x) = o((x — a)").
Oduzimanjem slijedi P(x) — T, o(x) = o((z — a)™). Kad bi razlika bila nenulti polinom, za
najmanji indeks m s nenultim koeficijentom mogli bismo pisati

P(z) —Tholx) =cp(z —a)" + -+ cp(x —a)”, cm 7 0.

Nakon dijeljenja s (x —a)™ lijeva bi strana tezila ¢, # 0, a desni opis o((z —a)")/(z — a)™
tezio bi nuli jer je n —m > 0. To je proturjecje, pa je P =1T,,. [
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Jedinstvenost u teoremu precizira smisao najbolje lokalne polinomijalne aproksimacije:
trazimo da pogreska podijeljena s (x — a)™ tezi nuli. Ne tvrdimo da isti polinom daje
najmanju mogucu pogresku na nekom unaprijed zadanom vecem segmentu.

Primjer 4.3.17. Iz Taylorove formule za sinus slijedi

. B __a:3+ (3) 5 sinaz—a:__l

sing —z = —— + o(z"), lim —3 =5
Jednako tako,

. ef—=1—a 1 . In(l+2)—x 1

lim —— = — lim ——M— = ——.

z—0 2 2’ z—0 x? 2
Red polinoma odabrali smo tako da doseze prvi nenulti ¢lan razlike.

Primjer 4.3.18. Neka je f dvaput derivabilna na (a, +00) i neka su
My = sup | f(z)] < 400, My =sup|f’(z)] < +oc.

r>a r>a

Tada je i f’ omedena te vrijedi

sup |f'(z)| < 2/ Mo Ms.

r>a

Za dokaz fiksirajmo x > a 1 h > 0. Taylorov teorem reda 1 daje £ € (z,x + h) takav da je

Flo+h) = f(z) + f@h+ 5 /€

Zato

/ |f(1’—|—h)|—|—|f($)| h " 2]\40 M2h
|f'(2)] < i +§|f (§)|<T+ 5
Ako su My, My > 0, odaberimo h = 24/ My/M,. Dobivamo |f'(x)| < 2v/MyMs, neovisno
o x, pa ista ocjena vrijedi i za supremum. Ako je My = 0, funkcija je identicki nula. Ako
je My = 0, u prethodnoj ocjeni mozemo pustiti h — +o0o i opet dobiti f'(x) = 0. Time su
obuhvaceni i rubni slucajevi bez dijeljenja nulom.

Primjer 4.3.19. Neka je f € C''([0,1]), neka f” postoji na (0, 1) i neka je
f(0) = f(1) =0, min f(z) = —1.

xz€[0,1]

Tada postoji & € (0,1) takav da je f”(£) > 8. Doista, minimum se postize u nekoj tocki
c € (0,1), paje f(c¢) = —1 i prema Fermatovu teoremu f’(c) = 0. Taylorov teorem reda 1,
primijenjen iz tocke ¢ prema svakom kraju segmenta, daje & € (0,¢) i & € (¢, 1) za koje
vrijedi
1 1
0=-1+ if//<§1)027 0=-1+ §f”(§2)(1 —c)”.

Ako je ¢ < 1/2, onda je f"(&1) = 2/c* > 8. Ako je ¢ > 1/2, vrijedi f"(&) =2/(1—¢)* > 8.
Konstanta 8 ne moze se povecati: za f(z) = 4x(xz — 1) vrijede sve pretpostavke i f”(z) = 8
za svaki .
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4.3.6. Zadaci

Zadatak 4.3.1. Neka je a < b i neka su f, g, h neprekidne na [a,b] i derivabilne na (a, b).
Dokazite da postoji & € (a,b) takav da je

funkciju varijable ¢.

Zadatak 4.3.2. Neka je f: [0,4+00) — R neprekidna, derivabilna na (0, +o00), f(0) = 1
i |f(z)] < e® za x > 0. Dokazite da postoji & > 0 takav da je f'(§) = —e~¢. Uputa:
primijenite Rolleov teorem na polupravcu na funkciju e™* — f(x).

Zadatak 4.3.3. Neka je a < b, neka je f neprekidna na [a, b] i derivabilna na (a, b) te neka
suzadani M,d,e > 0s M < e. Pretpostavimo da postojetockea =xg <21 < ---<x, =0
za koje vrijedi

T — Tp—1 < 0, flxr) > ¢, If'(@)| <M (a<z<b).

Dokazite da je f(x) > 0 za svaki € [a,b]. Objasnite kako ocjena derivacije dopusta da
pozitivnost na cijelom segmentu potvrdimo provjerom konactno mnogo vrijednosti.

Zadatak 4.3.4. Neka je f € C?([—1,1]), neka f” postoji na (—1,1) i neka vrijedi

f(=1)=f0)=0,  f(1)=1,  f(0)=0.

Dokazite da za neku tocku & € (—1,1) vrijedi f”(€) > 3. Uputa: razvijte f(—1)1i f(1) oko
nule do reda 2 te oduzmite dobivene jednakosti.

Zadatak 4.3.5 (Za dodatni rad: Hermiteovi polinomi). Za n € Ny definirajmo

n _x2 dn —x2
H,(z)=(=1)"e pri
Dokazite da je H,, polinom stupnja n te da ima tocno n razli¢itih realnih nultocaka. Uputa:
najprije izvedite Hy = 1 i H,y1 = 2a¢H, — H], odakle je Hi(x) = 2x. Za funkcije f, =
(e7"*)™ vyrijedi f, = (=1)"Hpe ™ i limy_,400 fu(z) = 0. Izmedu susjednih nultocaka od
fn primijenite Rolleov teorem, a izvan krajnjih nultocaka njegovu inacicu za polupravce.
Objasnite zasto stupanj polinoma iskljuc¢uje dodatne nultocke i visestruke nultocke.

4.4. Posljedice teorema srednje vrijednosti
Teoremi srednje vrijednosti omogué¢uju da informacije o derivaciji pretvorimo u zakljucke o

samoj funkciji. Najprije ¢emo prouciti monotonost, zatim pokazati da derivacija ima svoj-
stvo meduvrijednosti cak i kada nije neprekidna, a na kraju izvesti L’Hospitalovo pravilo.
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4.4.1. Monotonost i derivacija

Teorem 4.4.1. Neka je I interval s barem dvije tocke i neka je f: I — R neprekidna na I
1 derivabilna u svim unutarnjim tockama. Tada vrijedi:

1. f je rastué¢a na I ako i samo ako je f'(z) = 0 u svakoj unutarnjoj tocki;
2. f je padajuéa na I ako i samo ako je f'(x) < 0 u svakoj unutarnjoj tocki;
3. f je konstantna na I ako i samo ako je f'(x) =0 u svakoj unutarnjoj tocki.

Ako je f'(x) > 0 u svim unutarngim tockama, funkcija strogo raste; ako je f'(x) < 0, strogo
pada.

Dokaz. Ako f raste, za unutarnju tocku c i dovoljno malen h # 0 kvocijent (f(c + h) —
f(c))/h nenegativan je: za h > 0 brojnik je nenegativan, a za h < 0 nepozitivan. Prijelazom
na limes slijedi f’(¢) > 0. Obratno, neka su x < y u I. Funkcija je neprekidna na [z, y] i
derivabilna na (z,y), pa Lagrangeov teorem daje & € (x,y) takav da

fly) = f(x) = f[(E)(y — ).

Ako je f > 0, desna strana nenegativna je; ako je f > 0, strogo je pozitivna. Dobivamo rast
odnosno strogi rast. Padajuci slucajevi slijede primjenom na —f. Funkcija je konstantna
ako i samo ako je istodobno rastuca i padajuca, Sto daje trecu tvrdnju. O

Pretpostavka da je domena interval bitna je. Funkcija f(x) =0za z <0, f(x) =1 za
x > 0, ima derivaciju nula na R\ {0}, ali nije konstantna na cijeloj domeni. Zakljucak o
konstantnosti vrijedi zasebno na svakom od dvaju intervala. Ako interval ukljuc¢uje kraj,
neprekidnost u njemu takoder ne smijemo izostaviti: promjena samo rubne vrijednosti ne
mijenja derivaciju u unutrasnjosti, ali moze unistiti monotonost na cijelom intervalu.

Korolar 4.4.2. Ako su dvije funkcije neprekidne na intervalu, derivabilne u njegovoj unu-
trasnjosti i ondje imaju jednake derivacije, razlikuju se za konstantu.

Dokaz. Derivacija njihove razlike jednaka je nuli. Primijenimo prethodni teorem. O

Pozitivnost derivacije dovoljna je za strogi rast, ali nije nuzna. Funkcija z® strogo raste
na R, iako joj je derivacija u nuli jednaka nuli. Sljedeci rezultat daje to¢an kriterij.

Teorem 4.4.3. Uz pretpostavke teoremalf.4.1], funkcija f strogo raste na I ako i samo ako
je f" = 0 u unutrasnjosti intervala © ne postoji neprazan otvoren podinterval na kojem je f'
identicki nula. Analogno vrijedi za strogi pad, uz " < 0.

Dokaz. Strogi rast povlaci rast, pa je f' > 0. Kad bi derivacija bila nula na otvorenom
podintervalu, funkcija bi na njemu bila konstantna, protivno strogom rastu. Obratno, iz
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4.4. Posljedice teorema srednje vrijednosti

f' > 0 slijedi da f raste. Kad bi za neke < y u I bilo f(z) = f(y), onda bi za svaki
z € [z, y] vrijedilo

flx) < f(2) < fly) = f().
Funkcija bi bila konstantna na [z, y], pa bi f/ = 0 na (x,y), protivno pretpostavci. Za pad
primijenimo dokazano na — f. [

Primjer 4.4.4. Podatak f’(¢) > 0 u samo jednoj toc¢ki ne jaméi monotonost u njezinoj
okolini. Neka je

_ Jxz+227sin(1/x), = #0,
J(x) = {0, x = 0.

Iz f(h)/h =1+ 2hsin(1/h) — 1 slijedi f'(0) = 1. Za x # 0 rac¢unamo
() =1+ 4xsin(1/x) — 2cos(1/x).

U tockama z, = 1/(2mn) — 0 derivacija je jednaka —1. Prema nuznom dijelu kriterija
monotonosti funkcija ne moze biti rastuca ni u jednoj okolini nule. Ne moze biti ni padajuca,
jer je f'(0) > 0.

4.4.2. Meduvrijednosti i prekidi derivacije

Neprekidna funkcija na intervalu poprima sve meduvrijednosti. Iznenadujuce je da deriva-
cija ima to svojstvo bez pretpostavke vlastite neprekidnosti.

Teorem 4.4.5 (Darbouxovo svojstvo derivacije). Neka je f derivabilna na otvorenom in-
tervalu I, neka sua < b u I i neka je X strogo izmedu f'(a) i f'(b). Tada postoji ¢ € {(a,b)
takav da je f'(c) = X. Posebno, slika intervala derivacijom jest interval.

Dokaz. Najprijenekaje f'(a) < A < f'(b) i stavimo g(x) = f(x)—Az. Funkcija g neprekidna
je na [a,b], pa ondje postize minimum. Vrijedi ¢’(a) < 01 ¢/(b) > 0. Prema lemi [4.1.12]
za neke tocke x > a dovoljno blizu a vrijedi g(x) < g(a), a za neke y < b dovoljno blizu b
vrijedi g(y) < g(b). Zato nijedan kraj nije tocka minimuma. Minimum se, dakle, postize
u nekoj unutarnjoj tocki c. Fermatov teorem daje ¢'(c) = 0, odnosno f’(c¢) = A. Ako je
f'(a) > X > f'(b), primijenimo upravo dokazani slu¢aj na —f i broj —A. Za tvrdnju o
slici uzmemo bilo koje dvije njezine razlicite vrijednosti i njihove argumente te primijenimo
dokazano na segment izmedu njih. O

Propozicija 4.4.6. Ako je [ derivabilna na otvorenom intervalu I i u tocki ¢ € I postoji
jednostrani limes njezine derivacije, konacan ili beskonacan, taj je limes nuzno konacan 1
jednak f'(c). Zato derivacija ne moze imati uklonjivi prekid ni skok.

Dokaz. Pretpostavimo, primjerice, da postoji L = lim, ., f'(x). Lema primijenjena
na mali segment s lijevim krajem c, daje
fle+h) = f(e)

hlg(%r h = L
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No lijeva strana jednaka je kona¢nom broju f’(c¢) zbog derivabilnosti u ¢. Jedinstvenost
limesa zato daje L = f'(c). Za lijevi limes dokaz je jednak. Kad bi derivacija imala uklonjivi
prekid ili skok, oba bi jednostrana limesa postojala, a dokazano svojstvo prisililo bi ih da
budu jednaki vrijednosti derivacije u toj tocki. Tada bi ona bila neprekidna. O]

Primjer 4.4.7. Funkcija

0, z=0
derivabilna je na R. U nuli vrijedi F’(0) = lim;_o hsin(1/h) = 0, a drugdje
F'(z) = 2z sin(1/z) — cos(1/x).

Za x, = 1/(2mn) vrijedi F'(z,) = —1, aza y, = 1/((2n + 1)7) vrijedi F'(y,) = 1. Zato F’
nije neprekidna u 0 i nema desni limes ondje. Darbouxov teorem ipak vrijedi: derivacija
izmedu takvih argumenata poprima i sve vrijednosti izmedu —1 i 1.

Flz) = {93 sin(1/x), = #0,

y = F'(z)

Slika prikazuje konacan dio oscilacija. U svakoj okolini nule postoje nove oscilacije, Sto
smo dokazali dvama izric¢itim nizovima.

4.4.3. L’Hospitalovo pravilo

Ako brojnik i nazivnik teze nuli, pravilo za limes koli¢nika ne odreduje rezultat. Deriva-
cije katkad omogucuju da problem svedemo na jednostavniji limes. Nuzno je provjeriti
pretpostavke prije primjene.

Teorem 4.4.8 (L’Hospitalovo pravilo za oblik 0/0). Neka su f i g derivabilne na intervalu
(c,e+ 1), gdje suc € R ir >0, ineka je ondje g'(x) # 0. Pretpostavimo
/
lim f(z) = lim g(z) =0, lim J'(@) =1L,

Tr—c+ Tr—c+ T—c+ g’ (ZL’)

gdje je L € RU{—00,+00}. Tada je g(x) # 0 na tom intervalu i
lim /(@) L.

T—c+ g (aj)

Analogna tvrdnja vrijedi za lijevi limes, za dvostrani limes uz pretpostavke na objema stra-
nama, te za x — £oo.
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Dokaz. Definirajmo f(¢) = g(c¢) = 0. Dobivene funkcije neprekidne su u ¢ i na svakom
segmentu [c, z], gdje je ¢ < x < ¢+ r. Ako bi za neki takav z bilo g(x) = 0, Rolleov teorem
na [c,z| dao bi § € (¢, x) s ¢’(§) = 0, Sto je nemoguce. Zato je g(x) # 0. Cauchyjev teorem
srednje vrijednosti daje tocku &, € (¢, z) takvu da

Kako je 0 < & —c < x — ¢, iz x — c+ slijedi § — c+. Pretpostavljeni limes omjera
derivacija zato daje tvrdnju, za konacan i za beskonacan L. Lijevi slucaj dokazuje se na
segmentu [z, ¢], a dvostrani spajanjem jednakih jednostranih limesa.

Za beskonacnost stavimo z = 1/t, s t — 04 za +o00 i t — 0— za —oo. Lancano pravilo
daje

@l (/) famEye)  fas

So(1/) ~ g (UB(=1/8) ~ g(1]t)

Primijenimo ve¢ dokazani jednostrani sluc¢aj u nuli. ]

Ne trazimo derivabilnost u samoj tocki ¢, niti neprekidnost funkcija f’ i ¢’. Dovoljno
je da pretpostavke vrijede dovoljno blizu promatrane granice. Za dvostrani limes omjer
derivacija mora imati isti limes s obiju strana.

Korolar 4.4.9 (Ponovljena primjena). Neka za nekin € N funkcije f, g imaju n derivacija
u podrucju pribliZavanja promatranoj granici © neka za k =0,...,n — 1 vrijeds

f®(z) — 0, g™ (x) — 0.

Ako su ¢',g",...,9™ ondje nenulte i f™(z)/g™ (x) — L u prosirenom smislu, onda

f(@)/g(x) = L.

Dokaz. Primijenimo prethodni teorem najprije na ™1 i ¢»=Y. Dobivamo limes njihova

omjera, zatim postupak ponovimo za prethodni red derivacije, sve do f/g. Nenuliranje
svakoga nazivnika osigurava se istim teoremom. O

Teorem 4.4.10 (L’Hospitalovo pravilo za beskonacan nazivnik). Neka su f, g derivabilne
na otvorenom intervalu J, neka je g # 0 na J i neka se argument priblizava jednom kraju
toga intervala, konacnom ili beskonacnom. Ako u tom smjeru vrijedi

'(x)
g'(x)

onda je f(x)/g(x) — L. Za brojnik nije potrebno zasebno pretpostavljati postojanje limesa.

lg(z)] — +o0,

— L e RU{—00,+00},
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Dokaz. Najprije neka je L konacan i neka je ¢ > 0. Dovoljno blizu promatranog kraja
vrijedi | f'(2)/g'(2) — L| < e. Fiksirajmo jednu tocku ¢ u tom podrucju i uzmimo x izmedu
t i promatranog kraja. Cauchyjev teorem, uz Rolleovo opravdanje g(x) # g(t), daje

fa) = £8) _ f(e)
g(x) —g(t)  g(&)’
gdje je & izmedu x i t. Zato je |Q(x) — L| < e. Za x dovoljno blizu kraja imamo g(x) # 0,

a identitet
10— gy 1y (1- 24 L=ttt
9(x) 9(x) 9(x)

pokazuje da je apsolutna vrijednost lijeve strane najvise 2¢ + ¢ = 3¢ za sve dovoljno bliske
x. Naime, prvi faktor u zagradi tezi 1, a posljednji razlomak nuli, jer su ¢, f(t), g(t) sada
fiksni. Zamjenom ¢ s tre¢inom zadane toc¢nosti dobivamo trazeni konacan limes.

Ako je L = 400, za zadani M > 0 odaberimo podruéje u kojem je f'/g" > 2(M + 1)
i fiksirajmo ¢ u njemu. Kao prije, za z blize kraju vrijedi Q(z) > 2(M + 1). Za dovoljno
bliske  jos je 1 — g(t)/g(x) > 1/21 |f(t)/g9(x)| < 1. Zato

50 _ g (1 90, S0)
aw‘Q”(lguO+mm>M‘

Za L = —oo primijenimo dokazano na —f i g. m

Q(z) =

Primjer 4.4.11. Sada smijemo pisati

et —1—x et —1 e 1
lim ——— " — lim —lim = = .
z—0 €T z—0 2x z—0 2 2

Prva dva omjera imaju oblik 0/0, a derivacije njihovih nazivnika nenulte su za x # 0
dovoljno blizu nule. Isti rezultat slijedi i iz Taylorove formule. Takoder,

1 1 1
lim — = lim e =0, lim zlnz = lim — = lim (—x) =0.
z—+00 I z—+o0o 1 z—0+ z—0+ 1/x z—0+

U posljednja dva ra¢una nazivnici teze +oc.

L’Hospitalovo pravilo daje dovoljan uvjet, a ne nuzan. Za f(z) = x +sinz, g(x) = z,
kada * — +oo, vrijedi f(z)/g(x) — 1, iako f'(x)/¢'(x) = 1 + cosx nema limes. Ako
pretpostavke o obliku pocetnog omjera izostanu, zakljuc¢ak moze biti pogresan: za x — 0
omjer (1 + z)/z nema dvostrani limes, a omjer derivacija jednak je 1.

Limes sinz/x — 1 ne smijemo prvi put dokazivati deriviranjem sinusa ako smo upravo
taj limes upotrijebili za dokaz formule (sin z)" = cos z. Raniji geometrijski dokaz iz poglavlja
o limesima osigurava da naSa konstrukcija nema takve kruznosti.

Za funkciju f: I — R kazemo da je Lipschitzova s konstantom M > 0 ako vrijedi

|f(x) = fW) < Mlz -yl  (z,yel).

Ocjena prirasta iz Lagrangeova teorema pokazuje da neprekidna funkcija na intervalu s
|f'| < M u unutrasnjosti ima upravo to svojstvo.
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Zadatak 4.4.1. Neka je f derivabilna na R i f'(z) > m > 0 za svaki x. Dokazite |f(y) —
f(z)| = m|y — z| i zakljucite da je inverz na slici Lipschitzov s konstantom 1/m.

Zadatak 4.4.2. Dokazite da funkcija jednaka 0 za x < 011 za x > 0 ne moze biti deri-
vacija nijedne funkcije derivabilne na R. Moze li funkcija iz primjera imati derivaciju
neprekidnu samo izvan nule? Obrazlozite razliku.

Zadatak 4.4.3. Izracunajte limese

. sinx—z . In(l+2)—x .
lim ————, lim ———————
x—0 333 x—0 $2
Pri svakoj primjeni L’Hospitalova pravila provjerite njegove pretpostavke. Usporedite prvi
i drugi racun s Taylorovom formulom.

4.5. Konveksne funkcije

Derivacija opisuje nagib grafa, a promjena tog nagiba njegovu zakrivljenost. Ipak, konvek-
snost ¢emo najprije definirati geometrijski, bez pretpostavke postojanja derivacije. Tako
¢emo obuhvatiti i funkcije s kutovima na grafu, a potom izvesti kriterije koji se koriste pri
ispitivanju funkcija. U ovom odjeljku intervali su neprazni, a kada govorimo o njihovoj
unutrasnjosti, pretpostavljamo da sadrze barem dvije tocke.

4.5.1. Tetive grafa i Jensenova nejednakost

Definicija 4.5.1. Funkcija f: I — R na intervalu I C R jest konveksna ako
F(1 =)z +twg) < (1 —1)f(z1) + tf(x2) (x1,mo €I, 0 <t L), (4.7)

Ona je konkavna ako vrijedi obrnuta nejednakost. KaZemo da je f strogo konveksna,
odnosno strogo konkavna, ako je odgovarajuca nejednakost stroga kad god su xy # o i@
0<t<l.

Funkcija je polovisno konveksna ako

; ( +m2> o)) e, (4.8)

2 2
a polovisno konkavna ako vrijedi obrnuta nejednakost.

Interval je prirodna domena u ovoj definiciji: zajedno s xq,xs on sadrzi sve brojeve
(1 —t)xy +txg, 0 <t < 1. Graf konveksne funkcije izmedu dviju svojih tocaka lezi ispod ili
na tetivi koja ih spaja. Kod konkavne funkcije lezi iznad tetive. Za xy = x5 te za t = 0 ili
t = 1 uvijek imamo jednakost.
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f(x2)
(1 =t)f(z1) +tf(x2)

f((1 = t)zy + tag)

f(z1)

Oznaka x; = (1 — t)x1 + txs oznacava tocku na vodoravnoj osi, a dvije tocke iznad nje
usporeduju visinu grafa i visinu tetive. Polovisna konveksnost trazi tu usporedbu samo u
sredini svake tetive.

()

f($2)

fz)+f(z2)
2

f(=5)
f(z1)

Svaka konveksna funkcija polovisno je konveksna. Sve tvrdnje o konkavnosti mogu se
dobiti primjenom odgovarajué¢ih konveksnih tvrdnji na —f. Afine funkcije f(z) = ax + b
istodobno su konveksne i konkavne. Funkcija 2 +— 22 strogo je konveksna jer

(1 —t)a? +twd — (1 — )y +tze)? = t(1 — t)(21 — 22)%

Funkcija « — |x| konveksna je prema nejednakosti trokuta, ali nije strogo konveksna na R:
na svakom pozitivnom intervalu ona je afina.

[Konveksnost epigrafa] Skup S C R? zovemo konveksnim ako zajedno sa svake dvije
tocke P, P, sadrzi duzinu

P1P2 = {((1 — t)l’l —+ tl’g, (]_ - t)yl + tyg) -0 < t < 1}, P] = (l’j,yj).
Funkcija f: I — R konveksna je ako i samo ako je konveksan njezin epigraf, skup

S={(v.y) eI xR:y> f(x)}.
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Doista, ako su y; > f(z;), konveksnost funkcije daje

FUA =)y +tzg) < (1 —1)f(21) +tf(z2) < (1 —t)yr + Ly,

pa cijela duzina ostaje u S. Obratno, primijenimo konveksnost skupa S na tocke (z1, f(z1))

i (72, f(x2)).

y
o P
4%
|
Ly

Osjencan je dio epigrafa unutar nacrtanoga prozora; epigraf se iznad tog prozora nas-
tavlja neograniceno.

Propozicija 4.5.2. Neka je [ konveksna na I i neka sua <b iz 1. Ako u (4.7) za x1 = a,
xo = b jednakost vrijedi za jedan t € (0, 1), tada vrijedi za svakit € [0,1]. Drugim rijecima,
f je na [a,b] afina.

Dokaz. Neka je ¢ afina funkcija ¢iji graf prolazi kroz (a, f(a)) i (b, f(b)) te stavimo g = f—/.
Funkcija g konveksna je, g < 0 na [a,b], g(a) = ¢g(b) = 0 i po pretpostavci g(c) = 0 za
neki a < ¢ < b. Ako je a < x < ¢, zapisimo ¢ = (1 — s)x + sb, gdje je 0 < s < 1. Tada
0=g(c) < (1—9)g(x)+sg(b) = (1 —s)g(x) <0, paje g(x) =0. Ako je ¢ < x < b, na isti
nacin zapisemo ¢ = (1 — s)a + sz. Slijedi g = 0 na cijelom segmentu. O

Lema 4.5.3. Ako je f polovisno konveksna, za svaki k € N i xq, ..., x9x € I vrijedi

f (961 + 2k+ 332k) < f(x1) + 2k+ f(zar)

. (4.9)

Dokaz. Za k = 1 to je definicija. Aritmeticka sredina 2! brojeva jest polovina zbroja
sredine prvih 2% i sredine posljednjih 2* brojeva. Primijenimo polovisnu konveksnost na
te dvije sredine, a zatim induktivnu pretpostavku na svaku polovinu. Time dobivamo
nejednakost za k + 1. O

Propozicija 4.5.4. Ako je funkcija na intervalu neprekidna i polovisno konveksna, onda
je konveksna. Analogna tvrdnja vrijedi za konkavnost.
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Poglavlje 4. Deriwacija funkcije

Dokaz. Fiksirajmo z1,25 € I. U ([4.9) uzmimo 2* — j kopija broja z1 i j kopija broja zs.
Dobivamo

J
2k’
Za bilo koji t € [0,1] stavimo ¢, = 27%[2%]. Tada je 0 < t —qx < 27% pa qu — t.
Neprekidnost u tocki (1 —t)x; + tzy omogucéuje prijelaz na limes u posljednjoj nejednakosti
i daje (4.7). Za konkavnost primijenimo rezultat na — f. ]

f((1=q)z1 +qre) < (1 —q)f(21) +qf(x2) zaq= 0<j<2m

Bez dodatne pretpostavke polovisna konveksnost ne povlaci konveksnost. Postoje di-
skontinuirane aditivne funkcije A: R — R, za koje je A(x +y) = A(z) + A(y); one zado-
voljavaju s jednakosc¢u, ali nisu konveksne. Njihova standardna konstrukcija koristi
bazu R nad Q i izlazi iz okvira ove skripte. U nastavku ¢emo dokazati da bi konveksnost
takve funkcije na R povlacila neprekidnost.

Teorem 4.5.5 (Jensenova nejednakost). Neka je f: I — R konveksna, neka suxy, ..., x, €
Tteh,.... N\, 200X+ -+ A\, =1. Tada

f (Z Aj:cj> < Z A f (). (4.10)

Ako je f strogo konveksna, jednakost vrijedi ako i samo ako su svi brojevi x; s pozitivnim
tezinama \; jednaki. Za konkavnu funkciju nejednakost se obrée.

Dokaz. Clanove s tezinom nula izostavimo. Za jedan ¢lan tvrdnja je jednakost, a za dva je
definicija. Pretpostavimo da vrijedi za n — 1 clanovainekan > 2. Zas= A+ -+ X\, 1 =
1—X,>0brojy= Z;:ll(kj/s)xj pripada /. Definicija i induktivna pretpostavka daju

Flsy + Mnztn) < sf(Y) + M (20) <D Nif ().
j=1

Time je indukcija dovrsena.

Za strogo konveksnu f jednakost ocito vrijedi kada su svi aktivni z; jednaki. Inace
stavimo a = min; z; i zbrojimo u u sve tezine uz r; = a. Tada 0 < p < 1, a ponderirana
sredina b preostalih brojeva strogo je veéa od a. Stroga konveksnost daje f(ua+ (1—p)b) <
wf(a)+ (1 — p)f(b). Na posljednji ¢lan primijenimo ve¢ dokazanu Jensenovu nejednakost
za preostale brojeve. Tako i postaje stroga. O

Zadatak 4.5.1. Pokazite da ve¢ polovisna konveksnost, bez neprekidnosti, povlaci nejed-
nakost

f(x1+'--+xn)<f(:1:'1)—|—-~+f(xn) (neN).

n n

Uputa: Odaberite 2 > n i dopunite zadane brojeve s 2 — n kopija njihove aritmeticke
sredine. Primijenite lemu [£.5.3]1 preslozite nejednakost.
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4.5. Konveksne funkcije

4.5.2. Nagibi sekanti i jednostrane derivacije

Nejednakost tetive mozemo zapisati bez parametra t. Za u; < us < uz u I uvrStavanje
t= (Ug — Ul)/(U3 — Ul) daje

Uz — U2 Uz — U1

fuz) <

flur) +

Uz — Uy us — Uy

S (us). (4.11)

Mnozenjem pozitivnim nazivnicima i preslagivanjem vidimo da je to ekvivalentno paru
nejednakosti

Flus) = flm) _ flus) = Flun) _ fus) = f(w)

~ ~
Ug — U1 Uz — U Uz — U2

Obratno, svaki r7 < 291 0 < t < 1 daje takvu trojku, pa su (4.11)) i (4.12)) ekvivalentni
kriteriji konveksnosti. Za strogu konveksnost obje su nejednakosti u (4.12)) stroge. Graficki
usporedujemo nagibe triju sekanti.

. (4.12)

f(u)

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| | |
| | |
| | |
l l l

Uuq U9 Uus

Primjer 4.5.6. Konveksna funkcija na segmentu ne mora biti neprekidna na njegovim
rubovima. Primjer je

0, 0<zx<l1
:[0,1] — R, x)=1< " ’
S0, /(@) {1, x € {0,1}.
Ako je netrivijalna konveksna kombinacija dviju razli¢itih tocaka u unutrasnjosti, lijeva
strana (4.7) jest nula, a desna je nenegativna. U ostalim slu¢ajevima imamo jednakost.
Dakle, f je konveksna, ali nije neprekidna u 0 ni u 1. S druge strane, funkcija |z| na (—1,1)
neprekidna je i konveksna, ali nije derivabilna u 0.
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Poglavlje 4. Deriwacija funkcije

Podsjetimo se da su jednostrane derivacije konacni limesi

f (c) = lim —f(x) — f(c), " (c) = lim —f(x) — f(c)

Derivacija f’(c) postoji ako i samo ako oba limesa postoje i jednaka su. Oznake f’ (c), f’ (c)
ne znace jednostrane limese funkcije f’; jednostrane derivacije mogu postojati i kada f’(c)
ne postoji.
Teorem 4.5.7. Neka je f: I — R konveksna na otvorenom intervalu I.
(a) U svakoj tocki c € I postoje konacne deriwacije f' (c) i f' (c) te vrijedi f' (c) < f.(c).
(b) Za a <bul vrijedi

< (D) < F1(0). (4.13)
Posebno su f’ i fi rastuce funkcije.

(¢) Funkcija f neprekidna je na I i derivabilna u svim toékama osim na najvise prebro-
Jiwom skupu.

(d) Funkcija f' neprekidna je slijeva, a funkcija f neprekidna je zdesna na I.
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Dokaz. (a) Fiksirajmo ¢ € I i promatrajmo

|
|
,
C T1 T

Za xy < xy < c ista nejednakost daje U(xy) < ¥(z3), pa je i ¥ rastuca.

f(c)

f(x2)
f("ﬁ)

Konacno, za * < ¢ < y imamo
(4.14)
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Poglavlje 4. Deriwacija funkcije

Odaberimo a < ¢ < biz I. Zac <y < b vrijedi ¥(a) < ®(y) < ®(b),azaa <z <c
vrijedi ¥(a) < ¥(z) < ®(b). Monotonost i ove konacne ograde daju konacne limese

fi(c)= 1inf ®(y), f (c)= sup V(x).

yel,y>c zel,x<c

Prijelazom na jednostrane limese u (4.14]) dobivamo f’ (c¢) < f'.(c).
(b) Za a < x < b imamo

f@) = fla) _ JO) = fa) _ fB) = f()

~ ~X
T —a b—a b—=x

U prvoj nejednakosti pustimo x — a™, a u drugoj x — b~. Zajedno s (a) to daje cijeli
lanac (4.13)).
(c) Na svakoj strani tocke ¢ pisemo

Prvi faktor ima konacan jednostrani limes, a drugi tezi nuli. Zato oba jednostrana limesa
od f(x) iznose f(c), pa je f neprekidna u c.

Neka je E skup tocaka u kojima f nije derivabilna. Prema (a), za svaki ¢ € F interval
Jo = (f.(c), fi.(c)) neprazan je. Prema (b) ti su intervali medusobno disjunktni. Fiksirajmo
jedno nabrajanje racionalnih brojeva ¢y, s, .... Za ¢ € E neka je m(c) najmanji indeks za
koji je gm(e) € Je; takav indeks postoji zbog gustoce Q u R. Disjunktnost intervala pokazuje
da je ¢ — m(c) injekcija iz E u N. Stoga je E najvise prebrojiv.

(d) Buduéi da je f rastuca i lokalno omedena prema (b), postoji konacan limes

L= lim fi(z) > fi(c).

z—ct

Za fiksniy > cic<x <y, iz (b) imamo

fy) = f(z)

flie) < B

Najprije pustimo x — ¢* 1 koristimo neprekidnost od f: L < (f(y) — f(¢))/(y — ¢). Zatim
pustimo y — ¢* te dobijemo L < f (). Zato je L = f’ (c).

Za lijevu derivaciju stavimo M = lim, .- f’ (). Monotonost daje M < f’'(c¢). Za
fiksniy < ciy <z < cvrijedi (f(x) — f(y))/(x —y) < f.(z). Prijelazi x — ¢, a zatim
y — ¢ daju f’ (¢) < M, pa vrijedi i lijeva neprekidnost. O

Korolar 4.5.8. Funkcija na otvorenom intervalu konveksna je ako © samo ako je polovisno
konveksna i neprekidna.

Dokaz. Jedan smjer slijedi iz definicije i prethodnog teorema, a drugi je propozicija [4.5.4]
O
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Propozicija 4.5.9. Konveksna funkcija na otvorenom intervalu lokalno je Lipschitzova.
Preciznije, za svaki segment [u,v] C I postoji L > 0 takav da je |f(y) — f(x)| < Ly — x| za
sve x,y € [u,v].

Dokaz. Odaberimo a < u < v < b iz I. Visekratna primjena (4.12)) za u < = < y < v daje
flw) = fla)  fy) = f(z) _ f(O) = fv)

~ ~
u—a y—x b—wv

Za L uzmemo maksimum apsolutnih vrijednosti krajnjih nagiba. Tada slijedi trazena ocjena
za r < y, a ostali slucajevi slijede zamjenom x,y ili su trivijalni. O]

4.5.3. Kriteriji pomocu derivacija i tangenti

Teorem 4.5.10. Neka je f derivabilna na otvorenom intervalu I. Ona je konveksna ako 1
samo ako je f' rastuca, a strogo konveksna ako i samo ako je f' strogo rastuéa. Konkavnost,
odnosno stroga konkavnost, ekvivalentna je padu, odnosno strogom padu derivacije.

Dokaz. Ako je f konveksna, iz (4.13)) i f. = fi = f' slijedi da je f’ rastuca.
Obratno, neka je f’ rastuca i neka su u; < us < ug iz I. Prema Lagrangeovu teoremu
[1.3.6 postoje & € (u1,us) i ¢ € (ug,us) za koje je
flus) — f(u)

U — Up Us — U2
Preslagivanjem dobivamo , dakle konveksnost. Ako je f’ strogo rastucéa, nejednakost
je stroga i slijedi stroga konveksnost.

Preostaje strogi obrat. Ako je f strogo konveksna, ve¢ znamo da je f’ rastuéa. Kada
bi za neke a < b vrijedilo f'(a) = f'(b), monotonost bi dala f'(x) = f'(a) na [a,b]. Prema
Lagrangeovu teoremu f bi tada bila afina na [a, b], Sto proturjeci strogoj konveksnosti. Za
konkavne funkcije primijenimo dokazane tvrdnje na — f. m

Propozicija 4.5.11 (Graf i tangenta). Derivabilna funkcija f na otvorenom intervalu I
konveksna je ako 1 samo ako njezin graf lezi iznad svake svoje tangente, to jest

f@) = fle)+ few—c  (cxel). (4.15)
Stroga konveksnost ekvivalentna je strogoj nejednakosti za svaki x # c.

Dokaz. Ako je f konveksna, za x > c iz imamo (f(z) — f(c))/(x —¢) = f'(c). Za
x < ¢ dobivamo (f(c)—f(x))/(c—z) < f'(c). Obaslucaja daju (4.15). Za strogo konveksnu
f njezina je derivacija strogo rastuca, pa Lagrangeov teorem na segmentu s krajevima x, ¢
daje strogu inacicu nejednakosti.

Obratno, neka vrijedi (4.15). Za ¢ = (1—1t)z; +txs primijenimo je na x; i x2, pomnozimo
redom s 1 —t it te zbrojimo. Clanovi s f'(c) ponistavaju se i ostaje f(c) < (1 —t)f(x1) +
tf(za). Ako su xy # x2 1 0 < t < 1, obje pocetne nejednakosti u strogoj inacici stroge su,
pa slijedi i stroga konveksnost. O]
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I bez derivabilnosti konveksna funkcija ima potporni pravac u svakoj unutarnjoj tocki
c. Za svakim € [f'(c), fi(c)] vrijedi

flz) = fle)+ m(z —¢) (x €I).

To slijedi iz (4.13)), posebno za x < ¢ i z > ¢. Primjerice, za f(x) = |z| i ¢ = 0 dopusten je
svaki nagib m € [—1, 1].

Korolar 4.5.12. Neka je f dvaput derivabilna na otvorenom intervalu I. Tada
f je konveksna na I <  f"(x) >0 za sve x € I.

Za konkavnost odgovarajuci je uwvjet f” < 0. Ako je f” > 0 na I, funkcija je strogo
konveksna; ako je f” < 0, ona je strogo konkavna.

Dokaz. Ako je f konveksna, prema teoremu njezina je derivacija f’ rastuéa. Zato
su kvocijenti (f'(x + h) — f'(x))/h nenegativni za oba predznaka od h, pa je i njihov limes
f"(x) nenegativan.

Obratno, neka je f” > 0. Za x < y Lagrangeov teorem primijenjen na f" daje f'(y) —
fl(x) = f"(&)(y —x) = 0 zaneki x < £ < y. Dakle, f' je rastuca, pa je f konveksna.
Ako je f” > 0, ista je razlika strogo pozitivna i slijedi stroga konveksnost. Ostale tvrdnje
dobivamo primjenom na — f. O

Primjer 4.5.13. Uvjet f” > 0 dovoljan je, ali nije nuzan za strogu konveksnost. Za
f(x) = z* derivacija f’(z) = 423 strogo je rastuéa na R, pa je f strogo konveksna, iako je
f"(0) = 0. Ne treba pretpostaviti neprekidnost druge derivacije ni u nestrogom kriteriju iz
prethodnog korolara.

Primjer 4.5.14 (Nejednakosti iz konveksnosti). Buduéi da je (e*)” = e* > 0, eksponenci-
jalna funkcija strogo je konveksna. Njezina tangenta u 0 daje e* > 14z, s jednakoséu samo
za z = 0. Kako je (Inx)"” = —1/2? < 0 za x > 0, logaritam je strogo konkavan. Jensenova
nejednakost za pozitivne brojeve a4, ..., a, i tezine \; > 0 zbroja 1 zato daje

In (i )\jaj> > Zn: Ajlna; =1n (ﬁ a?j> )
j=1 j=1 j=1

Strogi rast eksponencijalne funkcije daje ponderiranu aritmeticko-geometrijsku nejednakost

n n

H a?j < Z )\jaj.
j=1

=1
Jednakost vrijedi tocno kada su svi a; s pozitivnim tezinama jednaki.

Zadatak 4.5.2. Neka je f dvaput derivabilna na otvorenom intervalu /. Pokazite da je f
strogo konveksna ako i samo ako je f” > 01 f” nije identicki nula ni na jednom nepraznom
otvorenom podintervalu od 1.
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4.5.4. Infleksija i ispitivanje zakrivljenosti

Definicija 4.5.15. Neka je f: I — R definirana na otvorenom intervalu I i neprekidna u
tocki ¢ € I. Broj ¢ zovemo tockom infleksije ili prijevojnom tockom ako postoji & > 0 s
[c—0,c+ 0] C I takav da je f strogo konveksna na {(c— 9, c) i strogo konkavna na {(c,c+9),
ili obratno. Tada je (c, f(c)) tocka infleksije grafa.

Uvjet neprekidnosti u ¢ osigurava da doista govorimo o promjeni zakrivljenosti pri prola-
sku kroz jednu tocku grafa. Samo ponasanje na dvama otvorenim intervalima ne odreduje
vrijednost f(c). Stroge uvjete koristimo da afini dijelovi grafa sami po sebi ne stvaraju
tocke infleksije.

Propozicija 4.5.16. Ako je f derivabilna na okolini tocke infleksije ¢, njezina derivacija
[ ima u ¢ strogi lokalni ekstrem. Ako uz to postoji f"(c), tada je f"(c) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je f strogo konveksna lijevo i strogo konkavna desno od c¢. Tada
f! strogo raste lijevo i strogo pada desno od c¢. Pokazimo da su oba jednostrana limesa od
f’ jednaka f’(c). Monotonost jaméi postojanje tih limesa, zasad mozda beskona¢nih. Za
x < ¢ Lagrangeov teorem daje &, € (x,c) takav da je

FO = 1) _ e
c—x

Kada = — ¢, vrijedi {, — ¢, pa limes lijeve strane f’(c¢) mora biti jednak lijevom limesu
od f’. Isti argument vrijedi zdesna.

Za svaki z < ¢ dovoljno blizak ¢ odaberimo y s * < y < ¢. Strogi rast daje f'(z) <
f'(y) < f'(c). Slicno je f'(x) < f'(¢) za x > ¢ dovoljno blizak c. Dakle, f’ ima strogi lokalni
maksimum u ¢. Obrnuti raspored konveksnosti daje strogi lokalni minimum. Ako postoji
f"(¢), nuzni uvjet za ekstrem funkcije f’ daje f”(c) = 0. O

Teorem 4.5.17. Neka je f dvaput neprekidno derivabilna na otvorenom intervalu I i neka
je ¢ € I izolirana nultocka od f”. To znaci da je f"(c) = 0 i da za neki 6 > 0 vrijedi
f"(x) #0 kad je 0 < |x — ¢| < ¢. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(i) ¢ je tocka infleksije;
(ii) f" mijenja predznak pri prolasku kroz c;
(iii) f" ima strogi lokalni ekstrem u c.

Dokaz. Prema teoremu o meduvrijednosti, f” na svakoj strani tocke ¢ ima stalan strogi
predznak: neprekidna je i nigdje nije nula. Ako su predznaci suprotni, kriterij druge de-
rivacije daje strogu konveksnost s jedne i strogu konkavnost s druge strane, pa vrijedi
(ii)=(i). Prethodna propozicija daje (i)=-(iii). Ako bi oba predznaka bila pozitivna, f" bi
strogo rasla na cijeloj dovoljno maloj okolini ¢; to slijedi iz Lagrangeova teorema na svakoj
strani i neprekidnosti od f’ u ¢. Ako bi oba bila negativna, f’ bi strogo padala. Ni jedno

ponasanje ne dopusta lokalni ekstrem u ¢. Zato (iii) povlaci suprotne predznake, odnosno
(ii). m
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Sama jednakost f”(c) = 0 ne jaméi infleksiju: f(x) = z* nema infleksiju u 0. Nasuprot
tome, f(x) = x3 ima infleksiju u 0, a f(z) = /z takoder ima infleksiju u 0, iako ondje
nema kona¢nu prvu ni drugu derivaciju. Za posljednju funkciju vrijedi f”(x) = —2/(92°/3)
kad je x # 0, pa je ona strogo konveksna lijevo i strogo konkavna desno od 0. U tom izrazu
2°/% = ({/r)° i za negativne x.

Primjer 4.5.18. Za f(z) = e~ racunamo
Flx) = =2z, F(x) = (422 — 2)e™™.

Funkcija strogo raste na (—o0,0) i strogo pada na (0, +00), pa ima strogi globalni maksi-
mum f(0) = 1. Pozitivnost eksponencijalnog faktora pokazuje da je strogo konveksna na
(=00, —1/4/2) i (1/4/2, +00), a strogo konkavna na (—1/v/2,1/+/2). Tocke infleksije grafa
jesu (—1/v/2,e7Y2) i (1/y/2,e71/?).

T
—1/V2 1/v/2
Primjer 4.5.19. Za g(z) = z/(1 + 2*) imamo
1—a? 2x(x? — 3)
/ _ ! —
g (Z’) - (1 +l‘2)2’ g ('CE) (1 —|—£IZ’2)3 .
Predznak prve derivacije daje strogi lokalni minimum ¢g(—1) = —1/2 i strogi lokalni mak-

simum ¢(1) = 1/2. Oni su ujedno globalni jer iz 2|z| < 1 4 z? slijedi |g(x)| < 1/2. Druga
derivacija negativna je na (—oo, —/3) i (0,/3), a pozitivna na (—/3,0) i (v/3, +00). Na
tim je intervalima, poredanima slijeva nadesno, g redom strogo konkavna, strogo konveksna,
strogo konkavna i strogo konveksna. Infleksije su

<_\/§,_\/T§> . (0,0), (\@?) .

Predznake odredujemo iz faktora, za svaki cijeli interval; pritom ¢”(0) = 0 nije znak nega-
tivnosti ili pozitivnosti.

200



4.5. Konveksne funkcije

(1,1/2)

e

Primjer 4.5.20. Za funkciju f(z) = z + 1/x na R\ {0} vrijedi
2
" o
fila) = -
Prema korolaru {4.5.12 funkcija je strogo konkavna na (—o0,0), a strogo konveksna na

(0, 4+00). U nuli nema infleksije jer nula ne pripada domeni, pa ondje nema ni tocke grafa.
Njezine ekstreme i asimptote obradit ¢emo u primjeru {4.6.7}

Zadatak 4.5.3. Neka je f: (a,b) — R derivabilna. Pretpostavimo da za svake razlicite
x,y € (a,b) postoji jedinstveni z € (a, b) takav da je
fly) — f(x)
y—x
Dokazite da je f ili strogo konveksna ili strogo konkavna. Uocite da pretpostavka zahtijeva
jedinstvenost u cijeloj domeni, a ne samo izmedu x i y.

= 1'(2).

Zadatak 4.5.4. Neka je f dvaput derivabilna na otvorenom intervalu I. Dokazite

L f(e=h) = 2f(e) + fle+ )

h—0 h?

f"(e) =

Potom dajte alternativni dokaz korolara |4.5.12; u smjeru od konveksnosti upotrijebite ovaj
limes, a u obratu Taylorov teorem [4.3.13| u oblicima

fle—=h) = f(e) = f'(c)h+ 3£ (E)h%,
fle+h) = fle) + f(c)h+ 5f"(Oh?,
gdjesuc—h < { <c<(<c+h. Uputa: Stavite R(t) = f(c+t)— f(c)— f'(c)t. Cauchyjev
teorem primijenjen na R(t) i t* izmedu 0 i h daje broj 6, € (0,1) takav da
R(h) _ f'(c+0uh) — f'(c)  ["(c)
o 2001 ISR

Zbrojite izraze za h i —h. Bez neprekidnosti od f” ne smije se iz £ — ¢ naprosto zakljuciti

f7(&) = f"(c).
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Zadatak 4.5.5. Ispitajte u okolini 0 funkciju

F(z) = {335 +a%sin(1/x), i i 8

Pokazite da je dvaput neprekidno derivabilna, da F’ ima strogi lokalni minimum u 0, ali da
0 nije tocka infleksije. Objasnite zasto ovo ne proturjeci teoremu [4.5.17

4.6. Ekstremi i asimptote

Derivacije omoguc¢uju da lokalno ponasanje funkcije opisujemo pomoc¢u predznaka. Limesi
pritom opisuju ponasanje blizu rubova domene i u beskona¢nosti. Povezat ¢emo te podatke
u postupak ispitivanja funkcije i crtanja njezina grafa.

4.6.1. Odredivanje lokalnih ekstrema

Prema Fermatovu teoremu 4.3.2) unutarnja tocka lokalnog ekstrema u kojoj postoji deriva-
cija mora biti stacionarna, odnosno mora vrijediti f’'(c) = 0. Taj nuzan uvjet nije dovoljan:
za f(x) = 3 vrijedi f'(0) = 0, ali je funkcija strogo rastu¢a na R i u 0 nema lokalni ekstrem.

Teorem 4.6.1 (Kriterij predznaka prve derivacije). Neka je § > 0, neka je f neprekidna
na (¢ —d,c+ &) i diferencijabilna u svim tockama toga intervala osim mozZda u c.

1. Akoje f'l(x) >0 zac—d<z<cifl(r)<0zac<x<c+d, onda f uc ima strogi
lokalni maksimum.

2. Ako je f'(x) <0 zac—d<z<cif'(r)>0zac<xz<c+0, onda f ucima strogi
lokalnt minimum.

3. Ako je f' strogo pozitivna na oba navedena intervala, ili strogo negativna na oba, onda
f u c nema lokalni ekstrem.

Dokaz. Pretpostavimo uvjete prve tvrdnje. Za x < ¢ dovoljno blizu ¢ primijenimo Lagran-
geov teorem na segment [z, c|. Za neki t izmedu x i ¢ vrijedi

fle) = f(x) = f'(t)(c — ) > 0.

Za x > ¢ dovoljno blizu ¢ isti teorem na [c, ] daje

f(@) = fle) = f'(t)(z — c) <0.

Dakle, u oba slucaja f(z) < f(c). Druga tvrdnja slijedi primjenom prve na —f.

Ako je f" > 0 s obje strane, iste jednakosti daju f(z) < f(c) lijevo od c i f(z) > f(c)
desno od ¢. Zato nema lokalnog ekstrema. Sluc¢aj f’ < 0 svodi se na taj slu¢aj promjenom
predznaka funkcije. O]
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Derivacija u samoj tocki ¢ nije potrebna za ovaj kriterij. Primjerice, funkcija |z| u 0 nije
diferencijabilna, a kriterij daje njezin strogi lokalni minimum. Ako derivacija u ¢ postoji,
Fermatov teorem ve¢ jamci f'(c¢) = 0 u prva dva slucaja.

Zamijenimo li stroge nejednakosti u prva dva uvjeta slabima, dobivamo lokalni ekstrem
koji ne mora biti strog. Takoder, neprekidnost u ¢ ne smijemo izostaviti: promjenom samo
vrijednosti f(c) mozemo promijeniti postojanje ekstrema, a predznaci derivacije izvan ¢
ostaju isti.

Teorem 4.6.2 (Kriterij prve nenulte derivacije). Neka je I otvoren interval, ¢ € I, m > 2
i f € C™(I). Pretpostavimo da je

fley=f"e)=-=f"Dey=0,  f™(c)#0.

Ako je m paran, onda f u ¢ ima strogi lokalni minimum za f™(c) > 0, a strogi lokalni
maksimum za f'™(c) < 0. Ako je m neparan, onda f u ¢ nema lokalni ekstrem.

Dokaz. Taylorova formula s Peanovim ostatkom, teorem [4.3.16, daje

F™(e)

m)

fle+h)—f(c)=hn" ( + T‘(h)) : lim r(h) = 0.

h—0

Za dovoljno malen |h| > 0 mozemo posti¢i

Tada izraz u zagradi ima isti predznak kao f™(c). Za paran m vrijedi ™ > 0 s obje strane
nule, pa znak razlike f(c+ h) — f(c) daje navedeni strogi ekstrem. Za neparan m ta razlika
ima suprotne predznake s razli¢itih strana nule, sto iskljucuje lokalni ekstrem. O

Za m = 2 dobivamo uobicajeni kriterij druge derivacije: uz f’(¢) = 0, nejednakost
f"(¢) > 0 daje strogi lokalni minimum, a f”(¢) < 0 strogi lokalni maksimum. Ako je
f"(¢) = 0, taj kriterij ne daje zakljucak.

Primjer 4.6.3. Funkcije 2%, —2* i 2® u nuli imaju prve dvije derivacije jednake nuli. Ipak,

prva u nuli ima strogi lokalni minimum, druga strogi lokalni maksimum, a tre¢a nema lokalni
ekstrem. Kod prve dvije funkcije odlucuje ¢etvrta derivacija, a kod trece tre¢a derivacija.
Posebno, uvjet f”(c) > 0 nije nuzan za strogi lokalni minimum.
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y=a! y=—a' y=a’
) Y
)
o1 x 01 x 5 x
strogi minimum strogi maksimum bez ekstrema

Primjer 4.6.4 (Sve derivacije jednake nuli). Definirajmo

—1/22
Flz) = e , x#0,
0, xz=0.

Funkcija F' ima u nuli strogi globalni minimum, jer je F(x) > 0 = F(0) za svaki z # 0.
Pokazat ¢emo da je pritom F' € C®(R) i FU)(0) = 0 za svaki j € N.
Za svaki polinom P vrijedi
lim P(1/z)e” """ = 0. (4.16)

z—0
Naime, uz t = 1/2? — +o00 postoji cijeli M > 0 i konstanta C' > 0 tako da je |P(1/x)| <
CtM za dovoljno malen |z| > 0. Sada koristimo propoziciju [3.2.8|
Izvan nule uzastopno deriviranje daje

FO(z) = Py(1/x)e ™, Py(t) =1,
pri ¢cemu je
Pra(t) = ~PJ(t) + 26°P, (1)
Time su svi P; polinomi. Najprije je F' neprekidna u nuli prema (4.16]). Ako je derivacija
reda j veé definirana na cijeloj R i F9)(0) = 0, tada
FO(R) — FOD (0o 1
( >h © _ ﬁpju/h)e*l/hz — 0.

Stoga postoji i F (jH)(O) = (0. Formula izvan nule i zatim pokazuju neprekidnost te
nove derivacije u nuli. Indukcija, pocevsi od j = 0, dokazuje sve navedene tvrdnje.

Dakle, prva nenulta derivacija u tocki ne mora postojati, ¢ak ni za glatku funkciju sa
strogim lokalnim ekstremom.

Pri trazenju globalnih ekstrema na segmentu treba usporediti vrijednosti u svim kan-
didatima: u unutarnjim stacionarnim tockama, u unutarnjim tockama gdje derivacija ne
postoji te na krajevima segmenta. Neprekidnost na segmentu jaméi postojanje globalnog
minimuma i maksimuma prema teoremu [3.4.1 Ako kandidata ima beskona¢no mnogo,
njihovo odredivanje samo po sebi jos nije konacan postupak.
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4.6.2. Asimptote

Definicija 4.6.5. Neka je f: D — R. Pravac x = ¢ zovemo okomitom asimptotom
grafa funkcije f ako barem jedan od jednostranth limesa u c, uz pribliZavangje kroz domenu,
121081 +00 ili —oo. Pritom se podrazumijeva da postoje tocke domene proizvoljno blizu c s
promatrane strane.
Ako je D neomeden odozgo, pravac y = kx + b, gdje su k,b € R, zovemo asimptotom u
+o00 ako je
lim (f(z) —kax —b) =0.

T—>+00
zeD

Za k = 0 asimptota je horizontalna, a za k # 0 kosa. Analogno definiramo asimptotu u
—o0 za domenu neomedenu odozdo.

Udaljenost tocke (z, f(x)) od pravca y = kx + b jednaka je

|f(z) — kx — D]
VI+E2

Zato definicija upravo kaze da se ta udaljenost priblizava nuli u promatranom smjeru.
Asimptote u 400 i —oo mogu biti razlicite. Graf smije sje¢i asimptotu, ¢ak i beskonacno
mnogo puta.

Za okomitu asimptotu vrijednost f(c) nije bitna, ako je uopée definirana. Primjerice,
funkcija jednaka 1/2% za x # 0 i jednaka 0 u nuli ima okomitu asimptotu x = 0.

Propozicija 4.6.6. Pravac y = kx + b asimptota je grafa funkcije f u +oo ako i samo ako
vrigedi
lim M:kER, lim (f(z) —kz) =beR.

r——+00 € r——+00

U tom je smjeru takva asimptota jedinstvena. Isti zakljucci vrijede za —oo.

Dokaz. Ako je f(x) —kx —b— 0, onda je f(x) —kz — bi
— k.

Obratno, drugi navedeni limes neposredno daje f(z) — kx — b — 0. Jedinstvenost k slijedi
iz jedinstvenosti prvog limesa, a zatim jedinstvenost b iz drugoga. Dokaz u —oo jednak
je. O

Postojanje samo prvog limesa nije dovoljno za asimptotu. Za f(z) = x++/x na (0, +00)
vrijedi f(x)/xz — 1, ali f(z) — 2z = y/x — +00, pa nema kose ni horizontalne asimptote u
+00.

Limes derivacije takoder nije nuzan za postojanje asimptote. Za

sin(z?)

flz)=x+ : x>0,

T
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vrijedi |f(z) — z| < 1/, pa je y = = asimptota u +oo. Medutim,

f'(r) =1+ 2cos(2?) — Sin(ﬁ)'

T2

Za nizove x,, = V2t iy, = v/(2n + 1)m imamo f'(z,) =31 f'(y,) = —1. Zato f’ nema

limes u +o00. Pri racunanju asimptote osnovni su limesi iz propozicije [4.6.6

4.6.3. Ispitivanje funkcije i crtanje grafa

Najprije odredimo domenu, nultocke i moguce simetrije. Zatim ispitujemo limese na rubo-
vima domene i u beskonacnosti, intervale monotonosti i lokalne ekstreme, pa konveksnost,
konkavnost i moguce infleksije. Dobivene podatke povezujemo u skicu. Predznak derivacije
odredujemo na cijelom promatranom intervalu: vrijednost u jednoj tocki dovoljna je tek
kada je ve¢ opravdano da se predznak na tom intervalu ne mijenja.

Primjer 4.6.7. Ispitajmo funkciju

f@=r+i="1 por\ oy,

Funkcija je neparna i nema nultocaka jer je 22 +1 > 0. Njezini jednostrani limesi u nuli su

lim f(z) = —o0, lim f(z) = +o0.

z—0~ z—0t
Dakle, x = 0 okomita je asimptota. Buduéi da je f(x) —z =1/ — 0 za x — to0, pravac

y = x kosa je asimptota u oba smjera.

Prva derivacija je
1 (x—=1)(x+1)
f,(l') =1- ﬁ = D) .

xZ

Nazivnik je pozitivan na domeni, pa je f'(z) > 0 za |z| > 1, a f'(z) < 0za 0 < |z| < 1.

Dobivamo tablicu
| (—o0,—=1) (=1,0) (0,1) (1,+o0)

f(z) + - - +
f /! N\ N\ /!
Prema teoremu 4.6.1), u x = —1 je strogi lokalni maksimum s vrijednoséu —2, au z =1

strogi lokalni minimum s vrijednos¢u 2. To nisu globalni ekstremi na cijeloj domeni, jer je
funkcija neomedena i odozgo i odozdo.

Zakrivljenost ove funkcije ve¢ smo proucili u primjeru

Na pozitivnom dijelu domene vrijedi f(z) > 2, a na negativhom f(x) < —2. Iz nepre-
kidnosti i navedenih limesa slijedi da je slika funkcije

f(D) = (—o00,—2] U [2, +0).
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Zadatak 4.6.1. Odredite sve lokalne ekstreme funkcije

1
flz) = Zx4 —2® - 227 + 1.

Zatim odredite njezin globalni minimum i maksimum na segmentu [—2,5]. Obrazlozite
zasto popis kandidata na segmentu mora sadrzavati i njegove krajeve.

Zadatak 4.6.2. Za f(z) = z*e" odredite stacionarne tocke i sve lokalne ekstreme. Za
ekstrem u nuli upotrijebite teorem M1 razvoj e " = 14 o(1) kada = — 0. Usporedite
taj postupak s kriterijem prve derivacije. Odredite i globalne ekstreme.

Zadatak 4.6.3. Ispitajte funkciju

2 —3
x—2

g(x) =
Odredite domenu, nultocke, asimptote, intervale monotonosti, ekstreme. Skicirajte graf
koristedi i zapis g(xz) =z + 2+ 1/(z — 2).
4.7. Interpolacija i Newtonova metoda
Derivacije ne sluze samo za opisivanje ponaSanja funkcije. One omogucuju i ocjenjiva-

nje pogreske kada funkciju zamijenimo jednostavnijom funkcijom ili kada njezinu nultocku
racunamo priblizno. Razmotrit ¢emo interpolaciju polinomima i metodu tangenti.
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4.7.1. Lagrangeov interpolacijski polinom

Neka je n € Ny. S P,, oznacavamo skup polinoma oblika
p(z) = ap+ a1z + - + aa”, ao, ..., a, € R.

Neki od posljednjih koeficijenata smiju biti jednaki nuli; posebno, u P, pripada i nulpoli-
nom.

Definicija 4.7.1. Neka su xg,...,x, medusobno razliciti realni brojevi © neka su zadane
vrigednosti o, . . ., yn € R. Polinom p € P,, za koji je

p(z;) = yi (1=0,...,n)

zovemo interpolacijskim polinomom zadanih podataka. Brojevi xg, ..., x, jesu ¢vorovi in-
terpolacije.

Za dva razlicita ¢vora trazimo pravac kroz dvije zadane tocke, a za tri razlicita ¢vora
polinom stupnja najvise dva. U drugom slucaju graf moze biti i pravac: stupanj interpola-
cijskog polinoma nije nuzno jednak broju ¢vorova umanjenom za jedan.

Lema 4.7.2. Polinom koji nije nulpolinom i ima stupanj najvise n ima najvise n razlic¢itih
realnih nultocaka.

Dokaz. Ako je ¢ nultocka polinoma p, iz identiteta
b — = (x—c) (@ 4 "o+ T (k>1)

slijedi da je p(x) = p(z) — p(c) = (z — ¢)q(x) za neki polinom ¢ stupnja za jedan manjeg
od stupnja p. Svaka druga nultocka od p nultocka je od g. Tvrdnja sada slijedi indukcijom
po stupnju: nenulti konstantni polinom nema nultocaka, a izdvajanjem jednog faktora broj
mogucih preostalih nultocaka smanjuje se za jedan. O

Teorem 4.7.3 (Lagrangeov interpolacijski polinom). Za n+1 medusobno razlic¢itih ¢vorova
Xo, .. ., Ty 1 proizvoljne vrijednosti yg, . . . , Y, postogi tocno jedan interpolacijski polinom p €
P.. Dan je formulom

- T — 7,
p(z) = ZyiLi(:r), Li(z) = H - zjj (4.17)
=0 0<j<n
j#i

Za n =0 produkt u ovoj formuli prazan je i jednak 1.

Dokaz. Nazivnici u (4.17)) nisu nula jer su ¢vorovi razli¢iti. Svaki L; polinom je stupnja
najvise n i zadovoljava
1, k=i

Lilae) = {o s
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Uistinu, za k = i svi faktori jednaki su 1, a za k # i jedan od brojnika jednak je nuli. Zato
polinom iz navedene formule pripada P, i u ¢voru xp poprima vrijednost y,. Time smo
dokazali postojanje.

Ako bi p i g bila dva takva polinoma, polinom p — ¢ € P, imao bi n + 1 razli¢itih
nultocaka. Prema lemi mora biti nulpolinom, pa je p = g. ]

Primjer 4.7.4. Interpolirajmo funkciju f(x) = 1/z u ¢vorovima 1,2, 3. Pripadajuéi poli-
nomi L; jesu

r—2)(z—3)

(x —1)(x —2)
5 , )

2

Lo(z) = & Liz)=—(e—D(=3), L) =

Stoga je trazeni polinom

1 1 2?2 11
p(w) = Lo(z) + ELl(x) + §L2(f’5) =5 ¥ty

U ¢vorovima su vrijednosti funkcije i polinoma jednake. Izmedu ¢vorova opcenito nisu

jednake; primjerice,
By 2 (31
o) =3 P\2) " w

W

Razlika je —1/24.

Polinom je odreden samo vrijednostima u ¢vorovima. Koliko dobro aproksimira funkciju
izvan ¢vorova, ovisi i o ponaSanju funkcije izmedu njih.

4.7.2. Pogreska interpolacije

Uvedimo c¢vorni polinom

w(x) = H(m — ;).

=0

Njegov stupanj jednak je n + 1, a vodedi koeficijent jednak 1, pa je w™+(x) = (n + 1)!.
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Teorem 4.7.5 (Pogreska interpolacije). Neka je a < b, neka su xq, ..., z, € |a,b] medusobno
razliciti i neka je f neprekidna na [a,b] te n + 1 puta derivabilna na {(a,b). Neka p € P,
interpolira vrijednosti f(x;). Za svaki x € [a,b] \ {xo, ..., z,} postoji & izmedu najmangeq i
najveceg od brojeva x,xg, . .., x, takav da je

_ U T
U cvorovima je pogreska jednaka nuli.

Dokaz. Fiksirajmo x koji nije ¢vor. Bududi da je w(z) # 0, mozemo definirati broj

4 f@ =)

w(x)

i pomo¢nu funkciju, sada s varijablom ¢,

G(t) = f(t) = p(t) — Aw(t).

Funkcija G is¢ezava u svih n+1 ¢vorova i u tocki z, dakle ima n+2 razlicitih nultocaka. Po-
redajmo te nultocke po velicini. Prema Rolleovu teoremu |4.3.3] izmedu svake dvije susjedne
nultocke nalazi se nultocka od G'. Tako dobivamo n + 1 razli¢itih nulto¢aka od G’. Pono-
vimo li postupak, dobivamo n razli¢itih nultocaka od G”, i tako redom. Napokon postoji
tocka ¢ strogo izmedu krajnjih pocetnih nultocaka u kojoj je G+ (£) = 0. Sve naredne
primjene Rolleova teorema odvijaju se na segmentima unutar (a, b); potrebna neprekidnost
odgovarajuc¢ih derivacija ondje slijedi iz postojanja njihovih sljede¢ih derivacija.
Kako je p 1) = 0, slijedi

0=G"(E) = fmI(E) — A(n+ 1)L,

Uvrstimo dobiveni izraz za A u njegovu definiciju. Time dobivamo (4.18). Za =z = z;
jednakost f(x) — p(z) = 0 slijedi iz interpolacijskih uvjeta. O

Tocka x u ovom teoremu smije biti i izvan najmanjeg segmenta koji sadrzi ¢vorove, pod
uvjetom da ostaje u [a,b]. Tada se tocka £ takoder moze nalaziti izvan segmenta ¢vorova.
Zato za ocjenu pogreske trebamo kontrolirati derivaciju na cijelom segmentu koji sadrzi i
¢vorove i tocku x.

Ako je |fV(t)| < M za t € {(a,b), iz prethodnog teorema slijedi ocjena

M

|f(z) — p()] < m

w(@)[ (2 € [a,b]).

Ona vrijedi i u évorovima, jer su tada obje strane jednake nuli. Ako je f € C""([a,b]), za
M mozemo uzeti maxep, ) | £V (2)]-
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Lema 4.7.6. Nekajen € N, h > 0iz; =xo+jhzaj=0,...,n. Tada za svaki x € [xq, 2,
vrijeds
w(x)| < n!A"th

Dokaz. U évorovima je tvrdnja ocita jer je w(x) = 0. Ako x nije ¢vor, postojii € {1,...,n}
takav da je x;_1 < x < x;. Za ¢vorove lijevo i desno od x imamo

O<z—a;<(i—jh (0<j<i—1),

O<zj—xz<(j—i+1)h (i<j<n).

Mnozenjem dobivamo
lw(x)| < il(n+1—i)h"th

Preostaje primijetiti da je i!(n + 1 — )! < n!. Uistinu, bududi da je n > i, vrijedi

i—1 i—1

n!
| = )+ 1) < l—t149)= ——.
=T <o 0= s
7=1 J=1
Za i = 1 oba produkta prazna su i jednaka 1. O

U uvjetima ove leme, ako je |f*1| < M na intervalu izmedu krajnjih évorova, slijedi

M
— prtt (x € [0, T4a]).

(@) = )] < -

Uvjet = € [xg, 2, bitan je: ¢vorni polinom ne moze biti omeden istom konstantom na
cijelom realnom pravcu. Ova ocjena takoder sama po sebi ne dokazuje da interpolacija
konvergira kada broj ¢vorova raste. Tada se mijenja i red derivacije koju treba ocijeniti.

Zadatak 4.7.1. Za polinome L; iz (4.17)) dokazite
ZLZ(Z') =1, foLz(x) =2 (1<k<n).
=0 i=0

Uputa: Primijenite jedinstvenost interpolacijskog polinoma.

Zadatak 4.7.2. Neka su zy, ..., x, razli¢iti pozitivni ¢vorovi, a p interpolacijski polinom
funkcije f(z) = 1/z. Dokazite da za x # 0 vrijedi tocan identitet

1 —1)mt £

Ly

T LT XLy Tp -
7=0

(x — ;).

Uputa: Polinom 1—xp(x) iS¢ezava u svim ¢vorovima. Njegovu konstantu uz évorni polinom
odredite u tocki 0. Provjerite pogresku u primjeru [4.7.4]
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4.7.3. Metoda tangenti

Zelimo priblizno rijesiti jednadzbu f(z) = 0. Ako je zy pocetna aproksimacija, funkeciju u
njezinoj blizini zamjenjujemo linearnom aproksimacijom

f(xo) + f'(wo) (x — o).
Nultocka te linearne funkcije, kada je f'(xg) # 0, jest

f (o)
f'(wo)

Geometrijski, 1 je apscisa sjeciSta tangente na graf u tocki (xg, f(zo)) s osi apscisa.

Tr1 = Ty —

Definicija 4.7.7. Newtonova metoda, i metoda tangenti, zadaje niz aproksimacija re-
kurzijom

Trp1 = T — f(zn)

f'(zn)

Svaki korak zahtijeva da je x, u domeni derivacije i da je f'(x,) # 0. Ako je f(z,) =0,
nultocka je pronadena i postupak mozZemo zaustaviti.

(TL S No)

Na slici je f(z) = 2% — 2, 1 = 3, 11 = 11/6 i 5 = 193/132. Tangente daju sve blize
aproksimacije nultocke o = /2. Za opéu funkciju takvo ponasanje treba dokazati.

4.7.4. Konvergencija Newtonove metode

Teorem 4.7.8. Neka je a < b, f € C*([a,b]) i neka vrijedi
fla)f(b) <0,  fi(z)#0,  f'(x)#0 (z¢€][a,b]).
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4.7. Interpolacija © Newtonova metoda

Tada f ima jedinstvenu nultocku o € (a,b). Odaberimo xy € |a,b] tako da je

f(@o)f" (20) > 0.

Takav izbor moguc je na jednom od krajeva segmenta. Newtonowvi iterati dobro su definirani,
ostaju izmedu xy i o te monotono konvergiraju prema «. Ako stavimo

m := min |f'(x)] > 0, M := max |f"(z)|,

x€[a,b] z€[a,b]
vrijedi ocjena pogreske

|z — o < %un —al? (n € Np). (4.19)

Dokaz. Postojanje nultocke slijedi iz teorema o meduvrijednostima. Neprekidne funkcije f’
i f” ne isCezavaju, pa svaka ima stalan predznak na [a,b]. 1z stalnog predznaka f’ slijedi
da je f strogo monotona, pa je nultocka jedinstvena. Vrijednosti f(a) i f(b) suprotnih su
predznaka; jedna zato ima isti predznak kao f”. Taj kraj segmenta mozemo izabrati za xg.
Dokazat ¢emo da svaki korak priblizava iterat nultocki i zadrzava ga na istoj strani
nultocke. Neka je x € [a,b] \ {a} i neka f(x) ima isti predznak kao f”. Pisimo z* =

x — f(x)/f'(z). Taylorov teorem daje
0= f(a) = f(x) + f'(@)(0 — ) + 5 ()0~ )

za neki £ izmedu x i a. Preuredivanjem slijedi tocan identitet

PO
zt TR (4.20)

Prema Lagrangeovu teoremu [4.3.6, f(z) = f'(n)(z — «) za neki n izmedu z i a. Buduéi da
f’ ima stalan predznak, izraz x — « ima isti predznak kao f(x)/f'(x). Zbog pretpostavke
o predznaku f(z), to je ujedno predznak desne strane (4.20). Dakle, ™ je na istoj strani
nultocke kao z. S druge strane,

W)

f'(x)
ima suprotan predznak od z — a. Stoga x™ lezi strogo izmedu z i a.

Na cijelom dijelu segmenta izmedu x i o, osim u samoj nultocki, f ima isti predznak kao
f(zg). Pocetni uvjet zato omoguéuje da upravo dokazani korak primjenjujemo induktivno.
Svi iterati ostaju u segmentu i derivacija u njima nije nula. Ako je oy > «, niz strogo pada
i omeden je odozdo s «; ako je xg < «a, strogo raste i omeden je odozgo s a. U oba slucaja
postoji limes ¢ € [a, b].

Iz rekurzije imamo

f(@n) = f(2n)(n — Tpia).
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Poglavlje 4. Deriwacija funkcije

Prijelazom na limes, uz neprekidnost f i f’, dobivamo f(¢) = 0. Jedinstvenost nultocke
daje £ = a.

Neprekidnost na segmentu jaméi postojanje minimuma m i maksimuma M; minimum
m strogo je pozitivan jer f’ nigdje ne iscezava. UvrStavanjem x = x, u 1 uzimanjem
apsolutnih vrijednosti dobivamo (4.19)). O]

Ocjenu oblika |z, 11 — a| < Oz, — af* nazivamo kvadratnom ocjenom pogreske. Ona
opisuje veliku brzinu konvergencije kada je pogreska ve¢ mala. Sama po sebi, bez dodat-
nog uvjeta na pocetnu pogresku, ne jamc¢i da pogreske padaju. U prethodnom teoremu
konvergenciju smo najprije dokazali monotonoséu i omedenoscu iterata.

U rac¢unalnom ra¢unanju ocjena vrijedi za idealne iteracije s toc¢nim racunskim operaci-
jama. Zaokruzivanje naposljetku ogranicava to¢nost koja se moze postici.

Ako je f(z) = Az + B i A # 0, druga derivacija jednaka je nuli, ali Newtonova metoda
odmah daje tocno rjesenje:

AZEO + B B
S

Uvjet stalnog predznaka druge derivacije dovoljan je za prethodni izbor pocetne tocke
na cijelom segmentu. Za pocetnu tocku dovoljno blisku jednostavnoj nultocki taj uvjet nije
potreban.

Teorem 4.7.9 (Lokalna konvergencija Newtonove metode). Neka je I otvoren interval,
feC*I),ael, fla) =01 f'(a) # 0. Postogi p > 0 takav da za svaki xg € [a — p, v + p
Newtonova metoda ostaje u tom segmentu i konvergira prema «. Pritom vrijedi kvadratna
ocjena pogreske s konstantom koja ne ovisi o izboru xy u tom segmentu.

Dokaz. Zbog neprekidnosti f’ odaberimo r > 0 tako da je J = [a —r,a+7r] C I ida f' ne
iSCezava na J. Stavimo

M
— min | f’ M = 4 K=
m mJln]f]>(), mjxx|f E Sy

pa odaberimo 0 < p < r tako da je Kp < 1/2. Ako je K =0, svaki 0 < p < r zadovoljava
taj uvjet. Za |x — «| < p Taylorov identitet (4.20]) daje

1
|$+—a|<K|$—a|2<§|$—a|<p.

Za xr = « ista ocjena vrijedi jer je T = . Dakle, novi iterat ostaje u manjem segmentu.
Indukcijom svi iterati ostaju u njemu i vrijedi

|z, —a| < 27"zg — a] — 0.

Prva nejednakost u prethodnoj ocjeni ujedno daje trazenu kvadratnu ocjenu s konstantom
K. O
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4.7. Interpolacija © Newtonova metoda

Primjer 4.7.10. Bez prikladnog izbora pocetne tocke Newtonova metoda moze zakazati.
Za f(z) = 2® — 2x 4+ 2 i 29 = 0 dobivamo
2 1
1'1:0—_—2:1, 1'2:1—120
Iterati se zauvijek izmjenjuju izmedu 0 i 1. Derivacija u tim tockama nije nula, ali niz ne
konvergira. Funkcija ipak ima nultoc¢ku izmedu —2 i —1. Ako pak za f(x) = 2% —1 uzmemo
xo = 0, ve¢ prvi korak nije definiran jer je f'(0) = 0.

4.7.5. Racunanje korijena i provjera tocnosti

Korolar 4.7.11. Neka jeb>0im € N, m > 2. Ako je b # 1, niz zadan s

1 b
ro = max{1, b}, Tnil = — ((m — Dan + l.m—l)

n

strogo pada prema /b i zadovoljava kvadratnu ocjenu pogreske. Za b = 1 isti je niz kons-
tantno jednak 1.

Dokaz. Za b # 1 primijenimo teorem na funkciju f(z) = 2™ — b na segmentu
min{1, b}, max{1,b}|.

Vrijednost funkcije na lijevom kraju strogo je negativna, a na desnom strogo pozitivna. Na
tom pozitivhom segmentu vrijedi

f'(x) =ma™ >0, f"(z) = m(m —1)z™ 2 > 0.

Desni kraj zato zadovoljava pocetni uvjet teorema. Newtonova rekurzija nakon sredivanja
ima navedeni oblik, a njezin je limes jedinstveni pozitivni broj ¢ija je m-ta potencija b. Za
b = 1 rekurzija odmah daje z,, = 1 za svaki n. O]

Postojanje korijena dokazali smo ranije iz potpunosti realnih brojeva. Ovdje smo dobili
postupak za njegovo racunanje i ocjenu brzine tog postupka. Za m = 1 korijen je sam broj
b, pa iteriranje nije potrebno.

Za provjeru postignute toc¢nosti korisna je i naknadna ocjena. Ako su x i nultocka a u
segmentu na kojem je |f’| > m > 0, Lagrangeov teorem daje

£l

f@)=fme—a), |r—al<

Desna strana moze se izracunati bez poznavanja . Mala vrijednost |f(z)| daje korisnu
ocjenu pogreske tek kada imamo i pozitivnu donju ogradu za | f'].
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Poglavlje 4. Deriwacija funkcije

Primjer 4.7.12. Racunajmo /5 pomoéu f(x) = 2% — 5. Na segmentu [1,2] imamo
f)=—-4<0<f(2)=3,  fl(x)=32>>0,  f'(x)=6x>0.

Mozemo zato poceti s xg = 2 i racunati

1 b}
Tnt1 = § 2ZL'n + gj_z .

n

Ovdjejem =31 M =12, pa

3
-9
|xn+1 - \3/5| < 2|xn - \3/g|27 |xn - \3/5| < %

Prvih nekoliko iterata prikazano je u tablici.

x, (zaokruzeno) gornja ograda za |z, — v/5|
2.000000000000000000 1
1.750000000000000000 0.12
1.710884353741496599  0.0027
1.709976428916974793 1.5-107¢
1.709975946676832989 4 - 1013
1.709975946676696989 3.2 - 10726

Tk W~ O3

Ograde su dobivene iz |22 — 5|/3 i zaokruzene navise. Odnose se na tocne iterate rekurzije,
a ne na njihove zaokruzene zapise u srednjem stupcu. Svi su ti iterati racionalni brojevi,
pa se ograde mogu provjeriti i to¢nim racunanjem s razlomcima.

Zadatak 4.7.3. Za b > 01 zy > /b Newtonova metoda daje
1 N b
Tnt1 = 5 Tn . .

oy — Vb= (20 — VD)

22,

Izravno dokazite identitet

Pomoc¢u njega dokazite da iterati ostaju iznad Vb i da strogo padaju prema tom broju.
Dobiva li se isti zakljucak ako je 0 < zo < V/b?

Zadatak 4.7.4. Primijenite Newtonovu metodu na f(z) = (x — a)™, gdje je m > 2, i
pocnite s kg # «. Izracunajte tocan izraz za r, — a. Objasnite zasto ovdje konvergencija
nije kvadratna i koja pretpostavka teorema nije zadovoljena.
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Poglavlje 5

Riemannov integral

Derivacijom opisujemo lokalnu promjenu funkcije. Integral nastaje zbrajanjem doprinosa
na malim dijelovima intervala. Povrsina ispod grafa i rad promjenjive sile dva su prirodna
primjera takva postupka.

Najprije ¢emo integral definirati pomo¢u donjih i gornjih aproksimacija, bez pozivanja
na primitivne funkcije. Potom ¢emo dokazati vezu integrala i derivacije, razviti metode
racunanja te ih primijeniti u geometriji. Na kraju ¢emo definiciju prosiriti na neogranicene
intervale i na funkcije koje nisu ogranic¢ene blizu nekoga kraja intervala.

5.1. Darbouxove 1 Riemannove sume

5.1.1. Povrsina i rad kao motivacija
Neka je f: [a,b] — R ograni¢ena nenegativna funkcija. Zelimo odrediti povrsinu skupa
Ef={(zr,y) eR*:a <z <b, 0<y < fa)}

Podijelimo interval [a,b] na manje intervale. Nad svakim od njih mozemo upisati pravo-
kutnik ¢ija visina ne prelazi nijednu vrijednost funkcije, odnosno opisati pravokutnik cija je
visina barem svaka vrijednost funkcije na tom intervalu. Zbrojevi povrsina tih pravokutnika
daju donju i gornju aproksimaciju.

Y f

donja aproksimacija

-2 gornja aproksimacija
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Poglavlje 5. Riemannov integral

Ako se te aproksimacije mogu proizvoljno pribliziti, odreduju jedinstven broj koji uzi-
mamo za povrsinu. Taj ¢emo postupak najprije provesti analiticki. Time ne pretpostav-
ljamo da smo ve¢ definirali povrsinu svakoga podskupa ravnine ili razvili op¢u teoriju mjere.

Slicno, neka f(x) oznacava komponentu sile u smjeru koordinatne osi. Za konstantnu
silu ¢ rad pri pomaku od a do b > a jest ¢(b — a). Za promjenjivu silu na svakom malom
intervalu uzmemo jednu njezinu vrijednost te zbrojimo priblizne doprinose radu. Sila i rad
mogu biti negativni: znak izrazava odnos smjera sile i smjera pomaka. Stoga ¢emo integral
definirati i za funkcije koje mijenjaju predznak.

5.1.2. Podjele, sume i profinjenja
U ovom odjeljku uvijek pretpostavljamo a < b i da je f: [a,b] — R ogranic¢ena funkcija.
Definicija 5.1.1. Podjela ili subdivizija segmenta [a,b] jest konacan skup tocaka
P ={xy,z1,...,2,}, a=xg< T <---<xp=0>0
Pisemo Axy = x, — xx_1. Norma podjele jest duljina njezina najvecega dijela:

|P|| = max Azy.

VX

Za svako k odaberimo oznacenu tocku & € [xg_1,x]. Pripadna Riemannova suma jest

o(fi P &) =) f(&) Ay
k=1

Oznacene tocke mogu biti krajevi intervala ili njihove unutarnje tocke. Broj dijelova sam
po sebi ne mjeri fino¢u podjele: mozemo dodavati tocke samo u lijevoj polovini segmenta
i ostaviti desnu polovinu nepodijeljenu. Za priblizavanje integralom bit ¢e vazan uvjet
|P|| — 0.

Definicija 5.1.2. Za podjelu P stavimo
my = inf f, M, = sup f.

[x—1,2k] [©h—1,7k]

Donja 7 gornja Darbouxova suma jesu brojevi
L(f,P) =Y mpAzy,  U(f,P)=> Mz,
k=1 k=1

Za neprazan skup J C |a,b] broj
w(f;J) =sup f —inf f
J J
zovemo oscilacijom funkcije f na J.
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5.1. Darbouxove i Riemannove sume

Infimum i supremum postoje kao konacni brojevi zbog ogranicenosti funkcije i potpu-
nosti R. Ne moraju biti dosegnuti. Zato ih u definiciji ne smijemo bez dodatnih pretpostavki
zamijeniti minimumom i maksimumom.

Akosum =inf f 1 M = supy,, f, tada

m(b—a) < L(f,P) <o(f; P,§) <U(f,P) < M(b—a). (5.1)
Takoder vrijedi

n

U(f,P)—L(f,P)= Zw(f; (@1, Tr]) Az

k=1

y
f

/
!

X

\

e
=
&3

€4

a = To T4 =0
Na slici su visine pravokutnika vrijednosti f(&). Riemannova suma zato opéenito nije
ni donja ni gornja aproksimacija.

Definicija 5.1.3. Podjela () je profinjenje podjele P ako je P C Q, odnosno ako se dobiva
dodavanjem tocaka podjeli P.

Lema 5.1.4. Ako je QQ profinjenje podjele P, tada
L(f,P) < L(f,Q) < U(f.Q) < U(f, P).
Za bilo koje dvije podjele P i Q) vrijedi
L(f,P) <U(f,Q).

Dokaz. Najprije dodajmo samo jednu tocku ¢ € (xp_1,2x). Infimumi na [z4_1,c] i [c, zg]
barem su my, a supremumi su najvise My. Stoga se pribrojnik m;Az; u donjoj sumi
zamjenjuje zbrojem koji je barem

my(c — xp_1) + my(xp — ¢) = mpAxy.

Jednako se dokazuje da gornja suma ne raste. Dodavanjem preostalih tocaka jedne po jedne
dobivamo prvu tvrdnju.
Za drugu tvrdnju uzmemo zajednicko profinjenje P U Q). Tada

L(f,P) < L(f,PUQ) <U(f,PUQ) <U(f,Q).
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Poglavlje 5. Riemannov integral

P

Q
PUQ

- -—-[---¢
o---f---¢

Vazno je razlikovati profinjenje od podjele s manjom normom. Iz ||Q|| < || P|| ne slijedi
P C @, pa se prva tvrdnja leme ne moze primijeniti samo na temelju usporedbe normi.

5.1.3. Definicija integrala i Darbouxov kriterij

Definicija 5.1.5. Donji ¢ gornji integral ogranicene funkcije f na |a,b] definirani su s
L(f) = sup L(f, P), I(f) = f U(f, P),

gdje P prolazi svim podjelama segmenta [a,b]. Funkcija je Riemannovo integrabilna na [a, ]
ako je I(f) = I(f). Zajednicku vrijednost zovemo Riemannovim integralom i oznac¢avamo

/a ) de

Skup svih takvih funkcija oznacavamo s R(|a,b)).

Skupovi svih donjih i svih gornjih suma neprazni su i ograniceni prema (5.1)). Njihov
supremum i infimum zato postoje. Iz leme slijedi

L(f,P) < L(f) <I(f) <U(f,P) za svaku podjelu P.

Naime, svaka donja suma manja je ili jednaka svakoj gornjoj sumi, pa je i supremum donjih
suma najvise infimum gornjih suma.
Varijabla integracije samo je pomo¢na oznaka:

/abf(x) dz = /abf(t) dt.

U ovoj definiciji dz dio je oznake za integral; nismo uveli beskona¢no male realne brojeve.

Teorem 5.1.6 (Darbouxov kriterij). Ogranicena funkcija f: [a,b] — R integrabilna je ako
1 samo ako za svaki € > 0 postoji podjela P takva da je

Dokaz. Ako takva podjela postoji za svaki € > 0, onda
0<I(f) = I(f) SU(f,P) = L(f,P) <.
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5.1. Darbouxove i Riemannove sume

Stoga je I(f) = L(f).
Obratno, neka je ta zajednicka vrijednost I. Po definiciji supremuma i infimuma postoje
podjele Py, P, za koje je

L(f, P)) >I—g, U(f, P) <I+%.

Na zajednickom profinjenju P = P, U P, vrijedi
U(f,P)-L(f,P) < U(f7P2) _L<f7pl> <Eé.
[l

Primjer 5.1.7. Ako je f(z) = ¢ za sve z € [a,b], gdje je ¢ € R, onda su na svakoj podjeli
obje Darbouxove sume jednake ¢(b — a). Zato

/abcdx =c(b—a).

Nema potrebe pretpostavljati ¢ > 0.

Primjer 5.1.8. Dirichletova funkcija na [0, 1], definirana s

1
= {07 120

nije Riemannovo integrabilna. Svaki interval pozitivne duljine sadrzi racionalan i iraciona-
lan broj, pa je na svakoj podjeli L(d, P) =01 U(d, P) = 1.

Jedna posebno odabrana vrsta Riemannovih suma ne moze rijesiti pitanje integrabil-
nosti: za racionalne oznacene tocke sve su sume jednake 1, a za iracionalne jednake 0,
neovisno o finoéi podjele.

5.1.4. Zasto Riemannove sume konvergiraju

Darbouxov kriterij govori o postojanju povoljne podjele. Za primjene trebamo jacu tvrdnju:
svaka dovoljno fina podjela mora davati dobru aproksimaciju, uz svaki izbor oznacenih
tocaka.

Lema 5.1.9. Ako je f € R([a,b]), onda za svaki e > 0 postoji 6 > 0 takav da

Dokaz. Odaberimo B > 0 tako da je | f| < B i fiksirajmo podjelu Py = {to,...,t,} za koju
je U(f, o) — L(f. ) <¢e/2.
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Intervale proizvoljne podjele P razdijelimo u dvije skupine. U prvoj su oni koji u svojoj
unutrasnjosti sadrze neku unutarnju tocku ¢4, ...,%,,_1. Takvih intervala ima najvise m —1;
zbroj njihovih duljina najvise je (m — 1)||P||, a oscilacija na svakome najvise 2B.

Svaki preostali interval sadrzan je u nekom [t;_4,%;]. Njegova oscilacija ne prelazi os-
cilaciju na tom veéem intervalu. Zbrajanjem po svim tim manjim intervalima dobivamo
ukupni doprinos najvise U(f, Py) — L(f, Py). Slijedi

Sada je, primjerice, dovoljno odabrati 6 = ¢/[4(B + 1)(m + 1)]. O

Teorem 5.1.10 (Kriterij Riemannovih suma). Neka je f: [a,b] — R ogranicena i neka je
I € R. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

1 feR(ab))i [ f=1

2. za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaku podjelu P s |P|| < 6 i svaki izbor
oznacenth tocaka vrijedi
o(f; P.&) — 1| <&

3. za svaki niz podjela (P,) s ||P|| — 0 i svaki niz izbora oznacenih tocaka €™ vrijedi

o(f; P, €M) — 1.

Dokaz. Ako vrijedi prva tvrdnja, i integral i svaka Riemannova suma leze izmedu L(f, P)
i U(f,P). Prethodna lema zato daje drugu tvrdnju.
Za obrat primijetimo da je za fiksiranu podjelu P

HglfO’(fypyg):L<fap)7 Sl;pU(f,P,f):U(f,P)

Doista, za svaki n > 0 u svakom intervalu mozemo izabrati tocku u kojoj je vrijednost
funkcije manja od my +n/(b— a). Tada je suma manja od L(f, P)+n. Analogno se gornja
suma aproksimira vrijednostima ve¢ima od My —n/(b— a).

Ako vrijedi druga tvrdnja, odaberimo dovoljno finu podjelu za to¢nost £/3. Prelaskom
na infimum i supremum po oznakama dobivamo

I- - <LLP)SU(LP) ST+
Darbouxov kriterij daje integrabilnost. Oznac¢imo dobiveni integral s J. Iz iste procjene
slijedi |J — I| < ¢/3 za svaki ¢ > 0, paje J = 1.

Druga tvrdnja neposredno povlaéi trecu. Ako druga ne vrijedi, postoji g9 > 0 takav
da za svaki n mozemo nadi podjelu P, norme manje od 1/n i oznacene tocke za koje je
lo(f; P, &™) — I > &y. To proturjeci trecoj tvrdnji. ]
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5.1. Darbouxove i Riemannove sume

Za integrabilnu funkciju na bilo kojem nizu podjela s normom koja tezi nuli vrijedi i

L(f, P) — / f UGy — / 'y

Te sume ne moraju biti monotone. Monotonost je zajamcena kada je svaka sljedeca podjela
profinjenje prethodne, primjerice pri uzastopnom raspolavljanju svih intervala.

5.1.5. Prvi izracuni iz definicije

Primjer 5.1.11. Za f(z) = x na bilo kojem segmentu [a, b] uzmimo jednoliku podjelu na
n dijelova duljine A = (b — a)/n. Funkcija raste, pa je

B “ V¥ —ad (b—a)
L(f,Pn)_;(H(k—mh)h_ o~

b2_2 b — 2
@ (b—a?

U(f,Pn) =Y (a+kh)h= 5 o

k=1

Razlika suma tezi nuli, a obje sume teze istom broju. Zato

b 2 2
/mdm:b a.
“ 2

[zracun vrijedi i kada segment sadrzi negativne brojeve.

Primjer 5.1.12. Za f(x) = 2% na [0, 1] jednolika podjela daje

n—1

L(f,Pn):iZkZZ (n—l)n(2n—1)7

n3 6n3

U(f,P,) = nizkzz n(n+1)(2n+1).

1
/ 22dr = =.
0

Koristili smo kona¢nu jednakost >, _, k% = n(n+1)(2n+1)/6, koja se dokazuje indukcijom.
Nismo pretpostavili da je integral jednak prirastu neke primitivne funkcije; tu ¢emo vezu
tek dokazati.

Obje sume teze 1/3, pa je

= wie

Zadatak 5.1.1. Izracunajte donje i gornje sume za f(z) = 2% na [a,b] uz 0 < a < b i
jednoliku podjelu. Dokazite iz definicije da je fab r?dr = (b* —a?)/3.
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Zadatak 5.1.2. Nadite podjele P, segmenta [0, 1] kojima broj dijelova tezi u beskonacnost,
ali norma ne tezi nuli. Za funkciju f(z) = = odaberite oznacene tocke tako da pripadne
sume ne konvergiraju prema 1/2.

Zadatak 5.1.3. Neka su P, podjele takve da je P, C P,111||P,|| — 0. Za svaku ograni¢enu
funkciju f dokazite 3
L(f, P.) — L(f),  U(f, P.) — I(f).

Uputa: Usporedite P, s jednom fiksiranom podjelom, kao u dokazu leme [5.1.9

5.2. Osnovna svojstva integrala

Darbouxov kriterij omogucuje da integrabilnost novih funkcija izvedemo iz integrabilnosti
ve¢ poznatih. U dokazima je korisna oscilacija na podsegmentu J:

w(f;J) :supf—i%ff.
J

Ona je ujedno supremum brojeva |f(z) — f(y)|, gdje su x,y € J. Zato se svaka ocjena
razlike dviju vrijednosti moze pretvoriti u ocjenu oscilacije.

5.2.1. Racunske operacije i usporedba

Teorem 5.2.1 (Linearnost integrala). Neka su f,g: [a,b] — R Riemannovo integrabilne i
a, B € R. Tada je af + Bg integrabilna i

/ab(af(x) 4 By(x)) de = a /ab f(x)dz+ B/abg(x) da.
Dokaz. Za svaki podsegment J vrijedi
wlaf + Bg;J) < lelw(f; J) + |Blw(g; J),
jer 7a 2,y € J trokutna nejednakost daje
laf(z) + Bg(x) —af(y) — Bg)| < lellf(z) — fFW)] +18]lg(z) — g(y)]-

Za zadani € > 0 odaberimo podjele za koje su razlike Darbouxovih suma za f, odnosno g,
manje od €/(1+4|a|+|F|). Na njihovu zajednickom profinjenju P te se razlike ne povecavaju.
Mnozenjem ocjene oscilacija duljinama podsegmenata i zbrajanjem dobivamo

Ulaf + By, P) = L(af + Bg, P) < |a|(U(f, P) = L(f, P))
+18|(U(g, P) — L(g, P)) <.

Darbouxov kriterij dokazuje integrabilnost.
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5.2. Osnovna svojstva integrala

Da bismo izracunali integral, uzmimo, primjerice, ekvidistantne podjele s n podsegme-
nata i njihove desne krajeve kao oznake. Svaka pripadna Riemannova suma za af + (g
jednaka je o puta sumi za f plus g puta sumi za g. Prema teoremu|5.1.10] sve tri sume ko-
nvergiraju odgovarajué¢im integralima kada n — oco. Prelaskom na limes dobivamo trazenu
jednakost. Dokaz obuhvaca i negativne i nulte koeficijente. O

Za negativan a ne vrijedi inf ;(af) = ainf; f, nego
inf(af) = asup f, sup(af) = ainf f.
J J J J

Apsolutne vrijednosti koeficijenata u ocjeni oscilacije upravo uzimaju u obzir tu zamjenu
uloga supremuma i infimuma.

Teorem 5.2.2. Ako su f,g: [a,b] — R integrabilne, onda su integrabilne funkcije |f|, fg,
max{f,g} i min{f, g}. Ako uz to postoji m > 0 takav da je |g(x)| = m za svaki x € [a,b],
tada su integrabilne i 1/g te f/g.

Dokaz. Obrnuta trokutna nejednakost daje

f @ =1 <1f(@) = fWl, wlfl; ) Sw(f; ).

Stoga je razlika Darbouxovih suma za | f| najvise jednaka odgovarajucoj razlici za f. Slijedi
integrabilnost od | f].
Stavimo My = supy, ; |f| 1 My = supy,y |9l 1z

|f(x)g(x) = fy)gWw)| < |f(@)]g(x) — g)| + g | f(z) — f(v)]
< Myw(g; J) + Mgw(f; J)

za x,y € J dobivamo

w(fg; J) < Myw(g; J) + Mgw(f; J).

Odabirom zajednickoga profinjenja kao u prethodnom dokazu, s pojedina¢nim razlikama
manjima od /(1 4+ My + M,), Darbouxov kriterij daje integrabilnost umnoska.
Tvrdnje o maksimumu i minimumu slijede iz jednakosti

f+rg9+1f—g : f+9—1f—yg
max{f, g} = J |, min{ f, g} = 2' ]
Naposljetku, uz |g| = m > 0 vrijedi
‘1 _ 1‘<mmw@@»
g9(x)  g(y) m?

Ponovno primjenjujemo kriterij oscilacija da bismo dobili integrabilnost od 1/g, a zatim
tvrdnju o umnosku za f/g. O]
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Teorem 5.2.3 (Monotonost i ocjene integrala). Neka su f,g: [a,b] — R integrabilne, pri
cemu je a < b. Ako je f(x) < g(x) za svaki x € [a,b], onda je

Posebno, ako je m < f(x) < M, onda je

mb—a)< [ f(x)de < M(b—a).

Lw@m

Dokaz. Ako je h > 0, sve su njegove donje Darbouxove sume nenegativne, pa je i njegov
integral nenegativan. To primjenjujemo na h = g — f i koristimo linearnost. Integral kons-
tantne funkcije jednak je njezinoj vrijednosti puta b — a, sto slijedi izravno iz Darbouxovih
suma. Time je dokazana druga tvrdnja.

Bududi da je | f| integrabilna i da vrijedi —|f| < f < | f|, monotonost daje

Vrijede i ocjene

</ f(@)|dz < (b~ a) sup |f(x)].

z€[a,b]

@i s [wes [l

Posljednja ocjena slijedi usporedbom s konstantom supy, ; Il O]

Supremum u posljednjoj ocjeni odnosi se na |f|. Bez apsolutne vrijednosti tvrdnja bi
bila pogresna ve¢ za f(x) = —1. Takoder, iz integrabilnosti |f| ne slijedi integrabilnost
f: funkcija koja je 1 na racionalnim, a —1 na iracionalnim brojevima segmenta [0, 1] nije
integrabilna, iako joj je apsolutna vrijednost konstantna.

5.2.2. Podsegmenti i orijentacija

Teorem 5.2.4 (Aditivnost po intervalu). Neka je f: [a,b] — R ogranicena i a < ¢ < b.
Funkcija f integrabilna je na [a,b] ako i samo ako je integrabilna na oba segmenta [a,c] i
[c,b]. U tom slucaju vrijedi

A%@mzlvww+fﬂ@m (5.2)

Posebno, restrikcija integrabilne funkcije na svaki nedegenerirani podsegment takoder je
integrabilna.
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5.2. Osnovna svojstva integrala

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je f integrabilna na [a,b]. Za zadani ¢ > 0 odaberimo
podjelu s razlikom Darbouxovih suma manjom od ¢ te joj dodajmo tocku c. Neka su Py, P,
dijelovi tako dobivene podjele na [a,c| i [¢,b]. Zbroj njihovih razlika Darbouxovih suma
manji je od . Obje su razlike nenegativne, pa je svaka zasebno manja od ¢. Darbouxov
kriterij daje integrabilnost na oba podsegmenta. Uzastopnim rezanjem dobivamo tvrdnju
za proizvoljan podsegment.

Obratno, ako je f integrabilna na oba podsegmenta, odaberimo na svakom podjelu za
koju je razlika suma manja od £/2. Njihova unija P jest podjela [a,b], a

L(f,P) :L(f7P1)+L(f7P2)7

U(f,P)=U(f,P) +U(f, ).

Zato je U(f, P) — L(f, P) < e, pa je f integrabilna na [a, b|.
Za ovakvu podjelu i integral na cijelom segmentu i zbroj dvaju integrala na podsegmen-

tima leze izmedu istih brojeva L(f, P) 1 U(f, P). Njihova je razlika po apsolutnoj vrijednosti
manja od €. Kako to vrijedi za svaki € > 0, ta su dva broja jednaka. [

y
y = f(x)

v/“bf

Slika prikazuje aditivnost za nenegativnu funkciju. Dokaz je jednako valjan i kada
funkcija mijenja predznak; geometrijska predodzba tada koristi predznacene povrsine.

b

oOF------

Definicija 5.2.5 (Orijentirani integral). Dogovaramo

[s@ar =0 [rwa —/abf(x)da; o <h)

Uz taj dogovor jednakost vrijedi za bilo koji poredak tocaka a,b, ¢, ako je funkcija
integrabilna na segmentu koji sadrzi sve tri tocke. To provjeravamo primjenom teorema
na tri tocke poredane od nagmanje do najveée i premjeStanjem clanova. Primjerice, za
a<b<cjednakostfacf:faf—i—j;cfdajefff:f:qufcbf.

Linearnost vrijedi za oba poretka krajeva. Monotonost u iskazanom obliku zahtijeva
a < b: zamjenom krajeva smjer nejednakosti se okrece. Za bilo koje u, v vrijedi prakticna
ocjena

v — ul sup ()] (5-3)

z€[min{u,v},max{u,v}]

Za u = v lijeva je strana nula; taj slucaj tumacimo zasebno.
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Zadatak 5.2.1. Neka su f, g integrabilne na [a,b], a < b. Dokazite

) <o apls ol
[a,]

Zatim dokazite da iz supy,y | fn — f| — 0, uz integrabilnost svih f, i f, slijedi fab fn— ff f.
Zadatak 5.2.2. Dokazite Cauchy—Schwarzovu nejednakost za integrabilne funkcije:

([ romrs) < ([ ) ()

Uputa: Za svaki t € R integral funkcije (f + tg)? je nenegativan. Posebno obradite slucaj

i =0

5.3. Integrabilne funkcije i skupovi mjere nula

Darbouxov kriterij pretvara pitanje integrabilnosti u pitanje o oscilacijama funkcije na
malim podsegmentima. Najprije ¢emo ga primijeniti na monotone i neprekidne funkcije.
Zatim ¢emo vidjeti da integrabilna funkcija moze imati i beskona¢no mnogo prekida, ¢ak i
u skupu koji je gust u cijelom segmentu. Na kraju ¢emo precizno opisati koji su skupovi
prekida dopusteni.

U ovom odjeljku uvijek pretpostavljamo a < b. Neprekidnost u krajevima segmenta
shva¢amo relativno prema segmentu: u a promatramo samo desni, a u b samo lijevi prilaz.

5.3.1. Monotone i neprekidne funkcije

Teorem 5.3.1. Svaka monotona funkcija f: [a,b] — R Riemannovo je integrabilna.

Dokaz. Neka je najprije f rastuca, pri ¢emu dopustamo i jednakost njezinih vrijednosti.
Tada je ogranicena jer f(a) < f(z) < f(b). Za ekvidistantnu podjelu
b—a

rr = a+ kh, h = , k=0,...,n,
n

vrijedi

inf  f=flzea),  sup f=flw).

[Tr—_1,7k] [Tr_1,2k]

Zato se razlika Darbouxovih suma pojednostavljuje:

U(f,P)—L —hz flazp))

o= “(f(b) ~ f(@)) — 0.

n

Tvrdnja slijedi iz teorema [5.1.6] Ako je f padajuca, primijenimo dokazano na —f i upotri-
jebimo linearnost integrala. O]

228



5.3. Integrabilne funkcije i skupovi mjere nula

' gornja suma

- donja suma

T

Na slici razlika gornje i donje sume odgovara ukupnoj povrsini crvenih pravokutnika. Za
rastucu funkciju zbroj njihovih visina jednak je f(b)— f(a), neovisno o broju podsegmenata.

Teorem 5.3.2. Svaka neprekidna funkcija f: [a,b] — R Riemannovo je integrabilna.

Dokaz. Neprekidna funkcija na segmentu ogranic¢ena je, a prema Heine-Cantorovu teoremu
i jednoliko neprekidna. Za zadani ¢ > 0 zato postoji 6 > 0 takav da za z,y € [a, ]
vrijedi
€
-yl <6 = - < .

[z —y |f(z) = f(y)] 20— a)
Odaberimo podjelu P s ||P|| < d. Na svakom njezinu podsegmentu J, = [x_1, )] oscilacija
je najvise £/(2(b — a)). Slijedi

U(f, P) = L(f,P) = > _w(f; Ji)(w — 1) <

° <

- <e.

2

Primijenimo Darbouxov kriterij. [

Dokaz pokazuje zasto je korisna jednolika neprekidnost: ista duljina podsegmenta do-
voljna je da oscilacije budu male na svim dijelovima podjele.

5.3.2. Konaéno mnogo iznimnih toc¢aka

Propozicija 5.3.3. Ako se funkcije f,qg: [a,b] — R razlikuju samo u konaéno mmnogo
tocaka, tada je jedna Riemannovo integrabilna ako 1 samo ako je druga Riemannovo in-

tegrabilna. U tom slucaju
b b
/f(x)dx:/ g(x)dx.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da funkcija h koja je jednaka nuli izvan konac¢noga skupa F
ima integral nula. Neka je E sastavljen od N tocaka i neka je |h| < H zaneki H > (0. Svaka
tocka pripada najvise dvama podsegmentima podjele P. Zato najvise 2N podsegmenata
moze sadrzavati neku tocku skupa E; na ostalima je h identicki nula. Odatle

|L(h, P)| <2NH[|P|,  |U(h,P)| <2NH|P].
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Za podjele ¢ija norma tezi nuli obje Darbouxove sume teze nuli. Darbouxov kriterij i
omedivanje integrala tim sumama daju integrabilnost i fabh = 0. Za N = 0 tvrdnja je
neposredna. Sada uzmemo h = g — f i primijenimo linearnost integrala, u jednom pa u
drugom smjeru. O]

Lema 5.3.4. Ako je f: [a,b] — R ogranicena i neprekidna na (a,b), tada je Riemannovo
integrabilna na |a,b]. Ne zahtijevamo postojanje jednostranih limesa u a i b.

Dokaz. Odaberimo H > 0 tako da je |f| < H. Za zadani ¢ > 0 izaberimo

0<r< b_Ta, 4Hr < %

Na segmentu [a+7, b—r] funkcija je neprekidna i stoga integrabilna. Postoji njegova podjela

Q zakojuje U(f,Q)—L(f,Q) < e/2. Dopunimo @) krajevima a, b. Oscilacija na svakom od

preostalih dvaju segmenata najvise je 2H, a svaki ima duljinu r. Zato za dobivenu podjelu
P vrijedi

U(f,P)— L(f,P) <4Hr + U(f,Q) — L(f,Q) < e.
O

Korolar 5.3.5. Svaka ogranicena funkcija f: [a,b] — R koja ima najvise konacno mnogo
tocaka prekida Riemannovo je integrabilna.

Dokaz. Tocke prekida koje leze u unutrasnjosti segmenta uvrstimo u podjelu a = ¢y <

¢ < -+ < ¢, = b. Na svakom otvorenom intervalu (c;_1,¢;) funkcija je neprekidna.
Prethodna lema daje integrabilnost na svakom [c;_1, ¢;], a teorem integrabilnost na
cijelom segmentu. O

Ovdje prekidi ne moraju biti prve vrste. Primjerice, funkcija

~Jsin(l/z), 0<2<1,
fio = it 0=

integrabilna je na [0, 1], iako u nuli nema desni limes. Ogranic¢enost se, medutim, ne smije
izostaviti: funkcija jednaka 1/x za x > 0 i proizvoljno definirana u nuli nije Riemannovo
integrabilna na [0, 1].

Kazemo da je funkcija neprekidna po dijelovima ako postoji konacna podjela takva
da se njezina restrikcija na unutrasnjost svakoga podsegmenta moze neprekidno prosiriti
na taj podsegment. Vrijednosti izvorne funkcije u tockama podjele smiju se razlikovati
od vrijednosti tih prosirenja. Takva je funkcija ograni¢ena i ima najvise konacno mnogo
prekida, pa je integrabilna.

Slicno, ogranicena funkcija koja je monotona na unutrasnjosti svakoga podsegmenta
neke konacne podjele integrabilna je. Za rastucu restrikciju u lijevom kraju podsegmenta
mozemo kao vrijednost prosirenja uzeti njezin infimum, a u desnom supremum; za pa-
dajucu restrikciju obrnuto. Dobivamo monotone funkcije na zatvorenim podsegmentima.
Primijenimo teorem [5.3.1] propoziciju o kona¢nim promjenama i aditivnost integrala po
intervalima.
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5.3.3. Thomaeova funkcija

Primjer 5.3.6. Definirajmo 7': [0, 1] — R formulom

0,
T(x)=<1
7 , PEZ, qeN, ged(p,gq) =1
Uvijek uzimamo skraéen zapis s pozitivnim nazivnikom. Posebno, 0 =0/111 = 1/1, pa je
T(0) =T(1) = 1. Ovu funkciju zovemo Thomaeovom funkcijom, a Cesto i Riemannovom
funkcijom.
Za svaki n > 0 skup

F, ={xe0,1] : T(x) > n}

konacan je: za njegove racionalne elemente vrijedi ¢ < 1/7, a za svaki takav nazivnik postoji
samo kona¢no mnogo mogucih brojnika 0 < p < ¢.
Pokazimo da je, za svaki ¢ € [0, 1],

lim  T'(x) =0.
z€[0,1], z#c

Za zadani € > 0 izaberemo dovoljno malu okolinu tocke ¢ koja ne sadrzi nijednu tocku
konacnoga skupa F./s \ {c}. Za x # c u toj okolini vrijedi 0 < T'(z) < €/2 < €. Prema
tome, T je neprekidna tocno u iracionalnim tockama, a ima prekid u svakoj racionalnoj
tocki segmenta, ukljucujuéi 0 i 1.

Unato¢ gustom skupu prekida, T' je Riemannovo integrabilna i

Aan@dx:a

Doista, svaka je donja Darbouxova suma nula, jer svaki nedegenerirani podsegment sadrzi
iracionalan broj. Za zadani ¢ > 0 neka F./; ima N elemenata. Uzmimo ekvidistantnu
podjelu na m dijelova, gdje je m > 4N/e. Najvise 2N podsegmenata sadrzi neku tocku
toga skupa. Njihov ukupni doprinos gornjoj sumi najvise je 2N/m, jer je T' < 1. Na svim
ostalim podsegmentima vrijedi T' < £/2. Zato

2N
0KU(MP)< —+-<e
m 2

ako je N > 0. Ako je N = 0, izravno imamo U(T,P) < ¢/2 < e. Darbouxov kriterij
zavrsava dokaz.
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Yy
1 .
1/2 .
"“““;‘;'*“'.““. """"" . ‘. """"" n=1/4
0 1/2 7

Prikazane su vrijednosti T'(p/q) za skracene razlomke s ¢ < 8. Sive duzine sluze samo
lakSem ocitavanju visina; nisu dio grafa. Iznad svake pozitivne vodoravne razine nalazi se
samo kona¢no mnogo tocaka grafa. U dokazu integrabilnosti broj 2N bitan je jer tocka
podjele pripada dvama susjednim zatvorenim podsegmentima.

5.3.4. Skupovi mjere nula

Broj tocaka prekida nije dovoljan opis za integrabilnost. Potreban je pojam koji izrazava
da se skup moze prekriti intervalima proizvoljno male ukupne duljine.

Definicija 5.3.7. Skup E C R ima mjeru nula ako za svaki ¢ > 0 postoji konacna ili
prebrojiva familija otvorenih omedenih intervala I; = (o, B;) takva da je

EcJL, Y (B-a)<e

J

Ako familija ima beskona¢no mnogo clanova, ovdje zbroj nenegativnih duljina defini-
ramo kao
o0 n
> (B —ag) =sup Y (B — ay),

=1 neN =1

uz mogucénost vrijednosti +00. Za ovu definiciju nije nam potrebna opca teorija redova.
Jednaku vrijednost dobijemo uzimanjem supremuma zbrojeva po svim kona¢nim skupovima
indeksa, pa poredak intervala nije bitan. Prazan skup ima mjeru nula; dovoljan je prazan
pokrivac.

Propozicija 5.3.8. Vrijede sljedecée turdnje.
1. Svaki podskup skupa mjere nula ima mjeru nula.
2. Svaki najvise prebrojiv skup ima mjeru nula.

3. Konacna ili prebrojiva unija skupova mjere nula ima mjeru nula.
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Dokaz. Prva tvrdnja slijedi uzimanjem istoga pokrivaca. Za drugu tvrdnju nabrojimo ele-
mente skupa kao ci, ¢y, ... (za konacan skup postupak zaustavimo) i tocku c¢; pokrijemo
otvorenim intervalom duljine £/2/%1. Za svaki n vrijedi konacna geometrijska formula

SN € n €

Jj=1

Ukupna duljina pokrivaca stoga je najvise €/2 < ¢.

Za trecu tvrdnju neka su Ey, Es, . .. skupovi mjere nula. Svaki F; pokrijemo intervalima
ukupne duljine manje od /277!, Svi ti intervali zajedno ¢ine najvise prebrojivu familiju i
pokrivaju |J; E;. Za svaku konacnu potfamiliju zbroj duljina najvise je 2]21 g/27tt = ¢/2.
Uzimanjem supremuma dobivamo ukupnu duljinu najvise £/2 < e. O

Posebno, Q N [a,b] ima mjeru nula, iako je gust u [a,b]. Gustoca i mjera nula opisuju
razlicita svojstva skupa. S druge strane, ne smijemo tvrditi da svaka ograni¢ena funk-
cija koja iS¢ezava izvan skupa mjere nula ima Riemannov integral: indikatorska funkcija
racionalnih brojeva veé je protuprimjer.

Za dokaz opcega kriterija integrabilnosti trebat ¢e nam sljedec¢a posljedica potpunosti
realnih brojeva. Skup K C [a, b] zovemo zatvorenim u [a,b] ako za svaki niz (¢,) iz K koji
konvergira prema c € [a, b] vrijedi ¢ € K.

Lema 5.3.9 (Kona¢ni potpokrivac). Neka je K C [a,b] zatvoren i neka ga pokriva familija
otvorenih intervala. Tada ga pokriva veé konaéno mnogo intervala iz te familije. Stovise,
postogi 6 > 0 takav da je svaki podsegment J C |a,b] duljine manje od 0 koji sijece K
sadrzan u jednom od intervala pocetne familije.

Dokaz. Pretpostavimo da ne postoji konaéni potpokriva¢. Raspolovimo [a, b]. Barem jedan
od dobivenih segmenata J; ima svojstvo da K M .J; nema kona¢ni potpokrivac; inace bismo
spajanjem dvaju kona¢nih potpokrivaca dobili takav pokrivac¢ za K. Nastavljajuc¢i dobivamo
ugnijezdene segmente J,, duljina (b—a)/2" s istim svojstvom. Njihov je presjek jedna tocka
c. Odaberemo ¢, € KNJ,; ti suskupovi neprazni, jer prazan skup ima konacni potpokrivac.
Buduéi da ¢,, — ¢, zatvorenost daje ¢ € K. Neki interval pocetne familije sadrzi ¢, pa, zbog
otvorenosti i smanjivanja duljina, sadrzi cijeli J,, za dovoljno velik n. To je kona¢ni pokrivac
za K N J,, sto je proturjecje.

Za drugu tvrdnju za svaki ¢ € K odaberemo r. > 0 tako da je (¢ — 2r., ¢+ 2r.) sadrzan
u nekom intervalu pocetne familije. Intervali (¢ — r., ¢+ r.) pokrivaju K, pa prema prvom
dijelu dovoljan je konacan izbor sredista ci, ..., cs. Stavimo 6 = min; 7., > 0. Ako J sijece
K, neka je y € J N K i odaberimo i takav da je |y — ¢;| < r.,. Za svaki z € J tada je

lz—c|<|lz—yl+|y—a| <d+r, <2r,,

pa je J sadrzan u odgovarajuéem intervalu pocetne familije. Za K = () obje su tvrdnje
neposredne. O
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5.3.5. Lebesgueov kriterij integrabilnosti

Za ogranic¢enu funkciju f: [a,b] — R definiramo oscilaciju u tocki ¢ € |a, b] kao broj

we(c) = 71n1>1£w(f; [a,b] N (c—r,c+T)).
Ovdje za svaki neprazan skup A C [a, b] koristimo istu oznaku w(f; A) = sup, f —inf, f.
Dakle, wy(c) mjeri kolika oscilacija preostaje i u proizvoljno malim okolinama tocke c.

Lema 5.3.10. Funkcija f neprekidna je u ¢ ako i samo ako je we(c) = 0. Za svakin > 0
skup
D, = {c € [a,b] : ws(c) = n}

zatvoren je u [a,b].

Dokaz. Ako je f neprekidna u ¢, u dovoljno maloj okolini vrijedi |f(z) — f(c)| < &/2.
Razlika bilo kojih dviju vrijednosti u toj okolini zato je manja od ¢, pa je njezina oscilacija
najvise €. Kako je ¢ > 0 proizvoljan, ws(c) = 0. Obratno, ako je ws(c) = 0, za svaki
e > 0 postoji okolina u kojoj je oscilacija manja od €. Ta okolina sadrzi i ¢, pa je u njoj
() - fo)] < e.

Neka ¢ ¢ D,,. Postoji r > 0 tako da je oscilacija na [a,b] N (¢ — r,c + r) manja od 7.
Za svaku dovoljno blisku tocku y € [a, b] njezina dovoljno mala okolina sadrzana je u toj
okolini tocke c¢. Stoga je ws(y) <7, odnosno y ¢ D,,. To pokazuje da niz toc¢aka iz D, ne
moze konvergirati prema tocki izvan D,, sto je traZena zatvorenost. O]

Teorem 5.3.11 (Lebesgueov kriterij). Ogranicena funkcija f: [a,b] — R Riemannovo je
integrabilna ako © samo ako skup svih njezinih tocaka prekida ima mjeru nula.

Dokaz. Skup tocaka prekida ozna¢imo s D. Prema prethodnoj lemi
D ={c:ws(c) >0} = U D1 /.
m=1

Nuznost. Pretpostavimo da je f integrabilna. Za fiksirane n > 0 i ¢ > 0 odaberimo
podjelu P takvu da je

ne
Izdvojimo podsegmente J, = [rg_1, k] na kojima je w(f;Ji) = n i nazovimo ih losima.

Njihova ukupna duljina zadovoljava

S (g — i) < U(f,P) ; L(.P) _

A~ ™

Ji los

Ako tocka ¢ € D, nije tocka podjele, nalazi se u unutrasnjosti nekog J;. Dovoljno mala
okolina tocke ¢ tada je sadrzana u J, pa je w(f;Ji) = wy(c) = n. Dakle, ¢ pripada losem
podsegmentu.
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Svaki od kona¢no mnogo losih segmenata mozemo malo proSiriti u otvoren interval
tako da ukupna duljina ostane manja od £/2. Konacno mnogo tocaka podjele pokrijemo
intervalima ukupne duljine manje od /2. Time je D, pokriven intervalima ukupne duljine
manje od €. Zato D, ima mjeru nula. Kako je D prebrojiva unija takvih skupova, i D ima
mjeru nula.

Dovoljnost. Pretpostavimo da D ima mjeru nula. Odaberimo H > 0 tako da je |f| < H.

Za zadani € > 0 stavimo .

2(b—a)

Zatvoren skup D, C D ima mjeru nula, pa ga pokrivaju otvoreni intervali ukupne duljine
manje od £/(4H). Prema lemi o kona¢nom potpokriva¢u mozemo zadrzati samo konac¢no
mnogo njih, recimo Iy, ..., I;. Nekaje G = [1U---Ul i K = [a,b]\ G. Skup K zatvoren je:
ako niz iz K konvergira prema c i ¢ pripada nekom otvorenom I;, i ¢lanovi niza od nekoga
mjesta pripadaju tom intervalu, sto je proturjecje.

Za svaki ¢ € K vrijedi wg(c) < 1, pa postoji otvoren interval V. oko c¢ takav da je
w(f;VeNla,b]) < n. Drugi dio leme daje § > 0 takav da svaki podsegment duljine
manje od ¢ koji sijece K lezi u nekom V.. Odaberimo podjelu P s || P|| < 6.

Podsegmenti koji sijeku K imaju oscilaciju manju od 7. Svi ostali sadrzani su u G, a
oscilacija im je najvise 2H. Ukupna duljina tih ostalih podsegmenata najvise je > 7, |I],
gdje [{a, B)| = f—a. To je elementarna nejednakost za duljine: ako sve intervale rasije¢emo
u njihovim krajevima, svaki mali dio iz unije podsegmenata pokriven je barem jednim [},
pa se pri zbrajanju duljina intervala /; rac¢una barem jednom. Stoga

77:

U(f,P) = L(f,P) < n(b—a) +2H Y _|1;|

j=1
< c + ‘- €
2 2
To je Darbouxov kriterij integrabilnosti. Ako su D, ili K prazni, isti dokaz vrijedi s praznim
pokrivacem, odnosno bez podsegmenata koji sijeku K. O
I I
i L w<n i
C:L : >~+e : t : —o—+ : ' b
D D

n

Slika prikazuje ideju drugoga dijela dokaza. Podsegmenti koji se ne nalaze cijeli u
crvenom pokrivacu imaju malu oscilaciju. Na preostalima oscilacija moze biti velika, ali
njihova je ukupna duljina mala.

Korolar 5.3.12. Svaka ogranicena funkcija na segmentu koja ima najvise prebrojivo mnogo
tocaka prekida Riemannovo je integrabilna.
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Time smo dobili i drugi dokaz integrabilnosti Thomaeove funkcije. Lebesgueov kriterij
pritom govori o skupu tocaka prekida, a ne o skupu tocaka u kojima je funkcija razlicita od
nule.

Zadatak 5.3.1. Neka je f: [a,b] — R rastuéa. Dokazite da za svaku podjelu P, ne samo
za ekvidistantnu, vrijedi

U(f,P)— L(f,P) <|[P|(f(b) - f(a)).

Primijenite tu ocjenu za ogranicavanje pogreske lijevih i desnih pravokutnih suma za integral

fol x? dx.

Zadatak 5.3.2. Za ¢ € [0,1] definirajmo f.(c) = 0, a f.(z) = sin(1/(x — ¢)) za v #
c. Dokazite integrabilnost f. na [0,1] bez upotrebe Lebesgueova kriterija. Koji se dio
argumenta mijenja ako sinus zamijenimo funkcijom ¢ > t7

Zadatak 5.3.3. Neka je (a,) niz nenegativnih realnih brojeva takav da a, — 0. Na
iracionalnim tockama [0, 1] stavimo F(z) = 0, a za skracen razlomak = = p/q stavimo
F(x) = a,. Dokazite da je F' integrabilna s integralom nula. Odredite u kojim je racionalnim
tockama F' neprekidna.

Zadatak 5.3.4. Neka je f: [a,b] — R integrabilna i f > 0. Ako je fff = 0, dokazite da
je f(c) = 0 u svakoj tocki ¢ u kojoj je f neprekidna. Vrijedi li zakljucak f = 0 na cijelom
segmentu bez pretpostavke neprekidnosti?

Zadatak 5.3.5. Neka su f,g: [a,b] — R obje Riemannovo integrabilne i neka skup {z :
f(z) # g(x)} ima mjeru nula. Dokazite da imaju jednak integral.

Uputa: Najprije iz leme o kona¢nom potpokrivacu i elementarne nejednakosti za du-
ljiine zakljucite da nijedan nedegenerirani interval nema mjeru nula. Zato na svakom pod-
segmentu mozete odabrati oznacenu tocku u kojoj je f = g. Primijenite teorem [5.1.10}
Objasnite zasto je pretpostavka integrabilnosti obiju funkcija vazna.

5.4. Integral i primitivna funkcija

Integral smo definirali pomoc¢u gornjih i donjih suma, ne koristeé¢i derivaciju. Sada ¢emo
dokazati vezu izmedu tih dvaju pojmova. Ta ¢e veza istodobno dati postupak za racunanje
integrala i nacin konstruiranja funkcije kojoj je derivacija unaprijed zadana.

5.4.1. Primitivne funkcije i konstanta integriranja

Definicija 5.4.1. Neka je I C R otvoren interval i f: [ — R. Funkciju F: I — R zovemo
primitivnom funkcijom i antiderivacijom funkcije f na I ako je derivabilna i zadovoljava

Fla)=fx) (cel).
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Primjerice, F'(z) = z*/3 primitivna je funkcija od f(r) = z? na R. Istu derivaciju
imaju i sve funkcije 23/3 + C, gdje je C' € R. Sljedeca tvrdnja kaze da smo time dobili sve
primitivne funkcije na tom intervalu.

Propozicija 5.4.2. Ako su F 1 G primitivne funkcije od f na otvorenom intervalu I,
postoji C € R takav da je G(z) = F(x) + C za svaki z € 1.

Dokaz. Funkcija H = G — F zadovoljava H' = 0. Za bilo koje u < v iz I cijeli segment
[u, v] sadrzan je u I, pa Lagrangeov teorem daje ¢ € (u,v) takav da je

H(v) — H(u) = H'(c)(v —u) = 0.
Prema tome, H je konstantna na I. O]

Definicija 5.4.3. Ako f ima primitivnu funkciju F na intervalu I, njezin neodredeni
integral oznacava obitelj svih primitivnih funkcija:

[t@ds=r@+e.  cer

Broj C' zovemo konstantom integriranja.

Odredeni integral fab f(z) dx realan je broj, a neodredeni integral oznacava obitelj funk-
cija. U racunskim formulama zapis F'(z) 4+ C znaci da proizvoljnu konstantu treba dodati
tek dobivenoj primitivnoj funkciji.

Pretpostavka da je domena interval bitna je za jedinstvenu konstantu. Na skupu R\ {0}
primitivne funkcije od 1/x imaju oblik

1 C_ 0
Fle) = nlz|+C_, z <0,
In|z|+ Cy, x>0,

gdje su C_ i C'y neovisne konstante. Na svakoj povezanoj komponenti domene dobivamo

zasebnu konstantu.

5.4.2. Integral s promjenjivom gornjom granicom

Teorem 5.4.4. Neka je f: [a,b] — R Riemannovo integrabilna i definirajmo

Az) ::/ f@dt (e fab)).
Tada je A Lipschitzova, pa posebno neprekidna funkcija. Tocénije, za M = SUP[q 4 |f| vrijedi
[A(y) — A(@)| < My — x| (2,9 € [a,0]).
Ako je f neprekidna u ¢ € {a,b), tada je A derivabilna u c i A'(c) = f(c). Ako je f

neprekidna v kraju segmenta, vrijedi odgovarajuca jednostrana jednakost: A’ (a) = f(a),

odnosno A’ (b) = f(b).
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Dokaz. Integrabilnost na svakom podsegmentu i orijentacija integrala pokazuju da je A
dobro definirana te da je

mw—mm:/ﬁmw.

Ocjena (5.3)) sada daje Lipschitzovu ocjenu.
Neka je f neprekidna u c. Za h # 0 takav da ¢ + h € [a, b] vrijedi

c _ c cth
AR po - [0 - sy

Ako je Jj, segment s krajevima c i ¢+ h, tada je

A(c+ h) — A(ce)
h

— fle)| <sup[f(t) — flo)]. (5.4)

tedy

Za zadani € > 0 neprekidnost daje 6 > 0 takav da je [f(t) — f(c)| < e kad je |t —¢| < ¢
itea,b. Ako je 0 < |h| < 4§, desna strana u (.4)) najvise je e. Slijedi trazeni limes. U
krajevima segmenta isti dokaz vrijedi samo za dopusteni predznak od h. O

Alc + 1) —A(c)

1
1
1
1
1
1
1
1
!
Cc

c+h

Za h > 0 kvocijent (A(c+h) — A(c))/h jest prosjecna vrijednost funkcije f na [, c+ h].
Neprekidnost jaméi da se ta prosjeéna vrijednost priblizava broju f(c) kada se interval
suzava. Ocjena u dokazu vrijedi i za h < 0 te za funkcije oba predznaka.

Teorem 5.4.5 (Postojanje primitivne funkcije). Svaka neprekidna funkcija f: I — R na
otvorenom intervalu I tma primitivnu funkciju. Za proizvoljnu cvrstu tocku a € I jedna je
takva funkcija

Fla) = /mf(t) it (zel).
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Dokaz. Prema teoremu f je integrabilna na svakom segmentu sadrzanom u I. Zato
je F definirana za sve x € I, i za © < a. Za zadani ¢ € I odaberimo segment [u, v] C I koji
u svojoj unutrasnjosti sadrzi i a i ¢. Na tom segmentu

Flz) = / F(#) di — / F(t)dt.

Drugi ¢lan ne ovisi o z, pa teorem [5.4.4 daje F’(c) = f(c). O]

Teorem 5.4.6 (Newton—Leibnizova formula). Neka je f: [a,b] — R Riemannovo integra-
bilna. Ako je F: [a,b] — R neprekidna na |a,b], derivabilna na (a,b) i

Fz)=f(z)  (a<z<b),

onda vrijedi

/ f@)dz = F(b) — Fla). (5.5)

Dokaz. Za bilo koju podjelu P = {a = 29 < x; < --- < x,, = b} primijenimo Lagrangeov
teorem na svaki segment [z)_1,x;]. Postoje & € (zy_1, zx) takvi da je

F(xp) — Fop—1) = f(&)(xr — Tp-1)-

Zbrajanjem i poniStavanjem meduclanova dobivamo
F(b) = F(a) =Y f(&)(ar — z4m).
k=1

Desna je strana Riemannova suma, pa lezi izmedu L(f, P) i U(f, P). Izaberemo li podjele

¢ije norme teze nuli, teorem [5.1.10[ daje (5.5]). O

Razliku na desnoj strani ¢esto pisemo kao [F(z)]%. U teoremu ne trazimo derivaciju u
krajevima segmenta, a vrijednosti f(a) i f(b) ne pojavljuju se u dokazu. Takoder, ne zahti-
jevamo neprekidnost od f: dovoljni su njezina integrabilnost i postojanje navedene funkcije
F'. Neprekidnost od F' na cijelom segmentu ipak je potrebna, jer se njegove vrijednosti u
krajevima pojavljuju u formuli.

Primjer 5.4.7. Za f(x) = 2 i F(x) = 23/3 dobivamo

b 3710 B3 — g3
2de = | L | = .
/a r*dx 7). 3
Konstanta u primitivnoj funkciji nestaje pri oduzimanju: (F(b) + C) — (F(a) + C) =
F(b) — F(a). Zbog dogovora o orijentaciji ista formula vrijedi i za a > b.
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5.4.3. Integralni teoremi srednje vrijednosti

Teorem 5.4.8. Ako je f: [a,b] — R neprekidna i a < b, postoji ¢ € {(a,b) takav da je

L/f@M%zﬂ@@—@-

Dokaz. Funkcija A(x) = [ f(t) dt neprekidna je na [a,b] i derivabilna u unutrasnjosti, uz
A" = f. Lagrangeov teorem daje ¢ € (a,b) takav da je A(b) — A(a) = A'(c)(b — a), sto je
trazena jednakost. O

1 b
b—a/ f(z)dx

zovemo prosjecnom vrijedno$éu funkcije na [a,b]. Za neprekidnu funkciju ta je vrijednost
dosegnuta u unutrasnjoj tocki segmenta. Za integrabilnu funkciju s prekidom ne mora biti
vrijednost funkcije ni u jednoj tocki.

Broj

Teorem 5.4.9 (Tezinski teorem srednje vrijednosti). Neka je f: [a,b] — R neprekidna, a
g: la,b] = R integrabilna i nenegativna. Postoji ¢ € |a,b] takav da je

b b
[ 1@ = s [ gt
Ako je fabg > 0, to znaci da je teZinska prosjecna vrijednost

2 f(@)g(z) do
ff g(z) dz

jednaka nekoj vrijednosti funkcije f.

Dokaz. Umnozak fg integrabilan je prema teoremu [5.2.2, Neka su m i M minimum i
maksimum od f na [a,b]. Iz mg < fg < Mg slijedi

b b b
m/g</fg<M/g-

Ako je f:g = 0, tada je i fab fg = 0, pa odgovara bilo koji ¢ € [a,b]. Ako je taj integral
pozitivan, podijelimo s njime. Dobiveni kvocijent lezi u [m, M|, pa ga neprekidna funkcija
f poprima prema teoremu o meduvrijednosti. O

Ista tvrdnja vrijedi za nepozitivnu tezinu g, primjenom teorema na —g. Pretpostavku
o predznaku ne smijemo izostaviti: za f(x) = g(x) = z na [—1,1] vrijedi fjlg =0, a

IY fg=2/3.
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Teorem 5.4.10 (Cauchyjev integralni teorem srednje vrijednosti). Ako su f,g: [a,b] — R
neprekidne i a < b, postoji ¢ € {(a,b) takav da je

00 [ 1@t =10) [ owrar

Dokaz. Primijenimo Cauchyjev teorem srednje vrijednosti na funkcije F(z) = [ f(¢)dt i
G(z) = [ g(t) dt. One su neprekidne na segmentu i derivabilne u unutrasnjosti, uz F’ = f
i G’ = g. Dobivena jednakost

G'(c)(F(b) = F(a)) = F'(c)(G(b) — G(a))
jest upravo trazena tvrdnja. O]

Ovaj iskaz ne zahtijeva predznak od g. Medutim, dijeljenje s g(c) ili s fab g dopusteno
je samo ako smo zasebno opravdali da odgovarajuéi nazivnik nije nula.

Korolar 5.4.11. Ako je f: [a,b] — R neprekidna i nenegativna, a < b, onda je
b
/ f(x)de =0 <= f(x)=0 za svaki x € [a,b].

Dokaz. Jedan smjer je neposredan. Ako bi bilo f(¢) > 0 u nekoj tocki ¢ € [a, b], neprekid-
nost bi dala nedegenerirani podsegment [u, v] C [a, b] na kojem je f(x) > f(c)/2. To vrijedi
i kada je ¢ kraj segmenta, uz jednostranu okolinu. Nenegativnost, aditivnost i monotonost

integrala tada daju
b v
/ f>/ =190 s

Sto je proturjecje. O

Za opc¢u neprekidnu funkciju jedan nulti integral ne znaci da je funkcija nula: primjerice,
f_llxdx = 0. Ako su, medutim, integrali neprekidne funkcije po svim nedegeneriranim
podsegmentima jednaki nuli, funkcija mora biti nula. Doista, iz f(c) # 0 neprekidnost daje
podsegment na kojem funkcija ima stalan predznak i apsolutnu vrijednost veéu od | f(c)|/2,
pa integral po tom podsegmentu nije nula.

5.4.4. Integrabilnost i postojanje primitivne funkcije

Primjer 5.4.12. Funkcija
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Riemannovo je integrabilna, ali nema primitivnu funkciju na (—1,1). Naime, derivacije
imaju Darbouxovo svojstvo (teorem 4.4.5)), a ova funkcija izmedu vrijednosti 0 i 1 ne po-
prima vrijednost 1/2. Njezina je funkcija integrala

:/ f(t) dt = max{x,0}.

0

Ona je neprekidna, ali nije derivabilna u nuli. To je u skladu s teoremom [5.4.4] koji
jednakost A’(c) = f(c) jaméi u tockama neprekidnosti od f.

Primjer 5.4.13. Postojanje primitivne funkcije samo po sebi ne jamé¢i Riemannovu inte-
grabilnost njezine derivacije. Definirajmo na R

Hiz) = r?sin(1/2?), x #0,
0, xz=0.
Za x # 0 vrijedi
2
H'(z) = 2wsin(1/2?) — Ecos(l/xQ),

a iz |[H(h)/h| < |h] slijedi H'(0) = 0. Derivacija nije ograni¢ena na [—1,1]: za x, =
(2n) =2 vrijedi H'(z,) = —2/x, — —oco. Zato H' nije Riemannovo integrabilna na tom
segmentu, iako joj je H primitivna funkcija na cijelom realnom pravcu.

Zadatak 5.4.1. Neka je f neprekidna na otvorenom intervalu I,ael auv:J —1
derivabilne na otvorenom intervalu J. Pomoc¢u funkcije F(y f Y f(t) dt dokazite

v(x)
LI 5= s - o)

Objasnite zasto formula vrijedi i kad se medusobni poredak brojeva u(z) i v(x) mijenja.

Zadatak 5.4.2. Neka je f neprekidna na [a,b], a < b. Dokazite da vrijedi

—/|f )| do

ako i samo ako je f > 0 na cijelom segmentu ili je f < 0 na cijelom segmentu. Uputa:

Primijenite korolar [5.4.11{ na jednu od funkcija |f| — f 1 |f| + f.

x) dx

5.5. Metode integriranja

Primitivnu funkciju trazimo tako da pravila za deriviranje ¢itamo u obrnutom smjeru.
Linearnost derivacije daje direktno integriranje, pravilo za derivaciju kompozicije daje sup-
stituciju, a pravilo za derivaciju produkta daje parcijalnu integraciju. Kada tako nademo
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primitivnu funkciju, odredeni integral racunamo Newton—Leibnizovom formulom, uz pro-
vjeru njezinih pretpostavaka.

Svaka neprekidna funkcija na otvorenom intervalu ima primitivnu funkciju, ali ona ne

o . . . . . " .s 2 ~ . o e o s

mora biti elementarna. Primjerice, primitivna funkcija od e ne moze se izraziti kona¢nim
kombiniranjem elementarnih funkcija; tu ¢injenicu navodimo bez dokaza. Postojanje pri-
mitivne funkcije zato treba razlikovati od moguénosti njezina zapisivanja elementarnom
formulom.

Neodredene integrale promatramo na intervalima. Konstanta C proizvoljan je realan
broj. Na razli¢itim komponentama domene mozemo je odabrati neovisno. Skrac¢enu oznaku

upotrebljavat ¢emo za razliku vrijednosti primitivne funkcije.

5.5.1. Osnovna tablica i direktno integriranje

Sljedeca tablica dobiva se provjerom derivacija iz prethodnoga poglavlja. U stupcu s pri-
mitivnom funkcijom izostavljena je aditivna konstanta.

f(z) | F(z) | Podrucje valjanosti

@ >0, aeR\{-1}

1
— Injz| |2#0
T

er er z € R
aﬁ?

a® re€R a>0,a#1
Ina

sinx | —cosxz | x€R

CcosS T sinz |z €R

1

5 tgx | cosx #0
cos’ @

—5 —ctga | sinz #0
sin®

Hiperbolne i inverzne funkcije daju sljedec¢e formule:
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f(x) F(z) | Podrugje valjanosti
shx chz r€R
chz shx reR
ch12 - thx reR
sh12 " —cthx |2 #0
; arcsinz | |z| <1
=)
52 arctanz | x € R
1
\/ﬁ arshr |reR

Za preostale dvije hiperbolne formule vazno je razdvojiti intervale:
dx 1

———=—-In
1—a2 2

— h 1
:ln’x—k x2—1’+C: archz + C, x>1,
—arch(—z)+C, x<—1.

1+2z
1l—=x

~Jarthe +C, |z <1,
~ arcthz +C, |z > 1,

/ dx

var—1
Drugi redak posljednje formule nije arch z: ta realna funkcija nije definirana za x < —1. U
prvom retku tablice uvjet x > 0 osigurava da proizvoljna realna potencija bude definirana.
Za nenegativne cjelobrojne eksponente formula vrijedi na cijeloj R, a za negativne cjelo-

brojne eksponente razlicite od —1 na svakom intervalu koji ne sadrzi nulu. Druge realne
domene racionalnih potencija provjeravamo zasebno.

Propozicija 5.5.1 (Linearnost primitivnih funkcija). Neka su F' 1 G primitivne funkcije
od f i g na otvorenom intervalu I. Za o, € R funkcija oF + G primitivna je funkcija
od af + Bg na I.

Dokaz. Vrijedi (oF + G) = aF' 4+ G’ = af + fBg. O
U uobicajenome racunu neodredenih integrala zato piSemo

[(@f@ + B9 do = aF () + 5G(w) + €.

Jedna proizvoljna konstanta na desnoj strani dovoljna je za sve primitivne funkcije na
promatranom intervalu.
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5.5. Metode integriranja

Primjer 5.5.2. Za = > 0 najprije pojednostavimo izraz:

ab —2x' 4+ 3x — Va?+5
NG -
Integriranjem svakoga pribrojnika dobivamo

2 4 6
ﬁ$11/2 — §.T9/2 + 3r — ?I'?/G -+ 10\/5 + C

Prije primjene tablice ¢esto je korisnije urediti podintegralnu funkciju nego odmah uvoditi
novu varijablu.

222 =222 43— g6 4 512,

5.5.2. Supstitucija ili uvodenje nove varijable

Teorem 5.5.3 (Supstitucija). Neka su I,J otvoreni intervali, F' = f na I, a ¢: J — 1
derivabilna. Tada je F o @ primitivna funkcija od (f o p)¢' na J.
Ako je, dodatno, f neprekidna na I i o € CY(J), onda za sve o, B € J vrijedi

B ) ©(B)
| sewwi= [ pw (56)

@ e(a)
Nige potrebno da ¢ bude monotona. Odredeni oblik vrijedi i kada je f neprekidna samo na
segmentu K koji sadrZi sliku segmenta integriranja, a ¢ klase C* na segmentu s krajevima

a, (.

Dokaz. Prva je tvrdnja pravilo za derivaciju kompozicije:

(Fop)(t)=F'(ot)¢'(t) = flet)y'(t).

Uz dodatne pretpostavke obje podintegralne funkcije u neprekidne su na segmentima
integriranja, pa su integrabilne. Prema teoremu obje su strane jednake F'(o(f)) —
F(¢(a)). Za obrnuti poredak granica koristimo orijentaciju integrala.

Za posljednju tvrdnju prosirimo f sa segmenta K = [p,¢| na neprekidnu funkciju na
R, uzimajuéi vrijednost f(p) lijevo od p i vrijednost f(q) desno od g. To prosirenje ima
primitivnu funkciju na R. Isti dokaz sada primjenjujemo na kompoziciju te primitivne
funkcije s ¢ na segmentu integriranja. [

Tvrdnja o primitivnoj funkciji i tvrdnja o odredenom integralu imaju razlicite pretpos-
tavke. Sama derivabilnost ¢ i postojanje primitivne funkcije F' ne osiguravaju postojanje
Riemannovih integrala u (5.6)). Neprekidnost iz druge tvrdnje mozemo zamijeniti izravnom
pretpostavkom da oba integrala postoje: uz pretpostavke prve tvrdnje tada opet primje-
njujemo Newton—Leibnizovu formulu.

Oznake © = ¢(t) i dz = ¢/(t)dt sazimaju upravo (5.6). Pri ratunanju odredenog
integrala istodobno mijenjamo podintegralni izraz i granice. Ako je ¢ bijekcija s J na I te
¢ # 0, mozemo se nakon racunanja neodredenog integrala vratiti na t = p~!(z); pravilo
za derivaciju inverza tada opravdava i taj postupak.
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Poglavlje 5. Riemannov integral

Primjer 5.5.4. Za f(z) = x i p(t) = sint na [0, 7] dobivamo

T 0
/ sintcostdt—/ zdr = 0.
0 0

Funkcija © najprije raste od 0 do 1, a zatim pada od 1 do 0. Faktor ¢’ vodi ra¢una o

p(t) = sint fle()¢' (1)

Primjer 5.5.5. Ako je ¢ derivabilna i nema nultocaka na otvorenom intervalu, onda

(@) b o(a
/q(x) dr =1In|q(x)| + C.

Posebno,

2 b
/#[;de:ln|ax2+bx+c|+0

na svakom intervalu na kojem nazivnik ne iS¢ezava. Formula obuhvaca i linearne te nenulte
konstantne nazivnike. Za x > 0 supstitucija t = Inx daje

/ln—xdx = —(lnz)*+C.

Za cijeli n > 0 slicno dobivamo

n+1

/sin"xcos:cdx _sm + C.
n+1
Primjer 5.5.6. Neka je a > 0. Izracunajmo
/ dx 2] >
_— x| > a.
Va2 — a?

Domena ima dvije komponente. Za t = a/x vrijedi
—a? =|z|vV1 -t
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pa se apsolutna vrijednost ne smije izostaviti. Na z > a supstitucija daje —a™' [(1 —
t2)~Y2dt, ana x < —a daje a™! [(1 — t?)"Y2dt. Zato je rezultat

1 . a
——arcsin—+Cy, x> a,
a x
1 . a
—arcsin— + C_, r < —a.
a x

Oba slucaja mozemo zapisati jednim izrazom

1
2 arccos — +C,
a ||

pri ¢emu konstanta moze biti razli¢ita na dvjema komponentama. Deriviranjem zasebno za
x> aix < —a provjeravamo rezultat.

Za uklanjanje korijena cesto koristimo sljedece supstitucije:

korijen supstitucija | izbor intervala
va? —a? r=asint | —7w/2<t<T/2
Vva? + x? r = asht teR (a>0).
x2—a? x>a | x=acht t>0
Va2 —a? v < —a|x=—acht t>0

Na naznacenim intervalima poznajemo predznak izraza koji izlazi iz korijena. Alternativno,
za va? + x? mozemo uzeti x = atgt, —mw/2 < t < 7w/2, a za pozitivnu granu v z? — a? uzeti
xr=a/cost, 0 <t <m/2.

Primjer 5.5.7. Supstitucija x = tgt, |t| < /2, daje

dx T
S tdt =sint +C = ———
/(1—|—x2)3/2 /cos sint + C 1+$2+C

Predznak je opravdan uvjetom cost > 0. Za r > 0 supstitucijom z = rsint izravno u
odredenom integralu racunamo

r w/2 2 in 2t /2 2
/ \/Tz—l‘le‘:TQ/ cos%dtz% {t+sn; ] i
0 0

0

Ovdje su funkcije neprekidne i na krajevima, pa nulta derivacija supstitucije u ¢t = 7/2 ne
smeta primjeni odredenog oblika formule.

Primjer 5.5.8. Za m,n € N formula za produkt sinusa daje

(cos((m — n)z) — cos((m + n)z)).

N —

sin(max) sin(nzx) =
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Ako je m # n, slijedi

[ty - 25058 -
Za m = n potrebno je racunati zasebno:
in(2
/sinz(mx) dx = g — Slni—mmx) + (.

Posebno,

/2, m=n.

/0” sin(mx) sin(nx) dr = {0, m#£n,

5.5.3. Parcijalna integracija i redukcijske formule

Teorem 5.5.9 (Parcijalna integracija). Neka su u,v € C'([a,b]). Tada

/a ' (o) (@) da

Opcenitije, dovoljno je da su u,v neprekidne na [a,b], derivabilne na (a,b), te da produkti
wv’ i v'v imaju Riemann-integrabilna prosirenja na |a, b).

Il
=
s
S~—
e
)
=
Q o
|
s\
o
g\
&
=
&
oW
S

Dokaz. Funkcija uv neprekidna je na segmentu, a na njegovoj unutrasnjosti vrijedi (uv) =
u'v +uv'. Zbroj s desne strane integrabilan je prema pretpostavkama. Newton-Leibnizova
formula i linearnost integrala daju

fuu]? /auv—i-uv /uv+/uv

Sto je trazena jednakost. Pretpostavka u,v € C'([a, b]) osigurava sve navedene uvjete. [

Neodredeni oblik zapisujemo kao

Dovoljna je derivabilnost u, v i postojanje jedne od dviju primitivnih funkcija; tada drugi
izraz dobivamo iz pravila za produkt. Na kraju dodajemo jednu proizvoljnu konstantu.
Primjerice,

/a:exdx:a:ex—/exda::(a:—l)ex—i—C,
a za x > 0 vrijedi
/lnxdx:xlnx—/ldm:xlnx—x+0.

U prvom primjeru deriviranjem pojednostavljujemo faktor x; u drugom integrand proma-
tramo kao produkt Inx - 1.
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5.5. Metode integriranja

Primjer 5.5.10. Za «, 8 € R trazimo [ e** cos(Sz) dz. Ako je 8 # 0, dvostruka parcijalna
integracija daje, uz izbor konstanti uskladen u medukoracima,

e sin(fr)  « e cos(fr) «
_ = =——— "+ I
CE M CRNRN

Uvrstavanjem druge jednakosti u prvu rjeSavamo jednadzbu za I. Rezultat glasi

I =

ax

/eax cos(Bx) dx = ﬁ(a cos(Bz) + Bsin(Bz)) + C ako (a, B) # (0,0).

Za = 0, o # 0, ista formula slijedi izravno iz [e**dx = e**/a +C. Zaa =3 =0
integrand je 1, pa je rezultat x 4+ C. Tako su obuhvacene i vrijednosti parametara za koje
se u izvodenju ne smije dijeliti s (.

Primjer 5.5.11. Kako bismo izbjegli nejasnoce s aditivnim konstantama, definirajmo

Toodt

Parcijalnom integracijom dobivamo

T v t2 T
=—+472 dt = 2 — .
) = o 20 [ = g 200 — T (o)
Dakle,
2n —1
Jnt1(2) ’ n I (), Ji(x) = arctan x. (5.7)

= +
2n(1 + z2)" 2n
To je redukcijska formula: integral s ve¢im indeksom izrazava pomocu onoga s manjim

indeksom. Primjerice,

x 1
JQ(.%) = m + 5 arctan x.

Buduéi da smo rabili orijentirane integrale od 0 do z, formule vrijede i za negativan z.

5.5.4. Integriranje racionalnih funkcija

Neka je P/Q) racionalna funkcija s realnim koeficijentima i @) # 0. Dijeljenjem polinoma
piSemo
P R

Ako je R = 0, preostaje samo integriranje polinoma. Inace je dovoljno integrirati pravu
racionalnu funkciju, kojoj je stupanj brojnika manji od stupnja nazivnika.

Upotrijebit ¢emo algebarsku ¢injenicu da se svaki realan nekonstantan polinom moze
rastaviti na realne linearne i ireducibilne kvadratne faktore. Ona slijedi iz osnovnog teorema
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Poglavlje 5. Riemannov integral

algebre grupiranjem kompleksno konjugiranih nultocaka; ovdje je prihva¢amo bez dokaza.
Nakon izdvajanja vodeceg koeficijenta nazivnik stoga ima oblik

S

Qz) = cH(ac —a;)" 1_[(:102 +pjz +q)Y, c#0, p? < 4q;,
i=1

j=1

pri cemu su navedeni monic¢ni faktori medusobno razliciti. Ako jedne vrste faktora nema,
odgovarajuc¢i produkt jednak je 1.

Teorem 5.5.12 (Rastav na parcijalne razlomke). Neka su Qq,...,Q,, nekonstantni poli-
nomi, u parovima relativno prosti, te neka je Q = Q1 -+ - Q,,. Ako je deg P < deg ), postoje
jedinstvent polinomi P;, deg P; < deg Q);, za koje je

P P
i=1 ¢!

Ako je q polinom stupnja d > 1 i deg P < kd, tada se P/q" jedinstveno rastavlja kao

k

P R;
— = Z q—j deg R; < d. (5.9)

(S

j=1
Nulti polinomi dopustent su medu brojnicima.

Dokaz. Podsjetimo na dvije posljedice dijeljenja polinoma. Euklidov algoritam za relativno
proste polinome A, B daje polinome U,V takve da je UA+ VB = 1. Zato, ako A dijeli
BC i relativno je prost s B, mnozenjem te jednakosti s C' vidimo da A dijeli C'. Iz toga
indukcijom slijedi i da produkt u parovima relativno prostih polinoma dijeli svaki polinom
koji je djeljiv svakim od njih.

Stavimo X; = @Q/Q;. Buduéi da su X;, Q; relativno prosti, postoje A;, B; za koje je

Neka je P; ostatak pri dijeljenju PA; s ;. Tada je deg P; < deg ®);, a P,X; — P djeljiv je s
Qi. Za j #1i1 P;X; djeljiv je s Q;. Prema tome, svaki ); dijeli polinom

D=P-) PX,
j=1
Zato Q) dijeli D. No deg D < deg (), osim ako je D = 0, pa nuzno vrijedi D = 0. Dijeljenjem
s @ dobivamo na domeni racionalne funkcije.
Za jedinstvenost oduzmimo dva rastava. Mnozenjem s ) i promatranjem djeljivosti s
Q; slijedi da Q; dijeli (P; — P;)X;, pa dijeli P; — P;. Stupanj te razlike manji je od deg Q;,

dakle razlika je nula.
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Za drugu tvrdnju uzastopno dijelimo P s g:
P:qSl—i—Rk, Slzq52+Rk,1, ey degRj<d.

Nakon najvise k koraka kvocijent je nula jer je deg P < kd. Dobivamo P = Ry + qRx_1 +
<o+ ¢" 1Ry i zatim (5.9)). Jedinstvenost ostatka i kvocijenta pri svakom dijeljenju daje
jedinstvenost rastava. 0

Relativno prosti polinomi nemaju zajednicki nekonstantni djelitelj. Nije dovoljno provje-
riti samo zajednicke realne nultocke: primjerice, x2+1 i (2?+1)? nemaju realnih nultocaka,
ali nisu relativno prosti.

Primjenom teorema prvo na potencije razli¢itih ireducibilnih faktora, a zatim na poje-
dinu potenciju, svaki pravi racionalni izraz svodimo na zbroj izraza

A Ax+ B
(—a)”  (®+pz+q)"

neN, p?<dg.

Prvu vrstu integriramo formulama

1
/ d =In|zr —a|+C, /d—x:_ +C (n>2).

rT—a (x —a)” (n—1)(x —a)* !

Za drugu vrstu stavimo

@o(r) =2’ +pr+q=(x+p/2°+d  d:=+\/q-p*/4>0.

Brojnik rastavljamo kao

A A
Ar+ B = 5(2x+p)+B—7p.
Dio proporcionalan derivaciji nazivnika integrira se izravno:
Az + B A B — Ap/2 2
/;T—;) dx = §lnq0(x) + Tp/ arctan# +C,

a zan > 2 dobivamo

Az + B A Ap) 12 (:c—i—p/Q)
— —dr=— +(B-= a7y, —L=) +C.
/ Go()" 2(n — 1)go ()"~ ( 2 d

Posljednja formula slijedi supstitucijom ¢ = (x 4+ p/2)/d i redukcijom (5.7). Time je svaki
integral racionalne funkcije sveden na polinome, racionalne funkcije, logaritme i arkus tan-
gense.

Primjer 5.5.13. Izracunajmo, na svakom intervalu koji ne sadrzi 1,

/2x3—x2+2x+1

TR
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Trazimo rastav oblika
A B Cx+ D

:z:—1+(a:—1)2+ 241"

Mnozenje zajednickim nazivnikom daje polinomni identitet

20% — 2 + 20+ 1=A(x — 1)(2®* + 1)+ B(z* + 1) + (Cx + D)(z — 1)

Usporedbom koeficijenata dobivamo A = 1, B = 2, C' = 1, D = 0; vrijednost B = 2
mozemo odmah ¢itati uvrstavanjem x = 1. Stoga je integral jednak

2
ln|x—1]——1+ ln(ac +1)+C.
T

Dobiveni rastav mozemo provjeriti vracanjem na zajednicki nazivnik, a primitivnu funkciju
deriviranjem.

5.5.5. Integralni oblik Taylorova ostatka

Taylorov teorem iz prethodnoga poglavlja daje ostatak u Lagrangeovu obliku, s derivacijom
u jednoj nepoznatoj medutocki. Uz neprekidnost najvise derivacije ostatak mozemo zapisati
kao odredeni integral.

Teorem 5.5.14 (Taylorova formula s integralnim ostatkom). Neka je I otvoren interval,
ne€Ny, f€C(I)icel. Za svaki x € I vrijedi

), @
s =3 Lt L [ e oy a

Ako je |f" ()| < M na segmentu s krajevima c, z, onda za ostatak R, (x) vrijedi

M
< . n+1
Dokaz. Za n = 0 formula je Newton—Leibnizova jednakost f(x) ) + f f'(t)dt. Pret-

postavimo da formula vrijedi za red n i uzmimo f € C™"*2(I). Parcualna integracija, s x
kao fiksnim parametrom, daje

%/x f(nJrl)(t)(x { f n+1 m - t)”“r

+ n — / f(n+2) . t)nJrl dt
{;:_1)1() (x — C)n-i-l / f n+2 _ t)n-i—l dt.
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Uvrstavanjem dobivamo tvrdnju za red n + 1. Parcijalna integracija vrijedi i za obrnute
granice, pa dokaz obuhvaca xr < c, x =cix > c.

Za ocjenu stavimo a = min{c,z} i b = max{c,x}. Trokutna nejednakost za integral
daje

M ’ n M n

Posebno, za n = 1 imamo

F(e) — f(0) - F(Q)x—¢) = / ") — 1)

To je tocan izraz za pogresku aproksimacije tangentom. Na slici su prikazani f(x) = e”,

¢ = 01 vrijednost ostatka za jedan pozitivan x.

c=10

Primjer 5.5.15. Za f(z) = e*, c =01 |z| < r iz prethodnoga teorema slijedi

n k

e’ = T R, (x), |R.(x)] <e

k=0

Ll

(n+ 1)l

8

Na desnoj strani imamo eksplicitnu ocjenu pogreske konac¢ne polinomne aproksimacije; za
njezinu primjenu ne treba unaprijed raspolagati teorijom redova funkcija.

Zadatak 5.5.1. Izracunajte primitivne funkcije, navodedi intervale na kojima vrijede vasi

rezultati:
In |z| x 1 1

r V1—2? 22— 4 /2?2 — 4

U posljednja dva primjera zasebno provjerite negativhu komponentu domene.
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Zadatak 5.5.2. Supstitucijom z = sint izracunajte fOQW sin?t cost dt. Objasnite zasto nije

potrebna injektivnost supstitucije. Usporedite s integralom fozw | cost| dt i odredite na koliko
je intervala prirodno podijeliti racunanje drugoga integrala.

Zadatak 5.5.3. Za n € N stavite [,, = foﬂ/Q sin" t dt. Parcijalnom integracijom dokazite

—1
In = z [n72 (n Z 2)7
n

te pomocu Iy = 7/2 i I} = 1 izracunajte I, i I5.
Zadatak 5.5.4. Rastavite na parcijalne razlomke i integrirajte

r? 41 1 T+ 2
x(x —1)% =1’ (22 + 22 +5)2

Navedite sve intervale na kojima je definirana pojedina racionalna funkcija. Pritom kons-
tante integriranja na odvojenim intervalima ne moraju biti jednake.

Zadatak 5.5.5. Primijenite Taylorovu formulu s integralnim ostatkom na f(z) = In(1+x)
u tocki ¢ = 0, za |z|] < 1/2 in = 2. Dobijte polinom z — 2?/2 i eksplicitnu ocjenu
pogreske. Zatim pomocu predznaka integranda odredite predznak ostatka za 0 < x < 1/2
iza—1/2< <0

5.6. Primjene integrala u geometriji

Integral ¢emo sada povezati s povrSinom ravninskoga lika, volumenom rotacijskoga tijela,
duljinom krivulje i povrsinom rotacijske plohe. U svakom je sluc¢aju vazno razlikovati geome-
trijsku veli¢inu od njezine aproksimacije. Konac¢an zbroj pravokutnika, valjaka ili duzina jos
nije trazena veli¢ina; treba objasniti zasto odgovarajuce aproksimacije imaju jedinstvenu
grani¢nu vrijednost.

5.6.1. Povrsina ravninskoga lika

Povrsinu pravokutnika definiramo kao umnozak duljina njegovih stranica. Povrsina konacne
unije pravokutnika kojima se unutrasnjosti ne sijeku jest zbroj njihovih povrSina. Za lik
omeden neprekidnim grafovima koristit ¢emo pravokutnike koji su sadrzani u liku i pravo-
kutnike koji ga pokrivaju. Ako se donje i gornje aproksimacije mogu proizvoljno pribliziti,
njihovu zajednicku grani¢nu vrijednost zovemo povrsinom lika. Rubovi pravokutnika ne
utjecu na njihove povrsine.

Teorem 5.6.1. Neka su f,g: [a,b] — R neprekidne funkcije i neka je a < b. Povrsina lika
1zmedu njthovih grafova jednaka je

P= / () - g(a)] da.
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5.6. Primjene integrala u geometriji

Posebno, ako je g < f na la,bl], tada je

P= [ (#@) - gla)) de

Dokaz. Najprije pretpostavimo g < f. Uzmimo podjelu a =29 < 21 < --- <z, = bina
I, = [xp_1, )] oznacimo

I f_ 9 — i g _
my, = min f, M, = max f, m,, =ming, M, = maxg.
I I Iy, I,

Vanjski pravokutnik nad [ ima visinu M, ,f — mj. Visina unutarnjega pravokutnika jest
max {0, m] — M?}.

Ako je ta visina nula, pravokutnik ne doprinosi povrsini. Razlika visina vanjskoga i unu-
tarnjega pravokutnika nije veca od

(M —mi) + (M} —m).

To slijedi neposrednim oduzimanjem ako je m£ > M7; u suprotnom koristimo m£ < M.

Zbog jednolike neprekidnosti funkcija f i g, za svaki ¢ > 0 mozemo izabrati podjelu
dovoljno sitnu da su obje oscilacije na svakom [; manje od ¢. Razlika ukupne vanjske
i unutarnje povrsine tada je manja od 2¢(b — a). Svaka unutarnja aproksimacija ima
povrsinu najvise jednaku svakoj vanjskoj aproksimaciji; to mozemo provjeriti prelaskom
na zajednicku podjelu pravokutnika. Zato su supremum unutarnjih i infimum vanjskih
povrsina jednaki.

Za svaki odabir & € I}, vrijedi

max{0,m{ — M{} < (&) — 9(&) < M{ —m{.

Pripadna Riemannova suma lezi izmedu unutarnje i vanjske povrSine, a njezin je limes
fab( f —g). Time je dokazana formula za povrsinu.

U opéem sluc¢aju primijenimo dokazano na neprekidne funkcije v = min{f, g} i v =
max{ f, g}. Kako je v —u = |f — g¢|, dobivamo trazenu formulu. O]

Y
Y=,y =2%/4

r—x%/4

0 4
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Poglavlje 5. Riemannov integral

Primjer 5.6.2. Grafovi funkcija  — x i z — 2?/4 sijeku se za x = 0 i x = 4. Izmedu tih
tocaka vrijedi 72/4 < x, pa je povrSina omedenoga lika

4 x? 22 23]t 8
P = ——)dr=|———| =-.
[ (e-%F)e=2-5),-3

Za neprekidnu funkciju f integral fab f jednak je povrsini dijela izmedu grafa i osi x koji
lezi iznad osi, umanjenoj za povrsinu dijela ispod osi. Geometrijska povrsina cijeloga lika

jest fab |f|. Primjerice,
1 1
/ rdr =0, / |z| dx = 1.
-1 —1

Potiranje pozitivnih i negativnih doprinosa svojstvo je integrala, a ne geometrijske povrsine.

5.6.2. Volumen rotacijskoga tijela

Rotacijom lika 0 < y < R(z), a < = < b, oko osi = nastaje tijelo ¢iji je presjek okomit
na tu os krug polumjera R(z). Ako uklonimo sredisnji dio do polumjera r(z), presjek je
kruzni vijenac. Koristit ¢emo poznatu formulu 7p*h za volumen valjka polumjera p i visine
h. Volumen valjka s kruznim vijencem kao bazom zato je w(R?* — r?)h.

Volumen ¢emo odrediti pomoc¢u konacnih unija valjaka sa zajednickom osi. Za unutarnju
aproksimaciju trazimo da je unija sadrzana u tijelu, a za vanjsku da ga pokriva. Dijelovi iz
susjednih slojeva imaju disjunktne unutrasnjosti, pa im se volumeni zbrajaju.

Teorem 5.6.3. Neka su r, R: [a,b] — R neprekidne i neka je 0 < r(z) < R(x) za svaki
x € |a,b]. Volumen tijela nastaloga rotacijom lika

{(zy) ra<a<b, r(z) <y < R(v)}

oko osi x jednak je
b
V= 7r/ (R(z)* = r(z)?) da. (5.10)

Posebno, zar =0 dobivamo V = fab R(z)*dz.

Dokaz. Nad intervalom [} zadane podjele uzmimo vanjski valjak s vanjskim polumjerom
maxy, R 1iunutarnjim polumjerom miny, . Unutarnja aproksimacija ima polumjere min;, R
i maxy, r ako je prvi barem jednak drugomu; u suprotnom uzimamo prazan sloj.

Razlika povrsina baza tih valjaka nije veca od

7 | max R?> — min R? + maxr? — minr? | .
Iy, Iy, Iy, Iy,

Jednolika neprekidnost R? i r? pokazuje da se razlika ukupnih vanjskih i unutarnjih volu-
mena moze uciniti proizvoljno malom. Stoga oni odreduju jedinstven volumen. Riemannova
suma funkcije 7(R? — r?) lezi izmedu tih aproksimacija, pa njezin limes daje (5.10)). [
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5.6. Primjene integrala u geometriji

Primjer 5.6.4. Za kuglu polumjera r > 0 koristimo neprekidnu funkciju R(z) = v/r? — 2?2
na [—r,r|. Tada je

r 3717 4
VZ?T/(TZ—I2)dI:7T|:T2I—%} :§7T7‘3.

T

Za primjenu teorema potrebna je neprekidnost polumjera presjeka; derivabilnost funkcije
R na krajevima nije potrebna.

5.6.3. Duljina ravninske krivulje

Parametarskim zapisom ravninske krivulje nazivamo neprekidno preslikavanje

vl Bl = % y(t) = (), y(1)).

Za vektor v = (vy,v7) piSemo |[v]| = /v? +v3. Ako su x i y klase C*, pisemo +/(t) =
(2'(t),y'(t)) i kazemo da je parametrizacija klase C''. Derivacije na krajevima razumijemo
jednostrano.

Definicija 5.6.5. Za podjelu D: a =ty < --- < t, = [ stavimo

(D) = IIv(te) = (=)l

To je duljina upisane poligonalne crte. Duljina parametrizirane krivulje jest
L(v) = sup (D).

Ako je taj supremum konacan, krivulju zovemo rektifikabilnom.

Dodavanje novih toc¢aka podjele ne smanjuje ¢(D), prema nejednakosti trokuta. Ako pa-
rametrizacija prolazi nekim lukom vise puta, tako definirana duljina broji sve prolaske. Kod
jednostavne krivulje bez ponovljenih prolazaka to je duljina njezina geometrijskog traga.
Strogo monotona neprekidna surjektivna promjena parametra ne mijenja duljinu: podjele
u jednom parametru odgovaraju podjelama u drugom, uz eventualno obrnut redoslijed.
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7(t2)
Wto) (t1)

X

upisana poligonalna crta
Teorem 5.6.6. Ako je v(t) = (z(t),y(t)) klase C' na [a, B8], onda je rektifikabilna 1

B
L(y) = / VIR + g (1) dt. (5.11)

Posebno, ako je f € C'([a,b]), duljina njezina grafa jest

L:/:de.

Dokaz. Neka je v(t) = ||[7/(t)||. Ta je funkcija neprekidna. Pokazat ¢emo najprije da za
podjele kojima norma tezi nuli

UD) — / ’ u(t) dt. (5.12)

Za proizvoljan € > 0, jednolika neprekidnost ' i v’ daje § > 0 tako da se svaka od tih
derivacija promijeni za manje od ¢ kada se argument promijeni za manje od ¢. Uzmimo
podjelu norme manje od § i odaberimo & € [ty_1,tx]. Primjenom Lagrangeova teorema
zasebno na x i y dobivamo

[ =20 ey < vae

ty — tp—1

Dvije tocke iz Lagrangeova teorema ne moraju biti iste; obje su unutar istoga malog inter-
vala, $to je dovoljno za ovu procjenu. Iz obrnute nejednakosti trokuta slijedi

n

t(D) — Zv(fk)(tk —lg-1)

k=1

<V2e(8 - ).

Riemannove sume za v konvergiraju njegovu integralu, pa vrijedi ([5.12]).
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5.6. Primjene integrala u geometriji

Preostaje povezati taj limes sa supremumom iz definicije. Za bilo koju fiksnu podjelu
Dy uzmimo sve finije podjele koje sadrze sve njezine tocke. Nejednakost trokuta daje
0(Dy) < {(D), pa prelaskom na limes dobivamo

B

(Do) < / ot) dt.

To vrijedi za svaki Dy, te je i njihov supremum najvise jednak integralu. Obratna nejedna-
kost slijedi iz (5.12)), jer je svaka ¢(D) najvise taj supremum. Time je dokazana (5.11]). Za
graf uzimamo y(z) = (z, f(z)). O

Primjer 5.6.7. Kruznicu polumjera r > 0 parametriziramo s
Y(t) = (rcost, rsint), 0<t<2m.

To je parametrizacija klase C i [|/(t)|| = r, pa je

27
L—/ rdt = 2mr.
0

Za razliku od zapisa polukruznice kao grafa y = +/r?2 — 22, ovaj zapis nema problem s
neogranicenom derivacijom na krajevima intervala. Zato mozemo neposredno primijeniti
upravo dokazani teorem.

5.6.4. Povrsina rotacijske plohe

Neka krivulja v(t) = (z(t),r(t)), a < t < [, lezi u gornjoj poluravnini, odnosno neka je
r(t) = 0. Pretpostavimo da je x strogo monotona, tako da se rotacijom oko osi z pojedini
dijelovi nastale plohe ne prekrivaju. Poligonalnoj aproksimaciji krivulje odgovara ploha
sastavljena od plasteva krnjih stozaca. Za r(tx_1) = r(fx) dobivamo valjak, a ako je jedan
od polumjera nula, stozac.

Iz elementarne geometrije poznata je formula 7(p; + po)s za povrsinu plasta krnjega
stosca ¢iji su polumjeri baza p1, p2, a duljina izvodnice s. Zato je povrsina pripadne aprok-
simacije

AD) =7y (r(te-a) +r(te)) [7(t) = 7 (te-0)]- (5.13)
k=1

Pouvrsinu rotacigske plohe u ovom odjeljku definiramo kao limes tih aproksimacija kada
norma podjele tezi nuli, ako taj limes postoji i ne ovisi o izboru podjela. Sljedeé¢i teorem
opravdava definiciju za parametrizacije klase C*.
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[}

P1

A=m(p1+ p2)s

Teorem 5.6.8. Neka je v(t) = (z(t),r(t)) klase C' na [o, 8], neka je r > 0 i neka je x
strogo monotona. Tada povrsina rotacijske plohe postoji v jednaka je

A=2r / ’ ()2 (O + ' ()2 dt.

Posebno, za nenegativnu funkciju f € C'([a,b]) rotacijom njezina grafa nastaje ploha
povrsine

A:27T/ flx)v1+ f'(z)?dx.

Dokaz. Stavimo v(t) = ||7/(t)|| 1 Aty = tx —tx—1. Procjena iz dokaza teorema pokazuje
da za proizvoljno odabrane & € [tx_1, tx] vrijedi

17 (te) = (=1l = (v(&) + ex) A, max [ey| — 0

kada norma podjele tezi nuli. Jednolika neprekidnost funkcije r takoder daje

T’(tk_l) + T(tk)
2

Uvrstavanjem u (5.13)) dobivamo

= (&) + di, max |dx| — 0.

n

A(D) =27y r(&)v(&) At + B(D),

k=1

gdje, zbog ogranicenosti r i v,

|E(D)| < 27(8 — «) (r[nag](r mkaxlek\ + I[nag}(v mkax\dk] +max || mkax|ek\) — 0.

Preostala je suma Riemannova suma neprekidne funkcije 27rv. Time su dokazani postojanje
limesa i formula za njega. 0

Povrsina se ne mijenja kada parametar zamijenimo neprekidnom strogo monotonom
surjekcijom. Odgovarajuce podjele daju potpuno iste stozaste aproksimacije. Jednolika
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5.6. Primjene integrala u geometriji

neprekidnost promjene parametra i njezina inverza osigurava da norma podjela tezi nuli u
jednom parametru ako i samo ako tome tezi u drugom.

Formula ra¢una povrsinu plohe nastale rotacijom krivulje. Ako trazimo ukupno oplosje
pripadnoga zatvorenog tijela, treba dodati i povrsine baza koje nisu ve¢ sadrzane u toj plohi.
Na primjer, rotacijom horizontalne duzine dobivamo samo plast valjka, a ne i njegove dvije
baze.

Ovdje smo koristili tocno odredene aproksimacije krnjim stoscima. Nismo definirali
povrsinu opée plohe proizvoljnim upisanim poliedrima niti smo dokazali da takve aproksi-
macije uvijek konvergiraju istoj vrijednosti.

Primjer 5.6.9. Za sferu polumjera r > 0 rotiramo polukruznicu

x(t) = —rcost, p(t) = rsint, 0<t<m.
Funkcija x strogo raste na [0, 7], polumjer p je nenegativan, a parametrizacija je klase C'!
na cijelom segmentu. Kako je /a/(t)? + p/(t)? = r, dobivamo

A= 27rr2/ sint dt = 2mr?[— cost]] = 4mr.
0

Tako i ovdje izbjegavamo neispravnu primjenu formule za graf na funkciju s neograni¢enom
derivacijom u krajnjim tockama.

5.6.5. Zakrivljenost ravninske krivulje

Duljina mjeri prijedeni put po krivulji, a zakrivljenost mjeri koliko se brzo duz toga puta
mijenja smjer tangente. Neka je y(t) = (x(t),y(t)) klase C? na otvorenom intervalu I i
neka je

V@l >0 (tel).

Takvu parametrizaciju nazivamo regularnom. U okolini zadane tocke ¢; mozemo odabrati
kut tangente 6(t) neprekidno, bez skoka za 2. Tada je

T _ (cosb(t),sin0(1).

Za t dovoljno blizu ty, broj |0(t) — 0(ty)| jest mali kut izmedu usmjerenih tangenti. Duljina
luka izmedu tih parametarskih tocaka jest
t
JRCECIE
to

Apsolutna vrijednost potrebna je i kada je t < t.

g(t()? t) =
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Definicija 5.6.10. Zakrivljenost reqularne krivulje u tocki s parametrom ty definiramo s

_ i 1000) = 6(t0)]
SRR A

ako taj limes postoji. Po ovoj je definiciji zakrivljenost nenegativna.

Y

Teorem 5.6.11. Za reqularnu parametrizaciju klase C* vrijedi

) — IOV 0~y 0a0)
(o (O + y ()72

(5.14)

Posebno, za graf funkcije f € C*(I) vrijedi

7w
O = g

Dokaz. U okolini promatrane tocke mozemo po potrebi zarotirati koordinatne osi tako da
je ' razlicita od nule. Tada je, uz prikladno odabranu konstantu C,

/ t x/ t 1 t —_a t x// t
vl o o(t) = ()y"(t) —y'()2"(t)
a'(t) (1) +y'(t)?
Rotacija osi ne mijenja normu ni izraz z'y” —y'x”, pa dobivena formula vrijedi i u poc¢etnim

osima. S druge strane, iz neprekidnosti brzine i teorema o srednjoj vrijednosti integrala
slijedi

0(t) = arctan

_ L(to, t)
lim ——= = ||7/(to)]| > 0.

Zato limes u definiciji postoji i jednak je

o' (t
R(t(]) - | /( 0)| )
17/ (o)l
sto daje (b.14). Za graf je v(z) = (z, f(x)), pa su prva i druga derivacija prve komponente
jednake 11 0. [
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Primjer 5.6.12. Za pravac je zakrivljenost nula. Za kruznicu polumjera r uzimamo ~y(t) =
(rcost,rsint). Tada su brojnik i nazivnik u (5.14)) jednaki 2 i 73, pa je k = 1/r. Manja
kruznica ima veéu zakrivljenost. Za parabolu y = 2 dobivamo

2
k(z) = m

Najveca je zakrivljenost u vrhu parabole.

Izraz bez apsolutne vrijednosti u brojniku opisuje predznacenu zakrivijenost, nakon iz-
bora orijentacije. Za graf, uz smjer rastuéega x, njezin predznak odgovara predznaku f”.
To je korisna dodatna informacija, ali nije nenegativna zakrivljenost iz nase definicije.

Zadatak 5.6.1. Izracunajte povrsinu lika omedenoga grafovima y = 2% i y = 2z. Zatim
izracunajte volumen tijela nastaloga njegovom rotacijom oko osi x. Objasnite zasto treba
oduzeti kvadrate polumjera, a ne kvadrirati njihovu razliku.

Zadatak 5.6.2. Izracunajte duljinu luka grafa f(x) = chz na [0,a], gdje je a > 0.
Izracunajte povrsinu plohe koja nastaje rotacijom toga luka oko osi z.

Uputa: Upotrijebite 1 +sh®x = ch®z i ch®z = (1 + ch(2z))/2.

Zadatak 5.6.3. Neka je v parametrizacija klase C' na [a, ] i neka je ¢: [c,d] — [a, ff]
strogo monotona surjekcija klase C'. Primjenom formule za duljinu i zamjene varijable
dokazite da je L(y o ¢) = L(7). Provjerite i sluc¢aj kada je ¢ padajuca.

Zadatak 5.6.4. Elipsa ima parametrizaciju vy(t) = (acost,bsint), gdje je a > b > 0.
Dokazite da joj je zakrivljenost

ab
(a2sin?t + b2 cos? t)3/2

K(t) =

Odredite najvec¢u i najmanju zakrivljenost te tocke u kojima se postizu. Posebno objasnite
slucaj a = b.

5.7. Nepravi integrali

Riemannov integral dosad smo definirali za ograni¢enu funkciju na segmentu. Zelimo obu-
hvatiti i neogranicene intervale te funkcije koje postaju neogranicene blizu nekoga kraja
intervala. To neé¢emo uciniti promjenom definicije Riemannova integrala, nego uzimanjem
limesa integrala po prikladnim segmentima.
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5.7.1. Definicija i osnovni primjeri

B
/ e Cdr=1—¢e".
0

Kada B — +o00, desna strana tezi broju 1. Taj ¢emo broj zvati integralom funkcije e~
neograni¢enom intervalu [0, +-00).

Za svaki B > 0 vrijedi

T na

B — 400

Drukéija poteskoca javlja se za f(x) = 1/4/x na (0, 1]: interval je ogranicen, ali funkcija
nije ogranicena. Za 0 < ¢ < 1 ipak imamo

[%:2(1_@_}2 (e = 0+).

Pritom 1/y/z — +o00 kada © — 0+. Neogranicenost funkcije sama po sebi ne sprjecava
postojanje konac¢noga limesa njezinih integrala.

Y

Definicija 5.7.1. Neka jea € R, a < b < 400 i neka je funkcija f: [a,b) — R Riemannovo
integrabilna na svakom segmentu [a, B], a < B < b. Ako postoji konacan limes



5.7. Nepravi integrali

kazemo da nepravi integral konvergira i definiramo

/abf(m) dz = lim /QB (@) da.

B—b—

Za b = 400 oznaka B — b— znaci B — +oo. Ako konacan limes ne postoji, kazemo da
integral divergira.
Analogno, za —oo < a < b < 400 definiramo

b b
/f(:c)dx = lim f(z)dx,

A—a+ A
ako je f integrabilna na svakom [A,b] i limes je konacan.

Ako limes iz definicije iznosi 400 ili —oo, kazemo da integral divergira prema tom
beskonac¢nom limesu. Takav integral nije konvergentan u upravo uvedenom smislu. Posebna
oznaka uz krajnju tocku nije nuzna: iz domene funkcije i teksta bit ¢e jasno kada se integral
tumaci kao nepravi.

Definicija 5.7.2. Neka je —o0o < a < b < +00 @ neka je f Riemannovo integrabilna na
svakom segmentu sadrzanom u {(a,b). Za takvu funkciju kaZemo da je lokalno Riemannovo

integrabilna. Odaberimo ¢ € {(a,b). Integral f; f(z) dx konvergira ako oba integrala

/acf(:c)dx, /cbf(:c)da:

konvergiraju;, njegovu vrijednost tada definiramo kao njihov zbroj.

Definicija ne ovisi o odabiru ¢. Doista, zamijenimo li ¢ tockom d > ¢, konacan integral
fcd f pribraja se prvom, a oduzima drugom pribrojniku. Aditivnost integrala na segmen-
tima i racun s kona¢nim limesima pokazuju i istodobnu konvergenciju i jednakost ukupnih
vrijednosti.

Ako funkcija ima singularnost u unutarnjoj tocki ¢, integral razdvajamo u toj tocki i
opet zahtijevamo konvergenciju obaju dijelova. Za kona¢no mnogo takvih tocaka svaki od
dobivenih integrala mora zasebno konvergirati.

Primjer 5.7.3. Integral fjl dx/x ne konvergira, jer

“Cdx Ydx
— =1Ine = —o0, — = —Ine = +o0.
L . T
Za svaki € > 0 manji od 1 zbroj tih dvaju integrala ipak je nula. Limes takvih simetri¢no
odsjecenih zbrojeva zove se Cauchyjeva glavna vrijednost; ona ovdje postoji, ali nije ko-
nvergentan nepravi integral. Dva neovisna limesa ne smijemo zamijeniti jednim limesom
u kojem su odsijecanja medusobno povezana. Posebno, Newton—Leibnizovu formulu ne
smijemo primijeniti preko singularnosti x = 0.
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Primjer 5.7.4. Izracunali smo

+o00 1
/ e fdr =1, / dr =2.
0 o VT

Jednako tako,

/+°° dv 7 /0 de o«
0o l+axz2 27 V12 2
Prva se jednakost dobiva iz arctan B — 7/2, a druga iz arcsin A — —7 /2 kada A — —1+.
Nasuprot tome, f;oo cos x dx divergira jer fOB cos x dr = sin B nema limes kada B — +oc.

Teorem 5.7.5 (p-integrali). Za a > 0 i p € R vrijedi:

+o0
1. / x7 P dz konvergira ako i samo ako je p > 1; tada iznosi a*?/(p — 1).
2. / P dx konvergira ako i samo ako je p < 1; tada iznosi a'=? /(1 — p).
0

+oo
3. / x P dx divergira za svaki p € R.
0

Dokaz. Zap#1i0 < A< B imamo
B 1- 1-
BlP _ Al-p
/ xPdr = ——.
A l—p

Ako B — 400 i A = a, konacan limes postoji tocno kada je 1 —p < 0. Ako A — 0+ i
B = a, konacan limes postoji tocno kada je 1 —p > 0. Za p =1 formula je In B —In A, pa
oba neprava integrala divergiraju prema +oo. Trec¢a tvrdnja slijedi razdvajanjem integrala
u tocki a: uvjeti p > 11 p < 1 ne mogu istodobno vrijediti. O]

Za p < 0 druga tvrdnja zapravo daje obican Riemannov integral nakon neprekidnoga
prosirenja u nulu. I takav slucaj dopusten je u limiticnoj definiciji. Opcenito, ako je f
integrabilna na [a, b] s kona¢nim krajevima, vrijedi

/Bbf(x) dx

pa limiti¢na definicija daje istu vrijednost kao Riemannov integral.

SMb-B)—0, [fl)l<M,
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5.7. Nepravi integrali

5.7.2. Kriteriji konvergencije

Teorem 5.7.6 (Cauchyjev kriterij). Uz pretpostavke definicije za desni kraj b, integral
f;f konvergira ako i samo ako za svaki € > 0 postoji ¢ € [a,b) takav da za sve ¢ < A <
B < b vrijeds

x)dr| <e.

Analogna tvrdnja vrijedi kod lijevoga kraja intervala.

Dokaz. Stavimo F(B) = faB f. Ako F(B) — L € R, za A, B dovoljno blizu b imamo
|F(A) — L| < ¢/21|F(B)— L| < ¢/2. Aditivnost integrala i nejednakost trokuta daju
trazeni uvjet.

Obratno, pretpostavimo navedeni uvjet i odaberimo rastuéi niz (B,,) u (a, b) koji tezi b.
Tada je (F'(B,)) Cauchyjev niz: za dovoljno velike m, n razlika njegovih ¢lanova po apsolut-
noj je vrijednosti manja od zadanoga . Prema potpunosti R postoji L = lim,, F'(B,) € R.
Za zadani € > 0 uzmimo c iz pretpostavljenoga uvjeta s /2 te zatim n takav da je B, > c i
|F(By) — L| <e/2. Za svaki B > c razlika F/(B) — F(B,,) ima apsolutnu vrijednost manju
od €/2, bez obzira na redoslijed B i B,,. Stoga je |F(B) — L| < ¢, pa F(B) — L. O

Teorem 5.7.7 (Usporedba). Neka su f,g integrabilne na svakom |a, B] C |a,b) i neka za
neki ¢ € [a,b) vrijedi
0< fr) <gla)  (c<z<b)

Ako fbg konvergira, konvergira i fbf Ako fbf divergira, divergira i fbg Ako navedene
nejednakosti vrijede na cijelom [a,b) i integrali konvergiraju, tada takoder vrijedi

/ fa / o(x) dz.

Iste tvrdnge vrijede kod lijevoga kraja intervala.

Dokaz. Za B > c funkcije
B
/ f G(B) = [ gla)da

su neopadajuée i vrijedi 0 < F(B) < G(B). Konvergencija integrala od g znaci da je G
ogranic¢ena odozgo, pa je ograni¢ena i F'. Monotona i ograni¢ena funkcija ima konacan limes
na kraju intervala; to slijedi uzimanjem supremuma njezinih vrijednosti. Stoga integral od
f konvergira. Druga tvrdnja jest kontrapozicija prve. Ako usporedba vrijedi veé¢ za ¢ = a,
prelaskom na limes u 0 < F(B) < G(B) dobivamo posljednju tvrdnju. O]

Za konvergenciju je bitno ponasanje funkcije blizu problematicnoga kraja. Konacan
pocetni dio integrala ne utjece na konvergenciju. Medutim, ako f < ¢ vrijedi samo na
zavrsnom dijelu intervala, iz toga ne slijedi nejednakost njihovih ukupnih integrala. Pri-
mjerice, na [0, +00) uzmimo g(z) =01 f(z) =1za 0 <z < 1, odnosno f(x) =0za z > 1.
Na [2, +00) vrijedi f = g, ali su ukupni integrali jednaki 1 i 0.
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Poglavlje 5. Riemannov integral

Korolar 5.7.8 (Grani¢na usporedba). Neka su f, g lokalno integrabilne kao u prethodnom
teoremu te pozitivne dovoljno blizu desnoga kraja b. Pretpostavimo da postoji

im ) e [0, +00].

w=b— g(x)
1. Ako je { < +00, konvergencija integrala od g povlaci konvergenciju integrala od f.
2. Ako je £ > 0, konvergencija integrala od f povlaci konvergenciju integrala od g.
3. Ako je 0 < £ < 400, oba integrala istodobno konvergiraju ili divergiraju.
Analogno vrijedi pri lijevom kraju.

Dokaz. Za konacan ¢ dovoljno blizu b vrijedi f(z) < (¢ + 1)g(x), pa slijedi prva tvrdnja.
Ako je 0 < £ < 400, dovoljno blizu b vrijedi f(x) > (£/2)g(z), $to daje drugu tvrdnju. Ako
je ¢ = 400, umjesto toga uzimamo f(x) > g(x). Trec¢a tvrdnja objedinjuje prve dvije. [J

Za ¢ = 0 ne zaklju¢ujemo da oba integrala imaju isto ponasanje. Primjerice, omjer
272 /271 tezi nuli u beskonac¢nosti, a integrali po [1, +00) redom konvergiraju i divergiraju.
Za ! = +oo vrijedi odgovarajuce upozorenje s obrnutim ulogama.

Primjer 5.7.9. Gaussov integral f0+°° e~ dx konvergira: na 0, 1] integrand je neprekidan,

azax > 1vrijedi 0 < e~ < e~®. Time smo dokazali konvergenciju, ali jo§ nismo izracunali
vrijednost integrala. Grani¢na usporedba takoder pokazuje da

T dx
1 iV, 4+ 1

konvergira, jer je omjer integranda i 72 jednak 1/v/1+ 2~% — 1.

5.7.3. Apsolutna i uvjetna konvergencija

Definicija 5.7.10. Za lokalno Riemannovo integrabilnu funkciju f kaZemo da nepravi in-
tegral f: f apsolutno konvergira ako fab| f| konvergira. Ako f: f konvergira, ali fab] Il di-
vergira, kazemo da prvi integral uvjetno konvergira.

Teorem 5.7.11. Svaki apsolutno konvergentan nepravi integral konvergira i vrijedi

/abf(x)d:c

Dokaz. Najprije razmotrimo samo desni problemati¢ni kraj. Apsolutna vrijednost lokalno
integrabilne funkcije takoder je lokalno integrabilna. Za A < B vrijedi

/ABf(a:)dx

< [ Vwia

< [N
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5.7. Nepravi integrali

Cauchyjev kriterij za | f| stoga daje Cauchyjev kriterij za f. Nejednakost u tvrdnji dobivamo
prelaskom na limes u istoj ocjeni s donjim krajem a. Lijevi kraj obradujemo jednako, a
za dva problematic¢na kraja primijenimo rezultat na svaki dio i upotrijebimo nejednakost
trokuta. O]

Primjer 5.7.12. Integrali

400 +o0
COS T COs T
/0 mdﬂf, /a v dx ((I>O, p>1)

apsolutno konvergiraju, jer su apsolutne vrijednosti integranada redom omedene s 1/(1+2?)

1x7P.
T sinx
dx
1 T

uvjetno konvergira. Za 1 < A < B parcijalnom integracijom na segmentu [A, B] (teorem
dobivamo
/B sinxdx B _COSB n cos A _ /B cos T .
4 T B A 4 a2 '
[T P Ll
4 T B A J, 22 A

Cauchyjev kriterij dokazuje konvergenciju.
Apsolutna konvergencija ne vrijedi. Za svaki cijeli £ > 1 na segmentu

Primjer 5.7.13. Integral

Stoga

T 5%
Jk = |:]€7T+g,k7r+ F:|

vrijedi |sinz| > 1/2 iz < (k+ 1)7, pa

| sin z| < 1 27 1
T2 = .
s T 2+ )7 3 3(k+1)

Ovdje integral po J; oznacava integral izmedu njegovih krajeva. Za svaki m € N seg-
menti J,,, ..., Jo,_1 sadrzani su u [mm, 2mn| i imaju medusobno disjunktne unutrasnjosti.
Pozitivnost i aditivnost zato daju

2m7 | gin | ol 11
dr> Y ———>m — ==
/Wr z ];n 3k+1) " 6m 6

To proturjeci Cauchyjevu kriteriju za integral apsolutne vrijednosti. Dokaz ne zahtijeva
teoriju beskonac¢nih redova.
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Poglavlje 5. Riemannov integral

Slika sugerira ponistavanje doprinosa razli¢itih predznaka. Samo smanjivanje visina
valova nije dokaz konvergencije; u dokazu je presudna jednolika ocjena 2/A za sve B > A.

5.7.4. Racunanje i gama-funkcija

Linearnost se prenosi na neprave integrale kad svi integrali koje zbrajamo konvergiraju.
Naime, linearnost vrijedi za svako kona¢no odsijecanje, a zatim smijemo prije¢i na limes.
Jednako postupamo s parcijalnom integracijom i zamjenom varijable: formulu najprije
primijenimo na segmentu, a tek zatim provjerimo postojanje svih potrebnih limesa.

Propozicija 5.7.14. Neka su u,v klase C' na svakom segmentu [a, B], B < b. Ako postoji
konacan limes ¢ = limp_y,— u(B)v(B) @ konvergira jedan od integrala fab u'v, fab wv', tada
konvergira i drugt te

/abu(x)v/(:t) dzr = —u(a)v(a) — /abu’(x)v(w) d.

Nadalje, neka je f neprekidna na [a,b) i neka je : [a, ) — [a,b) strogo rastuca, klase
C' na svakom segmentu svoje domene, uz p(a) = a i limy_5_ p(t) = b. Tada integrali na
dviema stranama jednakosti

b B8
/ f(z) dz = / Fo(t)! (1) dt

1stodobno konvergiraju, a u slucaju konvergencije vrijedi navedena jednakost.

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz parcijalne integracije na |a, B] i prelaska na limes: iz jed-
nakosti triju izraza i postojanja limesa dvaju od njih slijedi postojanje limesa trecega. Za
drugu tvrdnju na svakom [a, T'| imamo

(1) T
/ f(x)dz = / S () (8) dt.

Zbog neprekidnosti, stroge monotonosti i zadanih krajnjih vrijednosti, ¢ preslikava [a, §) na
la,b). Zato T — B— odgovara upravo ¢(T) — b—, $to dokazuje tvrdnju u oba smjera. [
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5.7. Nepravi integrali

Analogna pravila vrijede za lijevi problemati¢ni kraj. Ako su problemati¢na oba kraja,
formulu primjenjujemo odvojeno na oba dijela. U prvoj tvrdnji nije dopusteno oduzimati
dva beskona¢na limesa: uvjeti su navedeni upravo kako bi se to izbjeglo.

Definicija 5.7.15. Za a > 0 definiramo gama-funkciju s

+00
MNa) = / e "2 da.
0
Prije uporabe te definicije moramo opravdati konvergenciju. Za 0 < z < 1 imamo
0< e—azxa—l < Ia—17

a integral desne strane od 0 do 1 konvergira upravo za a > 0. Za kontrolu u beskonacnosti
odaberimo prirodan broj m > a + 1. Taylorova formula za eksponencijalnu funkciju daje
e’ = a™/m! za x > 0, pa

0 < z0Me ™ < mlxati-m — 0.
Stoga za dovoljno velik x vrijedi e 2% ! < 272, a usporedba s p-integralom dokazuje
konvergenciju i pri beskonacnom kraju. Time je I'(«) dobro definirana za svaki o > 0.

Teorem 5.7.16. Za svaki o > 0 vrijeds
Fa+1) =al(a).

Nadalje, T'(1) =14
Fn+1)=n! (n € Np).

Dokaz. Za 0 < ¢ < B parcijalna integracija daje
B B
/ e r%dr = —e PBY + e e + a/ e “x* da.
&€ &€

Oba integrala konvergiraju pri oba kraja, kao sto smo upravo dokazali. Takoder, e ¢¢* — 0

kada ¢ — 0+, a e BB* — 0 kada B — +o00, istom ocjenom eksponencijalne funkcije kao

gore. Najprije pustimo ¢ — 0+ uz fiksan B, a zatim B — +o00. Dobivamo rekurzivnu
+oo

formulu. Izravno smo izracunali I'(1) = [~ e ™ dx = 1. Ostatak slijedi indukcijom, uz

ol =1. [l

Gama-funkcija tako prosiruje faktorijele na pozitivne realne argumente, uz pomak ar-
gumenta za 1. Za 0 < a < 1 njezin je integrand neogranic¢en u nuli; zato je bilo potrebno
zasebno ispitati oba kraja integracije.

Zadatak 5.7.1. Ispitajte konvergenciju i, kada je moguce, izracunajte

/andx /*‘”d_x e dw
0 ’ o z(l+a) o Vr(l+az)

U posljednjem integralu upotrijebite zamjenu z = t? i obrazlozite postupanje s oba kraja.
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Poglavlje 5. Riemannov integral

Zadatak 5.7.2. Za koje p € R konvergiraju integrali

/+°° da / dr
e z(lnz)P’ o z|lnzlp’

Prikladnom zamjenom svedite oba pitanja na p-integrale.

Zadatak 5.7.3. Neka je f > 0 neprekidna i nerastuca na [1, +00), a f1+°O f(x) dz konver-
gira. Dokazite da z f(z) — 0 kada x — +o0.
Uputa: Za x > 2 usporedite fxx/Q f(t)dt s (z/2)f(x) te primijenite Cauchyjev kriterij.

Zadatak 5.7.4. Za c > 0 i o > 0 dokazite
+o0
/ e Vdr = ¢ T (a).
0
Pomoéu zamjene z = t? zatim pokazite

1 —+o00 P
—)=2 .

Ova jednakost povezuje dva ve¢ dokazana konvergentna integrala; ne pretpostavljajte una-
prijed njihovu brojcanu vrijednost.
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Poglavlje 6
Redovi

Beskonacan decimalni zapis veé¢ nas je doveo do zbrojeva s proizvoljno mnogo pribrojnika.
Sli¢éni se izrazi javljaju kada funkciju zelimo aproksimirati polinomima ili trigonometrijskim
polinomima. Da bismo im dali precizan smisao, promatrat ¢emo niz njihovih kona¢nih
parcijalnih suma.

Prvi dio poglavlja posveéen je redovima brojeva: njihovoj konvergenciji, racunanju s
njima i procjenama pogresSke. Potom ¢emo uvesti jednoliku konvergenciju nizova i redova
funkcija. Ona ¢e opravdati racunanje s redovima potencija, Taylorovim razvojima i inte-
gralima. Poglavlje zavrsava izracunom dvaju integrala pomocu redova.

6.1. Red i njegova suma

6.1.1. Parcijalne sume i konvergencija

Neka je (an)nen niz realnih ili kompleksnih brojeva. Umjesto neodredenoga zahtjeva da
odjednom zbrojimo beskona¢no mnogo brojeva, najprije zbrajamo kona¢no mnogo ¢lanova:

s0 =0, sn:Zak (n € N).
k=1

Definicija 6.1.1. Izraz
Zan:a1+a2+a3+---

n=1
zovemo redom, broj a, njegovim opéim ¢lanom, a s, njegovom n-tom parcijalnom sumom.
Red konvergira ako niz (s,) konvergira prema konacnom broju s. Tada s zovemo sumom

reda ¢ pisemo
oo
Z ay = S.
n=1

Ako niz parcijalnih suma ne konvergira, red divergira.
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Poglavlje 6. Redovi

Ista oznaka upotrebljava se za red i, kada postoji, za njegovu sumu; iz konteksta mora
biti jasno o kojem je znacenju rijec. Za realan red ¢ije parcijalne sume teze +o00 kazemo da
divergira prema +o00. Takav red nije konvergentan u smislu prethodne definicije. Analogno
vrijedi za —o0

Cesto indeksiranje pocinje s n = 0. Tada su parcijalne sume > po @k, a definicija se
ne mijenja. Vazan je redoslijed pribrojnika; proizvoljno preuredivanje beskonac¢noga reda
zasad nije dopustena racunska operacija.

Propozicija 6.1.2. Za a,, = u, + iv,, gdje su u,,v, € R, red Y_ a, konvergira ako i samo
ako konvergiraju oba realna reda > u, iy v,. Tada

o0

Z Zun—I—zZUn

n=1 n=1

Dokaz. Realni i imaginarni dijelovi parcijalnih suma reda » a,, upravo su parcijalne sume
redova > u, i Y_ v,. Primijenimo kriterij konvergencije kompleksnih nizova po komponen-

tama, teorem [2.7.11] O
Primjer 6.1.3 (Teleskopski red). Bududi da je
1 1 1

nin+1) n n+1’

(Lo 1N, 1
n n+1) n+1

vrijedi konacna jednakost

;m:«-gm-gw

Prelaskom na limes dobivamo

Znn—i—l

n=1
Opéenitije, ako b, — b, onda >~ (b, — by4+1) = by — b. Ponistavanje clanova najprije
provodimo u konacnoj sumi.

Teorem 6.1.4 (Nuzan uvjet konvergencije). Ako red Y, a,, konvergira, tada a, — 0.
Dokaz. 1z s, — s i a, = s, — Sp_1 slijedi a,, - s — 5 =0. O

Primjer 6.1.5 (Harmonijski red). Red ) 7, 1/n divergira prema +oo, iako mu opéi ¢lan
tezi nuli. Njegove parcijalne sume H,, = >";_, 1/k rastu. Zasvaki j > 1 u bloku s indeksima
2=t 4 1,...,27 ima 27! ¢lanova, a svaki je barem 277. Zato

j=1 k=2i-141

Zbog monotonosti cijeli niz (H,) tezi +o0o. Ovaj primjer pokazuje da nuzan uvjet nije
dovoljan.

274



6.1. Red i njegova suma

Hzm

Plave tocke prikazuju podniz harmonijskih parcijalnih suma, a crvena crta dokazanu
donju ogradu. Spojnice plavih toc¢aka sluze samo laksem pracenju vrijednosti.

6.1.2. Geometrijski red i decimalni zapisi

Teorem 6.1.6. Za q € C geometrijski red Y ", q" konvergira ako i samo ako je |q| < 1.

Tada
Seo L |l
- l1—gq l—q & 11 —q|
U ovom zapisu prvi je élan ¢° = 1, takoder za q = 0.
Dokaz. Za g # 1 mnozenjem i ponisStavanjem dobivamo
1-q)> ¢"=1-¢"""
k=0
Ako je |q| < 1, tada |¢""!| = |¢|"™* — 0, pa dijeljenje s 1 — ¢ i prelazak na limes daju
obje formule. Ako je |g| > 1, opéi ¢lan ¢™ ne tezi nuli. Teorem tada iskljucuje
konvergenciju. O]
S
n=1
1 1 1
2 1 8
0 1
Slika ilustrira zbroj 1/2 + 1/4 + 1/8 + ---. Nakon n ¢lanova preostaje pravokutnik

povrsine 27", Cinjenica da taj ostatak tezi nuli veé¢ je sadrzana u konacénoj geometrijskoj
formuli.

275
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Primjer 6.1.7. Za ¢ = 1/10 dobivamo

%—ilO"—O.lll..., 1—%9-10"—0.999....
n=1

n=1

To je u skladu s ranije uvedenim znac¢enjem decimalnoga zapisa. Opcenitije, za znamenke
d, € {0,1,...,9} parcijalne sume Y ;_, dx107" rastu i omedene su odozgo brojem 1. Zato
konvergiraju. Njihov limes, pribrojen cijelom dijelu, daje vrijednost zadanoga nenegativnog
decimalnog zapisa.

6.1.3. Cauchyjev kriterij i racunanje s redovima

Teorem 6.1.8 (Cauchyjev kriterij za redove). Red Y an, s realnim ili kompleksnim
clanovima, konvergira ako 1 samo ako

q

>

k=p

(Ve > 0)(IN eN)(Vg=p>=N) < e.

Dokaz. Vrijedi Zzzp ar = Sq—5p—1. 1Trazeni uvjet zato je Cauchyjev uvjet za niz parcijalnih
suma, uz pomak indeksa za 1. Prema Cauchyjevu kriteriju za realne i kompleksne nizove

(teoremi 1[2.7.16)) taj je uvjet ekvivalentan konvergenciji. O

U kriteriju duljina bloka ¢ — p + 1 nije unaprijed ogranicena. Samo uvjet a, — 0
kontrolira pojedine kasne ¢lanove; Cauchyjev kriterij istodobno kontrolira zbroj svakoga
kasnog konac¢nog bloka, koliko god on bio dug.

Propozicija 6.1.9. Promjena, dodavanje ili uklanjanje konacno mnogo pocetnih clanova
ne utjece na konvergenciju reda. Ako red konvergira sa sumom s, za svaki N € Ny vrijeds

o0

TN =S— SN = g ak, ry — 0.
k=N+1

Broj rn zovemo ostatkom reda nakon N ¢lanova.

Dokaz. Zan > N vrijedi s, = sy + >, _y.q @k Oduzimanje fiksnoga broja sy ne mijenja
postojanje limesa, a u sluc¢aju konvergencije daje navedenu formulu. Posljednja tvrdnja jest
s—sy — 0. ]

Teorem 6.1.10 (Linearnost). Ako redovi > a, i Y b, konvergiraju sa sumama A i B, tada
za sve A\, i € C vrigedi

o0

> (Aay + pby) = AA + uB.

n=1
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6.2. Usporedivanje redova 1 kriteriji konvergencije

Dokaz. Parcijalne sume lijeve strane jednake su XY, ax +p > o_; by Prijedimo na limes
pomocu pravila za konvergentne nizove. O

Pretpostavke o konvergenciji u prethodnom teoremu bitne su. Iz toga sto > (a, + by)
konvergira ne slijedi da oba reda zasebno konvergiraju: uz a, = 11i b, = —1 svaki ¢lan
zbroja jednak je nuli. Ovdje ne smijemo pisati razliku dviju beskonac¢nih suma kao razliku
konaé¢nih brojeva.

Propozicija 6.1.11 (Grupiranje uzastopnih ¢lanova). Neka red Y, a, konvergira sa
sumom s 1 neka je 0 = mo < my < mg < --- rastuci niz cijelih brojeva. Stavimo b; =
Wl 1 @ Tada 3752, b konvergira i ima istu sumu s.
Dokaz. Parcijalne sume grupiranoga reda jesu s,,;. One ¢ine podniz konvergentnoga niza
(sn), pa takoder teze s. O
Obrat ne vrijedi: red 1 —1+41—1+--- divergira, iako grupiranje (1 —1)4+(1—1)+---
daje nulti red. Grupiranjem smo u tom slucaju odabrali samo jedan konvergentan podniz

parcijalnih suma. Takoder, grupiranje uzastopnih ¢lanova treba razlikovati od promjene
njihova redoslijeda.

Zadatak 6.1.1. Izracunajte parcijalne sume i sume redova

N 1 > S
Yeerm Swrw 5

U svakom primjeru odredite i ostatak nakon prvih N c¢lanova.

Zadatak 6.1.2. Dokazite da svaki niz (s,),>0 S So = 0 jest niz parcijalnih suma toéno
jednoga reda. Koji je njegov opéi ¢lan? Primijenite to na s, = n/(n + 1).

Zadatak 6.1.3. Pretpostavimo a,, — 0 i neka red dobiven grupiranjem u blokove a; + ao,
az + ag, ...konvergira prema s. Dokazite da tada i izvorni red konvergira prema s. Koja
pretpostavka nedostaje u primjeru 1 —1+1—-1+4---7

6.2. Usporedivanje redova i kriteriji konvergencije

6.2.1. Nenegativni ¢lanovi i apsolutna konvergencija

Ako su svi clanovi reda nenegativni, njegove parcijalne sume ne padaju. Stoga je za ko-
nvergenciju dovoljno ustanoviti da ne mogu proizvoljno rasti.

Teorem 6.2.1. Neka je a, > 0 za svakin € N. Red Y~ | a, konvergira ako i samo ako je
niz njegovth parcijalnih suma ogranicen. U tom sluc¢aju vrijeds

00 N
E an = Sup E Ay, .
n=1 NeN n=1

Ako parcijalne sume nisu ogranicene, one teZe prema +o0.
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Dokaz. Za sy = Y, _; a, vrijedi sy11 — sy = ayg1 = 0. Tvrdnje slijede iz teorema o
monotonim nizovima. ]

Govorit ¢emo o redovima s nenegativnim clanovima. Time dopustamo da neki clanovi
budu jednaki nuli. Nenegativnost je ovdje bitna: za op¢i red sama ogranic¢enost parcijalnih
suma ne jamci konvergenciju.

Teorem 6.2.2 (Kriterij usporedbe). Neka su a,,b, = 0 i neka postoje K > 0 ing € N
takvi da je
a, < Kb, (n > ngp).

Ako > by, konvergira, tada konvergira i Y a,. Ako > a, divergira, tada divergira iy by,.
Ako nejednakost vrijedi za sve n € N, za konvergentne redove vrijedi i

o0

iangKan.

n=1 n=1

Dokaz. Za N = ng imamo
N N

0< > a, <KDY by

n=ng n=ng

Ako red na desnoj strani konvergira, njegove su parcijalne sume ogranicene. Tada su
ogranicene i parcijalne sume reda na lijevoj strani, pa taj red konvergira prema teoremu
[6.2.1] Kona¢no mnogo pocetnih ¢lanova ne utjece na konvergenciju. Druga tvrdnja kon-
trapozicija je prve, a posljednju dobivamo prijelazom na limes u nejednakosti za parcijalne
sume. [

Primjer 6.2.3. Bududi da je za n > 2

1 1 1 1

n2 “nn—-1 n—-1 n

Y

red >°° 1/n? konvergira usporedbom s teleskopskim redom. Stovise, njegova je suma
najvise 2. Ta ocjena dokazuje konvergenciju, ali ne odreduje tocnu sumu.

Teorem 6.2.4 (Grani¢ni kriterij usporedbe). Neka su a, > 0 i b, > 0 za sve dovoljno
velike n. Ako je

lim & =L, 0<L <400,
onda redovi Y ap, 1Y by, istodobno konvergiraju ili divergiraju. Ako je L = 0, iz konvergen-
cije reda by, slijedi konvergencija reda . a,. Ako je L = +oo, iz divergencije reda > by,

slijedi divergencija reda >’ ay,.
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Dokaz. Za 0 < L < 400 i dovoljno velike n vrijedi

Dvaput primijenimo kriterij usporedbe. Za L = 0 naposljetku vrijedi a,, < b,, a za L = 400
naposljetku vrijedi b,, < a,,. Ponovno primijenimo isti kriterij. O]

Uvjet 0 < L < +o00 potreban je za zakljucak o istodobnoj konvergenciji. Ako je L = 0,
red s manjim ¢lanovima moze konvergirati i kada red s veé¢im ¢lanovima divergira: primjer
sua, =1/n*ib,=1/n.

Definicija 6.2.5. Red > a,, realnih ili kompleksnih brojeva apsolutno konvergira ako ko-
nvergira red Y |a,|. Red uvjetno konvergira ako konvergira, a ne konvergira apsolutno.

Teorem 6.2.6. Svaki apsolutno konvergentan red realnih ili kompleksnih brojeva konvergira.
Pritom vrijedi

D an <D anl. (6.1)
n=1 n=1

Dokaz. Za q > p nejednakost trokuta daje

q

>,

n=p

q
<l
n=p

Akored Y |a,| konvergira, desna je strana proizvoljno mala ¢im je p dovoljno velik, neovisno
o izboru ¢ > p. Cauchyjev kriterij zato daje konvergenciju reda > a,. Konacna
nejednakost trokuta vrijedi za svaku parcijalnu sumu; prijelazom na limes dobivamo (|6.1]).

O

Posebno, ako je |a,| < b, za sve dovoljno velike n, pri ¢emu b, > 01 ) b, konvergira,
onda ) a, konvergira apsolutno. U tom slucaju kazemo da je red majoriziran konvergent-
nim redom s nenegativnim ¢lanovima.

6.2.2. Alternirajuci redovi

Kod ¢lanova razlicitih predznaka konvergencija moze nastati ponistavanjem. Najjednostav-
niji su primjer redovi u kojima se predznaci izmjenjuju.

Teorem 6.2.7 (Leibnizov kriterij). Neka je (b,) nerastuci niz nenegativnih brojeva i neka
je b, — 0. Tada red

S = i(—l)"lbn

n=1
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konvergira. Za njegove parcijalne sume Sy vrijedi
Som < S < Som—1 (m € N),
a za ostatak, uz so = 0, vrijeds
0< (—DN(S —sy)<byyr (N >0). (6.2)

Dakle, pogreska po apsolutnoj vrijednosti nije vecéa od prvoga izostavljenog clana, a njezin
je predznak jednak njegovu predznaku ako pogreska nije nula.

Dokaz. Imamo

S9m+2 — Sam = boamt1 — bapmga = 0, 59m4+1 — Sam—1 = —baom + bopy1 < 0.

Parne parcijalne sume zato ne padaju, a neparne ne rastu. Svaka je parna suma najvise
svaka kasnija neparna suma, jer se njihova razlika moze grupirati u nenegativne razlike
susjednih ¢lanova i jedan posljednji nenegativan ¢lan. Posebno, 0 < sg,, < b1. Oba podniza
stoga konvergiraju. Kako je

Som+1 — Som = b2m+1 ? 0,

njihovi su limesi jednaki istom broju S. Slijedi sy — S te s9,, < S < Som_1-
Ako je N paran, S lezi izmedu sy i Sy11 = sy +bnyy1. Ako je N neparan, S lezi izmedu

Sni+1 = Sy — byy1 1 sy. To daje (6.2); slucaj N = 0 slijedi iz 0 < S < by. O
S9 ! S1
S4 E 53
S E S5
S

Segmenti [Sg.,, Som—1] ugnijezdeni su i sadrze sumu reda. Njihova duljina by, tezi nuli.
Na slici su prikazane parcijalne sume alternirajucega harmonijskog reda.

Primjer 6.2.8. Red
1 1 1

T3 T”
konvergira po Leibnizovu kriteriju, ali ne konvergira apsolutno jer harmonijski red divergira.
Za njegovu sumu S vrijedi 1/2 < S <11 |S—sy| <1/(N+1). Vrijednost sume izracunat
¢emo kasnije pomocu reda za logaritam.
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Uvjet b, — 0 bez monotonosti nije dovoljan za Leibnizov zakljucak. Primjerice, stavimo

1 1 1
bok—1 :ﬁ’ b%:ﬁ_ﬁ (k e N).

Svi su b, pozitivni i teze nuli, ali parne parcijalne sume pripadnoga alternirajuceg reda
iznose ;" 1/(2k), pa divergiraju prema +oo. S druge strane, dovoljno je da pretpostavke
Leibnizova kriterija vrijede od nekoga indeksa nadalje.

6.2.3. Kriteriji omjera i korijena

Sljededi kriteriji usporeduju clanove reda s geometrijskim nizom. Za kompleksne ¢lanove
uvijek promatramo njihove module.

Teorem 6.2.9 (D’Alembertov kriterij omjera). Neka je a,, # 0 za sve dovoljno velike n.
1. Ako postoje q < 1 i ng takvi da je

an+1

<q (n>n0)7

ap
red > a, apsolutno konvergira.
2. Ako je |apt1/an| = 1 za sve dovoljno velike n, red »_ a, divergira.
Posebno, uz oznake

Ap+1
Qn,

Ap+1
Qn

, r, = lim inf
n—oo

r* = limsup
n—oo

bl

wvjet r* < 1 jaméi apsolutnu konvergenciju, a wvjet r. > 1 jaméi divergenciju. Ako postoji
limes omjera r, dobivamo apsolutnu konvergenciju za v < 1 i divergenciju za r > 1.

Dokaz. U prvom sluc¢aju mozemo, povecanjem q ako treba, uzeti 0 < ¢ < 1. Uzastopnom
primjenom pretpostavljene nejednakosti dobivamo

|ano+k‘ < |ano|qk (k Z 0)‘

Geometrijski red na desnoj strani konvergira, pa kriterij usporedbe daje apsolutnu konver-
genciju. U drugom slucaju |a,| = |an,| > 0 za n > ny. Stoga a, # 0, pa nije ispunjen
nuzan uvjet konvergencije reda.

Ako je r* < 1, odaberemo r* < ¢ < 1; po svojstvu gornjega limesa omjeri su naposljetku
manji od ¢. Ako je r, > 1, omjeri su naposljetku veéi od 1. Tvrdnje o limesu slijede kao
posebni slucajevi. O]
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Teorem 6.2.10 (Cauchyjev kriterij korijena). Neka je (a,) niz realnih ili kompleksnih
brojeva i neka je
r = limsup {/|a,| € [0, 4+o0].
n—oo
Ako je r < 1, red Y a, apsolutno konvergira. Ako je r > 1, red divergira. Za r =1 sam
ovaj podatak nije dovoljan. Divergenciju takoder mozemo zakljuciti ako je {/|a,| > 1 za
beskonacno mnogo indeksa n.

Dokaz. Za r < 1 odaberimo r < ¢ < 1. Tada je naposljetku {/|a,| < ¢, odnosno |a,| <
q". Kriterij usporedbe daje apsolutnu konvergenciju. Za r > 1 odaberimo ¢ tako da je
1 < g < r. Za beskonaéno mnogo n vrijedi {/]a,| > ¢, pa je |a,| > ¢* > 1. Clanovi reda
zato ne teze nuli. Isti zakljucak slijedi iz posljednjega uvjeta teorema jer {/|a,| > 1 znadci

la,| > 1. O

Naziv Cauchyjev kriterij korijena razlikujemo od Cauchyjeva uvjeta|6.1.8 koji je nuzan
i dovoljan za konvergenciju svakoga reda.

Primjer 6.2.11. Za ¢lanove a,, = 1/n i b, = 1/n? limesi omjera i korijena jednaki su 1:

b 2
it _ "y, nit _ (D — 1,
an n+1 b, n+1

1 1
=1, Vb= 1.
n

Vo Wiy

Prvi red divergira, a drugi konvergira. Rubna vrijednost 1 zato ne odlucuje o konvergenciji.

Ako uniformna ocjena omjera |an,+1/a,| < ¢ < 1 dokazuje apsolutnu konvergenciju, tada
je dokazuje i kriterij korijena. Doista, iz |a,| < |an,|¢" ™ slijedi

limsup v/|a,| < ¢ < 1.

n—oo
Obrat ne vrijedi. Primjerice, za k > 0 stavimo
—k —k
ag, =477, aop1 = 247"

Pocetni ¢lan ag ne utjece na konvergenciju. Omjeri susjednih ¢lanova naizmjence su 21 1/8,
pa kriterij omjera ne daje odluku. Medutim,

1 1 1
Yay =5 (k21),  *ag = 5270 — =

Kriterij korijena zato daje konvergenciju. Ovaj primjer ujedno pokazuje da uvjet

lim sup |ap41/an| > 1
n—oo

ne jamci divergenciju. U divergencijskom dijelu kriterija omjera pojavljuje se donji limes.
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Primjer 6.2.12. Za svaki z € C apsolutno konvergira red

E(z) = Z%.

n=0

Za z = 0 tvrdnja je neposredna, a za z # 0 vrijedi

2/ (n + 1)) z
e REE Rl
Prema tome, kriterij omjera daje tvrdnju. I redovi
o0 241 o0 20
S(z) = nzzo(_wm, C(z) := ;(—m(zn)!

apsolutno konvergiraju: sume modula njihovih ¢lanova omedene su sumom »_ > |z|"/nl.
Time smo definirali tri funkcije na C. Njihovu vezu s eksponencijalnom, sinusnom

i kosinusnom funkcijom opravdat ¢emo nakon obrade Taylorovih redova. Sama slicnost

zapisa ili jedna funkcijska jednakost jos nije dokaz identifikacije s ve¢ uvedenom funkcijom.

6.2.4. Integralni kriterij

Integrali su osobito korisni kada ¢lanovi reda sporo teze nuli, pa kriteriji omjera i korijena
daju rubnu vrijednost 1.

Teorem 6.2.13 (Integralni kriterij). Neka je m € N i neka je f: [m,+oo0) — [0, +00)
nerastuca funkcija. Tada red Y7 f(n) konvergira ako i samo ako konvergira nepravi
. +o0o .. .. .
integral fm f(z)dx. U slucaju konvergencije vrijedi

00 +oo

+o00
/ flz)de < f(n) < f(m) +/ f(z)dx.

m n=m m

Za ostatak Ry =" .\ f(n), N > m, vrijedi

+00 +oo
f(x)dr < Ry < f(z)dz. (6.3)

N+1 N

Dokaz. Monotona je funkcija Riemann integrabilna na svakom konac¢nom segmentu svoje
domene, pa su integrali u nastavku dobro definirani. Za = € [k, k + 1] vrijedi

fk+1) < flx) < k).
Integriranjem i zbrajanjem dobivamo

/ Fa)de < 3 fn) < fm) + / f(x) d. (6.4)

m n=m m
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Funkcija F(t) = f; f(z)dzx ne pada jer je f > 0. Njezin konacan limes u 400 pos-
toji ako i samo ako je ona ogranicena. Nejednakosti pokazuju da je to ekvivalentno
ogranicenosti parcijalnih suma reda. Pri tome ogranic¢enost vrijednosti F'(N) za cjelobrojne
N daje ogranic¢enost svih vrijednosti F'(t) zahvaljujué¢i monotonosti. Primjenom teorema

slijedi ekvivalencija. Prijelaz na limes u (6.4)) daje ocjenu sume.
Za M > N na isti nac¢in dobivamo

M+1 M o
/N+1 f(x)dmén:%;lf(n)g/jv @) da.

Pustimo M — oo i dobivamo (6.3)). m

Yy

visina f(k)

L visina f(k+1)

m E k+1

Na svakom jedini¢nom intervalu povrsina ispod grafa omedena je povrSinama dvaju
pravokutnika. Neprekidnost funkcije u integralnom kriteriju nije potrebna; monotonost veé¢
jamdci lokalnu integrabilnost. Dovoljno je i da uvjeti kriterija vrijede tek od nekoga indeksa
nadalje.

Primjer 6.2.14 (p-red). Za realan p vrijedi

1
Z — konvergira <= p> 1.
np

n=1

Za p < 0 ¢lanovi ne teze nuli. Za p > 0 funkcija 7P pozitivna je i padajuca, a za T > 1
vrijedi

TP 1
/T@: T P#L
12 InT, p=1.

Konacan limes pri 7' — 400 postoji to¢no za p > 1. Tada je

(N +1)'-p =~ 1 _ N
p—1 S Z > S

S .
P S p—1
n=N+1 n p

Tako integralni kriterij daje i konkretnu ocjenu pogreske pri racunanju sume.

284



6.3. Produkti © preuredivanja redova

Primjer 6.2.15. Za svaki realan p red

annn

n=2

konvergira ako i samo ako je p > 1. Za p < 0 to je divergentan red jer su mu ¢lanovi za
velike n barem 1/n. Za p > 0 funkcija f(z) = 1/(z(Inz)?) pada na [2,400). Supstitucija

t =Inx daje
/T dr B /lnT dt
o w(lnz)p  fyy t7

a posljednji integral ima konacan limes tocno za p > 1.
Jos sporiju granicu izmedu konvergencije i divergencije daje red

[e.o]

1
nzz?)nlnn(lnlnn)p'

I on konvergira tocno za p > 1. Za p < 0 usporedimo ga, od dovoljno velikoga indeksa
nadalje, s divergentnim redom » 1/(nlnn). Za p > 0 pripadna je funkcija pozitivna i
padajuca na [3, +o0), a supstitucija ¢ = Inln z svodi integral na integral funkcije ¢t7.

Zadatak 6.2.1. Ispitajte apsolutnu i obi¢nu konvergenciju redova

n 1 e

Z (b eR), ZZ_"’ ;nlnn‘

n=1 n=1

Za prvi red odredite koliko ¢lanova osigurava pogresku manju od 1073 kada je p = 2.

Zadatak 6.2.2. Neka je a,, > 01 neka postoji r = lim,, 0 @11/a, € [0, +00]. Dokazite da
tada postoji i lim, . /a, te da je jednak r.

Uputa: Za 0 < r < +oo omedite omjere brojevima r —eir + ¢, pri cemu je 0 < € < r,
a zatim mnozite nejednakosti. Slucajeve r =0 i r = 400 obradite jednostranim ocjenama.

Zadatak 6.2.3. Za S =3"° 1/n%isy =Y~ 1/n* dokazite

— < 5K —.
8N+N+1 SN+N

Odredite sirinu toga intervala i usporedite je s ocjenom 0 < S — sy < 1/N. Kako to utjece
na izbor aproksimacije sume S7
6.3. Produkti i preuredivanja redova

Kod konac¢nih suma distributivnost dopusta proizvoljno grupiranje i promjenu redoslijeda
¢lanova. Kod beskonac¢nih redova tim se postupcima mijenja niz parcijalnih suma. Zato
svaki takav prijelaz moramo opravdati teoremom o konvergenciji.
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6.3.1. Cauchyjev produkt

U ovom pododjeljku prakti¢no je indeksiranje zapoceti od 0.

Definicija 6.3.1. Za redove Y " jan iy - b, definiramo

Cp = Z bn_k (n>0).
k=0

Red >~ ¢, zovemo ngihovim Cauchyjevim produktom.
Prvi su ¢lanovi
co = agbo, c1 = agby + arby, cy = agby + a1y + azbp.

Clanove dvostrukoga rasporeda ab, zbrajamo duz dijagonala k + [ = n. Parcijalna suma
Cauchyjeva produkta stoga je zbroj po trokutastom skupu indeksa:

N
CN = ch = Z akbl. (65)
n=0 k,1>0

k+IKN

Nije jednaka produktu odgovarajuc¢ih parcijalnih suma Ay By = Z,ILO Zfio arb;, u kojem
zbrajamo po kvadratu.

C5: tocke u trokutu

c3: tocke na dijagonali

Teorem 6.3.2 (Mertensov teorem). Neka su > - a, = A iy - b, = B konvergentni
redovi realnih ili kompleksnih brojeva. Ako barem jedan od njih konvergira apsolutno, njihov
Cauchyjev produkt konvergira i ima sumu AB.
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Dokaz. Zbog simetrije mozemo pretpostaviti . |a,| < +00. Ozna¢imo

N N
AN:ZCLk, BN:Zbka DN:BN—B.

Tada Ay — A i Dy — 0, pa postoji M > 1 takav da je |Dy| < M za svaki N > 0.
Preuredivanjem konacnih suma u (6.5)) dobivamo

N N
Cy = Z arBn_i = BANx + Z arDn_j.
k=0 k=0

Dovoljno je dokazati da posljednja suma tezi nuli.
Neka je € > 0. Apsolutna konvergencija daje K takav da je

Za N > K podijelimo sumu na pocetni i zavrsni dio:

K N
< lar| Dyl + MY .
k=0

k=K+1

N

Z arDy_i

k=0

Drugi je pribrojnik manji od £/2. Prvi je kona¢na suma izraza koji za fiksni k teze nuli,
pa je i on manji od £/2 kada je N dovoljno velik. Prema tome, Cy — BAy — 0, odakle
CN — BA. ]

Korolar 6.3.3. Ako oba reda iz Mertensova teorema konvergiraju apsolutno, tada i njihov
Cauchyjev produkt konvergira apsolutno te vrijeds

gw < <i|\) (gybny)

Dokaz. Nejednakost trokuta i nenegativnost daju za svaki N

Sl < S Jaullhl < (zw) (Zw)

n=0 k, >0
k+l<N

Desna je strana omedena produktom dviju konac¢nih suma redova modula. Teorem [6.2.]]
daje konvergenciju Y |¢,|, a prijelaz na limes daje trazenu ocjenu. O]
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Primjer 6.3.4. Za |q| < 1 kvadriranjem geometrijskoga reda dobivamo

1_q (Zq) :Zn—i—l)q”

Zaista, n-ti je ¢lan Cauchyjeva produkta Y ,_,¢"¢"™" = (n + 1)¢". Mertensov teorem
opravdava mnozenje jer geometrijski red apsolutno konvergira.
Primjer 6.3.5. Apsolutnu konvergenciju ne mozemo izostaviti za oba faktora. Red
s

n+1

n=0

konvergira prema Leibnizovu kriteriju, a nije apsolutno konvergentan prema primjeru(6.2.14}
Njegov Cauchyjev produkt sa samim sobom ima ¢lanove

Z\/k:+1 Yn—k+1)

Bududi da su oba faktora pod korijenom najvise n + 1, slijedi

n

1
|Cn|;3§£:7l+71:: L.

k=0

Stoga ¢, # 0 i produkt divergira. Ne radi se o nepostojanju produkta dvaju konacnih
brojeva koji su sume polaznih redova, nego o tome da ga ovaj novi red ne predstavlja.

6.3.2. Promjena redoslijeda ¢lanova

Definicija 6.3.6. Neka je 0: N — N bijekcija. Red Y | ay(n) zovemo preuredenjem reda

fozl Qn -

Bijektivnost znaci da svaki pocetni ¢lan upotrebljavamo toéno jedanput. Nije dovoljno
navesti proizvoljan novi niz indeksa: on moze neke ¢lanove izostaviti ili ponoviti.

Teorem 6.3.7. Svako preuredenje apsolutno konvergentnoga reda konvergira apsolutno i
ma istu sumu kao pocetni red.

Dokaz. Neka je S = > >
razliciti su, pa je

a, i neka je o bijekcija. Za svaki N brojevi o(1),...,0(N)

N 00
S o] €3l
n=1 n=1

Parcijalne sume reda modula zato su ogranicene, pa preuredeni red apsolutno konvergira.

n=1
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Dokazimo jednakost suma. Za e > 0 odaberimo m tako da je > 7° . |a,| < €/2.
Surjektivnost daje Ny takav da se medu o(1),...,0(Ny) nalaze svi indeksi 1,...,m. Za
N > N, razlika

N m
D o) = D n
n=1 n=1

jest suma nekih ¢lanova s indeksima ve¢im od m, bez ponavljanja. Njezina je apsolutna vri-
jednost najvise > - |a,|. Kako i za izvorni ostatak vrijedi [S—=3""" | an| < D507 ) aa],

n=m+1
dobivamo
N o0
j{:(Lﬂn)—-S':g 2 j{: |an|<i€.
n=1 n=m-+1
Prema definiciji, suma preuredenoga reda jednaka je S. [

Posebno, suma konvergentnoga reda s nenegativnim ¢lanovima ne ovisi o redoslijedu
clanova. Kod uvjetne konvergencije situacija je drukcija.

Primjer 6.3.8. Neka je

1 1 1
A=1—Zd e,
2+3 4jL

Znamo da je A > 1/2 > 0. Preuredimo ¢lanove tako da uzimamo po dva pozitivna ¢lana,
a zatim jedan negativan:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
TR R TR I
To je preuredenje: pozitivni i negativni ¢lanovi zadrzavaju svaki svoj poredak, a svaki se
¢lan naposljetku pojavi. Pokazimo da novi red ima sumu 3A4/2.
Oznacimo H, = ZZ:1 1/k, izvorne parcijalne sume sa s,, a nove s t,. Tada je sa, =
H,,, — H,,, dok za novi red vrijedi

t _2m 1 1
3m_§:2k—1_§:§5

k=1 =1
1 1
2

= H4m - §H2m Hm

1 3

= Sym + =Som —> —A.
Sy +282 5

Razlike t3,41 — tgm = 1/(4m+1) ity — t3m = 1/(dm+ 1)+ 1/(4m + 3) teze nuli. Zato i
cijeli niz (t,) tezi prema 3A/2. Kako je A > 0, suma se doista promijenila. Za taj zakljucak
nismo trebali unaprijed znati toénu vrijednost A.

Prethodni primjer nije iznimka. Uvjetno konvergentan realan red mozemo preurediti
tako da njegova suma postane bilo koji unaprijed zadani realan broj.
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Poglavlje 6. Redovi

Teorem 6.3.9 (Riemannov teorem o preuredivanju). Ako red realnih brojeva >~ a,
wvjetno konvergira, onda za svaki L € R postoji byjekcija o: N — N takva da je

Z aa(n) = L.
n=1

Dokaz. Najprije izdvojimo pozitivne i negativne ¢lanove. Stavimo

+

= max{ay, 0}, a, = max{—ay,0},

a n

te oznac¢imo njihove parcijalne sume s Py i Q. Vrijedi

N N
PN_QN:ZQM PN+QN:Z|an|
n=1 n=1

Druga desna strana tezi prema 400, a prva ima konacan limes. Iz identiteta 2Py =
(Pv+Qn)+ (Pv—Qn)12Qn = (Pyv +Qn) — (Py — Qn) slijedi Py, Qn — +00. Posebno,
pozitivnih i negativnih ¢lanova ima beskonacno mnogo.

Nabrojimo pozitivne ¢lanove redom kojim se pojavljuju u polaznom redu kao py, ps, .. .,
a module negativnih kao ¢, ¢o,.... Tada

p; >0, ¢ >0, pjq—0, dpi=> g =+

Konstruiramo novi poredak. Pocevsi od sume 0, uzimamo neupotrijebljene pozitivne ¢lanove
po njihovu poretku dok suma ne postane strogo ve¢a od L. Ako je ve¢ poc¢etna suma veca od
L, ovaj je prvi korak prazan. Zatim uzimamo neupotrijebljene negativne ¢lanove, opet po
njihovu poretku, dok suma ne postane strogo manja od L. Postupak ponavljamo. Svaki je
blok konacan jer i zbroj preostalih pozitivnih ¢lanova i zbroj modula preostalih negativnih
¢lanova divergiraju.

Oznacimo s U; sumu na kraju j-toga pozitivnog bloka, a s V; sumu na kraju sljedecega
negativnog bloka. Od drugoga para blokova nadalje oba bloka sadrze barem jedan clan.
Prelazak preko L dogada se tek posljednjim ¢lanom, pa je

0<U;j—L<p,, 0<L-V;<q, (j=2),

gdje su p,; i —qs; posljednji clanovi tih blokova. Kako rj, s; — oo, dobivamo Uj;, V; — L.
Sve parcijalne sume unutar pozitivnoga bloka leze izmedu V;_; i U;, a unutar negativnoga
izmedu V; i U;. Zato cijeli niz parcijalnih suma konvergira prema L.

Preostaje provjeriti da smo dobili preuredenje svih ¢lanova. Svaki par blokova nakon
prvoga uzima barem jedan novi pozitivni i jedan novi negativni clan. Buduéi da unutar
svakoga predznaka cuvamo poredak, svaki nenulti ¢lan naposljetku bude upotrijebljen to¢no
jedanput. Ako postoje nulti ¢lanovi, nabrojimo i njih po izvornom poretku te nakon j-toga
negativnog bloka umetnemo j-ti nulti ¢lan, ako postoji. Time se sume ne mijenjaju, a svi
¢lanovi budu upotrijebljeni. Dobiveni poredak zato odreduje trazenu bijekciju o. O]
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6.4. Jednolika konvergencija nizova i redova funkcija

Zadatak 6.3.1. Za |g| < 1 pomocu Cauchyjeva produkta dokazite

~(n+1)(n+2) , 1
D I (i

n=0
Objasnite zasto se red moze pomnoziti s jo§ jednim geometrijskim redom.

Zadatak 6.3.2. Pretpostavite da ) a, apsolutno konvergira i da je N = Uj‘;l I;, gdje su
I; neprazni konacni medusobno disjunktni skupovi. Dokazite da red

apsolutno konvergira i ima istu sumu kao pocetni red.
Uputa: Najprije nabrojite indekse po blokovima [;. Zatim primijenite teorem i
izdvojite odgovarajuci podniz parcijalnih suma.

Zadatak 6.3.3. Prilagodite dokaz Riemannova teorema tako da preuredene parcijalne sume
teze prema +o00. Potom konstruirajte preuredenje za koje je njihov donji limes —oo, a gornji
limes +o00. Pazite da svaki ¢lan izvornoga reda bude upotrijebljen totno jedanput.

6.4. Jednolika konvergencija nizova i redova funkcija

Do sada su ¢lanovi nizova i redova bili brojevi. Ako svaki ¢lan ovisi o varijabli x, limes ili
suma takoder mogu ovisiti o x. Tada se postavlja novo pitanje: cuva li prijelaz na limes
neprekidnost, integral ili derivaciju? Pokazat ¢emo da sama konvergencija za svako pojedino
x za to nije dovoljna. Vazna je moguénost da se ista ocjena pogreske primijeni istodobno
na sve tocke promatranoga skupa.

6.4.1. Konvergencija po tockama i jednolika konvergencija

Neka je E C R neprazan skup i neka su f,: E — R, n € N, funkcije.

Definicija 6.4.1. Kazemo da niz (f,) konvergira po tockama na E k funkciji f: E — R
ako za svaki x € E vrijedi f,(x) — f(x). Drugim rije¢ima,

(Ve € E)(Ve > 0)(3N e N)(Yn > N) |fu(z) — f(z)| <e.
Kazemo da (f,) jednoliko /i uniformno konvergira k f na E ako
(Ve > 0)(AN e N)(Vn > N)(Vz € E) |fu(x) — f(z)| <e.

Jednoliku konvergenciju oznacavamo s f, = f na E.
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Poglavlje 6. Redovi

U prvoj definiciji N smije ovisitii o z i 0 €. U drugoj N ovisi o ¢, ali vrijedi za sve
x € E. Stoga jednolika konvergencija povlaci konvergenciju po tockama. Obrat opéenito
ne vrijedi.

Primjer 6.4.2. Na [0, 1] definirajmo neprekidne funkcije
fn(x) = max{1 — nz,0}.
Za x > 0 vrijedi f,(z) =0 ¢im jen > 1/x, a f,(0) = 1 za svaki n. Prema tome, limes po

tockama jest funkcija
1, =0,
-

0, O0<ax<l1.

Ona nije neprekidna u 0. Konvergencija nije jednolika: za svaki n u tocki x = 1/(2n) vrijedi
|fu(z)— f(z)| = 1/2. Dakle, ve¢ za ¢ = 1/4 ne postoji zajednicki prag N iz druge definicije.

0" 112 1

Na slici se dio grafa koji je udaljen od limesa suzava, ali njegova visina ne postaje mala.
Za konvergenciju po tockama svaku tocku promatramo zasebno; za jednoliku konvergenciju
moramo kontrolirati i tocke koje se mijenjaju s n.

Za funkciju h: F — R pisemo

|7 := sup |h(z)],
zel

pri ¢emu dopustamo vrijednost +o0o0 ako h nije ograni¢ena. Na prostoru ogranic¢enih funkcija
ta se velicina zove supremumska norma. 1z definicije slijedi ekvivalencija

fao=2fnal << |fu.—fllg —0.

Doista, tockaste ocjene |f,(z) — f(z)| < €/2 za sve x daju || f, — fl|lg < /2 < &, a obrat je
neposredan. Supremum pritom ne mora biti dosegnut.

Jednolika konvergencija ne zahtijeva da su same funkcije f,, i f ogranicene. Primjerice,
fn(z) = £+ 1/n jednoliko konvergira k f(x) = z na cijelom skupu R, jer je || f, — fllr = 1/n.
Za dovoljno velike n mora biti ogranicena njihova razlika.
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6.4. Jednolika konvergencija nizova i redova funkcija

Teorem 6.4.3 (Cauchyjev kriterij za jednoliku konvergenciju). Niz (f,,) jednoliko konver-
gira na E k nekoj realnoj funkciji ako i samo ako vrijedi

(Ve > 0)(3N € N)(Vm,n = N)(Vz € E) |fn(2) — ful2)] < e. (6.6)

Dokaz. Ako f, = f, odaberimo N tako da zan > N isvaki x € E vrijedi | f.(z) — f(z)| <
/2. Nejednakost trokuta daje (6.6)).

Obratno, pretpostavimo (6.6). Za ¢vrsti  niz brojeva (f,(z)) jest Cauchyjev, pa po
potpunosti R ima limes. Oznac¢imo ga s f(z). Za zadani € > 0 odaberimo zajednicki N za
pogresku £/2 u (6.6). Fiksirajmo n > N iz € E te pustimo m — oo. Dobivamo

|f(z) = fulz)| < e/2 <e.

Buduéi da je isti N odabran za sve x, konvergencija je jednolika. O

6.4.2. Redovi funkcija i Weierstrassov kriterij

Neka su u,: E — R funkcije. Red ) 7 | u, konvergira po tockama, odnosno jednoliko, ako
njegov niz parcijalnih suma

sp(z) = Z ug(x)
k=1
konvergira na odgovarajuc¢i nac¢in. U tom slucaju limes zovemo sumom reda funkcija i
pisemo f(z) =37, uy(x). Jednoliki Cauchyjev kriterij za red glasi

q

k=p+1

(Ve > 0)(IN e N)(Vg>p > N)(Vz € E) <e.

Posebno, jednolika konvergencija reda povlaci u, = 0, jer je u, = s, — Sp,_1 za n > 2. Taj
nuzan uvjet nije dovoljan, kao sto pokazuje red konstantnih funkcija u,(z) = 1/n.

Teorem 6.4.4 (Weierstrassov kriterij majorante). Pretpostavimo da postoje brojevi M,, > 0
takwv da je
|un(x)] < M, (r€ E, neN)

i da red Y7 | M, konvergira. Tada red Y~ u, konvergira jednoliko na E i apsolutno u
svakoj tocki E. Ako je njegova suma f, onda

£
k=1

Dokaz. U svakoj ¢vrstoj tocki = usporedba s konvergentnim redom » | M,, daje apsolutnu
konvergenciju reda > u,(x). Time je definirana njegova suma f(z). Za m > n imamo

< f: M. (6.7)

E k=n-+1

m m m
D ou@)| < Y u(@) < ) My
k=n+1 k=n+1 k=n+1

293



Poglavlje 6. Redovi

Pustanjem m — oo dobivamo ocjenu | f(z) — sn(z)| < 72, . My. Desna strana ne ovisi
o x i tezi nuli, pa supremum po E daje (6.7) i jednoliku konvergenciju. O]

Kriterij se ¢esto naziva i Weierstrassovim M -testom. To je dovoljan, ali ne i nuzan uvjet:
red konstantnih funkcija u,(z) = (=1)""! /n konvergira jednoliko na svakom nepraznom E,
jer pogreska ne ovisi o x, premda ne konvergira apsolutno.

Primjer 6.4.5. Red

konvergira apsolutno i jednoliko na cijelom skupu R. Naime, |sin(nz)/n?| < 1/n?, a red
3~ 1/n? konvergira. Ista argumentacija vrijedi ako sinus zamijenimo kosinusom. Samo iz
toga jos ne smijemo zakljuciti da se dobiveni redovi mogu derivirati ¢lan po ¢lan.

Definicije konvergencije po tockama i jednolike konvergencije, Cauchyjev kriterij i We-
ierstrassov kriterij vrijede i kada je E proizvoljan neprazan skup, primjerice podskup od
C, a funkcije imaju vrijednosti u C. Apsolutnu vrijednost tada zamjenjujemo kompleks-
nim modulom; strukturu domene u tim tvrdnjama nismo koristili. U Cauchyjevu kriteriju
postojanje tockastoga limesa tada slijedi primjenom potpunosti R na realne i imaginarne
dijelove. Ostale ocjene ostaju iste.

6.4.3. Neprekidnost i integriranje jednolikog limesa

Teorem 6.4.6. Ako su f,: F — R neprekidne u tocki c € E i f, = f na E, onda je i f
neprekidna u c. Posebno, jednoliki limes neprekidnih funkcija na E neprekidna je funkcija
na L.

Dokaz. Neka je e > 0. Odaberimo jedan indeks n takav da je
[fulz) = f(x)l <e/3  (z€E).

Taj indeks sada drzimo ¢vrstim. Zbog neprekidnosti od f,, u ¢ postoji 6 > 0 takav da za
x € B, |x—c| <§, vrijedi |f,(z) — fu(c)| < €/3. Za takav x nejednakost trokuta daje

[f(x) = O < [f (@) = ful@)] + [ful@) = fule)| + | fule) = f(c)]

< E.
To je neprekidnost od f u ¢, relativno na domenu F. O]

Korolar 6.4.7. Suma jednoliko konvergentnoga reda neprekidnih funkcija na E neprekidna
je na E.

Dokaz. Parcijalne su sume neprekidne kao kona¢ni zbrojevi neprekidnih funkcija. Primije-
nimo prethodni teorem na njihov niz. O]
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6.4. Jednolika konvergencija nizova i redova funkcija

Za provjeru neprekidnosti dovoljno je imati jednoliku konvergenciju u okolini svake po-
jedine tocke, relativno na F. Nije potrebno da jedan zajednicki prag N vrijedi na cijeloj,
eventualno neograni¢enoj domeni. Takoder, teorem ne tvrdi da je limes jednoliko nepreki-
dan na proizvoljnom FE.

Teorem 6.4.8. Neka je a < b i neka su f,: [a,b] — R Riemannovo integrabilne. Ako
fn =2 f nala,bl], tada je i f Riemannovo integrabilna te

/f( o= lim [ f(@)da (6.8)

n—oo

Stovise, za svaki c € [a,b] funkcije
F.( / fa(t)dt  jednoliko konvergiraju na [a,b] k F(x / f(t)

uz ocjenu, za sve dovoljno velike n,

[En = Fllay < (b= a)l[fo = flljasl- (6.9)

Dokaz. Najprije moramo dokazati integrabilnost funkcije f. Izaberimo jedan n za koji je
If = falllay < 1. Kako je f,, ogranicena, iz |f(x)| < |fn(x)| + 1 slijedi ogranicenost od f.
Neka je € > 0. Odaberimo n tako da je

ni= ||f_fn||[a,b} < 4(b—a)

Za svaku podjelu P nejednakosti f, —n < f < f, +n povlace
Uf,P)SU(fu, P)+nb—a),  L(f,P) = L(fn, P) —n(b—a).

Bududi da je f, integrabilna, Darbouxov kriterij (teorem [5.1.6) daje podjelu P za koju je
U(fn, P) — L(fn, P) < €/2. Za tu podjelu vrijedi

U(f, P) = L(f, P) SU(fn, P) = L(fn, P) + 2n(b — a) <e.

Ponovna primjena Darbouxova kriterija dokazuje integrabilnost od f.
Sada su razlike f,, — f integrabilne, pa ocjena integrala daje za svaki x € [a, ]

(fult) = f(8) dt| < |z = cl[[fa = fllap) < (0= a)llfo = fllay-

Desna strana tezi nuli neovisno o x. Dobivamo , auzc=a, x = bijednakost .
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Korolar 6.4.9 (Integriranje reda clan po ¢lan). Neka su u,: [a,b] — R Riemannovo inte-
grabilne funkcije te neka red Y . u, jednoliko konvergira na [a,b] k funkciji f. Tada za
svaki ¢ € [a,b] vrijedi

/x (Z un(t)) dt = Z/I u,()dt  (z € [a,D]),

a red na desnoj strani konvergira jednoliko na |a, b.

Dokaz. Primijenimo teorem na parcijalne sume s, = Y ,_, u,. Njihovi su integrali
konac¢ni zbrojevi integrala ¢lanova, pa tvrdnja neposredno slijedi. O]

Primjer 6.4.10. Na [0, 7] definirajmo

nsin(nz), 0Lz < 7/n,
fm:{ (nz) /
0, w/n <z <.

Svaka je funkcija f,, neprekidna, uklju¢ujuéi spojnu tocku 7/n. U tocki 0 sve su vrijednosti
jednake nuli, a za ¢vrsti > 0 vrijedi f,(z) = 0 ¢im je n > 7/x. Dakle, f,,(z) — 0 za svaki
x € [0,7]. Medutim,

/07r fu(z)dz = /Oﬂ/nnsin(nx) dz = [~ cos(nz)]7/" = 2.

Zato je limes integrala 2, dok je integral limesa 0. Konvergencija nije jednolika jer je
fu(m/(2n)) = n, odnosno || fullo.x = -

y n
Ja
povrsina ispod svakoga
grafa jednaka je 2
I2
fi
x
0 /4 /2 T

U ovom primjeru Sirina dijela na kojem je funkcija pozitivna tezi nuli, ali visina raste.
Sama konvergencija po tockama ne kontrolira ukupni doprinos takvih dijelova integralu.
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6.4.4. Deriviranje limesa i reda

Za integriranje je dovoljna jednolika konvergencija samih funkcija. Za deriviranje posta-
vit ¢emo uvjet na njihove derivacije. Pokazat ¢e se da tada konvergenciju funkcija treba
unaprijed znati samo u jednoj tocki.

Teorem 6.4.11. Neka je a < b i f,, € C'([a,b]) za svaki n € N. Pretpostavimo da niz (f})
jednoliko konvergira na [a,b] k funkciji g te da za neku tocku ¢ € [a,b] niz brojeva (f,(c))
konvergira. Tada niz (f,) jednoliko konvergira na [a,b] k funkciji f € C'([a,b]) i vrijedi

fllx)=g(x)  (z € lab]).
U krajevima segmenta derivacije su jednostrane.

Dokaz. Oznacimo ¢ = lim,,_,, f,(c). Funkcija g neprekidna je prema teoremu [6.4.6} jer su
f! neprekidne. Zato mozemo definirati

fla) =1+ /wg(t) dt.

Teorem o integralu s promjenjivom gornjom granicom (teorem [5.4.4)) daje f € C([a,b]) i
f" = g, s jednostranim derivacijama u krajevima segmenta.
Newton—Leibnizova formula primijenjena na f, daje

fulw) = fule) + [ ey
Oduzimanjem slijedi

o) = f(@)] < |fule) =€ + (b= a)[l.f, — gllia)-

Oba ¢lana na desnoj strani teze nuli, a ne ovise o . Time je dokazana jednolika konver-
gencija f, = f. n

Uvjet konvergencije u jednoj tocki odreduje konstantu integriranja. Bez njega tvrdnja
nije istinita: za f,(xz) = n sve su derivacije jednake nuli, ali niz funkcija ne konvergira ni u
jednoj tocki.

Korolar 6.4.12 (Deriviranje reda ¢lan po ¢lan). Neka je u,, € C'([a,b]) za svaki n € N.

Ako red Y~ | ul, jednoliko konvergira na [a,b] i red brojeva > u,(c) konvergira u barem
jednoj tocki ¢ € [a,b], tada red Y | u, jednoliko konvergira na [a,b]. Njegova je suma

klase C'([a,b]) 1
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Dokaz. Primijenimo teorem [6.4.11| na niz parcijalnih suma s, = > .;_, u;z. Njihove su
derivacije upravo parcijalne sume reda » uj. O

Primjer 6.4.13. Niz funkcija

sin(nz)

fulx) = (z € [=m,7])

n

jednoliko konvergira k f = 0, jer je || fu|/[—r,-j < 1/n. S druge strane, f) (z) = cos(nz). U
tocki 0 vrijedi f/(0) = 1, pa limes derivacija u toj tocki nije jednak f’(0) = 0. U tocki 7 niz
derivacija ¢ak ne konvergira, jer je f/(m) = (—1)". Dakle, jednolika konvergencija samih
funkcija ne dopusta zamjenu redoslijeda limesa i deriviranja.

S

Grafovi se jednoliko priblizavaju z-osi, ali njihove oscilacije postaju sve brze. Male
vrijednosti funkcije zato ne znace i male vrijednosti njezine derivacije.

Zadatak 6.4.1. Za f,(z) = x™ odredite limes po tockama na [0, 1]. Ispitajte jednoliku
konvergenciju na [0, 1], na [0,7] za 0 < r < 1 te na [0,1). Izracunajte lim,_,., fol fo(z) dx
i integral limesa po tockama. Sto taj primjer pokazuje o nuznosti pretpostavke jednolike

konvergencije u teoremu

Zadatak 6.4.2. Dokazite da funkcije f,(z) = z/(1+ na?) jednoliko konvergiraju k nuli na
cijelom skupu R. Toc¢no izracunajte || f,||r.
Uputa: 1z (y/n|z| — 1)? > 0 dobijte gornju ocjenu i odredite kada nastupa jednakost.

Zadatak 6.4.3. Dokazite da red

. sin(nz)
n=1
definira funkciju klase C* na R te da se za svaki m € N derivacija f™ dobiva deriviranjem
reda clan po ¢lan.
Uputa: Za svako ¢vrsto m dokazite konvergenciju reda > n™/2". Weierstrassov kri-
terij daje jednoliku konvergenciju svih promatranih redova na R, a teorem o deriviranju
primijenite na proizvoljan segment.
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Zadatak 6.4.4 (Dinijev teorem). Neka su f, i f neprekidne funkcije na [a,b]. Pretpos-
tavimo da za svaki x € [a,b] vrijedi f,(z) > for1(z) i fo(z) — f(z). Dokazite da je
konvergencija jednolika.

Uputa: Za zadani ¢ > 0 skupovi U,, = {z € [a,b] : f,(x) — f(z) < €} relativno su
otvoreni, rastu s n i zajedno pokrivaju [a, b]. Primijenite kompaktnost segmenta. Objasnite
zasto se pretpostavka neprekidnosti limesa ne moze izostaviti, koristeéi primjer [6.4.2]

6.5. Redovi potencija

Polinomi se mogu derivirati i integrirati ¢lan po ¢lan. Zelimo ustanoviti kada to smijemo
uciniti i za beskonac¢ne sume potencija. Pokazat ¢e se da takav red u unutrasnjosti svoga
podrucja konvergencije ima osobito dobra svojstva. Na rubu tog podrué¢ja ponasanje moze
biti drukéije, pa ¢emo rubne tocke uvijek provjeravati zasebno.

6.5.1. Radijus konvergencije

Definicija 6.5.1. Neka suce C ia, € C zan € Ny. Izraz

Z an(z —co)"

nazivamo redom potencija sa sredistem u c. Brojevi a, njegovi su koeficijenti. Konstantni
clan je ag; on ima tu vrijednost i za z = c.

Promjenom varijable w = z — ¢ mozemo racun svesti na srediste 0, ali srediste ¢emo
zadrzati u opéim formulama. Ako su srediste i koeficijenti realni, red mozemo promatrati
samo na realnom pravcu. Kompleksna varijabla omogucuje jednostavan zajednicki opis svih
tocaka konvergencije.

Neka je

K = {z eC: Zan(z —o) konvergira} :

n=0

Uvijek je ¢ € K, pa skup nije prazan. Broj
R:=sup{|z—¢| :,z € K} € [0, +0]
nazivamo radijusom konvergencije. Ako je skup udaljenosti neomeden, pisemo R = +oc.

00
=0

Teorem 6.5.2 (Cauchy-Hadamardova formula). Za red potencija ),

p = limsup {/|ay|.

n—oo

an(z—c)" stavimo
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Tada je
1 1 1
= -, — 1= 400, — =0.
p 0 ~+00
Red apsolutno konvergira za |z — c| < R, a divergira za |z — ¢| > R. U potonjem slucaju

njegovi ¢lanovi cak ne teZe prema nuli.

Dokaz. U sredistu se svi ¢lanovi osim konstantnoga ponistavaju, pa ondje red konvergira.
Neka je zato d := |z — ¢| > 0.
Ako je d < 1/p, mozemo odabrati konacan broj ¢ takav da je
1

<g<-=.
qu

To ukljucuje slucaj p = 0; za p = +o0o ovaj slucaj ne nastupa. Prema definiciji limesa
superiora postoji N takav da za n > N vrijedi {/|a,| < ¢. Stoga je

jan(z = )" < (gd)"  (n=N).

Kako je gqd < 1, usporedba s geometrijskim redom daje apsolutnu konvergenciju.
Ako je d > 1/p, mozemo odabrati konacan ¢ takav da je
1

= <q<p.
dqp

To ukljucuje slucaj p = +o0; za p = 0 ovaj slucaj ne nastupa. Za beskonatno mnogo
indeksa n vrijedi {/|a,| > ¢. Za te indekse imamo

lan(z = )" > (¢d)",  qd >1,

pa ¢lanovi reda ne teze prema nuli.

Ako je 0 < 1/p < +o00, upravo dokazane tvrdnje pokazuju da supremum udaljenosti
tocaka konvergencije iznosi 1/p, neovisno o ponasanju na kruznici. Ako je p = 0, red
konvergira u svakoj tocki i R = 4+o00. Ako je p = 400, konvergira samo u sredistu i
R=0. O

Im 2

’ N

divergencija
’
z .
1
f ° R \ °
1 A}
1 C !
! 1
i I
\

) apsolutna ,

. konvergencija
A Y]

~ 7 Rez

rub se provjerava zasebno
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Za 0 < R < +oo unutrasnjost podrucja konvergencije jest otvoreni krug |z — ¢| < R.
Na kruznici |z — ¢| = R prethodni teorem ne daje zaklju¢ak. Posebno, pri radu s realnom
varijablom treba zasebno ispitati tocke ¢ — R i ¢ + R.

Korolar 6.5.3. Pretpostavimo da su koeficijenti od nekog indeksa razliciti od nule 1 da
postoji prosireni limes

An+1
an

/= lim

n—o0

€ [0, 4o00].

Tada je R =1/, uz iste dogovore za 0 i 4+00.

Dokaz. Za z # ¢ omjer apsolutnih vrijednosti uzastopnih ¢lanova iznosi

an+1(z __C)n+1

an(z —c)"

Prema teoremu red apsolutno konvergira ako je |z — ¢|¢ < 1, a njegovi clanovi ne teze
prema nuli ako je |z — ¢|¢ > 1. To odreduje radijus kao 1/¢. Za ¢ = 0 prvi zakljucak vrijedi
za svaku kona¢nu udaljenost, a za ¢ = 400 drugi vrijedi za svaku pozitivnu udaljenost. [J

an+1

=lz—
Qn

Primjer 6.5.4. Red > 7 nlz" ima radijus 0, jer je an,41/a, = n+ 1 — +oo. Red
> o 2"/n! ima radijus +oo, jer je anq1/a, = 1/(n+ 1) — 0. Svaki polinom, promatran
kao red ¢iji su gotovo svi koeficijenti jednaki nuli, ima radijus 4+o00; za njega se prethodni
kriterij omjera ne primjenjuje.

Primjer 6.5.5. Sljedeci redovi imaju radijus 1, ali razlicite skupove konvergencije na real-
nom praveu:

red skup konvergencije
> an (—1,1)
250
l,n
7; L_171>
n=1
= (~1)
n <_17H
n:lOC
x?’l/
ZE L_lvu
n=1

Za prvi red na oba kraja ¢lanovi ne teze prema nuli. Za drugi red u tocki 1 dobivamo
harmonijski red, a u tocki —1 alternirajuci red koji konvergira prema Leibnizovu kriteriju
-. U tre¢em su redu uloge krajeva zamijenjene. Cetvrti red na oba kraja apsolutno
konvergira prema primjeru
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-1 0 1
red1 —© o
red 2 —® O
red 3 —©O o
red 4 —e o

6.5.2. Jednolika konvergencija, deriviranje i integriranje

Teorem 6.5.6. Neka red potencijay - a,(z—c)" ima radijus R > 0. Za svaki0 <1 < R
red konvergira jednoliko na zatvorenom krugu |z — c| < r, a vrijedi i

sup |an(z — )" < 4o0.
n—0 |z—c|<r

Dokaz. Odaberimo s tako da je r < s < R. Red apsolutno konvergira u tocki ¢ + s, pa
je niz (Ja,|s™) omeden: postoji M > 0 takav da je |a,|s" < M za svaki n € Ny. Stavimo
q=r/s <1. Za |z —c| <r imamo

lan(z — )| < |an|r™ < Mq™.

Tvrdnja slijedi iz Weierstrassova kriterija Za r = 0 svi ¢lanovi osim konstantnoga
iStezavaju, pa je zakljucak takoder ocit. O]

Dokaz ujedno daje ocjenu ostatka, za 0 <r <s< Ri N > 1:

M(r/s)"
STors

e}

sup an(z —c)"

|z—c|<r

n=N

Vazno je da izaberemo zatvoreni krug strogo unutar radijusa konvergencije. Jednolika
konvergencija na cijelom otvorenom krugu opcenito ne vrijedi: ostatak geometrijskoga reda
> o™ ne moze biti jednoliko malen za 0 < z < 1.

Propozicija 6.5.7. Red potencija i njeqovi formalno derivirani i integrirani redovi

i an(z — )", g na,(z —c)" 1, i ncf: 1 (z — )"t

imagu st radijus konvergencije, ukljucujuct moguénosti R =0 i R = +o00.

Dokaz. Najprije pokazimo da formalno deriviranje i integriranje ne mogu smanjiti radijus.
Akoje R > 0, uzmimo 0 < r < s < Rikao u prethodnom dokazu M takav da je |a,|s" < M.
Za |z — c| < r vrijedi

M n—1
nan(z— 0" < =n ()"
S S
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6.5. Redovi potencija

G

_ \n+1
n—+ l(Z )

< Mr <i>n .

s
Oba reda majoranata konvergiraju; za prvi to slijedi iz kriterija omjera, a drugi je geome-
trijski. Kako je r < R proizvoljan, radijusi izvedenih redova barem su R. Za R = 0 ta je
tvrdnja automatski istinita. Ovo obrazlozenje vrijedi i kada je R = +o0.

Formalni integral formalne derivacije polaznog reda jest polazni red bez konstantnoga
¢lana ag. Dodavanje ili izostavljanje tog ¢clana ne mijenja podrucje konvergencije. Primije-
nimo li ve¢ dokazani zakljucak o integriranju na derivirani red, dobivamo da njegov radijus
ne moze biti veéi od polaznoga. Slicno, formalna derivacija integriranoga reda upravo je
polazni red, pa veé¢ dokazani zakljucak o deriviranju daje i drugu obrnutu nejednakost. [

Rije¢ formalno zasad zna¢i da smo napisali nove koeficijente prema poznatim pravilima
za polinome. Tek treba dokazati da je suma formalne derivacije doista derivacija sume.
Jednaki radijusi sami po sebi jos ne opravdavaju zamjenu deriviranja i beskonac¢nog zbra-
janja.

Teorem 6.5.8. Ako je R > 0 radijus konvergencije reda

f(z) = N an(z — )", |z —¢| < R,

n=0

onda za svaku tocku w unutar tog kruga vrijedi

lim JE) =) = Znan(u — )"

20 2—u
Limes vrigedi © kada z prilazi tocki u po kompleksnoj ravnini. Posebno, za realno srediste
i realne koeficijente funkcija f na (c — R,c + R) ima neprekidne derivacije svih redova i
smije se deriwirati clan po clan.

Dokaz. lzaberimo r takav da je lu —c| <r < R. Za |z —¢| < r iz # u ozna¢imo w = z — ¢
i v = u — c. Rastav razlike potencija daje

|w* —o* < krfHw — v (k>1).
Za n > 2 zato vrijedi
-1
w" —u" — o™ = \ v (wnflfj ,Unflfj)
w—v
7=0
n—2
<lw—olr"2Y (n=1-j)
j=0
-1
— n(n2 )r"_2|w—v|
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Za n = 0,1 odgovarajuce razlike jednake su nuli.
Prema propoziciji primijenjenoj dvaput, konacan je broj
My(r) := Y n(n—1)]a,|r" 2
n=2
Svi redovi koje oduzimamo apsolutno konvergiraju, pa prethodnu ocjenu smijemo zbrojiti.
Dobivamo
f(z) = flu)

- 1
n(—c)" 1 < S M. —ul.
o ;na (u—c) <3 2(r)]|z — ul

Desna strana tezi prema nuli kada z — u, Sto dokazuje formulu za derivaciju.

Izvedeni red ima isti radijus, pa postupak mozemo ponavljati. Svaki tako dobiveni
red konvergira jednoliko na zatvorenim intervalima strogo unutar podrucja konvergencije;
njegove parcijalne sume su polinomi. Zato su sve realne derivacije neprekidne. ]

Za realnu varijablu formula za prvu derivaciju moze se dobiti i iz korolara [6.4.12} red
derivacija jednoliko konvergira na svakom segmentu [c —r,c+7] s 0 < r < R, a polazni red
konvergira u sredistu ¢, koje pripada tom segmentu. Prethodni dokaz dodatno pokazuje da
je pogreska u razlikovnom kvocijentu omedena konstantom puta |z — u| i u kompleksno]
ravnini.

Korolar 6.5.9. Uz realno srediste i realne koeficijente vrijedi

|
i r—c)"F |z —¢| < R,

te posebno

f¥(c)
k!

Prema tome, prikaz funkcije redom potencija s istim sredistem jedinstven je: ako dva takva

reda daju istu funkciju na nekoj okolini sredista, njthovi su odgovarajuci koeficijenti jednaks.

(k € Ny).

ap =

Dokaz. Prvu formulu dobivamo k-strukim deriviranjem ¢lan po ¢lan. Uvrstavanjem x = ¢
ostaje samo ¢lan s n = k, Sto daje drugu formulu, a ona dokazuje jedinstvenost. Za k = 0
pod £ razumijemo samu funkciju f. O

Korolar 6.5.10. Neka su ¢ i koeficijenti realni te neka je R > 0. Ako je [a, 5] C (¢ —
R,c+ R), onda
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Dokaz. Zatvoreni interval integriranja sadrzan je u nekom intervalu [c — r,c+ 7| s r < R.
Teorem [6.5.6]1 korolar dopustaju integriranje ¢lan po ¢lan. Integriranjem monoma do-
bivamo napisane formule. Ako je x < ¢, primjenjujemo isti zakljucak na [z, ¢| i promijenimo
predznak integrala. O]

Jednakost radijusa ne znaéci jednakost skupova konvergencije na rubu. Primjerice,
S>> a™/n* konvergira u x = 1, ali njegov derivirani red > 7, "' /n ondje divergira. S
druge strane, geometrijski red divergirauz = —1, a njegov integriranired Y o~ 2" /(n+1)
ondje konvergira. Ni deriviranje ni integriranje na rubu ne smijemo opravdati samo formu-
lama koje smo dokazali za unutrasnjost.

6.5.3. Abelov teorem i prilaz rubu

Jednolika konvergencija na manjim zatvorenim krugovima ne daje sama po sebi informaciju
pri priblizavanju kruznici radijusa R. Sljede¢i rezultat pokazuje sto se moze zakljuciti kada
u odabranoj rubnoj tocki red konvergira, makar samo uvjetno.

Teorem 6.5.11 (Abelov teorem). Ako red Y~ an, s realnim ili kompleksnim clanovima,
konvergira i ima sumu s, onda red

o0

F(t) := Z ant"

n=0
konvergira jednoliko za t € [0,1]. Posebno, F' je neprekidna na tom intervalu, F(1) = s i

lim F(t) =
t—1—
Dokaz. Neka je € > 0. Prema Cauchyjevu kriteriju mozemo odabrati N > 1 tako da za sve

k> m > N vrijedi
k

Z an| <€
n=m

Fiksirajmo p > m > N i oznac¢imo A; = Zizm
sumacija daje

a, za m < k < p. Konacna parcijalna

Z ant™ = Apt? + Z Ap(tF — 5+,
Za 0 < t < 1 sve su razlike t* — t**! nenegativne. Zato
tn

(t” + Z — k1) )

=et" <e

305



Poglavlje 6. Redovi

Ocjena ne ovisi o t, pa uniformni Cauchyjev kriterij dokazuje jednoliku konvergenciju
na [0, 1]. Parcijalne sume su neprekidne, stoga je i njihova jednolika granica neprekidna. U
tocki 1 red po pretpostavci ima sumu s, pa slijedi trazeni limes. O

Korolar 6.5.12. Neka red Y~ a,(z — ¢)™ ima radijus 0 < R < 400 i neka konvergira u
tocki & za koju je |€ — c¢| = R. Tada

o0

tl_l)IE f(c+ t(& — c)) = Zan(§ — o).

n=0

Za realno srediste 1 realne koeficijente to posebno daje odgovarajuci jednostrani limes pri
prilazu svakom kraju intervala na kojem red konvergira. Ako konvergira na oba kraja, ko-
nvergira jednoliko na cijelom zatvorenom intervalu [c — R, c + R].

Dokaz. Primijenimo Abelov teorem na koeficijente b, = a,(§ — ¢)". Za 0 < t < 1 vrijedi

D bat" = fe+tE —0)),

sto daje prvi zakljucak. Ako su oba realna kraja tocke konvergencije, isti teorem primijenjen
na b, = a,R" ina b, = a,(—R)" daje jednoliku konvergenciju na [c,c+ R] i na [c— R, ¢]. Za
zadanu toc¢nost uzmemo veci od dva potrebna indeksa i dobivamo jednoliku konvergenciju

na njihovu uniju. O]

,,// \\\\ f

4 t—1" K

1 \

1 \

, ]

'. o cti€—o)-

1

prilaz rubnoj tocki po polumjeru

U kompleksnoj ravnini upravo smo dokazali limes po polumjeru; nismo dokazali limes
po svim mogué¢im putovima do rubne tocke. Takoder, postojanje radijalnog limesa samo
po sebi ne povlaci konvergenciju reda na rubu. Na primjer, za 0 < t < 1 vrijedi

- 1 1
)"t = — — = t—1"

n=0

ali red >~ 7 (—1)" divergira.
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Korolar 6.5.13. Pretpostavimo da redovi

ST SUSIED 34
n=0

konvergiraju, a treci je Cauchyjev produkt prvih dvaju, odnosno

dn = i akbn,k.
k=0

Ako su njihove sume redom A, B, D, onda je D = AB.

Dokaz. Clanovi konvergentnih redova omedeni su, pa za 0 <t < 1 redovi 3 apt™ i 3. byt”
apsolutno konvergiraju usporedbom s geometrijskim redom. Prema korolaru zato je

S dytn = (Z t) (Z W) |
n=0 n=0 n=0
Pustimo ¢ — 17 i primijenimo Abelov teorem na sva tri reda. Dobivamo D = AB. O

Pretpostavka da Cauchyjev produkt konvergira ovdje je bitna. Ovaj korolar odreduje
njegovu sumu ako konvergencija ve¢ postoji; Mertensov teorem daje dovoljan uvjet
za samu konvergenciju.

Zadatak 6.5.1. Odredite radijus i skup realnih to¢aka konvergencije svakog reda:

00 00 00 %
('I — Q)n n x?n n2
E — E na", E —, E nlz"™.
n3n 2n
n=1 n=1 n=0 n=1

Kod posljednjeg reda smatrajte da su koeficijenti potencija koje se ne pojavljuju jednaki
nuli.

Zadatak 6.5.2. Deriviranjem geometrijskoga reda dokazite da za || < 1 vrijedi

- N 1 - z(l+x)
na" = ———, n’x" = :
; (1 —x)? ; (1—x)3

Izracunajte sume

oo oo

n . TL2
Dy 1 g
n=1 n=1

Obrazlozite svaki prijelaz na derivaciju beskonac¢nog reda.
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Zadatak 6.5.3. Neka Ziio a,z" ima radijus R > 01ineka a,, > 0 za svaki n. Pretpostavite
da je R < +o0 i da je suma reda omedena za 0 < z < R. Dokazite da red ), a,R"
konvergira. Zatim Abelovim teoremom odredite njegovu sumu.

Uputa: Svaka konacna parcijalna suma omedena je istom gornjom medom kao cijela
suma za 0 < z < R. Najprije pustite x — R~ uz fiksan broj ¢lanova.

Zadatak 6.5.4. Neka dva reda potencija sa sredistem ¢ € R imaju pozitivne radijuse
konvergencije, a njihove su sume jednake u svim tockama nekog niza (x;) takvog da je
xj # c¢ix; — c. Dokazite da su odgovarajuci koeficijenti jednaki.

Uputa: Ako postoji prvi razliciti koeficijent, podijelite razliku redova odgovaraju¢om
potencijom x — ¢ i pustite v = z; — c.

6.6. Taylorovi redovi

6.6.1. Taylorov red i funkcija koju predstavlja

Taylorov polinom opisuje funkciju u blizini odabrane tocke do odredenoga reda. Sada se
pitamo mozemo li pove¢avanjem stupnja dobiti samu funkciju kao sumu reda. Pritom treba
razlikovati postojanje svih derivacija, konvergenciju dobivenoga reda i jednakost njegove
sume pocetnoj funkeiji.

Definicija 6.6.1. Neka je I C R otvoreni interval, ¢ € I i f € C*®(I). Taylorov red
funkcije f oko tocke c jest

2 rn) (e
Zf '()(a:—c)”

n.

Za ¢ = 0 nazivamo ga i Maclaurinovim redom. Njegove parcijalne sume upravo su Taylorov:
polinomsi

N ) (e
TN(x):Zf !()(:U—c)”.

n

Kazemo da je f realno analiticka na I ako se oko svake tocke ¢ € I na nekoj njezinoj okolini
podudara sa sumom konvergentnoga reda potencija.

Prema korolaru svaki takav prikaz mora biti upravo Taylorov red. Obratno, sama
pretpostavka f € C*°(I) jos ne daje prikaz funkcije redom.

Primjer 6.6.2. U primjeru dokazali smo da je funkcija

—1/22 0
F(x) — 6 ) ',’C # )
0, xr=0

beskonacno puta derivabilna i da je F(™(0) = 0 za svaki n € Ny. Njezin Taylorov red oko
nule zato je nul-red. On konvergira za svaki € R, ali njegova suma jednaka je F'(x) samo
za x = 0. Funkcija F' nije analiticka u nuli.
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T =0

Za dokaz jednakosti f(z) = limy_o Tn(x) potrebno je pokazati da Taylorov ostatak
tezi nuli. Sljedeca dva kriterija to omoguéuju pomocu zajednicke ocjene visih derivacija.

Teorem 6.6.3. Neka je I otvoreni interval, c € I, f € C*(I) i J =1N{c—0,c+0), gdje
je d > 0. Pretpostavimo da postoje C, M > 0 i ng € Ny takvi da je

IFM@)| < CM™l (t€J, n>ng).

Tada Taylorov red oko ¢ konvergira prema f(x) za svaki x € J za koji je M|x — ¢| < 1.
Konvergencija je jednolika na svakom segmentu [c —r,c+r] C J s Mr < 1.

Dokaz. Za x € J cijeli segment s krajevima c i x sadrzan je u J. Taylorov teorem {4.3.13
za N + 1 > ng daje tocku £ izmedu c i x takvu da je

f(N+1)(£) (37 _ C)N+1
(N +1)! '

Za z = c jednakost je neposredna. Stoga u svim sluc¢ajevima vrijedi

|f(z) — Tn(2)] < C(M|z — )V

f(x) = Tn(z) =

Desna strana tezi nuli kada je M|z —c| < 1. Na navedenom segmentu mozemo je zamijeniti
s C(Mr)N+1 neovisno o x, §to dokazuje jednoliku konvergenciju. O

Teorem 6.6.4. Uz iste oznake, pretpostavimo umgesto prethodne ocjene da je
IfM@)| < CM™  (ted, n=ng).

Tada Taylorov red oko ¢ konvergira prema f na cijelom J, jednoliko na svakom segmentu
sadrzanom u J.

Dokaz. Taylorov ostatak sada zadovoljava
(M|z — )M
(N +1)!
Za svaki fiksni R > 0 niz R"/n! tezi nuli: omjer dvaju uzastopnih ¢lanova jednak je R/(n+1)
i od nekoga je mjesta najvise 1/2. Time dobivamo konvergenciju za svaki x € J. Na

segmentu K C J broj |z — ¢| ima zajednicku kona¢nu gornju ogradu, pa ista ocjena daje
jednoliku konvergenciju na K. O]

f(z) = Tn(z)| < C
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6.6.2. Eksponencijalna i trigonometrijske funkcije

Teorem 6.6.5. Za svaki x € R vrijeds

o
xT :En
e = E —.
n!
n=0

Red konvergira apsolutno na R i jednoliko na svakom omedenom intervalu. Ako je |x| < R,
tada
RN+1

<e e (6.10)

Dokaz. Sve derivacije funkcije e* jednake su samoj funkciji, a u nuli imaju vrijednost 1. Na
[— R, R] njihove su apsolutne vrijednosti najvise e®. Taylorov teorem daje (6.10), iz cega
slijede prikaz i jednolika konvergencija. Apsolutna konvergencija slijedi iz kriterija omjera
za |z|"/nl; za x = 0 tvrdnja je neposredna. O

Yy

Na slici su prva tri nekonstantna Taylorova polinoma funkeije e*. Ocjena (6.10]) pokazuje
kako se stupanj moze odabrati prema zeljenoj to¢nosti na zadanom segmentu.

Teorem 6.6.6. Za svaki x € R vrijed:

& x2n+1
SIN T = E (—1) m,

n=0

& 2n

T
cosT = E (—1)" :
|
— (2n)!

Oba reda konvergiraju apsolutno na R i jednoliko na svakom omedenom intervalu.
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Dokaz. Uzastopne derivacije sinusa i kosinusa ponavljaju se u ciklusima duljine ¢etiri. Nji-
hove apsolutne vrijednosti na realnoj osi najvise su 1. Vrijednosti derivacija u nuli zato daju
upravo navedene koeficijente, a teorem daje jednakost funkcija i suma te jednoliku
konvergenciju na omedenim intervalima. Apsolutnu konvergenciju dobivamo usporedbom

8 D o 2| /RL u

Propozicija 6.6.7. Za sve z € C vriyede isti razvoj

o0 peg o0 22n+1 0 Z2n
go .y sin 2z nZ:O( ) S CoS 2 nZ:O( ) o)

Sve tri sume konvergiraju apsolutno i jednoliko na svakom skupu {z : |z| < R}, gdje je

R > 0.

Dokaz. U primjeru oznacili smo te sume redom E(z), S(z) i C(2) i dokazali njihovu
apsolutnu konvergenciju. Za jednoliku konvergenciju na |z| < R primjenjujemo Weierstra-
ssov kriterij s majorantama R"/n! i odgovarajuéim podredovima.

Identifikaciju s ranije definiranim kompleksnim funkcijama treba posebno opravdati.
Prema teoremu [6.3.2] za z,w € C mozemo mnoziti apsolutno konvergentne redove:

sz|n_ Z—<Z;!w) = E(z + w).

n=0 k=0 n=0

Druga jednakost jest konacna binomna formula. Za realne x,y veé¢ dokazani razvoji daju
E(z) = ¢€", E(iy) = cosy +isiny.

U drugoj jednakosti apsolutna konvergencija dopusta razdvajanje parnih i neparnih ¢lanova.
Stoga je '
E(x +1iy) = E(x)E(iy) = €*(cosy + isiny) = "%,

u skladu s definicijom iz poglavlja o nizovima. Napokon, razdvajanjem parnih i neparnih
potencija dobivamo

E(iz) — E(—zz) _ S(). E(iz) + E(—iz) o),
2i 2
Lijeve strane upravo su ranije definirani sin z i cos z. [

Tako prikazi redovima nadopunjuju ranije definicije; ne uvodimo nove funkcije s veé
upotrijebljenim imenima.

Primjer 6.6.8 (Produkt dvaju kosinusnih redova). Za z,w € C apsolutna konvergencija

daje
o n Zka2n—2k
Cz)0w) = X%H)n ; (2K)1(2n — 2k)!"
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Zbrajanjem kona¢nih binomnih razvoja za (2 + w)?*" i (2 — w)*" poniStavaju se ¢lanovi s
neparnim potencijama od w:

" (2
(z4+w) + (z —w)*™ =2 Z (2:) 22k qp2n=2k,
k=0

Prema tome,

20(2)C(w) =C(z+w) + C(z —w),

odnosno 2 cos z cosw = cos(z + w) + cos(z — w). Faktor 2 dolazi upravo iz zbrajanja dvaju
binomnih razvoja.

6.6.3. Binomni red

Za o € R definiramo

<§> . <a> _ala=Do(asndl) o

n n!

Ako je a nenegativan cijeli broj, svi koeficijenti nakon odredenoga mjesta jednaki su nuli
i dobivamo kona¢nu binomnu formulu. Taj slucaj valja izdvojiti prije primjene kriterija
omjera.

Teorem 6.6.9 (Binomni razvoj). Za svaki o € R i |z| < 1 vrijedi
= [«
1 ¢ = " 6.11
rer =3 (7)e (6.11)

Ako a ¢ Ny, radijus konvergencije jednak je 1. Ako o € Ny, desna je strana polinom i
dobivamo uobicajenu konacnu binomnu formulu; za o = 0 taj je polinom konstanta 1.

Dokaz. Slucaj o € Ny poznata je binomna formula. Neka je a ¢ Ny i ozna¢imo a,, = (z)
Tada je a, # 0 za svaki n, a

(n+ 1Day1 = (@ —n)ay,.

Zato
awaz™| _ Ja—n]

la,z”|  n+1

2] — |zl (z #0).

Red apsolutno konvergira za |r| < 1 i divergira za |z| > 1. Njegovu sumu na (—1,1)
ozna¢imo sa B(z).
Prema teoremu [6.5.8] smijemo derivirati ¢lan po ¢lan. Koriste¢i rekurziju koeficijenata

dobivamo
o

B'(z) = Z(n +1)ap 12" = aB(x) — 2B'(z).

n=0
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Dakle, (1+2)B'(z) = aB(z) i B(0) = 1. Umjesto pozivanja na op¢i teorem o diferencijalnim
jednadzbama, izravno rac¢unamo

(( B(z) > _ (L+2)B/(z) - aB(x)

=0.
1+2x) (1 + x)ott

Nazivnik je pozitivan jer je x > —1. Funkcija u zagradi stoga je konstantna na intervalu
(—1,1), a u nuli ima vrijednost 1. Time je dokazana (6.11]) na cijelom tom intervalu. [

Ovaj dokaz ne zahtijeva ocjenu Taylorova ostatka koja bi bila jednako dobra blizu oba
kraja intervala.

Propozicija 6.6.10 (Krajevi binomnoga reda). Neka o ¢ Ny. Ponasanje binomnoga reda
na krajevima intervala konvergencije jest sljedece:

‘ r=—1 ‘ r=1
a>0 apsolutno, suma 0 | apsolutno, suma 2
—-1<a<0 divergira uvjetno, suma 2%
a<<—1 divergira divergira.

Dokaz. Stavimo b, = ‘(2) ‘ Ako je a > 0, odaberimo prirodan N > «. Za n > N vrijedi
(n+ 1)by11 = (n — a)by, pa

M M
« Z by = Z (nbn — (n + 1)bpy1) = Nby — (M + 1)bass < Nby.
n=N n=N

Red } b, konvergira jer su mu parcijalne sume rastuée i omedene. Time je dokazana
apsolutna konvergencija na oba kraja. Abelov teorem i lim, , 1, (142)* = 0 odnosno
lim, ;- (1 4 2)® = 2% daju navedene sume.

Neka je sada —1 <a < 0i = —a € (0,1). Tada je a, = (—1)"b, i

1-p
bpr1 = 1— b,.
1 ( n+1>

Niz (b,) pada i tezi nuli. Posljednju tvrdnju opravdavamo nejednakoséu In(1 —u) < —u za
O0<u<l:

0 < b, < byexp (—(1—5)2%) — 0.

k=2
Upotrijebljena logaritamska nejednakost slijedi, primjerice, iz negativnosti derivacije funk-
cije In(1 — u) +w za u > 0. Leibnizov kriterij daje konvergenciju u z = 1, a Abelov teorem
identificira sumu kao 2¢. U z = —1 dobivamo ) b,, koji ne moze konvergirati: inace bi
Abelov teorem dao konacan limes za

anr" =(1-r)* kadar— 1—,
n=0
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dok ta funkcija tezi +00. Konvergencija u x = 1 zato je uvjetna.
Napokon, ako je o < —1, ista oznaka f = —a > 1 daje b,y 1/b, = (n+ 5)/(n+1) > 1.
Kako je by = 1, ¢lanovi reda ni na jednom kraju ne teze nuli. O]

6.6.4. Logaritam i inverzne trigonometrijske funkcije

Poznate razvoje mozemo integrirati na segmentima koji leze strogo unutar intervala ko-
nvergencije. Takav postupak ¢esto je jednostavniji od izravnoga racunanja svih derivacija.
Krajnje tocke potom ispitujemo zasebno.

Primjer 6.6.11 (Logaritamski red). Za [t| < 1 vrijedi

1 o0
— =Y (=)
AP

Integriranjem od 0 do x, prema korolaru |6.5.10, dobivamo

o

x’l’b
In(l+2) =Y (-)""'—  (jz| <1).
n=1
Isti argument vrijedi za x < 0 uz orijentirani integral. U tocki z = —1 dobivamo nega-

tivan harmonijski red, koji divergira prema —oo. U tocki x = 1 Leibnizov kriterij daje
konvergenciju, a Abelov teorem i neprekidnost logaritma daju

= (—1)n ! 11
2=y ~—— =1— -+~
. Z n 2+3

1
4. 12
2 i (6.12)

Dakle, interval konvergencije jest (—1,1]; u 2 = 1 konvergencija je uvjetna.

Primjer 6.6.12 (Red za arkus tangens). Iz

LS (<)

1+

integriranjem dobivamo

oo
x2n+1

arctan x = Z(—l)”

n=

r| <1).
2n+1 (lz] )
Na oba kraja x = +1 red konvergira prema Leibnizovu kriteriju. Abelov teorem daje sume

+7/4, pa posebno

1:1_14_1_1_’_...

4 3 5 7 '
Za |z| > 1 €lanovi ne teze nuli, jer omjer njihovih apsolutnih vrijednosti tezi 2 > 1. Interval
konvergencije zato je [—1,1]. Na krajevima konvergencija nije apsolutna: 1/(2n + 1) >

1/(2(n +1)).
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Yy
. ---- T
— arctan
-1 — T3
: T
g 0 1
Leibnizova ocjena ostatka ovdje daje, za |z| < 1
N 2n+1 |z |2N+3
T T
arctanr — 1" .
;( ) 2n+1| = 2N +3

Posebno je razvoj za 7/4 ispravan, ali njegova ocjena pogreske opada znatno sporije nego
kad je |z| < 1.

Primjer 6.6.13 (Red za arkus sinus). Primijenimo binomni razvoj s & = —1/2 i argumen-
tom —t2:

n

=Yt o= (—1)”(_1/2) - 47(12(3)'2 (It < 1).

Posljednja jednakost slijedi razdvajanjem parnih i neparnih faktora u (2n)!; za n = 0 obje
strane jednake su 1. Integriranjem dobivamo

G (2n)! 2n+1

arcsinx = ZO T 2n 5 1)55 (|z] < 1).

Pokazimo konvergenciju i na krajevima, prije pozivanja na Abelov teorem. Oznacimo
dy, =c¢,/(2n+1) > 0. Zasvaki N € Ng i 0 < r < 1 vrijedi

o0

Z d, 2t L Z d, 2" = arcsinr < <3

ﬂ

Sada pustimo r — 1— samo u konacnoj sumi na lijevoj strani. Dobivamo ZnN:O d, < /2
za svaki N. Parcijalne sume reda ) d, rastu i omedene su, pa red konvergira. Time je
dokazana apsolutna konvergencija u x = +1. Tek sada Abelov teorem i neprekidnost arkus

sinusa daju
; 4 (n 2n + 1)
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aux = —1 suma je —7/2. Omjer uzastopnih ¢lanova po apsolutnoj vrijednosti za = # 0
tezi 2%, pa izvan [—1,1] red divergira.

Neprekidnost funkcije na kraju intervala sama po sebi ne dokazuje da njezin red on-
dje konvergira. U prethodnim primjerima najprije smo dokazali konvergenciju rubnoga
reda; Abelov teorem zatim je omogucio identifikaciju sume. Deriviranje potencijskoga reda
takoder je prethodno opravdano samo u unutrasnjosti intervala konvergencije. Primjer ar-
kus sinusa pokazuje zasto je to razlikovanje vazno: njegov red konvergira u x = 1, ali red
njegovih derivacija ondje divergira.

Zadatak 6.6.1. Iz eksponencijalnoga reda izvedite razvoje

00 00
x2n+1 2n

shxzzm, chxzz(Qn)!.

Dokazite jednoliku konvergenciju na svakom omedenom intervalu. Pomoc¢u prva ¢etiri ne-
nulta ¢lana reda za ch x aproksimirajte ch(0.5) i dajte dokazanu gornju ogradu pogreske.

Zadatak 6.6.2. Koristec¢i logaritamski red pokazite da za |z| < 1 vrijedi

1+$ o0 x2n+1
In =2 )
1—2z — 2n+1

Za 0 < z < 1 dokazite ocjenu

N
1 T x2n+1 2$2N+3

0<l < .
T T &1 TN 13)1 - oY)

Primijenite je za racunanje In 2, uz = = 1/3, i usporedite ocjenu pogreske s onom za (6.12)).
Zadatak 6.6.3. Nadite Taylorove redove oko nule za funkcije

1 x sin x

—_—, —_—, In(1 + %), .

(1—ux)? (1—ux)3 ( ) x

Posljednjoj funkciji pridruzite vrijednost 1 u nuli. Za svaki red odredite radijus i interval
konvergencije, ukljucuju¢i ponasanje na krajevima.

Zadatak 6.6.4. Pomoc¢u binomnoga reda izracunajte prva cetiri nenulta clana razvoja
v 1+ x oko nule. Dokazite da red konvergira apsolutno i za x = —1 te iz toga izracunajte
sumu dobivenoga brojevnog reda. Objasnite zasto ne smijemo zakljuciti da derivirani red
konvergira u istoj tocki.

Zadatak 6.6.5. Dokazite identitet
m 1
1 = arctan 3 -+ arctan 3
Zatim odaberite konacan broj ¢lanova dvaju redova za arkus tangens tako da apsolutna
pogreska dobivene aproksimacije broja 7 bude manja od 107, Svaki prijelaz i ocjenu

pogreske opravdajte, a ne samo numericki provjerite.
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6.7. Dvije neocekivane jednakosti

Sada mozemo povezati eksponencijalni red s Riemannovim integralom i izracunati dva
integrala ¢ije primitivne funkcije nisu potrebne za ovaj postupak. Poznate jednakosti koje
se obi¢no nazivaju Sophomore’s dream, tj. san studenta druge godine, glase

1 1 0 1 1 0o (_1)71—1
A== tr =S 6.13
0o T¥ ' n=1 n"’ /:E ! Z n" ( )

0 n=1

Zapravo ih je jos 1697. godine otkrio Johann Bernoulli. Posebno je zanimljiva prva jedna-
kost, jer ona govori da integriranje i sumiranje izraza 1/2* vode k istom broju. Naravno
da nije rije¢ o dubljem pravilu, nego o sretnoj koincidenciji, na koju ukazuje naziv: student
koji polozi Matematicku analizu 11 2 ¢e Cesto dati ispravan intuitivni odgovor.

Dokazat ¢emo obje jednakosti istim postupkom. Najprije treba opravdati ponasanje
integranada u nuli i integriranje reda clan po ¢lan, a zatim izracunati integrale pojedinih
¢lanova.

6.7.1. Ponasanje u nuli i jednolika konvergencija

Za 0 < x < 1 stavimo h(z) = —zlnz, uz h(0) = 0. Limes lim, ,o; xInz = 0 pokazuje da
je h neprekidna na cijelom segmentu [0, 1]. 1z

h'(x) =—-1—1Inz

slijedi da raste do tocke x = ™1, a zatim pada. Stoga
0<h(zx) < - (0<x<1). (6.14)

Za x > 0 vrijedi

xr "t =e"", = e M@,

Obje funkcije imaju desni limes 1 u nuli, pa ¢emo ih ondje neprekidno prosiriti vrijednoséu 1.
Integrali u (6.13)) zato su obi¢ni Riemannovi integrali neprekidnih funkcija. Ova konvencija
odreduje vrijednost tih dviju funkcija u nuli; njome ne definiramo opéi izraz 0°.

Y
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Prikazan je dio ravnine s y > 0.55. Obojeni dijelovi prikazuju odstupanje integranada
od konstantne funkcije 1. Gornja funkcija veca je od 1 na (0, 1), a donja je manja od 1.
Prema teoremu [6.6.5] za svaki x € [0, 1] imamo

(@) — h(z)" o—h(@) _ i (—1)1%(55)]6'

k=0 ’ k=0

Clan s k = 0 u oba reda jest konstantna funkcija 1. Iz (6.14) dobivamo zajednicku majo-

rantu
—k

(Fh(@)*| _ e

I T
Numericki red na desnoj strani konvergira, primjerice prema omjernom kriteriju. Weierstra-
ssov kriterij daje jednoliku konvergenciju obaju funkcijskih redova na [0, 1]. Njihovi
su clanovi neprekidni, pa ih prema korolaru [6.4.9 smijemo integrirati ¢lan po ¢lan.

6.7.2. Izracun integrala pojedinih ¢lanova

Za k € Ny oznacimo
1
J ::/ ¥ (—Inz)* dx.
0

Podintegralnu funkciju za k = 0 shva¢amo kao konstantu 1, a za £ > 0 u nuli je neprekidno
prosirujemo vrijednoséu 0. Zamjenu z = e~! najprije provedemo na segmentu [e=7, 1], gdje

je T'> 0. Tada je
1 T
/ (= Inz)* do —/ the= (DL gt

-7 0
Kad T" — 400, lijeva strana tezi prema Ji. Na desnoj strani dobivamo nepravi integral
koji se, zamjenom u = (k + 1)t, svodi na veé izracunat integral:

1 / * J k!
_— ue M du = ———.
(k+ 1)k (k + 1)k+1
Posljednja jednakost slijedi iz teorema [5.7.16 ona se za cjelobrojni k dobiva i uzastopnom

parcijalnom integracijom, pocevsi od fooo e “du=1.
Integriranjem prethodnih eksponencijalnih redova sada slijedi

Ji =

0 prd k! prd (k+ 1)k+17
1 & k > k
a2t =S g e
k=0 k=0

Preimenovanjem indeksa n = k + 1 dobivamo obje jednakosti (6.13]). Oba numericka reda

apsolutno konvergiraju jer za n > 2 vrijedi n=" < 27"
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6.7.3. Procjena pogreske i priblizne vrijednosti

Za N > 1 ostatak pozitivnoga reda zadovoljava

=1 > 1 1
0 — < = .

Ista je ograda valjana i za apsolutnu vrijednost ostatka alternirajuc¢eg reda. Za njega Le-
ibnizova ocjena daje jo§ jednostavniju ogradu (N 4 1)~"V+1. Veé za N = 12 zajednicka
je ograda manja od 4 - 107'°. Racunanjem prvih dvanaest ¢lanova i zaokruzivanjem na
dvanaest decimalnih mjesta dobivamo

1 1
/ " dr =~ 1.291285997063, / x* dr ~ 0.783430510712.
0 0

Prva je vrijednost veca od 1, a druga manja od 1, u skladu s prethodnom slikom.

Zadatak 6.7.1. Za svaki t € R dokazite

o0

1 tk
—tx _
/ox dx_Z(k+1)k+1’

k=0

pri ¢emu integrand u nuli prosirujemo vrijednoséu 1. Objasnite zasto je za svaki fiksni ¢
funkcijski red kojim razvijamo integrand jednoliko konvergentan s obzirom na x € [0, 1].
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