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Predgovor

Ova zbirka sadrzi zadatke s vjezbi iz kolegija Teorija skupova, te zadatke koji su
se (dugi) niz godina pojavljivali na pismenim ispitima i kolokvijima iz spomenutog
kolegija. Ovaj materijal je prije svega namijenjen studentima koji slusaju kolegij
Teorija skupova, odnosno trebaju polagati ispit iz tog kolegija. Zelimo istaknuti da u
pravilu u ovoj zbirci nema zadataka koji su strikno vezani uz teoriju (kao sto su npr.
zadaci s dokazivanjem skupovnih identiteta, ili pak zadaci s odredivanjem zavisnosti
medu aksiomima Zermelo—Fraenkelove teorije skupova). Takvi zadaci su dani u skripti
za kolegij Teorija skupova.

Svaki ispravak, ili pak sugestiju, koji bi mogli doprinijeti poboljSsanju ovog teksta,
rado ¢emo prihvatiti.

U Zagrebu, srpanj, 2009. autori
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Poglavlje 1

Osnovno o skupovima, relacijama i
funkcijama

1.1 Skupovi

Ako je x element skupa A tada to oznacavamo s x € A. Ako pak z nije element skupa
A tada kratko pisemo = ¢ A.

Ako su A i B skupovi tada kazemo da je A podskup skupa B, te to oznacavamo s
A C B, ako za svaki x € A vrijedi z € B. Tada kazemo i da je B nadskup skupa A,
te piSemo B D A.

Ako je A C Bi A # B tada kazemo da je A pravi podskup skupa B, odnosno da
je B pravi nadskup skupa A. To oznacavamo s A C B, ilis B D A.

Ako vrijedi A € B 1 B C A tada kazemo da su skupovi A i B jednaki, te to
oznacavamo s A = B.

Skup koji nema elemenata nazivamo prazan skup, te ga oznacavamo s ().

Skup svih podskupova skupa A nazivamo partitivni skup skupa A, te ga oznac¢avamo

s P(A).

Neka su A i B proizvoljni skupovi. Tada redom definiramo:

— uredeni par skupova A i B, u oznaci (A, B), je skup koji je definiran s

(4,B) = {{4}, {4, B}}

— Kartezijev produkt skupova A i B, u oznaci A x B, je skup definiran s

AxB = {(z,y) :x €A i ye B}



— presjek skupova A i B je skup koji oznacavamo s AN B, a definiran je s

ANB = {z : x€ A i € B}

— unija skupova A i B je skup koji oznacavamo s A U B, a definiran je s

AUB = {z : z€ A ili z € B}

— razlika skupova A i1 B je skup koji oznacavamo s A\ B, a definiran je s

A\B = {z : z€A i z¢ B}
— simetric¢na razlika skupova A i B je skup koji oznacavamo s AAB, a definiran
je s

AAB = (A\ B) U (B\ A)

Ako je U neki skup, te A C U, tada je komplement skupa A (u odnosu na skup U)
skup koji oznacavamo s A¢, a definiran je s

A = {x : ze€U i o ¢ A}
Za skupove A i B kazemo da su disjunktni ako vrijedi AN B = ().

Neka je X proizvoljan skup. Uniju skupa X, odnosno presjek skupa X, redom
definiramo s:

Ux={2: WeyeXx)} i (X ={z:(WeX)(zey)}

Za svaki skup A svaki podskup A od P(A) nazivamo familija skupova.

Skup prirodnih brojeva {0, 1,2, ...} oznacavamo s N.

Skup cijelih brojeva {...,—2,—1,0,1,2,...} oznacavamo s Z.

Skup racionalnih brojeva {™ :m € Z, n € N\ {0}} oznacavamo s Q.
Skup realnih brojeva oznacavamo s R, a skup kompleksnih brojeva s C.

Zadaci.

Zadatak 1. Neka je U proizvoljan skup, te A, B, C' C U. Dokazite:

a) AN B C C akoisamo ako A C B°UC
b) AC BUC ako isamo ako ANB*C(C
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Zadatak 2. Neka je U proizvoljan skup, te A, B,C' C U. Ispitajte odnos medu sku-

povima. Navedite dokaze, odnosno kontraprimjere, za pojedine inkluzije.

1.
2.

3.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.

(
(
(
(
(
(
. (BUC)\(AUB) i C\(BUA)
(
(
(
(
(
(

A\ B)U((B\C)\ A) i BA(CUA)
A\ B)U

AUB)\(CUA) i B\ (AuUC)
A\B)\(A\0) i (ANC)\ B
AUB)N(AUC) i (BNC)UA
AN(BUC))\B i (AnC)\B

B\C)\(B\A) i (BnA)\C
BuC)n(BUA) i (CNA)UB
BN(CUA))\C i (BNA)\C
CUA)\(BUC) i A\ (CUB)
C\A\(C\B) i (CNB)\A
CUA)N(CUB) i (ANB)UC
(CN(AUB)\A i (CNB)\ A
A\ (BUC) i (A\B)\C
AU(B\C) i (AUB)\C
(A\B)UC i (AUC)\B
(B\A)U(A\C) i B\C
(A\B)U(B\C) i A\C
AN(B\C) i (ANB)\C
CUA)\(BUC) i A\(CUB)

A\B)U(B\(AUC)) i (A\(B\C))U(B\C))

(
(ANB)N(ANC) 1 (ANC)\ B
(
(

A\(BUC)HU((ANB)\C) i C\ A

(B\(AUC)) 1 (A\(B\C))U(B\C)



25. (CN(B\A)U(A\B) i Au(BNnCQC)
26. (A\(BUC)H)U(C\A) i C\(ANCO)

27. (AUB)\(CNB) i AU(B\C)

Zadatak 3. Neka su Ay, As, ..., A, skupovi. Dokazite da se skup A AA; A...ANA,
sastoji od onih elemenata koji pripadaju A; za neparno mnogo indeksa .

Zadatak 4. Izrazite operacije U, N, \ redom pomocu:

1. A, N
2. A, U
3.\, A

Zadatak 5. Dokazite da
1. operacija \ nije izraziva pomoc¢u operacija N i U

2. operacija U nije izraziva pomoc¢u operacija N i\

Zadatak 6. Neka su A, B i C proizvoljni skupovi. Rijesite skupovne sustave, te
odredite nuzne i dovoljne uvjete za egzistenciju i jedinstvenost rjesenja.

1. AuUX=BnX i AnX=CUX,

2. AX=X\B i X\A=C\X;

3. ANX =B\X i CUX = X\A.

Zadatak 7. Za niz skupova (A,,) definiramo

li_mAn:U ﬂAn i MAn:ﬂ UAn

meNn>m meNn>m

Dokazite da za sve nizove skupova (A,) vrijedi limA, C limA,. Zatim, odredite te

"limese” za niz skupova (A,,), pri ¢emu je A, = [0,n] C R.



Zadatak 8. Neka su (A,,) i (B,) nizovi skupova za koje vrijedi

(ﬂAn)m(ﬂBn):@ 1 (UAn>U<UBn>gBO-

n>0 n>0 n>0 n>0

Dokazite da tada vrijedi

ﬂ An g U [An N (anl \ Bn)]

n>0 n>0

1.2 Relacije

Neka su A i B proizvoljni skupovi. Svaki podskup R od A x B nazivamo (binarna)
relacija. Cinjenicu (z,y) € R zapisujemo i zRy.

Neka je R C Ax B proizvoljnarelacija. Skup {z: = € A ipostojiy € B takav da xRy}
nazivamo domena relacije R, te ga oznacavamo s Dom(R). Skup {y : y € B i postojiz €
A takav da xRy} nazivamo slika relacije R, te ga oznacavamo s Rng(R). Relaciju
{(y,z) : (z,y) € R} nazivamo inverzna relacija od R, te je oznacavamo s R™'.

Nekasu RC Ax B i @ C B x C proizvoljne relacije. Kompoziciju relacija R i
@, u oznaci Q o R, definiramo s

QoR = {(x,z) : postoji y€ B takavda (x,y) € R i (y,2) € Q}

Za svaki skup A s I4 oznacavamo binarnu relaciju {(z,z) : x € A}.

Neka je R C A x A proizvoljna relacija. Za svaki n € N rekuzivno definiramo relaciju
R"™ ovako:

R = I,

Rn+1 — RoRn

Neka je R C A x A proizvoljna relacija. Kazemo da je relacija R:

— refleksivna, ako za sve z € A vrijedi zRx

— irefleksivna, ako ne postoji x € A tako da vrijedi zRx

— simetricna, ako za sve z,y € A koji imaju svojstvo xRy vrijedi yRx

— antisimetricna, ako za sve x,y € A koji imaju svojstvo xRy i yRx vrijedi z =y

— tranzitivna, ako za sve x,y, z € A koji imaju svojstvo xRy i yRz vrijedi xRz



— relacija ekvivalencije, ako je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna;
zasvaki x € Askup {y € A : xRy} nazivamo klasa ekvivalencije, i oznacavamo
gas [x].

Neka je R relacija ekvivalencije na skupu A. Tada za sve x,y € A vrijedi: [z] = [y] ili
[z] N [y] = 0.

Neka je A # () proizvoljan skup. Kazemo da je familija skupova A C P(A) particija
skupa A ako vrijedi:

a) zasve r € A je x # (J;
b) za sve x,y € A, takve da = # y, vrijedi x Ny = (J;

c) Ux:A.

zeA

Svaka relacija ekvivalencije definira jednu particiju skupa. Vrijedi i obratno, tj. svaka
particija skupa definira jednu relaciju ekvivalencije.
Zadaci.

Zadatak 9. Neka A # 0, te R, R’ i @ binarne relacija na A. Dokazite da vrijedi:

a) ako RC @ tada RoR' C Qo R
b) ako R C @ tada RoR" C RoQ

Zadatak 10. Neka A # () i R C A x A. Dokazite da vrijedi:
R =1, ako i samo ako (VQQ CAX A)(RoQ =QoR=20Q).
Zadatak 11. Neka su Ry, R, i Rj3 binarne relacije na skupu A. Dokazite da vrijedi:

a) R1 O (RQ N Rg) Q (R1 (©] RQ) N (R1 o} Rg)
b) (Rl U Rz) o) Rg Q (R1 9) Rg) U (R2 o) Rg)

Odredite primjere relacija za koje ne vrijede jednakosti.

Zadatak 12. Neka su R, Q) C A x B proizvoljne relacije. Dokazite da tada vrijedi:

a) ako RC Q tada je R7! C Q!



b) (RUQ) ' =R1TUQ!
c) (RNQ)'=R1NnQ!
d) (RN =R

Zadatak 13. Neka je R C A x A proizvoljna relacija. Dokazite da vrijedi:

a) relacija R je refleksivna ako i samo ako /4 C R;

b

relacija R je irefleksivna ako i samo ako RN I, = ;

d) relacija R je antisimetri¢na ako i samo ako RN R~ C Iy;

@D

)
)
c) relacija R je simetricna ako i samo ako R C R™!;
)
) relacija R je tranzitivna ako i samo ako Ro R C R;
)

f) relacija R je relacija ekvivalencije ako i samo ako vrijedi (Ro R™) U4 = R.

Zadatak 14. Neka su R; i R, refleksivne relacije. Dokazite da su tada i relacije
R U Ry, Ri N Ry, Rfl i Ry o R refleksivne. Vrijede li analogne tvrdnje za
simetri¢nost?

Zadatak 15. Neka su R; i R, irefleksivne relacije. Dokazite da su tada i relacije

Ry URy, Ry NRyi Rl_l irefleksivne. Nadite primjer relacija R; i R koje su
irefleksivne, a Ry o Ry nije irefleksivna relacija.

Zadatak 16. Neka A # () i R binarna relacija na A. Dokazite da je relacija RUR™!
najmanja simetri¢na relacija koja sadrzi R.

Zadatak 17. Neka su R; i R, antisimetri¢ne relacije na skupu A. Dokazite ili opo-
vrgnite:

a) relacija Ry U Ry je antisimetri¢na ako i samo ako vrijedi Ry N Ry LC Iy,

b) relacija Ry U Ry je antisimetricna ako i samo ako Ry N Ry C 4.

Zadatak 18. Neka je R simetri¢na i tranzitivna relacija na skupu A koja ima svojstvo
da je Dom(R) U Rng(R) = A. Je li tada nuzno R relacija ekvivalencije?

Zadatak 19. Neka su R; i R, relacije ekvivalencije na skupu A. Dokazite:

a) Ry U Ry je relacija ekvivalencije ako i samo ako Ry U Ry = Ry 0 Ry;



b) Ry o Ry je relacija ekvivalencije ako i samo ako Ry o Ry = Ry 0 Ry;
¢) Ryo Ry = A? ako i samo ako Ry = A?;

d) Ryo Ry = A? ako i samo ako Ry o Ry = A%,

Zadatak 20. Definirajte relaciju ekvivalencije na skupu R tako da pripadni kvoci-
jenti skup mozemo poistovjetiti s [0,2), tj. svaka klasa ekvivalencije ima toéno jednog
reprezentanta u skupu [0, 2) i svaki element od [0, 2) pripada to¢no jednoj klasi ekvi-
valencije.

Zadatak 21. Neka je R binarna relacija na skupu A. Dokazite da postoji refleksivna
i tranzitivna relacija RT takva da R C RT, te je RT najmanja takva relacija, tj.
ako je Q D R refleksivna i tranzitivna relacija tada R? C . Relaciju RT nazivamo
refleksivno i tranzitivno zatvorenje relacije R.

Zadatak 22. Neka je R C A x A proizvoljna relacija. Dokazite:

a) najmanja refleksivna relacija koja sadrzi relaciju R je R U [4;

)
b) najmanja simetricna relacija koja sadrzi relaciju R je RU R™Y;
¢) najmanja tranzitivna relacija koja sadrzi relaciju R je US| R";

)

d

najmanja refleksivna i tranzitivna relacija koja sadrzi relaciju R, tj. refleksivno
i tranzitivno zatvorenje R, je relacija I4 U (U2 R");

e) najmanja relacija ekvivalencije koja sadrzi relaciju R je (RU R™)T.

Zadatak 23. Dokazite da za sve relacije R,Q) C A x A vrijedi:

Zadatak 24. Neka A # (), RC Ax A i B C A. Kazemo da je skup B R-zatvoren
ako Rng(R|g) C B, tj. vrijedi (Vo € B)(Vy € A)( xRy = y € B). Dokazite da je
skup B R-zatvoren ako i samo ako je skup B RT-zatvoren.



Zadatak 25. Neka je R binarna relacija na skupu A. Za svaki B C A s Clg(B)
oznaCavamo najmanji R—zatvoreni podskup od A koji sadrzi skup B (takav postoji!).
Dokazite da za svaki B C A vrijedi Rng(RY|g) = Clr(B).

Zadatak 26. Neka je A # (), te neka je na P(A) definirana relacija R s: XRY ako i
samo ako (Ja € A) Y = X U{a}. Dokazite da je familija svih konac¢nih podskupova
od A jednaka Clg(0).

1.3 Funkcije

Relaciju f C A x B nazivamo funkcija ako vrijedi (Vo € A)(3ly € B) xfy. Funkciju
f € Ax B oznacavamo s [ : A — B.

Skup A nazivamo domena funkcije f, a skup B nazivamo kodomena funkcije f.
Umjesto zfy pisemo f(z) = y. Skup Rng(f) = {f(x) : x € A} nazivamo slika
funkcije f, a skup I'y = {(z, f(z)) : = € A} nazivamo graf funkcije f.

Skup svih funkcija f : A — B ozna¢avamo s 4 B.

Neka je f: A — B proizvoljna funkcija. Za funkciju f kazemo da je:

—identiteta, akoje A = B i f(x) =z, zasvexz € A. Obi¢no identitetu oznacavamo
S ZdA

— konstantna funkcija, ako postoji b € B tako da za sve x € A vrijedi f(z) =b
— injekcija, ako vrijedi (Vx,y € A) (x #y = f(x) # f(y))

— surjekcija, ako vrijedi (Vy € B) (3x € A) f(x) =y, tj. Rng(f) =B

— bijekcija, ako je injekcija i surjekcija

Nekasu f: A— B i g:C — D funkcije, te neka vrijedi Rng(g) C A. Kompozicija
funkcija f i g je funkcija koju oznacavamo s f o g, a definirana je s (f o g)(z) =

f(g()).

Neka je f : A — B proizvoljna funkcija. Za funkciju g : B — A kazemo da je
inverzna funkcija od f ako vrijedi fog =idg i go f = idy. Inverznu funkciju
funkcije f oznacavamo s 1.

Neka su A i B proizvoljni skupovi, te f : A — B proizvoljna funkcija. Neka je
X C A. Slika skupa X, u oznaci f[X], je skup definiran s f[X] = {f(z) : = € X}.
Neka je Y C B. Praslika skupa Y, u oznaci f~'[Y], je skup definiran s f~}Y] =
{re A fx)eY}

Akosu A i I neki skupovi, tada svaku funkciju f : I — P(A) nazivamo indeksirana
familija skupova. Cesto ¢emo govoriti samo familija skupova, tj. ne¢emo naglasavati
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da se radi o indeksiranoj familiji. Obi¢no umjesto f(7) piSemo A;, pa onda indeksiranu
familiju skupova oznac¢avamo s { A; : i € I}. Skup I nazivamo skup indeksa familije.

Neka je {A; : i € I'} neka familija skupova. Kartezijev produkt dane familije skupova
je skup koji oznacavamo s H A;, a definiran je s
iel

HAi = {f|f:I—>UA,~ tako da za sve i € I vrijedi f(i) € A;}

el el

Zadaci.

Zadatak 27. Za proizvoljnu funkciju f : A — A definiramo rekurzivno funkciju f"
ovako:

fr=1

it =frof

Neka je A# 01 f: A— Afunkcija takva da za svakin € N, n > 2, vrijedi [ = id4.
Dokazite da je funkcija f bijekcija.

Zadatak 28. Neka je h : A — A. Dokazite:

1. funkcija h je surjekcija ako i samo ako za sve f,g: A — A vrijedi da foh = goh
povlaci f =g.

2. funkcija h je injekcija ako i samo ako za sve f,g: A — A vrijedida ho f = hog
povlaci f = g.

Zadatak 29. Neka su funkcije f : A — Big: B — C bijekcije. Dokazite da tada
vrijedi (f71)™ = f i (gof) "t =f"tog™h

Zadatak 30. Za proizvoljnu funkciju h : A — B skup {(z,y) : h(z) = h(y)} nazi-
vamo jezgra funkcije h i oznacavamo ga s Ker h. Dokazite da je jezgra svake funkcije
relacija ekvivalencije. Zatim, dokazite da je svaka relacija ekvivalencije jezgra neke
funkcije.

Zadatak 31. Nekasu f: A — Aig: B — B proizvoljne funkcije. Neka su u,v :
A — B funkcije za koje vrijedi: ako y = f(z) tada u(y) = g(u(z)) i v(y) = g(v(z)).
Dokazite da za sve x € A, takve da je u(z) = v(z), vrijedi u(f(z)) = v(f(x)).
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Zadatak 32. Neka su {A; : i € I} 1 {B,:j € J} familije skupova. Dokazite da

vrijedi:

UAiUUBj:UU(AmBj)

i€l jeJ iel jeJ

(Aiu(B;=()((4iuB)

el jeJ iel jeJ

Zadatak 33. Neka je R binarna relacija na skupu A, te {R; : i € I} familija binarnih
relacija na skupu A. Dokazite da vrijedi:

a) Ro ([ R) S (&oR)

i€l iel

b) (URJ oRC U(Rz o R)

el el

Odredite primjere relacija za koje ne vrijede jednakosti.

Zadatak 34. Neka je f : X — Y proizvoljna funkcija. Dokazite da postoji relacija
ekvivalencije R na skupu X, te postoji surjekcija ® : X — X/R i postoji injekcija
U : X/R — Y tako da vrijedi Vo ® = f.

Zadatak 35. Neka je S neprazan skup i f : S — P(S) injekcija. Oznac¢imo sa Z
skup {s € § : s ¢& f(s)}. Dokazite da ne postoji z € S tako da je Z = f(z).

RjeSenja.

RjesSenje 2.

1. Na sljedec¢oj slici su dani Vennovi dijagrami koji ilustriraju zadane skupove.
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(ANB)U((B\C)\ 4) BA(CUA)

Iz slike zaklju¢ujemo da bi trebalo vrijediti (A\ B)U((B\C)\ A) C BA(CUA),
Sto onda moramo i dokazati. Raspisivanjem slijedi:

(A\B)U((B\C)\4) = (ANB9)U((BNC)NA°)

BA(CUA) = (B\(CUA)U(CUA)\B) =
— (BN(CUA®)U(CUA)NDB) =

= (BNC°NA9YU(CNB°)U (AN B°).

Odavde nasa tvrdnja ocito slijedi. Da obratna inkluzija ne mora vrijediti za-
kljucujemo iz primjera A = {1}, B = {2}, C = {3}, za koje je (A\ B)U ((B\
C)\A) ={1,2} i BA(CUA)=1{1,2,3}.

2. Jerje BD B\Ctoje AA\BC A\ (B\C).Jerje AUC D C toje B\ (AUC) C
B\ C. Zato je (A\ B)U(B\ (AUC)) C(A\(B\C))uU((B\CQO).
Obratna inkluzija opcéenito ne vrijedi. Na primjer ako uzmemo A = B = C =

{1}, tada je (A\ B)U(B\(AUC)) =01 (A\(B\C))uU(B\C)={1}.

Rjesenje 3. Iz definicije simetri¢ne razlike vidimo da tvrdnja vrijedi za n = 2. Pret-
postavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N, te pogledajmo sto se dogada u slucaju
kada imamo simetri¢nu razliku n 4+ 1 skupova. Neka je

€A NAN A NA L =(ALAA N LA A A

Po definiciji simetri¢ne razlike imamo dva slucaja:
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1° JIEAIAAQA...Aningn_H

Tada po pretpostavci slijedi da se x nalazi u neparnom broju skupova Ay, ..., A,,1.

2° x%AlﬁAQA...Ani.TGAn_H
Iz pretpostavke slijedi da se x nalazi u parnom broju skupova Ay, ..., A,, pase
(zbog x € A,41) nalazi u neparnom broju skupova Ay, ..., A,.

Primjenom aksioma matematicke indukcije slijedi da tvrdnja vrijedi za svaki n > 2.

Rjesenje 4.

1. AUB=AABA(ANB), A\B=AA(ANB)
2. ANB=(AUB)AAAB, A\B=(AUB)AB

3. ANB=A\(A\B) AUB=AABA[A\ (A\ B)]

Rjesenje 5.

1. Zaskup A oznacimo s A’ proizvoljan skup koji je definiran pomoc¢u A primjenom
kona¢no mnogo operacija N i U. Za skup A’ sa s(A’) oznacimo ukupan broj
skupovnih operacija N i U koje se pojavljuju u njegovoj definiciji pomoc¢u skupa
A. Za zadani skup A lako je indukcijom po s(A’) dokazati da za sve A’ vrijedi
A" = A. Ako je A # () proizvoljan tada je ) = A\ A # A’, za svaki definirani
skup A'.

2. Za skupove A i B s A%B oznacimo proizvoljan skup koji je definiran pomocu
skupova A i B primjenom kona¢no mnogo operacija N i \. Za skup A%B sa
s(A%B) ozna¢imo ukupan broj skupovnih operacija N i\ koje se pojavljuju
u njegovoj definiciji pomoc¢u skupova A i B. Za zadane skupove A i B lako je
indukcijom po s(A%B) dokazati da za sve skupove A%B vrijedi A%B C A ili
A%B C B. Posto opéenito ne vrijedi da je AUB C Aili AU B C B, tada
operaciju U nije moguce izraziti pomoc¢u skupovnih operacija Ni \.

Rjesenje 6.

1. Iz prve jednadzbe imamo x € A = xr € AUX = BN X = z € X, odnosno
ACX. Izdruge imamox € X =2 € CUX = ANX = x € A, odnosno
X C A. Iz toga zakljucujemo da je jedini kandidat za rjesenje X = A, samo jo$
treba vidjeti kada to zaista jest rjesenje. Uvrstivsi X = A u sustav, dobijemo
A=BNAiA=CUA, odnosno C C A C B. Zakljucujemo: ako vrijedi
C C A C B, jedinstveno rjesenje je X = A; inace sustav nema rjeSenja.
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2. Pogledajmo prvu jednadzbu. Njena lijeva i desna strana su ocito disjunktne
(za sve z iz lijeve strane vrijedi z ¢ X, dok za sve x iz desne strane vrijedi
x € X), ajedini skup disjunktan sa samim sobom je prazan skup. Zaklju¢ujemo
A\X =), odnosno A C X. Na jednak nacin (disjunktnost jednakih skupova) iz
druge jednadzbe zakljucujemo X C A, pa opet imamo da je jedini kandidat za
rjeSenje X = A. Uvrstavanjem dobivamo uvjet pod kojim je to zaista i rjesenje,
i to je A\B = C\A =0, odnosno, kao i u prethodnom zadatku, C' C B C A.

3. Kao u proslom zadatku, lijeva i desna strana prve jednadzbe su disjunktne (za
sve x iz lijeve strane vrijedi x € X, dok za sve x iz desne strane vrijedi x & X).
Zakljucujemo ANX = B\X = (), odnosno X je disjunktan s A, te je nadskup od
B. Za takav skup vrijedi X\ A = X, pa druga jednadzba postaje C' U X = X,
dakle C' C X. Sveukupno, uvjeti na X su: disjunktan s A, te nadskup od
B UC. Uvjet da takav X postoji je, dakako, da B U C' bude disjunktan s A.
Zakljucak: ako je AN (BUC) # (), sustav nema rjesenje. U suprotnom, sustav
ima rjesenje (na primjer, BUC je jedno rjesenje), i ono nikada nije jedinstveno:
za proizvoljni y ¢ AU BUC, skup BU C U {y} je takoder rjesenje.

Rjesenje 20. Definirajmo funkciju f: R — [0, 2) sa

x — [z], akoje [z] neparan

fz) =

x—[x]+1, akoje [z] paran

Zatim definiramo relaciju ~C R x R sa: x ~ y ako i samo ako f(x) = f(y). Lako je
provjeriti da je ~ relacija ekvivalencije koja zadovoljava uvjete zadatka.

Rjesenje 21. Oznacimo S = {R' : ' C A x A refleksivna i tranzitivna relacija,
R C R'}. Primijetimo da je S # 0 jer je A* € S. Definiramo R" := (.4 R'. Lako je
provijeriti da relacija R? ima trazena svojstva.

Rjesenje 35. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je z € S tako da vrijedi f(z) = Z.
Ako bi vrijedilo z € Z tada po definiciji skupa Z imamo da z ¢ f(z). No, posto je
f(z) = Z tada imamo z ¢ Z. Time smo dobili kontradikciju. Dakle, mora vrijediti
2 ¢ Z. No,izz ¢ Zi f(z) = Z povlaéida z € f(z). Tada po definiciji skupa Z imamo
z € Z, §to je opet kontradikcija. Zakljuc¢ujemo da pretpostavka o egzistenciji z € A
takvog da je f(z) = Z vodi na kontradikciju.



Poglavlje 2

Ekvipotentni skupovi

Za dva skupa A i B kazemo da su ekvipotentni ili da imaju istu kardinalnost ako
postoji bijekcija izmedu njih. To ozna¢avamo s A ~ B ili k(A) = k(B).

Za svaki | € N\ {0} neka je N, = {1,...,l}. Za skup A kazemo da je kona¢an ako
je prazan ili ako postoji I € N tako da vrijedi A ~ N;. Inac¢e kazemo da je skup A
beskonacan.

Teorem 2.1. Neka je X neki skup. Sljedece turdnje su ekvivalentne:

a) skup X je beskonacan,
b) postoji injekcija iz N u X;
c¢) postoji injekcija iz X u X koja nije surjekcija;

d) skup X je ekvipotentan s nekim svojim pravim podskupom.

Za skup A kazemo da je prebrojiv ako je ekvipotentan sa skupom prirodnih brojeva
N. To oznacavamo s k(A) = Xg. Skupovi Z i Q su prebrojivi.

Za beskonacan skup koji nije prebrojiv kazemo da je neprebrojiv. Ako za neki skup
A vrijedi A ~ R tada to oznacavamo i s k(A) = c. Svaki omedeni interval realnih
brojeva je ekvipotentan sa skupom R.

Ako postoji injekcija iz skupa A u skup B tada to oznac¢avamo s k(A) < k(B). Ako
vrijedi k(A) < k(B) i k(A) # k(B) tada to oznacavamo s k(A) < k(B).

Teorem 2.2. Osnovni Cantorov teorem. Za sve skupove A wrijedi k(A) <

k(P(A)).

Teorem 2.3. Cantor, Schroder, Bernsteinov teorem. Ako postoji injekcija
f:A— B iinjekcija g : B — A tada postoji bijekcija izmedu A i B. (Odnosno, ako
je k(A) < k(B) i k(B) < k(A), tada je k(A) = k(B). )

15
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Teorem 2.4. Skup R je neprebrojiv.

Aksiom izbora. Neka je {A; :i € I} familija nepraznih skupova koji su u parovima
disjunktni. Tada postoji skup B tako da je za sve i € I presjek B N A; jednoclan
skup.

Teorem 2.5. Svaki beskonacan skup sadrzi prebrojiv podskup.
Teorem 2.6. Prebrojiva unija prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

Teorem 2.7. Neka je A neprebrojiv skup © B C A konacan ili prebrojiv. Tada je
A~ A\ B.

Neka su A i B skupovi. Neka je A’ = A x {0} i B’ = B x {1}. Ocito su skupovi
A" i B disjunktni, te vrijedi k(A) = k(A’) i k(B) = k(B'). Tada s k(A) + k(B)
oznacavamo k(AU B'). Vrijedi: g+ Ry =8y i c+c=c.

Neka su A i B proizvoljni skupovi. Tada s k(A) - k(B) oznacavamo k(A x B). Vrijedi:
No-Ng=Ng,c-c=cic-Ng=c.

Neka su A i B skupovi. Oznacimo 4B = {f|f : A — B}. Tada s k(B)*“) oznacavamo
k(AB). Vrijedi: R = Ry, za sve k € N\ {0}; k(P(N)) = 2% = R = M0 = ¢; ¢F = ¢,
za sve k € N\ {0}; E(P(R)) =2¢=¢° i 2°-2°=2°

Zadaci.

Zadatak 36. Dokazite da je svaki beskonacan podskup od N prebrojiv.

Zadatak 37. Odredite kardinalnost skupa svih prirodnih brojeva s neparno mnogo
znamenaka.

Zadatak 38. Odredite kardinalnost skupa svih konac¢nih podskupova od N. Odredite
kardinalnost skupa svih beskonacnih podskupova od N.

Zadatak 39. Odredite kardinalnost skupa svih podskupa od N kojima je komplement
(u N) konacan.

Zadatak 40. Odredite kardinalnost skupa svih particija skupa N.
Zadatak 41. Odredite kardinalnost skupa svih beskona¢nih podskupova od Q.

Zadatak 42. Neka je A C R, takav da postoji § > 0, tako da za sve z,y € A, x # v,
vrijedi | x — y |> 0. Dokazite da je tada skup A konacan ili prebrojiv.
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Zadatak 43. Neka je A C R prebrojiv skup. Postoji li a € R tako da vrijedi
{r+a:2€ AANA=0?

Zadatak 44. Odredite kardinalnost skupa svih realnih brojeva ¢iji je razlomljeni dio
racionalan. (Razlomljeni dio od x se definira kao z — |z].)

Zadatak 45. Odredite kardinalnost skupa svih elemenata od [0, 1] koji u zapisu u
bazi 4 nemaju znamenku 2. Opisite kako taj skup mozemo induktivno konstruirati
izbacujudi dijelove tog intervala.

Zadatak 46.

a) Dokazite da je skup svih polinoma jedne varijable s cjelobrojnim koeficijentima
prebrojiv skup.

b) Dokazite da je skup svih algebarskih realnih brojeva prebrojiv.
c) Dokazite egzistenciju transcendentnih realnih brojeva.

d) Dokazite da je skup svih iracionalnih brojeva ekvipotentan sa skupom svih
transcendentnih realnih brojeva.

Zadatak 47. Odredite kardinalnost skupa svih podskupova od R koji sadrze skup N.

Zadatak 48. Odredite kardinalnost skupa svih zatvorenih segmenata od R koji su
disjunktni sa Z.

Zadatak 49. Odredite kardinalnost skupa svih zatvorenih segmenata od R cija je
duljina racionalan broj.

Zadatak 50. Neka je {A4; : i € R} familija konac¢nih nepraznih u parovima disjunkt-
nih skupova. Dokazite da je tada skup U;cr A; ekvipotentan sa skupom R.

Zadatak 51. Neka je {A; : i € R} familija prebrojivih u parovima disjunktnih sku-
pova. Dokazite da je tada skup U;er A; ekvipotentan sa R.

Zadatak 52. Neka je {A; : i € N} familija u parovima disjunktnih skupova takvih
daje A; ~ R, za sve i € N. Dokazite da je tada skup U;cr A; ekvipotentan sa skupom
R.

Zadatak 53. Neka je {A; : i € R} familija u parovima disjunktnih skupova takvih
daje A; ~ R, zasve 1 € R. Dokazite da je tada skup U,cr A, ekvipotentan sa skupom
R.
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Zadatak 54. Odredite redom particije {A; : ¢ € I} skupa R tako da je:

a) za sve i € I skup A; konacan;

b) za sve i € I skup A; prebrojiv;

c) za sve i € I skup A; neprebrojiv, te je skup indeksa I prebrojiv;
)

d) za sve i € I skup A; neprebrojiv, te je skup indeksa I neprebrojiv.

Zadatak 55. Odredite redom kardinalnost skupova svih podskupova od R koji su:

a) konacni
b) komplement im je konacan, tj. kofinitni su

¢) beskonacni

e) ekvipotentni sa skupom R

f

)
)
)
d) komplement im je beskonacan
)
) prebrojivi
)

g) komplement im je prebrojiv.
Zadatak 56. Odredite kardinalnost skupa svih uredenih parova (A, B) za koje vrijedi

ACBCR

Zadatak 57. Dokazite da je kardinalnost skupa svih otvorenih podskupova od R
jednaka c.

Zadatak 58. Odredite kardinalnost skupa svih zatvorenih podskupova od R.

Zadatak 59. Dokazite da je kardinalnost skupa svih podskupova od R, koji nisu ni
zatvoreni ni otvoreni, veca od c.

Zadatak 60. Odredite kardinalnost skupa svih neprebrojivih zatvorenih podskupova
od R.

Zadatak 61. Odredite kardinalnost skupa svih Borelovih skupova u R. Borelovi sku-
povi su skupovi koji se mogu dobiti operacijama prebrojivih unija, prebrojivih pre-
sjeka i komplementiranja (u odnosu na R) iz otvorenih i zatvorenih skupova u R.
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Zadatak 62. Dokazite da ravnina nije jednaka niti jednoj uniji prebrojivo mnogo
pravaca.

Zadatak 63." Odredite redom particije {A; : i € I'} skupa P(R) tako da je:

a) za sve 1 € I skup A; konacan

(=3

za sve ¢ € I skup A; prebrojiv

c) za sve i € I skup A; kardinalnosti ¢

d) za sve i € I skup A; kardinalnosti 2¢, te je skup indeksa I prebrojiv

D

za sve 1 € I skup A; kardinalnosti 2¢, te je skup indeksa I kardinalnosti ¢

)
)
)
)
)
f)

za sve 1 € I skup A; kardinalnosti 2¢, te je skup indeksa I kardinalnosti 2¢

Zadatak 64. Odredite redom kardinalnost skupova svih podskupova od P(R) koji
su: konacni; beskonacni; prebrojivi; neprebrojivi; ekvipotentni s R; ekvipotentni s
P(R); komplement im je konacan (beskonacan; prebrojiv; neprebrojiv).

Zadatak 65. Odredite kardinalnost skupa svih kompleksnih brojeva ¢iji je modul
racionalan.

Zadatak 66. Neka je zadan r > 0. Koliko najvise elemenata ima skup S C C koji
ima sljedece svojstvo: za sve u,z € S, u # z, su krugovi radijusa r oko tocaka z iwu
disjunktni?

Zadatak 67. Odredite kardinalnost skupa svih podskupova od C ¢iji je broj eleme-
nata neki prosti broj.

U sljede¢im zadacima razmatramo nizove. Prvo navodimo nekoliko ¢injenica koje
¢emo koristiti u viSe zadataka. Skupovi svih nizova prirodnih, cijelih i racionalnih
brojeva su ekvipotentni sa skupom NN, pa je njihova kardinalnost jednaka foo, tj. c.
Skupovi svih nizova realnih i kompleksnih brojeva ekvipotentni su s "R, pa je njihova
kardinalnost jednaka ¢, tj. c.

Zadatak 68. Odredite kardinalnost skupa svih surjektivnih nizova cijelih brojeva (t;j.
surjekcija s N na Z).

Zadatak 69. Odredite kardinalnost skupa svih aritmetickih nizova cijelih brojeva.

Zadatak 70. Odredite kardinalnost skupa svih padajuéih (ne strogo) nizova prirod-
nih brojeva.



20

Zadatak 71. Odredite kardinalnost skupa svih monotonih konaé¢nih nizova racional-
nih brojeva.

Zadatak 72. Odredite kardinalnost skupa svih realnih nizova koji konvergiraju prema
T (m=3,14...)

Zadatak 73. Odredite kardinalnost skupa svih nizova realnih brojeva koji divergiraju
prema —oo.

Zadatak 74. Odredite kardinalnost skupa svih realnih nizova koji nemaju gomiliste.

Zadatak 75. Odredite kardinalnost skupa svih realnih nizova koji imaju to¢no pre-
brojivo mnogo gomilista.

Zadatak 76. Odredite kardinalnost skupa svih realnih nizova koji imaju kao go-
milista sve realne brojeve.

Zadatak 77. Odredite kardinalnost skupa svih nizova kompleksnih brojeva koji ko-
nvergiraju k 1 + 2.

Zadatak 78. Odredite kardinalnost skupa svih nizova kompleksnih brojeva koji su
neograniceni po apsolutnoj vrijednosti.

Zadatak 79. Odredite kardinalnost skupa svih kompleksnih nizova koji imaju toctno
n gomilisita, gdje je n € N\ {0} zadan.

Zadatak 80. Za niz prirodnih brojeva (b,) kazemo da brze raste od niza (a,) ako

Qn, .. s 1.
vrijedi lim — = 0. Dokazite da vrijedi:
n—oo n

a) za svaki niz prirodnih brojeva postoji niz koji brze raste od njega,

b) ako neki skup A nizova prirodnih brojeva ima svojstvo da za svaki niz prirodnih
brojeva (a,) postoji neki niz u skupu A koji brze raste od niza (a,), tada je
skup A neprebrojiv.

U sljede¢im zadacima razmatramo redove. Prvo navodimo jednu ¢injenicu koju ¢emo
koristiti u vise zadataka. Posto je svaki red Y a, realnih brojeva odreden sa svojim
nizom op¢ih ¢lanova (a,,) tada je skup R svih redova realnih brojeva ekvipotentan s

NR. Posto je k("R) = ™ = ¢, tada je k(R) = c.

Zadatak 81. Odredite kardinalnost skupa svih redova realnih brojeva kojima je suma
2.
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Zadatak 82. Odredite kardinalnost skupa svih konvergentnih redova realnih brojeva.
Zadatak 83. Odredite kardinalnost skupa svih divergentnih redova realnih brojeva.

Zadatak 84. Odredite kardinalnost skupa svih apsolutno konvergentnih redova real-
nih brojeva.

Zadatak 85. Kolika je kardinalnost skupa svih uvjetno konvergentih redova realnih
brojeva?

Zadatak 86. Odredite kardinalnost skupa svih redova realnih brojeva ¢iji konvergen-
ciju mozemo dokazati primjenom Cauchyjevog kriterija za konvergenciju redova.

Zadatak 87. Odredite kardinalnost skupa svih redova realnih brojeva ¢iju konvergen-
ciju mozemo dokazati primjenom D’Alambertovog kriterija za konvergenciju redova.

Zadatak 88. Odredite kardinalnost skupa svih redova kompleksnih brojeva kojima
je suma jednaka e’.

Zadatak 89. Odredite kardinalnost skupa svih redova potencija oko nule koji ko-
nvergiraju na cijelom skupu R.

Zadatak 90. Odredite kardinalnost skupa svih redova potencija (s realnim koefici-
jentima) oko tocke —2 koji apsolutno konvergiraju na intervalu (—3, —1).

U zadacima koji slijede promatramo skupove funkcija. Naglasimo jos jednom: k("N) =
Ny° =c, k("R) = =¢, k(*R)=k(°C) = 2.

Zadatak 91. Odredite kardinalnost skupa svih bijekcija (injekcija; surjekcija) s N u
N.

Zadatak 92. Za f € "N definirajmo s(f) = {x : 2 € N, f(z) # 0}. Zatim, neka je
F={f:feMN, skup s(f) je konacan}. Odredite kardinalnost skupa F.

Zadatak 93. Odredite kardinalnost skupa svih funkcija f : N — N s najvise konacno
mnogo nul-tocaka.

Zadatak 94. Odredite kardinalnost skupa svih aditivnih funkcija sa Z u Z. (funkcija
f je aditivna ako za sve x i y iz domene vrijedi f(x +vy) = f(z) + f(y).)

Zadatak 95. Odredite kardinalnost skupa svih funkcija s R u R koje beskonacno
mnogo puta poprimaju vrijednost V2.
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Zadatak 96. Odredite kardinalnost skupa svih funkcija s R u R koje imaju nepre-
brojivo mnogo nul-tocaka.

Zadatak 97. Odredite kardinalnost skupa svih funkcija s R u R koje svaku vrijednost
iz intervala (0, 1) poprimaju beskona¢no mnogo puta.

Zadatak 98. Odredite kardinalnost skupa svih ograni¢enih realnih funkcija jedne
varijable.

Zadatak 99. Odredite kardinalnost skupa svih periodickih funkcija s R u R.

Zadatak 100. Dokazite da je skup svih periodickih funkcija f : R — R ekvipotentan
sa skupom svih neperiodickih funkcija.

Zadatak 101. Odredite kardinalnost skupa svih funkcija f : R — R koje imaju
horizontalne asimptote na obje strane.

Zadatak 102. Odredite kardinalnost skupa svih neprekidnih funkcija s R u R.
Zadatak 103. Odredite kardinalnost skupa svih neprekidnih funkcija s C u C.

Zadatak 104. Odredite kardinalnost skupa svih neprekidnih konveksnih funkcija f :
R — R. (Za funkciju f : R — R kazemo da je konveksna ako za sve z,y € R i sve
a, B € R, takve da je a+ 8 = 1, vrijedi f(ax + By) < af(z) + 6f(y).)

Zadatak 105. Odredite kardinalnost skupa svih funkcija f : R — R koje imaju
prekid u tocki 1.

Zadatak 106. Dokazite da je skup tocaka prekida proizvoljne monotone funkcije
f R — R najvise prebrojiv.

Zadatak 107. Odredite kardinalnost skupa svih realnih rastué¢ih funkcija realne va-
rijable.

Zadatak 108. Odredite kardinalnost skupa svih monotonih realnih funkcija.

Zadatak 109. Odredite kardinalnost skupa svih funkcija f : R — R koje su deriva-
bilne u tocki 1.

Zadatak 110. Odredite kardinalnost skupa svih funkcija f : R — R koje su nepre-
kidne na R, ali ne i derivabilne u tocki u 8.
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Zadatak 111. Odredite kardinalnost skupa svih funkcija f : R — R koje su u tocki
1 derivabilne samo jednom (postoji f’(1), ali ne postoji f”(1) ).

Zadatak 112. Odredite kardinalnost skupa svih funkcija s R u R koje su klase C*
na R~ = (—00,0), a klase C? na R* = (0, +00).

Zadatak 113. Odredite kardinalnost skupa svih funkcija f : RxR — R koje nemaju
prve parcijalne derivacije u tocki (0, 0).

Zadatak 114. Neka je f cijela funkcija, tj. kompleksna funkcija holomorfna na
citavom C, i neka je f razli¢ita od nul-funkcije. Dokazite da f ima najvise prebrojivo
mnogo nul-tocaka.

U zadacima koji slijede promatramo skupove matrica. Posto je za sve n € N\ {0}
ocito M, (R) ~ R"" tada je k(M,(R)) = ¢, te k(M,(C)) = c.

Zadatak 115. Odredite kardinalnost skupa svih realnih matrica 2 x 2 ¢ija je deter-
minanta jednaka 1.

Zadatak 116. Odredite kardinalnost skupa svih simetricnih 3 x 3 realnih matrica.
(Matrica A € M3(R) je simetricna ako vrijedi A = AT.)

Zadatak 117. Odredite kardinalnost skupa S = {(A,B) : A,B € M(R), AB =
BA}.

Zadatak 118. Odredite kardinalnost skupa S = {A € M3(R) : (3k € N) AF = 0}.

Zadatak 119. Odredite kardinalnost skupa svih dijagonalnih matrica (bilo kojeg
reda) nad C.

Zadatak 120. Odredite kardinalnost skupa svih normalnih kompleksnih matrica reda
3. (Matrica A € M3(C) je normalna ako je AA* = A*A, gdje je A* adjungirana
matrica od A.)

Zadatak 121. Odredite kardinalnost skupa svih kompleksnih unitarnih matrica reda
5. (Matrica A je unitarna ako je A- A* = A*- A=1.)

Zadatak 122. Odredite kardinalnost skupa svih matrica iz M3(C) kojima je i svoj-
stvena vrijednost.

Zadatak 123. Neka su V' i W konacno dimenzionalni vektorski prostori nad poljem
C. Odredite kardinalnost skupa svih linearnih operatora s V u W.
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Zadatak 124. Odredite kardinalnost skupa svih invertibilnih linearnih operatora s
R™ u R"”.

Zadatak 125. Odredite kardinalnost skupa svih linearnih operatora na R™ kojima je
1 svojstvena vrijednost (za n > 2).

Zadatak 126. Odredite kardinalnost skupa svih linearnih operatora na C* kojima
su ¢ i 1 svojstvene vrijednosti.

Zadatak 127. Odredite kardinalnost skupa svih sustava s 2 linearne jednadzbe i 3
nepoznanice nad poljem R koji nemaju rjesenja.

Zadatak 128. Odredite kardinalnost skupa svih kvadratnih sustava lineranih alge-
barskih jednadzbi nad poljem C koji nemaju rjeSenja.

Zadatak 129. Odredite kardinalnost skupa svih linearnih sustava jednadzbi s n ne-
poznanica nad poljem R koji imaju jedinstveno rjesenje, gdje je n > 0 proizvoljan.

Zadatak 130. Odredite kardinalnost skupa svih sustava linearnih algebarskih jed-
nadzbi s koeficijentima iz Q koji imaju beskona¢no mnogo rjesenja.

Rjesenja.

Veéina zadataka rijesena je primjenom Cantor, Schroder, Bernsteinovog teorema. To
nismo isticali u rjesenjima.

Rjesenje 36. Posto je S C N tada k(S) < Ny. Za dokaz obratne nejednakosti pri-
sjetimo se da svaki beskonacan skup sadrzi prebrojiv podskup. Neka je S’ prebrojiv
podskup od S. Time imamo Ry < k(S).

Rjesenje 37. Neka S = {n:n € N, broj znamenaka od n je neparan}.
Prvi nacin. Ocito je S beskonac¢an podskup od N. Iz zadatka 36 slijedi da je k(.S) = N,.

Drugi nacin. Posto je S C N tada vrijedi k£(5) < 8y. Promotrimo funkciju f : N — S
definiranu s f(n) = 100™. Posto za sve n € N vrijedi f(n) € S tada je f jedna injekcija
s Nu S. To znaci da vrijedi Ry < k(5).

Rjesenje 38. Oznacimo Sy, = {A: ACN, A konacan}. Za sve m € N\ {0} neka
je sa Sy, oznacen skup svih m—clanih podskupova od N. O¢ito je Sgin = Umen {0} Sm-
Zatim, k(S,,) < k(N™) = X,. Dakle, k(Sf,) < No. S druge strane funkcija f : N —
Stin definirana s f(n) = {n} je injekcija. To znaci da vrijedi i Ny < k(Sfi).

Posto je k(P(N)) = 2%, te je P(N) = Spi, U Siny, 1 znamo k(Spin) = No, tada je
Smf = 2N — ¢,
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Rjesenje 39. Oznacimo S ={A: A CN, N\ A konacan}. Ocito je S 5 A N\ A
bijekcija. To znaci da je skup S ekvipotentan sa skupom svih konacnih podskupova
od N. Iz prethodnog zadatka znamo da je skup svih konacnih podskupova od N
prebrojiv.

Rjesenje 40. Particija na N ima koliko i relacija ekvivalencije na N. Oznac¢imo: S =
{R: RCN? R jerelacija ekvivalencije}. Posto je S C P(N?) tada k(S) < 280N =
c. Za drugu nejednakost primijetimo da svaki beskonacan pravi podskup od N definira
jednu particiju skupa N. To znaci da je skup S’ = {(A,N\ A) : A C N beskonacan}
podskup svih particija od N. Iz zadatka 38 znamo da je k(S’) = c¢. Dakle, ¢ < k(S).

RjeSenje 41. Neka je S = {A: A C Q beskonacan}.

Prvi nacin. Posto je skup Q prebrojiv tada iz zadatka 38 slijedi da je k(S) = No.
Drugi nacin. Ocito je k(S) < 2% = c. Funkcija f: R — S, f(z) = {y € Q: y < z},
je injekcija. To znaci da je ¢ < k(5).

Rjesenje 42. Za sve x € A vrijedi da je (x —6/2,2+0/2) N A = (. Dakle, skup A
sadrzi najvise toliko elemenata koliko ima disjuktnih otvorenih intervala od R. Posto
iz svakog otvorenog intervala mozemo izabrati neki racionalan broj, slijedi da svaka
familija u parovima disjunktnih otvorenih intervala sadrzi najvise prebrojivo mnogo
elemenata.

RjeSenje 43. Neka je B = {x —y : z,y € A}. Skup B je prebrojiv, pa postoji
a € R\B. Ocito je {r+a : z € A}nNA=0.

Rjesenje 44. Neka je S = {z : x € R, = — |z| € Q}. Posto za sve x € R vrijedi
|x| € Z, tada iz pretpostavke x — |x| € Q slijedi z € Q. Iz toga odmah slijedi da je
skup S prebrojiv.

Rjesenje 45. Neka je S = {z|z € [0,1], = u zapisu u bazi 4 nema znamenku 2}.
Ocito je S C [0,1], pa je k(S) < c¢. Za dokaz druge nejednakosti promotrimo skup
S"={0,zox19. .. x; € {0,1}} (smatramo da je svaki element iz S’ prikazan u bazi
4). Ocito je S" C S, te vrijedi k(S") = 2% = c¢. Dakle, = < k(9).

Rjesenje 46.

a) Indukcijom po stupnju polinoma pokazite da je svaki skup svih polinoma istog
stupnja s cjelobrojnim koeficijentima prebrojiv. Sada iz teorema 2.6 slijedi da
je skup svih polinoma s cjelobrojnim koeficijentima prebrojiv.

b) Iz prethodnog zadatka a) i osnovnog teorema algebre slijedi trazena tvrdnja.

¢) Iz prethodnog zadatka b) znamo da je skup A svih realnih algebarskih brojeva
prebrojiv. Posto je skup R neprebrojiv tada je skup R\ A neprazan. Time
smo dokazali da postoje transcendentni brojevi. Stovige, iz teorema 2.7 slijedi
R\A ~ R, tj. skup svih transcendentnih brojeva je neprebrojiv.
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d) Skupovi Qi A (svih realnih algebarskih brojeva) su prebrojivi. Tada iz teorema
2.7 slijedi R ~ R\Q i R ~ R\ A.

Rjesenje 47. Neka je S = {A C R : N C A}. Ocito je k(S) < 2°. Promotrimo
funkciju f : P((0,1)) — S definiranu s f(B) = B UN. Ocito je f injekcija. To znaéci
2¢ < Ek(9).

Rjesenje 48. Neka je S = {[a,b] : a,b € R, a < b, [a,b] NZ = 0}. Ocito je k(S) <
k(R x R) = ¢ = ¢. Promotrimo funkciju f : [, 3] — S definiranu s f(z) = [z, 3].
Ocito je funkcija f injekcija.

Rjesenje 49. Neka je S = {[z,x+¢]: z € R, ¢ € QT}. Ocito je S ~R x Q*. Iz
toga slijedi k(S) = ¢ - Vg = c.

Rjesenje 50. Za svaki i € R neka je A; = {a(()i), al?, ag),...,a&)i‘} (uocite da
tu koristimo aksiom izbora). Zatim, neka je f : R — (0,1) proizvoljna bijekcija.
Definiramo funkciju g : U;er A; — R sa g(ay)) = f(i)+j. Ocito je funkcija g injekcija.
To znaci da vrijedi k(U;A;) < ¢. Za obratnu nejednakost primijetimo da je funkcija
h:R — UA;, h(i) = a((f), injekcija. Iz toga slijedi ¢ < k(U; A;).

Rjesenje 51. Zasvakii € R neka je 4; = {aéi), al”, aY, ..} (uotite da tu koristimo
aksiom izbora). Zatim, neka je f : R — (0,1) proizvoljna bijekcija. Definiramo
funkciju g : U;er 4; =& R s g(agi)) = f(i) +j. Ocito je funkcija g injekcija. To znaci da
vrijedi k(U;A;) < c. Za obratnu nejednakost primijetimo da je funkcija b : R — U; A;,
h(i) = a(()i), injekcija. 1z toga slijedi ¢ < k(U; A;).

RjeSenje 52. Neka je A; = {ay) : 7 € R} (uocite da tu koristimo aksiom izbora).
Neka je f : R — (0, 1) proizvoljna bijekcija. Definiramo funkciju g : U;4; — R sa
g(ay)) = f(j) + i. Ocito je funkcija g injekcija, pa je k(U;A;) < c. Neka je funkcija
h : R — U;A; definirana sa h(i) = a(()i). Ocito je funkcija h injekcija. Iz toga slijedi

Rjesenje 53. Za svaki i € R oznacimo s f; : R — A; neku bijekciju (AC!). Zatim,
ozna¢imo a;; = f;(j). Ocito je funkcija F' : U;A; = R x R definirana s F'(a;;) = (4, j)
bijekcija.

Rjesenje 54.

d) Neka je f : R x R — R neka bijekcija. Za svaki z € R ozna¢imo A, =
{(z,y) : y € R}. Ocito je {A, : x € R} jedna particija skupa R x R. Tada je
{f[Az] : © € R} jedna trazena particija skupa R.

Rjesenje 55.
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a) Ima ih c.
b) Ima ih isto kao i konacnih, tj. po a) ima ih c.

c) Posto P(R) ={A CR: Akonacan}U{A C R: A beskonacan}, te k(P(R)) =
2¢, a po a) konacnih podskupova ima ¢, slijedi da svih beskona¢nih podskupova
ima 2°¢.

d) Ima ih isto koliko i beskonaé¢nih, a takvih po ¢) ima 2°.

e) Neka je S = {A C R : A ~ R}. Posto je S C P(R) tada je k(S) < 2¢.
Promotrimo funkciju f : P([0,1]) — S definiranu s A — A U [2,3]. Ocito je
funkcija f injekcija, pa je 2¢ < k(.5).

f) Oznacimo S = {A C R : A je prebrojiv}. Svakom A = {ag,ai,...} iz S
mozemo pridruziti funkciju f : N — R definiranu s f(n) = a,. To znaci da
vrijedi k(S) < k("R) = M = c¢. Za obratnu nejednakost primijetimo da vrijedi
{r+n:neN}eS zasvex €R. To znaci da je ¢ < k(S5).

Rjesenje 56. Neka je S = {(A,B) : A C B C R}. Posto S C P(R) x P(R) tada
je k(S) < 2¢.2¢ = 2¢ U drugu ruku preslikavanje f : P([0,1]) — S definirano s
f(X) = (X,R) je injekcija, pa je k(S) > 2°.

Rjesenje 57. Prvo dokazite da se svaki otvoreni interaval (a,b) moze prikazati kao
prebrojiva unija otvorenih intervala s racionalnim krajevima. Iz toga neposredno
slijedi da je kardinalnost skupa svih otvorenih intervala jednaka c (tj. (R - Ng)X0).
Zatim dokazite da se svaki otvoreni skup moze prikazati kao prebrojiva unija otvorenih
intervala. To znaci da je kardinalnost skupa svih otvorenih skupova jednaka ¢, tj.
c.

Rjesenje 58. Posto po prethodnom zadataku svih otvorenih ima ¢, a svakom otvo-
renom skupu U je pridruzen jedinstveni zatvoreni skup R \ U, tada slijedi da svih
zatvorenih ima takoder c.

Rjesenje 59. Iz zadatka 57 znamo da je kardinalnost skupa svih otvorenih pod-
skupova od R jednaka c. Zatim, iz zadatka 58 znamo da je kardinalnost skupa svih
zatvorenih podskupova od R takoder jednaka c.

Posto je c+c=c 1 k(P(R)) = 2° tada je kardinalnost skupa svih podskupova od R
koji nisu ni zatvoreni ni otvoreni jednaka 2¢.

RjeSenje 60. Neka je S = {A CR: A je neprebrojiv i zatvoren}. Iz prethodnog
zadatka slijedi da je k(S) < ¢. U drugu ruku, posto {[z,z + 1] : x € R} C S, tada je
c < k(9).
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Rjesenje 61. Kardinalnost skupa svih Borelovih skupova u R je jednaka c.

Rjesenje 62. Neka je L proizvoljan prebrojiv skup pravaca u ravnini. Pretpostavimo
da je dan pravokutni koordinatni sustav u ravnini. O¢ito postoji neprebrojivo mnogo
pravaca koji su okomiti na os x. To znac¢i da postoji barem jedan pravac p koji je
okomit na os z, a ne pripada skupu L. Posto p € L, svaki pravac iz L moze sjeci
pravac p u najvise jednoj tocki. Iz toga slijedi da postoji najvise prebrojivo mnogo
tocaka na pravcu p koje leze na nekom pravcu iz skupa L. Time imamo da postoji
tocka T € p C R? koja ne pripada niti jednom pravcu iz skupa L.

Rjesenje 65. Neka je S = {z : z € C, |z| € Q}. Posto je S C C tada k(S) < c.
Promotrimo funkciju f : [0,27) — C definiranu s f(z) = e (= cosz +isinx). O¢ito
je funkcija f injekcija. Iz toga slijedi ¢ < k(.S).

Rjesenje 66. Neka je S neki podskup od C koji ima trazeno svojstvo. Za svaki z € S
postoje q1, g2 € Q takvi da je ¢ +igs € K(z,7). To znadi da je k(S) < k(Q x Q) =
Ng X g = Ng. U drugu ruku ako definiramo S = {14 2kri : k € N}, oc¢ito skup S ima
trazeno svojstvo ”"disjunktnih krugova”, te vrijedi k(S) = Ny.

Rjesenje 67. Oznacimo S = {A C C : broj elememata od A je prosti broj}.
Ocito je k(S) < Urem0yCF, pa je k(S) < c¢. S druge strane funkcija f : C — S
definirana sa f(z) = {z, 2z + 1} je injekcija. To znaci ¢ < k(S5).

Rjesenje 68. Neka je S = {f|f : N — Z surjekcija}. Tada ocito k(S) < Ny° = c.

Rjesenje 69. Neka je S = {(a,) : a, € Z, niz (a,) je aritmeticki }. Funkcija f : S —
Z x 7 definirana s f((an)) = (ag, a1 — ap) je ocito bijekcija, pa je k(S) = Ny.

Rjesenje 70. Oznacimo S = {(a,) : a, € N, Vi,j(i < j = a; > a;j)}. Za svaki
(a,) € S postoji ny € N takav da za sve n > ng vrijedi a,, = a,,. O¢ito je funkcija

S (an) — (ag, ai,...,an,) € U NF
keN\{0}

injekcija. Tada je k(S) < Ny. Primijetimo da je za sve k € N konstantan niz, ¢iji su
svi clanovi jednaki k, jedan element od S. To znaci da vrijedi Ry < k(S5).

Rjesenje 72. Neka je S = {(z,) : x, € R, lim z,, = w}. O¢ito vrijedi:
n—0o0
k(S) < k("R) =" =c.
Dokazimo sada obratnu nejednakost. U tu svrhu definiramo injekciju s intervala (0, 1)

u skup S. Neka je y = 0, ajazas . .. pri ¢emu vrijedi a; € {0,1,...,9} (pretpostavljamo
da se radi o decimalnom prikazu s beskonacno mnogo decimala razli¢itih od nule).
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Za taj dani y definiramo niz (z,) na ovaj naé¢in:

an
=142y,
x 7( +n)

Ocito z, — 7, tj. (z,) € S. Dakle, ¢ < k(5).

Rjesenje 73. Oznacimo S = {(a,) : a, € R, lim a, = —oo}. Ocito je k(S) < c. Za
n—oo

svaki € R definiramo niz (x — n),en. O¢ito za sve x € R vrijedi (z — n),eny € S, pa

je ¢ < k(S).

Rjesenje 74. Neka je S = {(a,) : a, € R, (a,) nema gomiliste}. Ocito je k(S5) < c.
Za sve x € R definiramo niz z, 1, 2, 3, ... Svaki takav niz je element od S, pa je
c < k(9).

Rjesenje 75. Oznacimo sa S skup svih realnih nizova koji imaju toéno prebrojivo
mnogo gomilista. Posto svih realnih nizova ima ¢, tada je k(S) < ¢. Dokazimo obratnu
nejednakost. Za x € R oznac¢imo s (z) niz

2,1, 1,2, 1,2,3, 1,2, 3, 4, ...

Ocito za sve € R niz (z) ima totno prebrojivo mnogo gomilista, tj. vrijedi (z) € S.
Iz toga slijedi ¢ < E(S5).

RjeSenje 76. Posto svih realnih nizova ima c tada i realnih nizova koji imaju za
gomiliste sve realne brojeve ima najvise c. Pokazimo da ih nema manje od c. Prvo
konstruiramo jedan konkretan niz (a,) koji ima kao gomilista sve realne brojeve.
Svaki ¢lan niza neka je racionalan broj oblika p/q, gdje je p € Z, a ¢ € N\ {0}. Za
prve clanove niza stavljamo racionalne brojeve p/q za koje vrijedi | p | +q = 2, tj.
—1/1 i 1/1. Zatim, uzimamo racionalne brojeve p/q takve da je | p | +¢ = 3, ...
Ocito je svaki realan broj gomiliste niza (a,). Sada je lako konstruirati ¢ nizova koji
imaju kao gomiliste sve realne brojeve: za x € R definiramo niz x, ay, as, as, . . .

Rjesenje 77. Za sve z € C niz: z, 1+ 2i, 1+ 2i, 1+ 2, ... konvergira prema
1+ 2¢. Takvih nizova ocito ima c. Sada je lako vidjeti da svih kompleksnih nizova koji
konvergiraju prema 1 + 2¢ ima c.

Rjesenje 78. Oznacimo S = {(a,) : a, € C, (VM > 0)(3Iny € N)|a,| > M}. Ocito
je k(S) < k(NC) = M = ¢. Kako bismo dokazali i obratnu nejednakost, tj. ¢ < k(S),
za svaki z € C definiramo niz (2 4+ n),en. O¢ito za sve z € C vrijedi (z + n)pen € S.

Rjesenje 79. Neka je S = {(ax) : ar € C, (ax) ima totno n gomilista }. Ocito je
k(S) < c. Za dokaz obratne nejednakosti za svaki z € C definiramo niz: z, 1, 2, ..., n,
1,2 ...,n 1,2 ....n, 1,2 ..., n, ... OCcto je svaki takav niz element od .S,
pa je ¢ < k(S).

Rjesenje 80.
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a) Za zadani niz prirodnih brojeva (a,,) mozemo npr. definirati niz b,, = (a,+1)-2".

Tada je ocito lim In _ 0, tj. niz (b,) brze raste od niza (a,).
n—oo n

b) Pretpostavimo da je skup A prebrojiv. Neka je ¢ : N — A jedna bijekcija.
Definiramo niz (b,,) ovako:

by

||
5
=
¥
+
+
5
=
¥
+
=
[\
3

Tada za svaki ¢ imamo:

(i)
b = (@)et1) 2 = >

N
—~
S
—~

.
~—
~—

3
[S—y

ako n > i tada

((2))

" =0 za sve i. To je kontradikcija s pretpostav-

Iz toga slijedi da je lim

n—oo
ljenim svojstvom skupa A.

n

Rjesenje 81. Neka je S = {d a, : a, € R, > a, = 2} Posto S C R tada je
n=1

k(S) < c. Za dokaz druge nejednakosti promotrimo za svaki o € R red ¢iji su ¢lanovi
zadanis: a; = a+2, as = —a,i a, =0 zasven > 2. Ocito je za sve a € R navedeni
red element od S. Iz toga slijedi ¢ < k(.5).

Uocite da je za sve x € R kardinalnost skupa svih realnih redova koji konvergiraju
prema x jednaka c, jer je lako presloziti prethodni dokaz za tu situaciju. Isto vrijedi
i za redove kompleksnih brojeva.

Rjesenje 82. Oznacimo sa S skup svih konvergentnih redova realnih brojeva. Posto
S C R tada je k(S) < c. Iz prethodnog zadatka znamo k({> a, : a, € R, > a, =
2}) = c. Iz toga slijedi ¢ < k(S).

Rjesenje 83. Neka je S = {> a, :a, € R, red > a, jedivergentan}. Posto je
S C R tada je k(S) < ¢. Za dokaz druge nejednakosti uo¢imo da je za svaki x € R
red: x +1+4+ 243+ ... divergentan.

Rjesenje 84. Neka je S = {> a, : Y_|a,| < oo}. Posto S C R tada je k(S) < c.
Za obratnu nejednakost primijetimo samo da je za sve z € R red >_ x/n? apsolutno
konvergentan. Iz toga slijedi ¢ < k(.S).

Rjesenje 85. Nekaje S ={> a,:a, €R, > a, < o0, Y |a,| =o0}. Posto SCR
tada je k(S) < ¢. Za obratnu nejednakost prvo primijetimo da je za sve x € R\ {0} red
> (=1)"x/n uvjetno konvergentan (to slijedi iz Leibnizovog kriterija konvergencije,
te ¢injenice da je harmonijski red divergentan). Iz toga slijedi {> (—1)"z/n : z €
R} C S, paje ¢ < k(S).
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Rjesenje 86. Neka je S = {> a, : a, € R, lim {/|a,| < 1}. Posto S C R tada
n—oo
k(S) < c. Za drugu nejednakost primijetimo prvo da za sve x € (0, 1) vrijedi

o n \" . n \"
lim {/z™ = lim z =
n—r00 n—+1 n—00 n+1

Iz Cauchyjevog kriterija konvergencije redova slijedi da je za sve z € (0,1) red

Zx”(niﬂ)"Q konvergentan. Dakle, {>° gztn(nLJrl)”2 cx€(0,1)} €S, paje c < k(9).

VRS

<1

Rjesenje 87. Neka je S = {>"a, : a, € R, lim [*2] < 1}. Ocito je k(S) < c. Za
n—o0 n

drugu nejednakost primijetimo prvo da za sve z € (0, 1) vrijedi

—1<1
=3 ,

pa primjenom D’Alambertovog kriterija slijedi da red > 2(1/2)" konvergira za sve
x € (0,1). Iz toga slijedi da vrijedi {d_x(1/2)": x € (0,1)} C S, paje ¢ < k(9).

x(1/2)"+1

lim 1/

n—oo

Rjesenje 88. Iz zadatka 81 slijedi da trazenih redova ima c. No, rijesimo ovaj zada-
tak direktno. Nekaje S = {} a, :a, € C, Y a, =¢€'}. Postoje S C {>_a, : a, € C}
tada k(S) < c¢. Za dokaz druge nejednakosti primijetimo da je za sve z € C red:
2+ (—2)+ € +0+0+... element od S. Dakle, ¢ < k(S5).

Rjesenje 89. Neka je S = {> a,z" : a, € R, tered konvergira za sve z € R}.
Ocito je svaki red potencija oko nule jedinstveno zadan svojim nizom op¢ih ¢lanova
(a,). To znaci da vrijedi k(S) < k("R) = = c. Za svaki a € R red potencija
a+0-x+0-2%+ ... otito konvergira na ¢itavom R. Dakle, ¢ < k(S).

Rjesenje 90. Neka je S = {> a,(x +2)": a, € R, red potencija apsolutno konver-
gira na (—3, —1)}. Posto vrijedi S C {>_ an(x+2)" : a, € R}, te {D an(z+2)" : a, €
R} ~ VR, tada imamo k(S) < ¢. Za obratnu nejednakost promotrimo red potencija
> %(x + 2)". Radijus konvergencije tog reda p dan je sa

Qn
An41

p = lim
n—oo

n—00 n

Dakle, red Y X(z 4 2)™ apsolutno konvergira na intervalu (—3, —1). Time imamo

2t aer\ {0} cs,
pa vrijedi ¢ < k().

Rjesenje 91. Oznacimo s T skup beskonaé¢nih podskupova od N, te redom s I, S, B
i I skupove svih injekcija, surjekcija, bijekcija i funkcija sa N u/na N redom. Znamo
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(zadatak 38) da je k(T) = ¢, a takoder je k(F) = k(NV) = X", §to znamo (teorija
neposredno prije zadataka) da je takoder c.

Neka je A proizvoljni beskonacni podskup od N. Poredajmo mu ¢lanove po velicini:
neka je A = {ag < a1 < ay < ---}. Definirajmo fa kao funkciju s N u N zadanu
ovako:
A2n+1 , M = G2p
fA(m) = A2n 5 T = A2p41

m ,mée&A

Ocito je fa uvijek involucija (dva puta primijenjena daje identitetu), pa je bijekcija
(sama je sebi inverz). Dakle, A — f, je preslikavanje s T'u B. Takoder, to preslika-
vanje je injektivno: ako se dva podskupa od N razlikuju, postoji prirodan broj koji
je u jednom a nije u drugom (na primjer, m € N takav da je m € A; Am ¢ As), no
tada je fa,(m) =m, a fa,(m) # m, te fa, i fa, ne mogu biti jednake.

Dakle, postoji injekcija s T'u B, pa je ¢ = k(T) < k(B). Kako je ocito B C F,
imamo i k(B) < k(F') = ¢. Takoder, kako je BC I C F'i B C S C F (zapravo je
B =1nN17S), zakljucujemo da je k(B) = k(I) = k(S) = c.

RjeSenje 92. Svaka funkcija f € F je odredena konaénim skupom s(f), pa ocito
vrijedi

F~ |J "N

Primijetimo da za sve A Cy;, N vrijedi k(4N) = NS(A) = Ny. Zatim, iz zadatka 38
znamo k({A : A Cy; N}) = Ny Iz svega toga slijedi k(F) = Ro.

Rjesenje 93. Oznacimo S = {f|f : N — N, koja ima najvise konaéno mnogo nul-
tocaka }. Posto je S C VN tada je k(S) < c. U drugu ruku, posto skup {f|f : N —
N\ {0} } mozemo smatrati podskupom od S tada imamo ¢ < k(.5).

Rjesenje 94. Oznac¢imo sa S skup svih aditivnih funkcija na 7Z. Neka je f € §
proizvoljna funkcija. Oznacimo k := f(1). Tada je f(n) = fQ+1+...4+1) =
f()+...4+ f(1) = n-k. To znaci da je svaka aditivna funkcija na Z oblika n +— n - k.
Iz toga slijedi da je preslikavanje S 5 f +— f(1) € Z bijekcija, pa je k(S) = RNo.

Rjesenje 95. Oznacimo sa S skup svih funkcija s R u R koje beskona¢no puta popri-
maju vrijednost v/2. Posto je S C FR tada je k(S) < 2¢° Znamo da svih beskona¢nih
podskupova od R ima 2¢ (konac¢nih ima ¢; to smo bili naveli u zadatku 55). Za svaki
A Cnr R definiramo funkciju f4 : R — R ovako:

\/5, re€ A
fa(z) =

0, inace
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Ocito za sve A C,r R vrijedi fq € S, pa je 2¢ < k(S5).

Rjesenje 96. Oznacimo sa S skup svih takvih funkcija. Ocito je S C ER pa je
k(S) < 2¢ Za svaku funkciju ¢ : (—oo,R) — R definiramo funkciju F, : R — R s:

g(z), ©<0
Fg@) =
0, x>0

Ocito za sve g : (—oo,R) — R imamo F, € S. Zatim, imamo
E({F, | g:(—00,R) = R}) = 2°. Iz svega toga slijedi 2° < k(S5).

Rjesenje 97. Oznacimo sa S skup svih takvih funkcija. Posto S C R, tada k(S) <
2¢. Definiramo funkciju F : T0OR — S's F(f) = f U (sin | o). O¢ito je funkcija
F injekcija. Time imamo k(S) < 2°.

Rjesenje 98. Oznacimo sa S skup svih takvih funkcija. Posto S C R tada k(S) <
2¢. Za dokaz obratne nejednakosti prvo pridruzimo svakoj funkciji g : (0,1) — (0, 1)
funkciju F, : R — R s:

g(x), x€(0,1)

0, inace

Ocito je {F, | g: (0,1) = (0,1)} C S, pa je 2¢ < k(S5).

Rjesenje 99. Ponovimo prvo definiciju periodicke funkcije. Za funkciju f : R — R
kazemo da je periodicka ako postoji T' > 0 takav da za sve x € R vrijedi f(T + x) =
f(x). Ocito je periodicka funkcija s periodom T odredena svojim djelovanjem na
intervalu [0, 7). To znaéi da periodickih funkcija s periodom 7" ima

k(OTIR) = ¢¢ = 2¢.

Posto svih funkcija s R u R ima 2¢, tada i svih periodic¢kih funkcija nema vise od 2°.

Rjesenje 100. Iz prethodnog zadatka znamo da svih periodickih funkcija s R u
R ima 2¢. Odredimo sada kardinalnost skupa N svih neperiodickih funkcija. Svih
funkcija f : R — R ima 2°¢ To znadi da je k(N) < 2¢ Svih funkcija s [0,1] u R
takoder ima 2¢. Neka je PUR = {f, : 2 € P(R)}. O¢ito je za svaki x € P(R) funkcija
gz : R — R definirana s

[ fu(t), akojetel0,1]
9a(t) = { 0, ako jet e R\[0,1]

neperiodicka (osim nul-funkcije). Time smo dokazali da skup N sadrzi podskup {g, :
r € P(R)}, tj. da vrijedi 2¢ < k(N).



34

RjeSenje 101. Neka je sa S oznacen skup svih takvih funkcija. Posto S C ®R, tada
je k(S) < 2¢. Za dokaz druge nejednakosti za svaku funkciju g : (0,1) — R definiramo
funkciju Fj, : R — R ovako:

g(x), x€(0,1)

0, inace

Ocito za sve ¢ : (0,1) — R vrijedi liIJJrn Fy(z) =01 lim Fy(z)=0,tj. F, € 5.1z
T—r+00

T—r—00

toga slijedi
[Fy1g:(0,1) 5 Ry C S, tj. 2 < k(S).

Rjesenje 102. Ocito je svaka neprekidna funkcija odredena svojim djelovanjem na
skupu Q. Iz toga slijedi da svih neprekidnih funkcija na R ima koliko i svih funkcija
s Q u R, tj. &, odnosno c.

Rjesenje 103. Primjenom analognog zaklju¢ivanja kao u rjesenju prethodnog za-
datka slijedi da skup svih neprekidnih funkcija s C u C ima kardinalnost c.

Rjesenje 104. Oznacimo sa S skup svih takvih funkcija. 1z zadatka 102 znamo da je
kardinalnost skupa svih neprekidnih funkcija s R u R jednaka c. Iz toga slijedi k(.S) <
c. Lako je provjeriti da je za svaki a € R konstantna funkcija f, = a neprekidna i
konveksna. Iz toga slijedi {f, : a € R} C S, pa je ¢ < k(S5).

RjeSenje 105. Oznacimo sa S skup svih takvih funkcija. Posto S C R tada k(S) <
2¢. Kako bi dokazali da vrijedi i druga nejednakost definiramo funkciju F' : (—o0, 1] —
R s:

r, ako z<1

2, z=1
Tada za svaku funkciju g : (1, +00) — R imamo da je funkcija F' U g definirana na

¢itavom skupu R i ima prekid u tocki 1. Time imamo {F'Ug | g : (1,+o0) = R} C S,
pa je 2¢ < k(5).

Rjesenje 106. Neka je f : R — R monotona funkcija i a € R tocka prekida. Tada
interval

I, =( lim f(z), lim f(x))

z—a—0 z—a+0

ne sadrzi drugih tocaka slike funkcije f osim f(a). Posebno I, ne sadrzi f(b) za neku
drugu tocku prekida b. Dakle, svaka tocka prekida funkcije f jedinstveno je odredena
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intervalom [,. No, znamo da je svaki skup disjunktnih intervala od R najvise prebrojiv
(vidi rjesenje zadatka 42).

Rjesenje 107. Oznacimo s R skup svih rastué¢ih realnih funkcija. Po prethod-
nom zadatku znamo da je skup svih toc¢aka prekida monotone funkcije najvise pre-
brojiv. To znaci da je svaka monotona funkcija odredena svojim skupom tocaka
prekida i svojim djelovanjem na skupu Q. Time imamo da je R ~ {(A4, (z,)) :
A C R prebrojiv i z,, € R}. Dakle, k(S) = 0 - Mo = Mot¥o = Ro_5t0 je jednako c.

Rjesenje 108. Oznacimo s M skup svih monotonih realnih funkcija, a s R skup svih
rastuc¢ih, odnosno s P skup svih padajuéih funkcija. Tada o¢ito M = RUP, te R ~ P
(npr. f — —f je jedna bijekcija). Iz prethodnog zadatka 107 znamo k(R) = ¢, pa je
onda i k(P) = c. Iz toga slijedi k(M) = c.

Rjesenje 109. Oznacimo sa S skup svih takvih funkcija. Posto je S C FR tada
je k(S) < 2° Za dokaz druge nejednakosti s g : [—1,4+00) — R ozna¢imo funkciju
definiranu s g(z) = x. Neka je

S ={fUglf: (~o0,—1) =+ R}
Ocito je 8" C S, te je k(S") = 2°. Iz toga slijedi 2¢ < k(5).
Rjesenje 110. Oznacimo sa S skup svih takvih funkcija. Iz zadatka 102 slijedi da je
k(S) < c. Za dokaz druge nejednakosti za svaki a € R definiramo funkeiju f, : R — R

s fa(z) =]z — 8| +a. Neka je S’ = {f,:a € R}. Ocito je S’ C S i k(5) = c. Iz toga
slijedi ¢ < k(S).

(Primijetite da je kardinalnost skupa svih funkcija f : R — R koje su neprekidne u
tocki 8, ali nisu derivabilne u toj tocki, jednaka 2¢.)

Rjesenje 111. Oznacimo sa S skup svih takvih funkcija. Posto je S C ER tada je
k(S) < 2¢. Za dokaz druge nejednakosti prvo definirajmo funkciju f : (0,4+00) — R s

(r —1)2sin-L-, 2 #1

z—1°
flz) =
0, z=1
Posto je
_ —1)%2sin -1
z—1 z—1 z—1 r—1

tada postoji prva derivacija funkcije f u tocki 1. Lako je vidjeti da lirr% %
T—r

ne
postoji, tj. ne postoji f”(1). Za svaku funkciju g : (—00,0] — R s F, ozna¢imo

funkciju s R u R definiranu s
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f(x), akoje >0
Fy(z) =
g(x), inace
Oznacimo 5" = {g | g : (—00,0] = R}. Ocito je k(S") = 2°, aonda je i k({F, : g €
S'}) =2¢ Posto {F, : g€ S’} C S, tada je 2° < k(S).

RjeSenje 112. Oznacimo sa S skup svih takvih funkcija. Funkcija F': S — C'(R™)x
R x C*(R") definirana s

F(f) = (flz=, £(0), flr+)
je ocito bijekcija. Iz zadatka 102 znamo da je k(C*(R™)) = k(C*(R")) = c. Tada je
E(S)=k(C'(RT) X RXx C*R"))=c-c-c=c=c

RjeSenje 113. Oznac¢imo skup svih takvih funkcija sa S. Posto je S C ®*ER tada je
k(S) < 2¢. Za dokaz obratne nejednakosti prvo definirajmo funkciju f : R xR — R s
f(z,y) = |z| + [yl Posto

f(x,()) —f(0,0) —X

lim = lim — = -1
x—0— T x—0—
r—0+ x z—0+ o

tada ne postoji %(0,0). Analogno bi pokazali da ne postoji %(0,0). Oznac¢imo s
K otvoreni krug sa sredistem u ishodistu radijusa 1. Zatim, neka je S" = {glg :
(R x R)\ K — R}. Ocito je k(S") = 2¢ Indeksirajmo skup S’ s elementima iz
P(R), tj. neka je S" = {ga : A C P(R)}. Za svaki A C P(R) definiramo funkciju
fa:RxR—Rs

lz| + |yl (v,y) € K
fA(fE,y>:

ga(z,y), inace

Ocito je {fa: ACP(R)} C S, paje2¢ < E(5).

Rjesenje 114. Skup nul-tocaka cijele funkcije, koja je razli¢ita od nul-funkcije,
nema gomiliste (vidi neki udzbenik iz kompleksne analize). Dakle, oko svake nul-
tocke mozemo opisati otvoreni krug koji nec¢e sadrzavati druge nul-tocke. Iz svakog
tako opisanog otvorenog kruga izaberemo tocku c¢ije su obje koordinate racionalni
brojevi.

Rjesenje 115. Neka je S = {A € M(R) : det A = 1}. Posto je S C M,(R), te je
k(Ms(R)) = ¢* = ¢, tada je k(S) < c. Za obratnu nejednakost primijetimo da je
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U

Rjesenje 116. Ocito je svaka simetricna matrica odredena s elementima na glavnoj
dijagonali, te elementima iznad glavne dijagonale. Time imamo

g],xeR\{O}}gS

o8

apnl a2 a3
{A A€ Mg(R), A= AT} ~ { 0 age ass D € R} ~ RS
0 0 as33

To znac¢i da ima %, tj. ¢, simetri¢nih matrica reda 3.

Rjesenje 117. Posto je S C My(R) x Ms(R), tada je k(S) < c. Za obratnu nejed-
nakost primijetimo da za svaki x € R sljede¢i par matrica komutira:

x 0 . 10
Aw‘{o x] : [_[0 1]
1z toga slijedi {(A;, I) : x € R} C S, aondaic < Ek(S).

Rjesenje 118. Ocito je k(S) < c. Za obratnu nejednakost za sve z € R definirajmo
matricu

A, =

o O O
o oSO8
—_H @ <o o

Lako je vidjeti da za sve x € R vrijedi A2 = znaci da je {A, : x € R} C S, pa

je ¢ < k(9).

Rjesenje 119. Neka je n € N\ {0} proizvoljan. Oznac¢imo sa S, skup svih kom-
pleksnih dijagonalnih matrica reda n. O¢ito je k(S,) = ¢* = c¢. Oznacimo sa S
skup svih dijagonalnih kompleksnih matrica. Tada je S = US,,, tj. S je prebrojiva
unija medusobno disjunktnih skupova koji su ekvipotentni s R. Iz zadatka 52 slijedi

k(S) = c.
Rjesenje 120. Oznacimo sa S skup svih normalnih kompleksnih matrica reda 3.

Ocito je k(S) < c. Za obratnu nejednakost primijetimo da je za sve z € C sljedeéa
matrica normalna

A, =

> O O N
o O O
o O O

Tada imamo {4, : z € C} C S, paje ¢ <

(5).
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Rjesenje 121. Oznacimo sa S skup svih kompleksnih unitarnih matrica reda 5.
Ocito je k(S) < c. Za obratnu nejednakost primijetimo prvo da je skup S’ = {(a,b) :
a,b € R, a®> +b*> = 1} ekvipotentan s (—1,1) (jer za svaki a € (—1,1) postoje samo
dva b € R tako da vrijedi a® + b? = 1). Za svaki par (a,b) € S’ definiramo matricu
Aup = (a+1b) - I (s I smo oznacili jediniénu matricu reda 5). Lako je provjeriti da
za sve (a,b) € S vrijedi

Aa7b . A:;b - A;,b . Aa7b - [
Dakle, {4, : (a,b) € S’} C S, paje ¢ < k(S).

Rjesenje 122. Oznacimo sa S skup svih kompleksnih matrica reda 3 ¢ija je svojst-
vena vrijednost i. O¢ito je k(S) < c. Za svaki z € C definirajmo matricu

A, =

O O .
o O
o O O

Karakteristi¢ni polinom matrice A, jednak je (A—7)(A—z)A. To znaci da je i svojstvena
vrijednost matrice A,. Time imamo {A, : 2 € C} C S, tj. ¢ < k(9).

Rjesenje 123. Neka je dim V =n 1 dim W = m. Linearni operator je odreden
svojim djelovanjem na bazi, tj. odreden je matricom tipa m x n. Dakle, kardinalnost
skupa svih linearnih operatora je jednaka k(C™™), tj. c.

Rjesenje 124. Oznacimo sa S skup svih invertibilnih linearnih operatora s R™ u
R™. Neka je {e1,...,e,} neka baza prostora R". Svakom linearnom operatoru tada
je pridruzena jedinstvena matrica A € M,(R). Linearni operator je invertibilan ako i
samo ako je pripadna matrica regularna. Ozna¢imo S' = {A : A € M,(R), det A #
0}. Ocito vrijedi S ~ S’. Posto M, (R) ~ R" tada je k(S5) < c.

U drugu ruku posto {zl : z € R\ {0}} C &, tada ¢ < k(5") = k(5).

Rjesenje 125. Vidi rjesenje zadatka 122.
Rjesenje 126. Vidi rjeSenje zadatka 122.

Rjesenje 127. Svaki takav sustav je jedinstveno odreden svojom prosirenom matri-
com sustava A € M, 4(R). To znaci da svih sustava nad R koji nemaju rjesenje ima
najvise c. Za svaki z € R\ {0} sljededi sustav o¢ito nema rjesenje

T + O'ZEQ + O'Ig =0

1 + 0-29 + 0-23 = =z

Dakle, trazenih sustava ima barem c.



39

Rjesenje 128. Rjesenje je sasvim analogno rjesenju prethodnog zadatka.

Rjesenje 129. Neka je n € N, n > 1, proizvoljan, ali fiksiran. Neka je a =
(ay,...,a,) € R"™ proizvoljna n—torka. Kako bi n—torka @ bila jedinstveno rjesenje
nekog linearnog sustava A - X = b (matriéni zapis!), gdje je A € Mpxn(R) i
b € M,,«1(R), mora biti m > n. Neka je

S={(A,b): AE Muxn(R),bE Mpyi(R), sustav AX =b

ima jedinstveno rjesenje}.

Ocito vrijedi

k(S) < k(| Mamun(R) X Mpi(R)) =

m>n

(Tu koristimo zadatak 52). Za obratnu nejednakost primijetimo {([o], [@]) : a €

R} C S (sa [a] je oznacena matrica tipa 1 x 1 ¢iji je jedini element «). Time imamo
c < k(9).

Rjesenje 130. Za sve m,n € N\ {0} sa S,,x, oznacimo skup svih sustava s m
jednadzbi i n nepoznanica koji imaju beskona¢no mnogo rjesenja. Posto je svaki
sustav iz Sp,x, jedinstveno odreden matricom iz My, xm+1)(Q) tada je k(Spxn) <
k(Mo (ny1)) = Ro. Za sve m,n € N\ {0}, n > 2, te za sve ¢ € Q\ {0} sljedeci sustav

(

r1 + To -+ 0'1'3 + ... + O'.I’n = q
O-zy + 029 + 0-235 + ... + O0-2, = 0

A, =
O-2¢y + 0-29 + 0-29 + ... + 0-2, = 0

\
o¢ito ima beskona¢no mnogo rjesenja. Dakle, {A, : ¢ € Q} C Spun, pa je Ry <
k(Smxn). Dakle, iz Cantor, Schroder, Bernsteinovog teorema slijedi &k(Syxn) = No-
(Primijetimo jos dazan =1 1 sve m € N\ {0} imamo S,,x1 = (). Oznac¢imo
sa S skup svih sustava s koeficijentima iz Q koji imaju beskona¢no mnogo rjesenja.
Ocito vrijedi S = Um’neN\ (0 Smxn- To znaci da je skup S prebrojiva unija prebrojivih
skupova, pa iz teorema 2.6 s pocetka ovog poglavlja slijedi £(S5) = y.
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Poglavlje 3

Uredeni skupovi

3.1 Parcijalno uredeni skupovi

Za binarnu relaciju R na skupu A kazemo da je:

e irefleksivna ako niti za jedan z € A ne vrijedi xRz;
e antisimetricna ako za sve x,y € A ¢injenice xRy i yRx povlace
r=y.

e tranzitivna ako za sve x,y € A ¢injenice xRy i yRz povlace zRz.

Za binarnu relaciju R kazemo da je relacija parcijalnog uredaja ako je R ireflek-
sivna i tranzitivna. Obic¢no relaciju parcijalnog uredaja oznacavamo s < ili pak s
<.

Parcijalno ureden skup je ureden par (A, <). Ponekad é¢emo parcijalno ureden
skup (A, <) kratko oznacavati s A.

Ako je < relacija parcijalnog uredaja tada s < oznacavamo relaciju definiranus: z <y
ako i samo ako z <y ili x =y.

Ponekad ¢emo i relaciju < nazivati relacija parcijalnog uredaja, iako je to refleksivna
relacija. No, vazno je primijetiti da su relacije < i < medusobno definabilne.

Ako je (A, <) parcijalno ureden skup tada s <* oznacavamo relaciju na A koja je
definirana s: = <* y ako isamo ako y < z. Lako je provjeriti da je (A, <*) parcijalno
ureden skup. Relaciju <* nazivamo dualni uredaj relacije < .

Neka je (A, <) parcijalno ureden skup i © € A proizvoljan. Tada skup {y : y €
Aiy < z} nazivamo pocetni komad skupa A od elementa z, i oznacavamo ga s
pa(z). Za element x € A kazemo da je:

a) maksimalan ako ne postoji y € A tako da vrijedi z < y.;

41
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b) minimalan ako ne postoji y € A tako da vrijedi y < x.;
c) najvedi ako za sve y € A vrijedi y < x;

d) najmanji ako za sve y € A vrijedi x < y.

Neka je B podskup parcijalno uredenog skupa (A, <). Za element x od A kazemo da
je:

a) gornja meda skupa B ako za sve y € B vrijedi y < x;

¢) supremum skupa B ako je x najmanja gornja meda skupa B;

d

)
b) donja meda skupa B ako za sve y € B vrijedi z < y;
)
) infimum skupa B ako je x najveéa donja meda skupa B.

Za neprazan podskup B parcijalno ureden skup (A, <) kazemo da je ograni¢en o-
dozgo (ogranic¢en odozdo) ako za B postoji gornja (donja) meda.

Neka su (A,<) i (B,x) parcijalno uredeni skupovi. Na skupu A x B definiramo
relaciju < sa:

(x1,y1) < (x2,y2) akoisamo ako y; xyp ili y1 =92 1 1 < 29

Lako je provjeriti da je (A x B, <) parcijalno ureden skup. Parcijalni uredaj < na
A x B naziva se antileksikografski uredaj.

Neka su (4,<) i (B, <) parcijalno uredeni skupovi. Kazemo da funkcija f : A — B
¢uva uredaj ako za sve x,y € A takve da je x < y vrijedi f(x) < f(y). Za funkciju
f kazemo da je sliénost ako je bijekcija, te fi f~! ¢uvaju uredaj.

Re¢i ¢emo da su parcijalno uredeni skupovi A i B sliéni ako postoji barem jedna
funkcija slicnosti izmedu njih. To ozna¢avamo s A ~ B.

Za neko svojstvo S parcijalno uredenog skupa kazemo da je invarijanta sli¢nosti
ako svi sliéni skupovi imaju to svojstvo. Neke invarijante slicnosti su:

a) linearni uredaj;

b) egzistencija maksimalnog (odnosno minimalnog) elementa;
c¢) egzistencija najveceg (odnosno najmanjeg) elementa;

d) dobra utemeljenost;

e) dobra uredenost.
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Zadaci

Zadatak 131. Neka je A # () i R C A x A antisimetri¢na relacija. Postoji li nuzno
R C A x A, relacija parcijalnog uredaja, takva da je R C R'?

Zadatak 132. Neka je (S, <) parcijalno ureden skup. Dokazite da postoji podskup
S od P(9), takav da je parcijalno ureden skup (S, C) slican sa (.5, <).

Zadatak 133. Da li za sve m,n € N postoji parcijalno ureden skup s n minimalnih
i m maksimalnih elemenata? (Napomena: 0 € N.)

Zadatak 134. Neka je R proizvoljna refleksivna i tranzitivna relacija na nekom skupu
S. Dokazite da postoji relacija ekvivalencije £ na S i (refleksivni) parcijalni uredaj
< na kvocijentnom skupu S/g tako da vrijedi

(Va,y € S)([z]e < [y]lg < zRy) .

Zadatak 135. Za parcijalno uredeni skup (X, <) kazemo da je pseudoresetka ako
svaki dvoclani podskup od X ima supremum i infimum. Provjerite jesu li sljedeci
skupovi pseudoresetke:

a) (N,|), gdje x|y znaci “z dijeli y”;

b) (Z x 7Z, R), gdje je binarna relacija R definirana sa: (a,b)R(x,y) ako i samo ako
a=x1b<y;

¢) (P(A), ), gdje je A proizvoljan skup.

Zadatak 136. Resetka je pseudoresetka s najveéim i najmanjim elementom.

a) Pokazite da je skup svih potprostora nekog vektorskog prostora resetka.

b) Nadite bar po (jos) jedan primjer konacne i beskonacne resetke, te primjer
pseudoresetke koja nije resetka.

Zadatak 137. Za parcijalno ureden skup (5, <) kazemo da je usmgjeren ako za sve
x,y € S postoji z € S takav da je z < zAy < z. Neka je {f; : ¢ € I} familija funkcija
usmjerena s obzirom na relaciju C. Dokazite da je | J,.; fi takoder funkcija.

Zadatak 138. Neka je (5, <) konac¢an neprazan parcijalno ureden skup. Dokazite da
S ima bar jedan minimalan i bar jedan maksimalan element.
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Zadatak 139. Neka je S skup, i U skup relacija parcijalnog uredaja na S. Je li tada
nuzno i | JU relacija parcijalnog uredaja na S?

Zadatak 140. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup. Dokazite da su sljedeée dvije
tvrdnje ekvivalentne:

e svaki neprazan odozgo ogranicen podskup od A ima supremum u A;

e svaki neprazan odozdo ograni¢en podskup od A ima infimum u A.

Zadatak 141. Neka su P i ) particije istog skupa U. Kazemo da je P finija od @, i
pisemo ) = P, ako za svaki element od P postoji njegov nadskup koji je element od Q).
Takoder, definirajmo susret od P i@, u oznaci PAQ, kao {ANB; A € PAB € Q}\{0}.
Dokazite:

1. <jerelacija refleksivnog parcijalnog uredaja na skupu svih particija istog skupa;

2. za particije istog skupa P i @, particija P A @ je supremum skupa {P,Q} s
obzirom na relaciju =<;

3. ako su R i S relacije ekvivalencije na U, tada je U/grns = U/r AU/ 5.

3.2 Linearno uredeni skupovi

Za parcijalno ureden skup (A, <) kazemo da je linearno ureden ako su svaka dva
elementa iz skupa A usporediva, tj. za sve x,y € A vrijedi:

r<y ili z=y iliy<uz.
Svaki linearno ureden podskup parcijalno uredenog skupa nazivamo lanac.

Za relaciju parcijalnog uredaja < kazemo da je gust uredaj na skupu A ako za sve
x,y € A, takve da je x < y, postoji z € Atakodajer < ziz<uy.

Teorem o uredajnoj karakteristici skupa Q
Neka je (A, <) prebrojiv linearno ureden skup koji nema ni najmanji ni najveéi ele-
ment, te je < gust uredaj. Tada je A slican s Q.

Neka je (B, <) linearno ureden skup. Za A C B kazemo da je gust u B ako za sve
x,y € B, takve da je x < y, postoji z € A tako da vrijedi z < z < y.

Teorem o uredajnoj karakteristici skupa R
Neka je (B, <) linearno ureden skup koji ima sljedeca svojstva:

a) nema ni najveéi ni najmanji element;
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b) postoji prebrojiv A C B koji je gust u B;

¢) za svaki neprazan podskup od B koji je odozgo omeden postoji supremum u B.

Tada je skup (B, <) slican sa (R, <).

Zadaci

Zadatak 142. Neka je (A, <) konacan neprazan linearno ureden skup. Dokazite da
A ima najmanji i najveéi element.

Zadatak 143. Neka je s Q[X] oznacen skup polinoma s racionalnim koeficijentima.
Na skupu A = Q[X]\Q definiramo binarnu relaciju < na ovaj nacin:

a <b akoisamo ako postoji c€ A takodaje b=ua-c.

Dokazite da je relacija < irefleksivna i tranzitivna. Je li < i linearni uredaj?

Zadatak 144. Postoji li familija {A, : x € R} podskupova od N, za koju vrijedi
r <y= A, C A,7 Obrazlozite.

Zadatak 145. Neka je A neki neprazan skup. Oznac¢imo s PU(A) skup svih refleksiv-
nih parcijalnih uredaja na A, parcijalno ureden relacijom C. Dokazite da je najmanji
element u PU(A) dijagonala skupa A, a maksimalni elementi u PU(A) su to¢no svi
(refleksivni) linearni uredaji na A.

Zadatak 146. Neka su (A,<) i (B, <) linearno uredeni skupovi i neka B ima
najmanji element L. Definirajmo ureden skup (B“), <) tako da je BW = {(f: A —
B) : f(z) = L za sve osim kona¢no mnogo z € A}, i f < ¢ ako i samo ako postoji
ro == max{x € A : f(x) # g(x)}, i vrijedi f(xg) < g(zo). Dokazite da je skup
(B, 4) linearno ureden.

Zadatak 147. Dokazite da ne postoji prosirenje relacije < sa skupa R na skup C
koje bi imalo sljedeca svojstva:

a) za sve z # 0 vrijedi z < 0ili 0 < z;

b) ako je 0 < 2110 < 23 tada je 0 < z; - 29;

c) ako je 21 <01 22 <0 tada je z; + 22 < 0.
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Zadatak 148. Neka je (A, <) linearno ureden skup. Dokazite da svaki niz (a,)nen u
A sadrzi monoton podniz.

Zadatak 149. Neka je (A, <) linearno ureden skup. Dokazite: ako je A beskonacan
i svaki pocetni komad od A je konacan, onda je (4, <) slican s (N, <).

Zadatak 150. Neka je < leksikografski uredaj na Q x @Q i < standardni uredaj na
Q. Dokazite da je (Q x Q, <) ~ (Q, <).

Zadatak 151. Dokazite da skupovi (0, 1) i [0, 1) nisu sli¢ni.

Zadatak 152. Postoji li (konacan, beskonacan) linearno ureden skup (A, <) koji je
slican svom dualu, tj. (A, <*)?

Zadatak 153. Dokazite da skupovi (Q, <) i (Z, <) nisu sli¢ni. Mogu li se skupovi Q
i Z urediti tako da budu sli¢ni?

Zadatak 154. Neka je f : Z — Z slicnost. Dokazite da je tada f translacija, tj.
postoji n € Z tako da je f(z) = x + n.

Zadatak 155. Dokazite da je svaki prebrojiv linearno ureden skup slican nekom
podskupu skupa Q.

Zadatak 156. Jesu li skupovi R, sin[R] i tg[R \ {(2n + 1)5 : n € Z}| medusobno
slicni?

Zadatak 157. Koji su od sljedec¢ih skupova, uz standardni uredaj, medusobno sli¢ni,
a koji nisu? Obrazlozite odgovore.

a) QR R\[0,1)

)
b) [0,1), [0, 4+00), @M [0, 1)
c) P, N, Qf (s P je oznacen skup svih prostih brojeva)
)

d) Q\N, A, R\ A (s A je oznacen skup svih realnih algebarskih brojeva)

Zadatak 158. Na skupu R x R definiramo uredaj na ovaj nacin:
(z1, y1) = (22, y2) akoisamoako y1 <yp ili (y1=v2 1 71 < 19).

Dokazite da linearno uredeni skup (R x R, <) nije slican s (R, <).
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Zadatak 159. Dokazite da su svi prebrojivi podskupovi od R, koji imaju svojstvo
da svaki interval skupa R sadrzi bar jednu njihovu tocku, medusobno sli¢ni.

Zadatak 160. Dokazite da je skup realnih transcendentnih brojeva slican sa skupom
realnih iracionalnih brojeva.

Zadatak 161. Neka je (A, <) linearno ureden skup koji sadrzi prebrojiv podskup
koji je gust u A. Dokazite da je tada A slican nekom podskupu skupa R (uredenom
standardnim uredajem).

Zadatak 162. Jesu li skupovi Q x R i R x Q, uredeni antileksikografski, slicni? Ako
jesu, nadite slicnost izmedu njih. Ako nisu, nadite invarijantu slicnosti po kojoj se
razlikuju.

Zadatak 163. Neka je na skupu P(N) zadana relacija
AC B« (Ine B\ A)(ANN, =BnNN,).

Dokazite da je (P(N),C ) (irefleksivno) linearno ureden skup.

Zadatak 164. Neka je (X, <) linearno ureden skup, i A C X. Za A kazemo da je
inicijalni segment od X ako vrijedi

Vze X)Vae€ A)(x <a=x€A)

(odnosno, A je zatvoren nadolje u smislu uredaja <). Dokazite da postoji prebrojiv
linearno ureden skup koji ima neprebrojivo mnogo inicijalnih segmenata.

Zadatak 165. Neka su < i < linearni uredaji na skupu S. Nadite nuzne i dovoljne
uvjete da bii < o < bio linearni uredaj na S. (Podrazumijevamo irefleksivne uredaje.)

Zadatak 166. Neka su (A, <) i (B, <) linearno uredeni skupovi, takvi da postoji
b € B takav da je A ~ pg(b), te postoji a € A takav da je B ~ pa«(a) = {y € A :
a <y} — rije¢ima, A je slican nekom pocetnom komadu od B, a B je slican nekom
zavrsnom komadu od A. Vrijedi li tada nuzno A ~ B?

3.3 Dobro uredeni skupovi

Za parcijalno ureden skup (A, <) kazemo da je dobro ureden ako svaki neprazan
podskup od A sadrzi najmanji element.

Vrijede sljedece tvrdnje:
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1. Dobro ureden skup ne moze biti slican nekom svom pocetnom komadu.
2. Dobro ureden skup ne moze biti slican podskupu nekog svog pocetnog komada.

3. Neka je (A, <) dobro ureden skup. Tada dva razli¢ita pocetna komada skupa
A ne mogu biti sli¢na.

4. Neka su (A, <) i (B, <) dobro uredeni sli¢ni skupovi. Tada postoji samo jedna
jedina slicnost izmedu A i B.

Teorem (usporedivost dobro uredenih skupova)
Neka su (A, <) i (B, <) dobro uredeni skupovi. Tada je A ~ B, ili je A slican nekom
pocetnom komadu od B, ili je B slican nekom pocetnom komadu od A.

Teorem (prinicip transfinitne indukcije)
Neka je (A, <) dobro ureden skup i B neprazan podskup od A. Ako za sve z € A
pretpostavka pa(x) C B povlaci z € B, tada je A = B.

Zadaci

Zadatak 167. Postoji li parcijalno ureden skup (B, <) takav da vrijedi: za svaki
parcijalni uredaj < na B sa svojstvom <C<, < nije dobar uredaj?

Zadatak 168. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup. Oznacimo s W (A) skup svih
dobro uredenih podskupova od A (u odnosu na relaciju <). Na W(A), s < ozna¢imo
parcijalni uredaj “biti po¢etni komad”. Dokazite da je svaki lanac u (W (A), <) dobro
ureden.

Zadatak 169. Neka je (A, <) dobro ureden skup i f : A — A injekcija sa svojstvom
da za svaki neprazni podskup B od A koji ima supremum u A, njegova slika f[B]
takoder ima supremum u A, te vrijedi f(sup B) = sup f[B]. Ozna¢imo s L najmanji
element od A. Dokazite da tada vrijedi: za svaki a > f(L), postoji najveéi b € A sa
svojstvom f(b) < a.

Zadatak 170. Definirajte neki dobar uredaj < na skupu Q. Odredite sve sli¢nosti sa
(Q, <) na (@, <).

Zadatak 171. Dokazite ili oprovrgnite: za svaki linearno ureden skup 5, ako postoji
jedinstvena slicnost sa S na S, tada je S dobro ureden.

Zadatak 172. Nadite sve sliénosti izmedu

a) NiN
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b) NiZ

c) ZiZ
(uz pretpostavku standardnih uredaja).

Zadatak 173. Je li dobro definiran skup svih dobro uredenih skupova sli¢nih nekom
skupu S? Obrazlozite!

Zadatak 174. Neka je (5, <) linearno ureden skup. Dokazite da je S konacan ako i
samo ako su (5, <) i (5, >) dobro uredeni skupovi.

Zadatak 175. Dokazite da je skup A konacan ako i samo ako svaki neprazan podskup
od P(A) ima C—minimalni element.

Zadatak 176. Dokazite da je svaki podskup od R, koji je dobro ureden restrikcijom
standardnog uredaja <, konacan ili prebrojiv.

RjeSenja.

Rjesenje 131. Ne. Na primjer, uzmimo skup A := {1,2,3} i binarnu relaciju na
njemu R := {(1,2),(2,3),(3,1)}. Ocito je relacija R antisimetri¢cna. Ako je R C R’ C
A x Ai R tranzitivna tada su nuzno (1,2), (2,3) i (3,1) u R'. No, tada iz 1R'2
i 2R'3 zbog tranzitivnosti imamo 1R’3, pa kako je i 3R'1 (a oc¢ito 1 # 3), R’ nije
antisimetricna.

Rjesenje 132. Za proizvoljni = € S, sa ps(z) oznacimo “zatvoreni pocetni komad”
{y € S:y <z} =ps(x)U{zr}. Tada je ps funkcija sa S u P(S). Oznacimo sa
S C P(S) sliku od pg. (Zasto inkluzija mora biti prava?) Dokazimo da x < y povladi
ps(z) C ps(y)-

Neka je x < y. To znaci da za svaki z < z vrijedi i z < y (tranzitivnost), pa je
ps(z) C ps(y). No takoder ocito vrijedi y € pg(x) (antisimetricnost) i y € ps(y)
(refleksivnost od <), pa ta dva skupa ne mogu biti jednaki.

Dokazimo injektivnost preslikavanja ps : S — S. Kad bi bilo pg(x) = ps(y), mogli
bismo ovako zakljucivati:

v e {r} Cps(z) U{r} =ps(z) =psly) = v <y,

i analogno y < x, te po antisimetri¢nosti r = y.

Kako je ps surjektivno po definiciji (kodomena mu je upravo definirana kao slika),
zakljucujemo da je bijekcija. Dokazimo da ¢uva uredaj i u drugom smjeru: ako je
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ps(z) C ps(y), iz x € ps(x) dobivamo = € pg(y), odnosno < y. No ne moze biti
x =y, jer bi tada bilo i ps(x) = ps(y).

Sve u svemu, pg je slicnost izmedu S1 S, paje S~ S.

Rjesenje 133. Da. Promotrimo sljedec¢i skup uredenih parova cijelih brojeva:

Apm = ({1,2,...,n} x {1} U (Z x {2}) U ({1,2,...,m} x {3}) .
Na A,,, definiramo uredaj < kao:
(a,b) < (c,d) =b<dV(b=d=2ANa<c)

(rije¢ima, prvo dolazi n medusobno neusporedivih elemenata, nakon njih dolaze svi
cijeli brojevi uredeni standardnim uredajem, i na kraju m medusobno neusporedivih
elemenata).

Primijetimo da su u tako definiranom parcijalno uredenom skupu (A,,,, <) minimalni
elementi toéno oni oblika (a, 1). Naime, od pojedinog elementa (a, 1) nisu manji niti
preostali elementi (b, 1) (jer su neusporedivi s njim), niti (¢,2) (jer su od njega vedi),
niti (d,3) (jer su takoder od njega veéi). S druge strane, elementi koji nisu oblika
(a, 1) nisu minimalni, jer od (¢, 2) uvijek postoji manji element (¢ — 1,2) € A,,,, te
od (d, 3) postoji manji element (0, 2).

Kako elemenata oblika (a, 1) u A,,, ima upravo n, zaklju¢ujemo da u A,,, ima toéno
n minimalnih elemenata. Na isti na¢in vidimo da su maksimalni elementi upravo oni
oblika (d, 3), a njih u A,,, ima to¢no m.

Jednostavnije rjesenje u slucaju da ni m ni n nisu 0: skup

{0,1,....n—1} x {0y U{0,1,...,m — 1} x {1},

ureden po drugoj komponenti: (a,b) < (¢, d) <= b < d. Ocito su svi elementi oblika
(,0) minimalni (njih n), a svi oblika (y, 1) maksimalni (njih m).

Rjesenje 137. Unija (J,., f; je ocito relacija, treba jos vidjeti da ima funkcijsko svoj-
stvo. Neka su (a,b) i (a,c) dva uredena para iz te unije, s istom prvom komponentom
(trebamo b = c). Kako je (a,b) € |J,c; fi, postoji indeks ¢ € I takav da je (a,b) € f;.
Jednako tako, postoji j € I takav da je (a,c) € f;. Skup {f; : ¢ € I} je usmjeren,
pa za njegove elemente f; i f; postoji fx, k € I, takva da je f; C fr i f; C fi. Iz
(a,b) € fi C fr zakljucujemo (a,b) € fi. Jednako je i (a,c) € fr. No fi je funkcija,
pa mora biti b = c.

Rjesenje 138. Vidi [12].

Rjesenje 139. Ne. Na primjer, neka je S := {1,2}, Uy := {(1,2)}, Uy := {(2,1)}, i
U := {U;,Us}. Lako je vidjeti da sui U i Uy (irefleksivni) parcijalni uredaji (zapravo
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¢ak linearni uredaji) na S, iako skup U = U; U U, = {(1,2),(2,1)} nije parcijalni
uredaj, jer nije antisimetrican (niti tranzitivan).

Rjesenje 142. Specijalno, (A, <) je parcijalno ureden skup, pa po zadatku 138 ima
neki minimalni element x. No kako je uredaj linearan, x mora biti usporediv sa
svim ostalim elementima u A, dakle mora biti manji od njih (veéi ne smije biti jer je
minimalan). To znaci da je x najmanji element u A.

Jednako tako, A ima i neki maksimalni element y, i kao gore se vidi da y tada mora
biti najvecéi element u A.

Rjesenje 144. Postoji. Da bismo to dokazali, prvo primijetimo da je s B, := {q €
Q : ¢ < z} zadana analogna familija podskupova od Q (buduéi da izmedu svaka
dva realna broja postoji racionalni, < y zaista povlaci B, C B,). Sada, ako je
q : Q@ — N neka bijekcija (koja postoji jer su Q i N ekvipotentni), sa A, oznac¢imo
sliku od B, po funkciji q. Kako je g bijekcija, gornje svojstvo se cuva.

Rjesenje 145. Dijagonala {(a,a);a € A} je svakako refleksivni parcijalni uredaj
na A. Kako svaka refleksivna relacija sadrzi dijagonalu, specijalno svaki refleksivni
parcijalni uredaj sadrzi dijagonalu, odnosno dijagonala je najmanji element u PU(A).

Ako je < linearni uredaj na A, o¢ito ne postoji nijedan parcijalni uredaj na A koji je
pravi nadskup od <: ako bismo u < dodali neki par (a,b) koji veé¢ nije tamo, to bi
znacilo a £ b, odnosno zbog linearnosti b < a. No tada gubimo antisimetri¢nost, jer
su u tako dobivenom “uredaju” i (a,b) i (b,a), ali su a i b razli¢iti. Dakle, linearni
uredaji na A su maksimalni elementi u PU(A).

Dokazimo i obrnuto: ako < mnije linearni uredaj na A, tada nije maksimalan element
u PU(A). Kako =< nije linearan, postoje dva elementa od A, nazovimo ih a i b, koji
su neusporedivi u <. Oznac¢imo sa C skup svih parova (c,d), pri ¢emu je ¢ < a i
b < d. Relacija C ima sljedeca svojstva:

e Nikada nije x C y C 2. Naime, iz x C y imamo z = aib <Xy, aiz y C 2 imamo
y = aib =<z Po tranzitivnosti tada bismo iz b <y < a imali b <X a, $to je u
kontradikciji s neusporedivoséu od a i b.

e Ako je z <y C z (ili, analogno, * C y =< 2), tada je i T z. To se lako vidi:
y C zznaci y X a Ab = z, pa po tranzitivnosti od < iz x < y =< a imamo i
r = a, odnosno x C z.

Primijetimo da zbog refleksivnosti od =<, imamo a < a A b < b, pa je svakako a C b.
To znaci da u C imamo bar jedan par koji nije u <, pa je <":==< U C pravi nadskup
od <. Ako jos dokazemo da je ="€ PU(A) (odnosno, da je refleksivni parcijalni
uredaj na A), imat ¢emo nemaksimalnost od < u PU(A).

Refleksivnost od =<’ slijedi iz refleksivnosti od <. Za antisimetri¢nost, neka je z <’
y =" x. Kako je svaki par iz =<', iz < ili iz C, imamo 4 moguénosti:
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e r <y <X x. Tada iz antisimetri¢nosti od < imamo = = y.

e v Xy C z. Iz gornjeg svojstva relacije C imamo = C z, Sto je nemoguce jer
bismo tada mogli imati x C = C .

e r C y = x. Analogno dobivamo = C z, $to je nemoguce.

e r C yC x. Iovo je nemogucée prema svojstvima od .
Za tranzitivnost, neka je x <" y <’ z. Opet imamo 4 slucaja:

e r <y =< z. Po tranzitivnosti od < imamo x < z, pa time i x <’ z.
e r <y C z. Po svojstvima relacije C imamo z C z, paiz <X 2.
e v [ y = z. Takoder, dobijemo x CC z.

e x [ y L z Ovo je nemoguce (kao gore).

Rjesenje 146.

e irefleksivnost: pretpostavka da je f < f bi znacila da postoji max{z € A :
f(z) # f(x)} = max, sto je ocito kontradikcija.

e tranzitivnost: Neka je f < g i g <<h. To znaci da postoje zg i yo iz A, takvi da
e f(z0) < g(z0), f(z) = g(x) 7 sve > zo, glyo) < h(yo), te g(y) = h(y) 7a
sve y > 1. Skup A je linearno ureden, pa su zq i yo usporedivi. Razlikujemo
tri slucaja:

zo = yo Tada je f(zg) < g(xo) = g(vo) < h(ye) = h(xg), pa po tranzitivnosti
relacije < zakljucujemo f(x¢) < h(zg). Takoder, za sve x € A nakon o,
odnosno v, je f(z) = g(x), aig(x) = h(z), paje f(x) = h(x), Sto zajedno
s f(xg) < h(zo) daje f < h.

zo < yo Tada je f(x) = g(x) za sve x > xg, pa specijalno i za yo: dakle, f(yo) =
9(yo) < h(yo), te za sve y nakon gy (buduéi da su oni i nakon zy) vrijedi
f(y) = g(y) = h(y). Dakle, opet imamo f < h.

Yo < xo Ovaj slucaj je analogan prethodnom.

e linearnost: Ako su f i g dvije proizvoljne (razlicite) funkcije iz B“), postoji
x € A u kojem se razlikuju: f(x) # g(z). Skup svih takvih z je konacan (ako
sa Supp(f) oznacimo konacan skup onih elemenata iz A koji se ne preslikavaju
u L, tada se lako vidi da je nas skup podskup unije Supp(f)U Supp(g)), pa po
zadatku 142 ima najvedi element; ozna¢imo ga s zo. Usporedbom f(x¢) i g(zo)
dobivamo f <gili g < f.
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Rjesenje 147. Pretpostavimo da takvo prosirenje postoji, i ozna¢imo ga isto s < .
Promotrimo slucajeve obzirom na 0 i 4, te 0 i —i. Ako je 0 < i tada zbog uvjeta b)
imamo 0 < i -4, tj. 0 < —1. Dakle, mora biti 7 < 0.

Ako je 0 < —i tada zbog uvjeta b) imamo 0 < (—i) - (—i), tj. 0 < —1. To znadi da je
—1 < 0.

Time imamo da je i < 01 — < 0. Primjenom uvjeta ¢) dobivamo 0 < 0, tj. kontra-
dikciju.

Rjesenje 148. Ova tvrdnja se dokazuje u Matematickoj analizi 1 za skup realnih
brojeva. Isti dokaz prolazi u proizvoljnom linearno uredenom skupu.

Nazovimo ¢lan zadanog niza a; dominantnim ako je ve¢i od svih ¢lanova nakon njega
(a; < a; u A za svaki j > i u N). Ako u nizu ima beskona¢no mnogo dominantnih
¢lanova, oni tvore padajuéi podniz (svaki ¢lan u podnizu je veéi od svih ¢lanova nakon
njega, pa tako i od sljede¢eg dominantnog clana) trazenog niza.

S druge strane, ako dominantnih ¢lanova ima samo kona¢no mnogo, postoji zadnji
takav: neka je to ag. Clan ag.; tada nije dominantan, pa postoji nakon njega neki
¢lan a,, vediili jednak od agz41. No a,, takoder nije dominantan (jer je nakon zadnjeg
dominantnog a,), pa nakon njega postoji veci ili jednak element a,,,. Tako induktivno
mozemo izgraditi (ne nuzno strogo) rastuéi podniz (a,, )ken: no = d + 1, a ngpq je
prvi indeks nakon ny, ¢lana niza koji je vedi ili jednak a,, (takav postoji jer a,, nije
dominantni ¢lan).

Vidimo da u svakom slu¢aju postoji monoton podniz od (a,)nen-

Rjesenje 149. Promotrimo preslikavanje f koje svakom elementu od A pridruzuje
kardinalitet pocetnog komada odredenog tim elementom: f(a) := k(pa(a)). Kako je
svaki pocetni komad u A konacan, f je zaista preslikavanje s A u N.

Ako je a < b u skupu A, svakako je svaki element manji od a, manji i od b, pa je
pa(a) € pa(b). No zbog irefleksivnosti je a & pa(a), a iz a < b imamo a € pa(b), te
je pa(a) pravi podskup od p4(b). Kako su to kona¢ni skupovi, mora biti k(pA(a)) <
k(pa(b)), odnosno f(a) < f(b). Dakle, f ¢uva (strogi) uredaj, pa specijalno imamo i
da je injekcija.

Da bismo dokazali da je f slicnost (i time da je A slican s N), jos je jedino preostalo
dokazati surjektivnost: neka je k € N proizvoljan. Bududci da je A beskonacan, a f
injekcija, slika Rng(f) je takoder beskonacna, pa nakon k postoji neki [ € N u slici
od f; odnosno, postoji b € A takav da je [ = k(pA(b)) > k. Promotrimo restrikciju
od fnapa(b). Zasvaki a € pa(b) iz a < b dobivamo f(a) < f(b) = [, odnosno f/|,, )
je preslikavanje izmedu pa(b) i {0,1,...,1—1}.

To preslikavanje je injekcija (kao restrikcija injekcije f), a domena i kodomena su
joj ekvipotentni konacni skupovi (k(pa(b)) = f(b) =1 = k({0,1,...,1 —1})), pa je
bijekcija. Specijalno je surjekcija, pa poprima sve vrijednosti izmedu 0 i [ — 1, medu
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njima i k. Kako restrikcija od f poprima vrijednost k, tu vrijednost poprima i f,
¢ime smo dokazali da je f surjekcija (jer je k bio proizvoljno izabran element od N).

Rjesenje 150. Prema teoremu o uredajnoj karakteristici skupa Q, dovoljno je do-
kazati da je Q x Q prebrojiv, te da je uz leksikografski uredaj gust i da nema ni
najmanjeg ni najveceg elementa.

Prebrojivost: k(Q x Q) = k(Q) - k(Q) = Vg - Ng = Ny.

Nepostojanje najmanjeg i najveéeg elementa: za proizvoljni (a,b) € Q x Q, postoji
leksikografski manji element (a — 1,0). Takoder postoji i leksikografski veci element
(a +1,0). Dakle, (a,b) nije ni najmanji ni najveéi element.

Gustoca: neka su (a,b) i (¢,d) elementi od Q x Q, takvi da vrijedi (a,b) < (¢,d). Po
definiciji leksikografskog uredaja, to znaci a < cili a = c A b < d. Ako je a < ¢, tada
jea <% <c pajei(a,b) < (%5,0) < (¢,d). Ako je pak a =cib < d, izmedu b i
d se nalazi %2, pa je (a, %) izmedu (a,b) i (a,d) = (c, d).

Rjesenje 151. Prvo dokazimo da je postojanje najmanjeg elementa invarijanta sli¢nosti.
Neka su (A4, <) i (B, <) linearno uredeni skupovi, f : A — B sli¢nost izmedu njih, te
A ima najmanji element a. Pokazimo da je f(a) tada najmanji element od B. Neka
je b € B\ {f(a)} proizvoljan. Kako je f bijekcija, oznacimo ¢ := f~1(b) € A. Jer je
b # f(a), mora biti ¢ # a, pa je a < ¢ (jer je a najmanji element od A). No tada po
slicnosti, f(a) < f(c) = b, dakle f(a) je najmanji element u B. Zaklju¢ujemo: ako
su dva skupa sli¢ni, te u jednom postoji najmanji element, tada i u drugom postoji
najmanji element.

Sada je lako vidjeti da (0,1) i [0,1) nisu sli¢ni: [0,1) ima najmanji element 0, no
(0,1) nema najmanji element.

Rjesenje 152. Naravno. Na primjer, na jednoc¢lanom skupu {0} su i uredaj < i <*
prazni, te je {0 +— 0} trivijalno sli¢nost.

Za beskonacan primjer, preslikavanje x — —z je sliénost izmedu (Z,<) i (Z,<*):
bijektivnost slijedi iz involutornosti (preslikavanje je samo sebi inverz), a ako je x < y,
tada je —x > —y, odnosno —x <* —y.

Rjesenje 153. Dokazimo prvo da je gustoéa invarijanta slicnosti. Ako su (A4, <) i
(B, <) linearno uredeni skupovi, f : A — B sli¢nost, te A gust, treba dokazati da
je B gust. Ako su by i by proizvoljni elementi od B takvi da je by < by, oznacimo
a; = f7Hby), ay := f71(by). Kako je f~! takoder slicnost, i by < by, mora biti i
a1 < asz, pa zbog gustoée od A, izmedu njih postoji neki element a3 € A. Sad po
sliénosti f, iz a1 < az < ag zakljutujemo by < f(a3) < b, pa izmedu by i by postoji
element f(az) € B. To znaci da je B gust.

Sada se lako vidi da (Q, <) i (Z, <) nisu slicni: Q je gust — ako je ¢1 < ¢q, izmedu
svakako postoji 232 € Q. No Z nije gust: izmedu 0 € Z i 1 € Z nema nijednog
cijelog broja.



95

Kako je k(Q) = k(Z) = X, svakako postoji neka bijekcija g : Q — Z. To znaci da
na Q mozemo definirati uredaj < pomocu a < b <= g(a) < g(b). Tada je ocito g
sliénost izmedu (Q, <) i (Z,<). Dakle, Q i Z se mogu urediti tako da budu sli¢ni
(zapravo samo treba preurediti jedan od ta dva skupa).

Rjesenje 154. Oznac¢imo n := f(0) € Z. Dokazimo prvo (indukcijom po m) da je
za sve prirodne m, f(m) = m + n. Baza je definicija od n: f(0) = n = 0+ n.
Pretpostavimo da je za neki k € N, f(k) = k +n. U domeni je k < k + 1, te izmedu
k i k + 1 ne postoji nijedan cijeli broj. Kako je f slicnost, f(k + 1) mora biti vece
od f(k) =k + n, te izmedu f(k + 1) i kK + n ne smije biti nijedan cijeli broj. Dakle,
f(k + 1) mora biti neposredni sljedbenik od k +n,atoje k+n+1= (k+1)+n.

Potpuno analogno, mozemo vidjeti da je i f(—m) = —m + n (indukcijom po m).
Dakle, za sve cijele brojeve x je f(x) =z + n.

Rjesenje 155. Neka je A = {ag,ay,...} neki prebrojiv linearno ureden skup (na-
ravno, ¢ < j ne mora povlaciti a; < a;). Definiramo funkciju f : A — Q koja ¢e biti
trazena slicnost. Neka je f(ag) := 0. Prepostavimo da ja za neki n € N funkcija f
definirana za sve a;, ¢ < n. Vrijednost funkcije na a,; definiramo po slucajevima:

a) Neka je a;, < a;, <...<a; < app1 < iy < ... < a,, gdje su i; svi elementi

skupa {1,...,n}. Tada definiramo f(a,41) := % Lako je vidjeti da
vrijedi f(a;,) < flans1) < flag,,)

b) Neka je a,41 veéi od a; za sve ¢ € {0,...,n}. Tada definiramo f(a,11) =
1 + maxo<j<n f(a;;). Lako je vidjeti da je f(an41) vedi od f(a;), za sve i €

{0,...,n}.

¢) Analogno, ako je a,y1; manji od a; za sve ¢ € {0,...,n}. Tada definiramo
f(@ns1) = ming<j<y, f(a;;) — 1. Opet, lako je vidjeti da je tada f(a,+1) manji
od f(a;), zasvei € {0,...,n}.

Kako smo cijelo vrijeme ¢uvali uredaj, i u svakom koraku pazili da ne pridruzimo
element koji je veé¢ pridruzen nekom prijasnjem elementu od A, funkcija f je slicnost
izmedu skupova A i Rng(f) C Q.

Primijetite kako gornje rjeSenje koristi istu ideju kao i dokaz teorema o uredajnoj
karakteristici skupa Q. Jedina razlika je Sto ne konstruiramo funkciju u oba smjera
simultano, ve¢ samo u jednom. Tako ne dobivamo surjektivnost, ve¢ samo injektiv-
nost, koja nam je dovoljna za dokaz tvrdnje.

Rjesenje 156. Skup sin[R] je slika funkcije sinus, dakle segment [—1, 1], koji o¢ito
nije slican s R: na primjer, ima najmanji element —1, dok R nema najmanji element.

Jednako tako, ovaj tre¢i skup je slika funkcije tangens (u uglatim zagradama je upravo
prirodna domena tangensa), sto je Citav R jer je tangens surjekcija. R je trivijalno
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slican s R (identiteta je slicnost), a ve¢ smo vidjeli da nije slican s [—1,1]. Dakle,
konacan odgovor je: prvi i tre¢i skup su sliéni, a drugi nije slican njima.

Rjesenje 157.

a)

Q je prebrojiv, dok R i R\ [0,1) nisu. Kako sli¢nost mora biti bijekcija, sli¢ni
skupovi moraju biti ekvipotentni, pa QQ sigurno ne moze biti slican s preostala
dva skupa. Ta dva skupa pak jesu sli¢ni: preslikavanje f, zadano formulom

x , <0
f(x)—{ r+1,2>0 7
je sliénost izmedu R i R\ [0, 1).

Kao u a), QN[0, 1) ne moze biti slican neprebrojivim skupovima [0, 1) i [0, 4+00).
Ta dva skupa jesu sliéni: primjer sliénosti izmedu [0, 1) i [0, 400) je preslikavanje
T = =

1—a

Skup Qg je gust, dok P i N nisu, pa im ne moze biti slican. P je slican s N, §to
mozemo provjeriti koriste¢i uredajnu karakteristiku od N ( zadatak 149): prostih
brojeva ima beskona¢no mnogo, dok je svaki pocetni komad pp(n) podskup
pocetnog komada py(n), dakle konacan.

Skup R\ A je neprebrojiv, dakle nije slican ni Q\ N ni A (koji su prebrojivi). Ta
dva skupa su sli¢ni, jer su oba slicna Q po uredajnoj karakteristici: prebrojivi
su, gusti, i bez najmanjeg i najveceg elementa. Jedino ne potpuno trivijalno
svojstvo je gustoéa od Q \ N, pa ga dokazimo. Ako su x i y elementi od Q \ N
takvi da je z < y, razlikujemo dva slucaja:

— Ako u intervalu (z, y) nema nijedan prirodan broj, tada mozemo uzeti x—;”’

kao broj iz Q \ N koji je izmedu z i y.

— Ako postoje prirodni brojevi izmedu z i y, tada postoji i najmanji takav
(zbog dobre uredenosti od N), ozna¢imo ga s n. Tada je ”T” izmedu x i n,
dakle i izmedu x i y, i svakako nije prirodan broj, jer bi tada bio prirodan

broj iz intervala (z,y), manji od n.

Rjesenje 159. Koristit ¢emo uredajnu karakteristiku skupa Q, i dokazati da su svi
oni slicni s (Q, <). Prebrojivost je zadana u zadatku.

Ako je A C R neki takav skup, te a € A proizvoljan, interval (a — 2, a — 1) sadrzi bar
jednu tocku od A, koja je onda manja od a, pa A nema najmanji element. Jednako

tako,

promatrajuéi interval (a+ 1, a+2), zaklju¢ujemo da A nema ni najveéi element.

Ako su x iy elementi iz A takvi da je x < y, interval (z, y) (uR) sadrzi bar jednu tocku
od A, pa je A gust. Vidimo da su ispunjeni uvjeti teorema o uredajnoj karakteristici
od Q, pa su svi takvi skupovi sli¢ni s (Q, <), te su i medusobno sli¢ni.
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Rjesenje 160. Uputa: Promotrimo prvo skup algebarskih realnih brojeva A. To je
prebrojiv skup, i nadskup od Q, pa svaki interval u R sadrzi bar jednu njegovu tocku.
Po rjesenju zadatka 159, A je slican s QQ, pa postoji slicnost f : Q — A. Pomocu f
sada mozemo definirati slicnost g : R\ Q — R\ A, formulom

g(x) :=sup{f(q) : g€ QAg < x}.

(Relativno lako je vidjeti da g ¢uva uredaj, i time da je injektivna — na primjer, kao
u sljedecem zadatku. Teze je vidjeti da je slika od g upravo R\ A.)

Rjesenje 161. Neka je B prebrojiv podskup od A koji je gust u A. Prema za-
datku 155, postoji slicnost g : B — @), za neki ) C Q. Sada definirajmo preslikavanje
f:A— R, formulom

f(a) :=sup{g(b) : b€ BAb<a}.

Dokazimo da f ¢uva strogi uredaj: neka je a; < as u A. Kako je B gust u A, postoji
by € B takav da je a; < by < as. Po definiciji f(az), to je supremum skupa koji sadrzi
g(ba), pa imamo f(az) > g(bs). S druge strane, izmedu a; i by postoji novi element od
B, ozna¢imo ga s by. Svaki b € B manji od a; je manji i od by, te je g(b) < g(by). To
znaci da je g(by) gornja meda za skup ¢iji supremum je f(a;), pa kako je supremum
najmanja gornja meda, vrijedi f(a1) < g(by).

1z by < by dobivamo po sli¢nosti g, g(b1) < g(by). Uklopivsi to u gornje nejednakosti,
fla1) < g(b1) < g(ba) < f(az), dobivamo f(a;) < f(az), odnosno f cuva uredaj.
Sada ako je a; # ay u A, po linearnosti je ili a; < as (paje f(a1) < f(az)), ili as < ay
(paje f(az) < f(a1)). U svakom slucaju je f(ai) # f(az), pa je f injekcija. To znaci
da je Rng(f) podskup od R, i f je sli¢nost izmedu A i tog skupa.

Rjesenje 162. Prvo dokazimo da je “svaki neprazni otvoreni interval je neprebro-
jiv” invarijanta slicnosti. Ako su (A, <) i (B, <) sli¢ni linearno uredeni skupovi, sa
slicnoséu f : A — B, te je u A svaki neprazni otvoreni interval neprebrojiv, trebamo
dokazati da u B vrijedi ista tvrdnja. Neka je (by, be) proizvoljni neprazni otvoreni
interval u B. Lako se vidi da je I := (f~1(by), f~*(b2)) neprazni otvoreni interval u
A, te da je f|; bijekcija izmedu I i (by, be). Kako je I neprebrojiv, i (b1, by) mora biti
takav (bijekcija ¢uva kardinalitet).

Sada primijetimo da R x @Q ima to svojstvo: neka su (ry,q1) i (72,¢2) proizvoljni

elementi od R x Q takvi da je (r1,q1) < (72, ¢2) u antileksikografskom uredaju. Imamo
dva slucaja:

e ¢ < ¢o. Tada interval ((r1,q1), (2, g2)) ima neprebrojiv podskup
(r1,4+00) X {q1}, pa je i sam neprebrojiv.

e ¢1 = @2 A1 < re. Tada je taj interval oblika (ry,rs) X {¢1}, ekvipotentan s
intervalom (rq,79) u R, dakle neprebrojiv.



o8

No @ x R nema to svojstvo: neprazan otvoreni interval ((0,0),(1,0)) u Q x R je
ekvipotentan s intervalom (0, 1) u Q, dakle prebrojiv skup. Zakljuc¢ujemo da Q x R
i R x Q nisu sli¢ni.

Rjesenje 163.

e irefleksivnost: Pretpostavimo da je A C N takav da je A C A. To bi znacilo da
postoji n € A\ A =10, $to je o¢ito nemoguce.

e tranzitivnost: Neka je A B i B C C. To znaci da postoje m € B\ A takav
daje ANN,, = BNN,,,in € C\ B takav da je BNN, = C NN,. Kako je
m € B, an & B, zaklju¢ujemo m # n, a kako su m i n prirodni brojevi, vrijedi
m < n (dakle N,, C N, takoder i m € N,,) ili m > n (dakle N,,, D N,,, pa i
N,, © n). Napomena: ovo nije trivijalno simetri¢na situacija, dakle ne mozemo
bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti jednu od tih mogucénosti — trebamo
dokazati A C C' za svaku od njih.

U prvom slucaju je N,, = N, N N,,, pa je
CNN,=Cn(N,NN,,)=(CnNN,) NN, =

= (BNN,)NN,, = BN (N, NN,,) = BNN,, = ANN,, .

Takoder vrijedi m € BNN,, =CNN, CCAm¢ A, dakle postoji m € C'\ A
takav da je CNN,, = ANN,,, odnosno vrijedi A C C.

U drugom slucaju je N,, = N,, N N,,, pa je
CNN,=BnN,=BnNn(N,NN,)=(BNN,,)NN,, =

=(ANN,) NN, =ANnN,,NN,,) =ANN,, .

Sada za n vrijedi n € C, i jo§ samo treba dokazati n ¢ A. Kad bi bilo n € A,
zbog n € N, bi vrijedilon € ANN,, = BNN,, C B, to je nemoguce jer je
n € C'\ B. Dakle, postoji n € C'\ A za koji je C NN, = ANN,, pa je opet
ACC.

e linearnost: Za proizvoljne razli¢ite podskupove od N, A # B, pogledajmo sime-
tricnu razliku AAB C N. Ako su A1 B razliciti, tada je AA B neprazan (kontra-
pozicija aksioma ekstenzionalnosti) podskup od N, pa zbog dobre uredenosti od
N ima najmanji element — oznac¢imo ga s x. Dakle, x € AAB = (A\B)U(B\A),
pa zbog simetrije bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti z € B\ A.
Ako je sada y € N, proizvoljan, tada je y < x, pay € AA B (jer je x najmanji
takav). To znacidajey € A<y € B (zay € N,), paje ANN, = BNN,.
Dakle, postoji z € B\ A takav da je ANN, = BNN,, te je A C B, odnosno
A1 B su usporedivi.
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Dodatni zadatak: je li (P(N),C ) ~ (R, <)?

Rjesenje 164. Skup Q jest prebrojiv, i linearno ureden standardnim uredajem. Za
svaki z € R, promotrimo A, := {y € Q : y < 2}. To jest inicijalni segment od Q
(akojez <yiy <z tadajeiz <z, pajezeA,), isvi A, sumedusobno razliciti:
ako su z 1 y razliciti realni brojevi, postoji racionalan broj z izmedu njih, koji je onda
u tocno jednom od skupova A, i A,, pa oni ne mogu biti jednaki. Dakle, takvih
inicijalnih segmenata ima koliko i realnih brojeva, odnosno neprebrojivo, pa onda i
svih inicijalnih segmenata u Q ima neprebrojivo. Moze se vidjeti da su jedini preostali
inicijalni segmenti u Q samo () i ¢itav Q, ali to nije nuzno za rjesenje zadatka.

RjeSenje 165. Dokazimo da ¢e < o < biti linearni uredaj na S ako i samo ako je
<==, i taj uredaj (jedan te isti) je gust na S. U jednom smjeru, ako je uredaj < gust
na S i <=<, tada je lako vidjeti da je < o <=< o <=<, dakle linearan uredaj na
S. Jedna inkluzija slijedi iz tranzitivnosti: ako je z(< o <)y, postoji z € S takav da
jex < z <y, pajeix <y. Druga inkluzija slijedi iz gustoce: ako je x < y, postoji
z € S takav da je z < z < y, pa je (< o <)y.

U drugom smjeru, razlikujemo dva slucaja: kada < i < nisu jednaki, i kada jesu jed-
naki, ali ne gusti. U svakom od tih slucajeva trebamo vidjeti da njihova kompozicija
ne moze biti linearni uredaj na S.

Ako je <#=, postoji uredeni par (z,y) koji je u jednom, ali nije u drugom uredaju.
Kako su oba uredaja irefleksivni, mora biti x # y. Bez velikog smanjenja opcéenitosti
mozemo pretpostaviti da je r < y, ali £ y. No kako je < linearni uredaj, a x # y,
mora biti y < z. To znaéi da je y < = < y, pa je y(< o <)y, odnosno < o < nije
irefleksivan.

Ako je <=<, i taj uredaj nije gust, tada postoje = i y iz S takvi da je x < y, ali
ne postoji z € S takav da je v < z < y. To znaci da ureden par (z,y) nije u
< o <, §to je jednako < o <. No ni (y,z) nije u toj kompoziciji, jer inac¢e bismo po
tranzitivnosti imali y < x, Sto je nemoguce jer je < antisimetri¢na relacija. Kako je
x <y, zakljucujemo da su x i y razli¢iti, pa < o < nije linearni uredaj.

Dodatni zadatak: sto se mijenja ako podrazumijevamo refleksivne uredaje?

Rjesenje 166. Vrijedi. Uputa za dokaz: promotrite dokaz Cantor-Bernsteinovog
teorema. Ista ideja funkcionira, samo treba biti oprezniji Sto se tice uredaja.

RjeSenje 167. Da: na primjer, skup Z sa standardnim uredajem. Bilo koji uredaj
na Z koji je nadskup standardnog uredaja mora biti sam standardni uredaj (zbog
linearnosti), a to nije dobar uredaj (¢itav Z nema najmanji element).

Stovise, bilo koji uredaj na bilo kojem nadskupu A D Z, koji prosiruje standardni
uredaj < na Z, ne moze biti dobar uredaj — jer uvijek u A postoji neprazni podskup
Z bez najmanjeg elementa.

RjeSenje 168. Neka je L lanac u (W(A),<1). To znaéi da je svaki element od L
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podskup od A, dobro ureden odgovaraju¢om restrikcijom relacije <, te da za svaka
dva elementa A; i Ay od L, ili je A; pocetni komad od A,, ili je Ay pocetni komad
od A; (ili su jednaki). Treba dokazati da je L dobro ureden relacijom < (preciznije,
njenom restrikcijom).

Neka je S neprazan podskup od L. Kako je S neprazan, postoji skup (.S, presjek
svih elemenata u S, koji je takoder podskup od A. Treba vidjeti da je dobro ureden
restrikcijom od <, te da je pocetni komad svih (ostalih) C' iz S.

Neka je B C (S neprazan. Skup S je neprazan, pa fiksirajmo neki njegov element
C'. Ocito je B podskup i od C, a kako je C' dobro ureden (jer je C € S C L C W (A)),
zakljutujemo da B ima <-najmanji element. Dakle, (]S je doista dobro ureden
restrikcijom od <, odnosno (S € W(A).

Takoder, (] S mora biti element i od S — jer da nije, mogli bismo doé¢i do kontradikcije
na sljededi nacin: (S C C, a ako su razli¢iti, inkluzija mora biti stroga, pa mora
postojati x € C koji nije u [)S. Po de Morganovim pravilima, postoji C; € S
takav da x ¢ (. Kako su C; i C elementi od S, a time i lanca L, medusobno su
usporedivi relacijom <. Slucaj C' = (' je nemoguc jer je x u jednom skupu, a nije u
drugom. Slucaj C' <1 C je nemogu¢ iz istog razloga: to bi povlacilo C' C (', no x je
kontraprimjer za tu inkluziju. Dakle, mora biti C; <1 C'. Neka je xy € C takav da je
C1 = pc(wo).

Sada mozemo cijeli gornji postupak provesti za C; € S umjesto C: tako dobijemo
Cy € S takav da je Cy < C). Neka je z; € () takav da je Cy = pe,(x1). Iz
x1 € C1 = pe(xo) imamo xy € C te x; < xy. Provedemo jos jednom cijeli postupak
za Cy, i dobijemo xy € C' sa svojstvom z9 < x7. Induktivno, mozemo dobiti x,, € C'
za svaki n € N, takve da je uvijek x,,1 < x,. No tada je {z, : n € N} neprazan
podskup od C', pa zbog dobre uredenosti od C' ima <-najmanji element: neka je to x.
Naravno, sada je z;11 < z; kontradikcija. Zakljucujemo da je pocetna pretpostavka
bila pogresna, odnosno (]S € S.

Jos treba vidjeti da je (]S <-najmanji element u S, odnosno (S < D za sve D €
S\ {N S} Neka je D proizvoljni element od S, razlicit od []S. Kako je ocito
D 2 NS, zakljutujemo da inkluzija mora biti prava, pa postoji element od D koji
nije u (S. Skup svih takvih elemenata je neprazan podskup od D, pa zbog dobre
uredenosti od D taj skup ima najmanji element: neka je to y. Dokazimo da je (S

upravo pp(y).

Jedna inkluzija je jasna: ako je z € pp(y) proizvoljan, iz toga slijedi z € D i z < y.
Kad bi jos bilo z ¢ (S, to bi bilo u kontradikeiji s minimalnoséu od y. Dakle, mora
biti z € () S. Za drugu inkluziju, razmisljajmo ovako: neka je x € [.S. Ocito je
x € D, samo jos trebamo x < y. Na$ y nije iz [ S, pa postoji £ € S takav day & E.
Kao dva elementa u S, D i FE su <-usporedivi, i kao gore dobivamo da je jedina
moguénost £ < D. Neka je w € D takav da je F = pp(w). S jedne strane, = je u
svim elementima iz S, pa tako i u F, dakle z < w. S druge strane, u dobro uredenom
skupu D neprazan podskup {y,w} mora imati najmanji element. Pretpostavka da
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to nije w znacila bi y < w, sto je nemoguce zbog y ¢ E. Dakle, mora biti w <y, §to
zajedno s x < w daje trazenu nejednakost z < y.

Rjesenje 169. Prvo dokazimo da je funkcija f strogo rastuca: ako je a < b u A,
tada je {a,b} neprazan podskup od A, koji ima supremum b € A, pa po uvjetu
zadatka njegova slika { f(a), f(b)} takoder ima supremum, i to je upravo f(b) € A. Iz
toga slijedi f(a) < f(b), no kako je f injekcija, zakljucujemo da jednakost ne moze
vrijediti, dakle je f(a) < f(b).

Za strogo rastuéu funkciju na dobro uredenom skupu, za svaki a vrijedi a < f(a).
Sada imamo dva slucaja:

Ako je a najveci element od A, tada b := a oc¢ito ima svojstvo koje se trazi: najveci
je mogudi, i f(a) < a.

U suprotnom, postoje elementi iz A veéi od njega, pa postoji i najmanji takav:
ozna¢imo ga s a® (sljedbenik od A). Ocito je a < a™, dakle i f(a) < f(a™), pa
po tranzitivnosti a < f(a™). To zna¢i da postoje elementi ¢ije funkcijske vrijednosti
su strogo vece od a, pa neka je ¢ najmanji takav element.

Ako je ¢ sljedbenik nekog elementa, recimo ¢ = bt za b € A, ocito b zadovoljava sve
uvjete iz tvrdnje zadatka: f(b) < a jer je b < ¢, a ¢ je najmanji element ¢ija funkcijska
slika je iznad a. Takoder, za svaki element d > b vrijedi d > ¢, pa je f(d) > f(c) > a.

Jos je preostalo vidjeti sto ako ¢ nije sljedbenik nijednog elementa. Tada promotrimo
skup B:={x € A:z < c}. Kakoje f(L) <a < f(c), vrijedi L < ¢, odnosno L € B.
Dakle B je neprazan podskup od A. Sljedece sto trebamo pokazati je ¢ = sup B.

Kako je ¢ po definiciji gornja meda od B, ocito je sup B < c¢. Pretpostavimo da
je nejednakost stroga. Tada je d := sup B € B (po definiciji skupa B), pa je d
zapravo maksimum od B. Iz d < ¢ dobivamo d* < ¢ (definicija sljedbenika), no to je

bi to znacilo d* € B, odnosno d* < d.

Sada imamo neprazan podskup B od A sa supremumom ¢, pa po uvjetu zadatka
vrijedi a < f(c) = sup f[B] = sup,.. f(z). To znaci da a nije gornja meda za f[B]
(f(c) je najmanja takva), pa postoji © < ¢ sa svojstvom f(z) > a. No to je u
kontradikciji s minimalnos¢u od c. Dakle, ne moze se dogoditi da ¢ nije sljedbenik,
odnosno, uvijek imamo b s trazenim svojstvom.

Rjesenje 170. Znamo da je skup Q prebrojiv. Neka je f : Q@ — N neka fiksirana
bijekcija. Na skupu Q definiramo uredaj < ovako:

p <gq akoisamo ako f(p) < f(q).
Lako je provjeriti da je < dobar uredaj na Q. Posto je slicnost izmedu dobro uredenih

skupova jedinstvena, tada je identiteta jedina funkcija slicnosti sa skupa (Q, <) na
samog sebe.
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Rjesenje 171. Tvrdnja ne vrijedi: skup N jest linearno ureden relacijom >, a nije
dobro ureden: na primjer, sam N nema >-najmanji (<-najveéi) element. No svaka
sliénost izmedu (N, >) i (N, >) je ujedno i slicnost izmedu (N, <) i (N, <) (ako ¢uva
uredaj >, i ¢uva jednakost jer je injekcija, tada ¢uva i uredaj < zbog linearnosti), a
takva postoji samo jedna jer (N, <) jest dobro ureden.

Rjesenje 172.

a) Kako je N sa standardnim uredajem dobro ureden skup, znamo da postoji
jedinstvena slicnost izmedu N i N, i to je identiteta.

b) Buduéi da N i Z nisu sli¢ni (na primjer, N ima najmanji element, a Z nema),
ne postoji nijedna slicnost izmedu N i Z.

¢) U zadatku 154 smo vidjeli da sve takve moraju biti translacije: oblika z — z+n
za neki n € Z. Lako je vidjeti i obrnuto, da sve translacije zaista jesu sli¢nosti
izmedu Z i Z (z — = + n je bijekcija, s inverznim preslikavanjem x — x —n, te
x <ypovlaéi z +n <y+mn).

Rjesenje 173. Ako skup S nije dobro ureden, tada ocito ne postoji dobro ureden
skup njemu slican (dobra uredenost je invarijanta slicnosti), pa je skup svih dobro
uredenih skupova sliénih sa S prazan, dakle dobro definiran (aksiom praznog skupa).

Ako je S prazan, tada jest dobro ureden, i kako slicnost mora biti bijekcija, jedini
skup s kojim S moze biti slican je upravo (). To znaci da je skup svih dobro uredenih
skupova sliénih sa S jednoclan skup {0} (svi prazni skupovi su medusobno jednaki
po aksiomu ekstenzionalnosti), pa je dobro definiran (aksiom praznog skupa, i aksiom
para ili partitivnog skupa).

Ako je pak S dobro ureden neprazan skup, tada on ima najmanji element, ozna¢imo
gas L. Oznacimo S’ := S\ {L}. Ako je z proizvoljni skup koji nije element od S,
sa S(x) ozna¢imo skup {z} U S’ ureden tako da je x prije svih elemenata od S’, koji
su medusobno uredeni restrikcijom izvornog uredaja na S (dakle, efektivno smo u S
element | zamijenili s x).

Ocito je S(x) dobro ureden skup slican sa S (slicnost preslikava z u L, a sve ostale
elemente ostavlja na miru). Kad bi postojao skup S svih dobro uredenih skupova
slicnih sa S, bio bi — kao njegov podskup — dobro definiran i skup svih S(x), gdje
x ¢ S (aksiom separacije):

T:={S();z¢S}={TeS:F(zgSAT=(S\{LHuU{z})}.

Sada za proizvoljni S(z) € T, primijetimo da je x upravo njegov najmanji element,
pa postoji formula (Vy € T)(x < y V& = y) s dvije slobodne varijable z i T, koja je
funkcijska veza T' i x. Po aksiomu zamjene, kad bi T bio skup, bio bi i skup dobiven
djelovanjem te funkcijske veze na T, a to je upravo S¢, “skup” svih z koji nisu u S.
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Naravno, to je kontradikcija: po aksiomu para bi tada {5, S¢} bio skup, te bismo po
aksiomu unije imali i “skup” V = [J{5, 5} = S U S€ svih skupova, $to znamo da je
nemoguée (po aksiomu separacije mogli bismo separirati skup svih r € V takvih da
je r & r, te bismo dobili Russellov paradoks).

Dakle, osim u gore navedenim slucajevima (kad je S prazan, ili kad sam nije dobro
ureden), svi dobro uredeni skupovi sliéni sa S ne ¢ine skup.

Primijetimo da, striktno govored¢i, zadatak nije potpuno interpretiran u teoriji ZFC,
jer umjesto da promatramo ureden par (S, <), pretpostavljamo da skup S sa sobom
nosi uredaj, koji je dakle definabilan koriste¢i samo S. To mozemo popraviti tako
da S, ako jest dobro ureden, zamijenimo jedinstvenim ordinalom slicnim sa S (to
mozemo ako imamo aksiom izbora). Tada taj ordinal zaista posjeduje “svoj” dobar
uredaj, relaciju “€”, tako da ne trebamo promatrati uredene parove.

Rjesenje 174. Ako je (S5, <) konacan, svaki njegov neprazan podskup je konacan,
pa iz zadatka 142 slijedi da ima najmanji i najveéi (>-najmanji) element. To znaci
dasui (S, <)1i(S,>) dobro uredeni.

Drugi smjer: pretpostavimo da je S beskonacan, i da je dobro ureden relacijom <.
Dokazimo da ne moze biti dobro ureden i relacijom >. Definirajmo niz (z,)nen u
S induktivno pomocu z,, := min(S \ {zo,...,z,-1}) (kako je S beskonacan, uvijek
trazimo najmanji element nepraznog podskupa od S). Tada se iz definicije niza vidi
daje x,11 > x, (usporedivi su jer je S linearno ureden, jednaki nisu jer je x,, izbacen iz
skupa ¢iji minimum je z,.1, & 41 < T, bi bila kontradikcija s minimalnoséu od z,, u
skupu iz kojeg jos nije izbacen x,,41). To znaci da neprazan podskup {z,, : n € N} C §
ne moze imati najveéi (>-najmanji) element, pa > ne moze biti dobar uredaj na S.

Rjesenje 175. Ako je A konacan, tada je i P(A) konacan, pa je i svaki podskup od
P(A) konacan. Po zadatku 138, taj podskup dakle ima minimalni element s obzirom
na relaciju C.

S druge strane, ako je A beskonacan, tada A ima prebrojiv podskup B = {b; : i € N}
(pretpostavljamo da su svi b; razliciti). Ako za svaki n € N ozna¢imo B, := {b; : i >
n}, lako vidimo da je B, 41 C B, za sve n, pa podskup {B, : n € N} od P(A) nema
C-minimalni element.

RjesSenje 176. Prvo, poredajmo racionalne brojeve u niz: qg, q1,qa, - - --

Neka je A C R, takav da je (A, <) dobro ureden skup. U dobrom uredaju svaki ele-
ment a, osim najveéeg, ima neposrednog sljedbenika a* (najmanji od svih elemenata
ve¢ih od a). Oznakom f(a) ozna¢imo prvi racionalni broj u gornjem nizu, koji je
strogo izmedu a i a™; takav uvijek postoji, jer izmedu svaka dva realna broja postoji
racionalni broj.

Oznac¢imo s A’ skup A bez eventualnog najveceg elementa (ako postoji). Ocito je
k(A) < k(A") + 1. Gore definirano preslikavanje f je strogo rastuca funkcija sa A" u
Q: akojea < bu A, tada je f(a) < a™ < b < f(b). To znaci da je f injekcija, pa je
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k(A") < k(Q) = Xg. No tada jei k(A) < k(A)+1 <Ny + 1 =Rq, pa je A konacan

ili prebrojiv.



Poglavlje 4

Aritmetika ordinalnih brojeva

Za skup z kazemo da je ordinalni broj ako je (x, €) tranzitivan i dobro ureden skup.

Neka je A neki skup ordinalnih brojeva. Tada vrijedi:

a) U « je ordinalni broj i najmanji je od svih ordinalnih brojeva koji su vedi ili
acA
jednaki od svih elemenata iz A, tj. U a =sup A,
a€cA

b) ﬂ a je ordinalni broj i najveéi je od svih ordinalnih brojeva koji su manji ili
acA
jednaki od svih elemenata iz A, tj. ﬂ a = inf A.
acA

Za svaki ordinalni broj o skup aU{a} je ordinalni broj, te je to neposredni sljedbenik
od a. Ordinalni broj o U {a} oznac¢avamo sa a + 1.
Ako su « i f ordinalni brojevi za koje vrijedi o < 3, tada je a + 1 < .

Za ordinalni broj « kazemo da je prve vrste (eng. successor) ako postoji ordinalni
broj 8 tako da vrijedi & = 5 + 1. Ako je ordinalni broj razli¢it od nule, te nije prve
vrste, tada kazemo da je druge vrste ili da je grani¢ni ordinalni broj (eng. limit
ordinal).

Primjenom teorema rekurzije slijedi da postoji jedinstvena funkcija + : On x On —
On koja ima sljedeca svojstva:

a+0=a«o
a+(B+1)=(a+p8)+1
a+ p=sup{a+vy:v <}, akoje [ grani¢ni ordinalni broj.

Upravo definiranu funkciju nazivamo zbrajanje ordinalnih brojeva.

65
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Neka su «, i v proizvoljni ordinalni brojevi. Tada vrijedi:

a) 0+a=«

)

b) a+(B+7)=(a+p)+~

c) Akojea+ f=a+ytadaje =7
)

d) Akoa<ptadaa+v<[+7y

Posebno zelimo istaknuti da zbrajanje ordinalnih brojeva opcéenito nije komu-
tativno. Npr. 1 +w =sup{l +n:n € w} = w, ali w+ 1 # w, jer znamo da vrijedi
w<w+ 1.

Zatim, opcenito iz  + a = v + « ne mora slijediti § =~. (npr. 1 + w =2 + w)

Teorem o oduzimanju. Neka su « i 3 ordinalni brojevi takvi da je f < «. Tada
postoji jedinstveni ordinalni broj v takav da vrijedi o = 8 + 7.

Sume Y «a; su definirane s

1€
(0, p =0,
ZO“: (Zal) +O~/77 B:’y—i—lv
t i€y
icB
sup > a;, ako je [ grani¢ni ordinalni broj.
\ €L i€y

Primjenom teorema rekurzije slijedi da je s jednakostima koje slijede definirana je-
dinstvena funkcija - : On x On — On:

a-0=0
a-(f+)=a-f+a

- =sup{a-vy:v <}, ako je s grani¢ni ordinalni broj.
Funkciju - nazivamo mnozenje ordinalnih brojeva.

Neka su «, i« proizvoljni ordinalni brojevi. Tada vrijedi:

a) a-l=1-a=«

C

(B-y)=(a-B)y

)

b a-(B+7)=a-f+a-v

) a

d) Akoa<ptadaa-v< gy
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Mnozenje ordinalnih brojeva opéenito nije komutativno. Npr. 2-w = (iz def.)
=sup{2-n:n € w} =w, apo drugoj strani w-2 = (izdef.) =w-(14+1) =w+w # w,
jer je ocito () w+w>w+1 > w.

Opéenito ne vrijedi druga distributivnost, tj. ne mora vrijediti (o + ) - v =
a-v+p-y Nprrw=2-w=(1+1) - w#w+w.

Teorem o dijeljenju s ostatkom. Neka su o i [ ordinalni brojevi, te neka je
B > 0. Tada postoje jedinstveni ordinalni brojevi 6 1 p takvida jea = -0+ p, i
p<p.

Produkti [] a; su definirani s

ief
(0, p=0,
Qo, 6 = 17
[e-
i€B };ai . B=7+1,
sup [] as, ako je [ granicni ordinalni broj.
\ €L i€y

Primjenom teorema rekurzije slijedi da je s jednakostima koje slijede definirana je-
dinstvena funkcija na On x On :

a’ =1
a? =sup{a” : v < 3}, ako je B grani¢ni ordinalni broj.

Upravo definiranu funkciju nazivamo potenciranje ordinalnih brojeva.

Neka su «, § 1 ~ proizvoljni ordinalni brojevi. Tada vrijedi:

a) aP - a = oft

c) Akojea > 1183 <~ tadajea® < a?

Opéenito ne vrijedi jednakost o - 4% = (a - v)P.
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Za svaki ordinalni broj a postoji jedinstveni prirodan broj n i kona¢ni nizovi ordinal-

nih brojeva v > v > ...y, 1 mo,..
tako da vrijedi

., My, gdje su svi m; konacni ordinalni brojevi,

a=w"my+w'm+... +wm"m,.

Prethodni prikaz ordinalnog broja a nazivamo Cantorova normalna forma.

Zadaci.

Zadatak 177.

a-f=uw.

Zadatak 178.

Zadatak 179.

Zadatak 180.

Zadatak 181.

Zadatak 182.

Zadatak 183.

Zadatak 184.

Zadatak 185.

Zadatak 186.

Zadatak 187.

Zadatak 188.

Zadatak 189.

vrijedi:

Neka su «, 8 # 0 ordinalni brojevi. Dokazite da a + = w povlaci

Dokazite da za svaki ordinalni broj a vrijedi a +1+a =1+ a - 2.
Dokazite: ako je 8 grani¢ni ordinalni broj i a < 8, onda je a+ 5 = 3.
Akojea>w, k€w i w* <, onda je w* +a = a. Dokazite.
Dokazite da za ordinalne brojeve o > 11 8 > 1 vrijedi o > «a - B.
Pokazite da je (w+1)¥ = w.

Neka su k € w\ {0} 14 € w. Izracunajte (w-k +1) - w.

Izracunajte (w-3+2) - (w+w?) - 2.

Nadite ordinalni broj o tako da vrijedi w™ ™! = 14+w+w?+. .. +w"+a.

Izracunajte > (w + j)7.
jea

Dokazite da za sve ordinalne brojeve av i 8 vrijedi > a =« - f.
ief

[zracunajte > 2.
S®

Neka je {a; : i € w -2} neki skup ordinalnih brojeva. Pokazite da

Zaizzai+zaw+i~

1Ew-2 €W iEw



Zadatak 190. Izracunajte > (i-w +w -1).

Zadatak 191. Izracunajte Y .

Zadatak 192. Izracunajte

Zadatak 193. Izracunajte Y %

Zadatak 194. Izracunajte Y. ", gdje je n € w\ {0} proizvoljan.

Zadatak 195. Izracunajte:

a) >, 2+a+29)

a€w-2+2
c) 2532(@ +w-2)
e) 462:‘2 72
g) z‘§2(w + 2i)
) ¥

1EW+2

k) zg}:z(w i+ (1+1))
™ 20,
°) iezu):-BS
r) nezw:ﬁw
R ie%;ﬂw

S (w+i)-w).

1€EwW-2+2

n) > i-(w41i)
1EW-2

p) > w'-n
new+5

s) 2. (1-3)
1Ew-3

69
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Zadatak 196. Izracunajte > 7°.

Zadatak 197. Izracunajte

Zadatak 198. Izracunajte

a) . (w—l—Zl)

1€EwW-2 Jj€L

c) 2 d(w-j+i)

i€w+2 jEi

e) > 2(2i+7)

icw+2 jei

Zadatak 199. Izracunajte

Zadatak 200. Izracunajte

Zadatak 201. Izracunajte

Zadatak 202. Izracunajte

a) [ (w429

1€w+2

c) 1] (+w-2+1)

1EwW+2

e) [[ w-(i+1)?

1€w+3

g) IT (-2

1€w+3

i) 116 w)

1EW

k) T[] G+w-2+7)

1€w+2

1EW-2

> Yot

new+1 kcw

b) > Y (+w+2)

P€Ew-2 jEIL

d)y > > g-i

icw-2 jei
f) >0 > w-i-j

i€w-2 jEi+1

I[[ (a+w).

acw-3+2

[T (a+2)t

acw+2

H ww—‘ri_

€W



Zadatak 203. Izracunajte

a) > [[(w+1i)-;

icwt1j€i

¢ > IIG+2)5

i€w+1 j€i
Zadatak 204. Izracunajte

a) [ Yw

jEw+1icw

c) > IIU+DE+1)

i€wt2 jEi

e) > J] (W+w-i+j)

i€w+1 jEwt1

g) > [lj-w

iCwt2 jei

o> TG )

icw+1 j€i

Zadatak 205. Izracunajte

2 X (i 1)

1ew+1
c) Y (i3 + 39
1€EW-3
IT (G+1)
e) > (i+2)e
€W
g) 2 2 B+i+(+1)7)
icw-2 jeitl
> W
1€w+1

Zadatak 206. Odredite Cantorovu normalnu formu za 2+ ako je 8 konacan.

b) > I (w+i);

1€w jEw+1
[T (G+1)
d) (i +2)e :

1EW

v (z¢)(1,9)

d) > Ilw+ (@ +1)7)

i€wt1jci

f) > 11"

icw+1jei

h) > I14¢

i€wt2 jEi

oIl Yw-y

i€w+3 jei

by > TIG-(+2)%)

i€wt2 jEi

d) Y (i+1)~*!

1€w+1

f) > Wi

1€w+2

> i

1€wW+2

h) > S wi -

i€w+22 jei

Zadatak 207. Odredite Cantorovu normalnu formu ordinalnog broja

(w-2+1)(w+1)3
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Zadatak 208. Nadite Cantorovu normalnu formu za
w-(w+1) (W+1)

Zadatak 209. Odredite Cantorovu normalnu formu ordinalnog broja:

> 3
a) Jicw-3

b) 2 -ww+1)(w+2)

c) 123456789°+% gdje je o = [[;c,sn i

I (i4+1)+3
d) 9Qicw-2

Zadatak 210. Dokazite da je ekvivalentno:
a) @ =w - q;

b) postoji 5 takav da je a = w® - 5.
Zadatak 211. Niz ordinalnih brojeva («; : i € w) definiran je s:
Qp = W

Qi1 = (Oéi)w

Oznac¢imo €y = sup{q; : i € w}. Dokazite da je w™ = ¢.

Zadatak 212. Dokazite da su svi beskonacni ordinalni brojevi do ukljucivo €, pre-

brojivi skupovi.

Rjesenja.

Rjesenje 177. Ako je a+ 5 = w, onda su a, < w. Nadalje, kad bi bilo a = § = w,
bilo bi « + f = w -2 # w, pa je a ili § konacan (i nijedan nije nula niti mogu oba
biti konaéni). Ako je f # 0 konacan i @ = w imali bismo « + § > w, pa preostaje «
konacan i f = w, a u tom se slu¢aju lako (pomoc¢u definicije mnozenja) provjeri da je

a-f=uw.

Rjesenje 178. Za konacne « tvrdnja je ocigledna. Nadalje, po teoremu o oduzima-

nju, vrijedi
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Q) a>w= (V)a=w+46

(prethodni nacin zapisa beskona¢nog ordinalnog broja u obliku w + § koristit ¢emo
¢esto u izracunavanju suma ordinalnih brojeva).

Imamo dakle da za beskonacne « vrijedi a+1+a =w+d+14+w+d =w+d+w+d =
l4Hw+dt+tw+d=14+a+a=14+a-2.

Rjesenje 181. Uputa: transfinitna indukcija po f.

Rjesenje 182. Jedna nejednakost je ocito ispunjena: iz w + 1 > w > 0 slijedi po
monotonosti potenciranja (w + 1)* > w®. Druga nejednakost se dobije na sljede¢i
na¢in: po monotonosti zbrajanja i mnozenja, w+1 < w+w =w-2 < w-w = w.
Dakle je (w+1)¥ < (w?)¥ = w?¥ = w¥, jer je 2-w = sup,,c,(2n) = sup{0,2,4,...} = w
kao supremum neograni¢enog niza prirodnih brojeva.

Rjesenje 183. Po definiciji mnozenja imamo:

(w-k—l—’i)-w—sup((w-k—i—’i)-n)

new

Ocito je (w -k +1)-n < w? za svaki n € w. S druge strane za svaki m € w postoji
n € w takav da je w-m < (w -k +1) - n. Stoga vidimo da vrijedi:

(A) (w-k+1) w=w
Prethodno navedenu jednakost ¢emo cesto koristiti u zadacima koji slijede.

Rjesenje 184. Primijetimo prvo da vrijedi:

(W-3+2) - (w+wh) 2 =(w-3+2)-w*-2

Preostalo je izracunati sup (w -3 + 2) - a. Uocimo da se svaki o € w? moze zapisati
acw?

kao @ = w - k + i, gdje su k,i € w. Koristedi jednakost (A) iz rjesenja zadatka 183
dobivamo:

(wW-3+2) - (w-k+i)=wW-342) w-k+(w-34+2)-i=
=((w-3+2) w)-k+
(A)=w?
+w-3+24+w-3+2+---Fw-34+2=
i-puta

=w k4+w-3-i+2<w?
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S druge strane za svaki m € w postoje k,i € w takav da je w? - k+w-3-i+2 > w?-m,
pa je prema tome sup (w-3+2)-a =w?. Dakle (w-3+2) - (w+w?) -2=w?-2.

acw?
Rjesenje 186. Po definiciji sume imamo:
D W+ =w+0+ w+1)' + (w+2)°+ (w+3)°
je4
Redom racunamo:
(WH+2)P?=Ww+2) (W+2)=w+2) - w+(w+2) 2= (A)

=w+(Ww+2)+(Ww+2)=w+w+2+w)+2=
=Wt wtw+2=w+w-2+2

Na sasvim analogni nacin dobili bi da je (w + 3)* = w? + w - 3 + 3. Tada imamo:
(w+3)? = (W+3)?* (w+3) = (W+w-34+3) (w+3)
= (W+w-3+3)w+ (W+w-3+3)-3

= sup(w?+w-3+3)-n+

new

(W+w-3+3) + (WHw-3+3) + (W +w-3+3)

n—puta

= sup((w2+w-3—|—3)+...+(w2+w-3+3)>

W+ (w-34+43+w?) + (w-34+3+w?)+w-3+3

= sup(w" n+w-3+3)+w’ 3+w-3+3

new
= W+w34+w-3+3

Sada mozemo konaé¢no odrediti po¢etnu sumu.

Sw+j) = 1+w+D)+ (W +w-2+2)+ (W +w? 3+w-3+3)

jed

= W+w34+w-3+3

Rjesenje 187. Imamo «; = « za sve ¢ € . Tvrdnja se dokazuje transfinitnom
indukcijom po (.
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n—1 n—1
Rjesenje 188. Po definiciji je Y i* = sup Y i* = sup,,_, S;. Brojevi S; = >_ i* su
i€w n<w i=0 i=0
konaéni i za svaki S; postoji m < w takav da je S; > m pa je sup S; = w.
n<w

Rjesenje 189. Znamo da je f € w-2 akoisamo akoje f=n€wili f=w+n za

neki n € w. Nadalje,
Sas ap Yo

icw pewtn g

za sve n € w jer je

Do ai= 0ty G,

1Ew+n €W

Stoga imamo:

Zai: sup Zai:sup <Zai+aw+aw+1+...—|—aw+n_1> .

i€w-2 pew2 g nEW\ Gew

Oznacimo li v = Y .. a; i 0, = o + g1 + ... + Quin—1, imamo da je zadnja

jednakost dalje jednaka

sup (v + 0,) = v +supd,, = Zozi—l—ZawH,

new new 1EW =)

sto je i trebalo dokazati.

Pritom smo za dobivanje predzadnje jednakosti koristili svojstvo da za sve ordinalne
brojeve a i v vrijedi

sup (v + ) =y +sup .

Bea BEa

Dokazimo to: Kako je g < supf za svaki 8 € «, vrijedi v+ 8 < v+ supf iz Cega
Bea BE
slijedi da je
sup (y + ) <y +sup .
Bea Bea

S druge strane, neka je 6 neka gornja meda za {y + f : f € a} koja je veta od

~v + sup 8. Tada je sigurno v < 4 i po teoremu o oduzimanju postoji ordinalni broj p
Bea
takav da je § = v + p. Sad imamo da je v+ § < v+ p pa mora biti 5 < p (za svaki
f € ). Stogajesupf < pi~y+supf <+ p=94d. Stoga je
Bea Bea

sup (v + 3) > v+ sup f,
Bea Bea

¢ime je tvrdnja dokazana.
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Rjesenje 190.

'Egg(i'w—l—w-z') = ;(z’-w+w~z’) + (W wHw-w)
+ (w+1l) wHw: (w+1))+
+ (w+2) wtw:-(w+2)

= supy (i-whw-i) + w2+
new =1
+ sup((w+1)n) +w? +w
new
+ sup((w+2)-n) + w? + w-2

new

= sup[(l - wt+w-1)+...+(n-w+w-n)]+w?-2

new

+ sup£w+1+w+1+...—|—w+1z+w2 + w
new n;;;w

+ sup(w+2+w+2+...—|—w+22 +
new n—;;w

+w? + w2

= swplwHwH+w+w-24+...vw+w-n)

new
+w?2 + sup(w-n+1) + w? + w+
new
+ sup(w-n+2) + w?* + w-2
new

= W+ w24+ Wt w+ W+ w2

= w5 + w-2

Rjesenje 191. Imamo prvo (po zadatku 189)

n—1 n—1
Zi:sup2i+sup2(w+i).

iew2  "Wi—o Y-

Prvi od ta sva supremuma iznosi w, a drugi je jednak

sup (wWHw+l4+w+2+.. . Fwt+(n—-2)Fw+(n—-1)) =

n<w

supw+w+w+...+wtw+(n—1)=supw-n+(n—1) =w?

n<w n<w

Stogaje > i=w+w?=w(l+w)=w’

1EW-2
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Rjesenje 192.

S (w+i)w = Y ((w+i)w + d((wt+w+i) w) +

1€w-2+3 €W (IS
(wWHw-2) w) + (W+w-24+1) w) +

(WHw-2+2) w)

Redom racunamo svaki sumand posebno. Iz jednakosti (A) iz rjesenja zadatka 183

znamo da je (w +1) - w = w? za proizvoljan i € w. Sada racunamo Y ((w +1) - w).
1€W

S(wH+i)-w) = Y w? = sup ), w?

S €W nEw ien

= sup(w? +...+w?) = sup(w? n) = ?
n—puta

Kako bi izracunali »_ ((w 4+ w +14) - w) prvo ¢emo pojednostaviti izraz (w +w + 1) - w.
€W
Koristeé¢i ponovno jednakost (A) iz rjesenja zadatka 183 dobivamo:

(w+w+z‘)-w:(w-2+i)-w(é)w2.

Sada sumu ) ((w 4w + 1) - w) lako izra¢unamo:
(IS

S(wHw+i)-w) = S w? = sup ) w?

1Ew 1Ew new kecw
= sup(w?-n) = *
new

Vidimo da je potrebno pojednostaviti jos tri izraza. Redom to ¢inimo (koriste¢i
jednakost (A) iz rjesenja zadatka 183).

Wtw-2) w=w-14+2)w = (W-3) w=w-Bw) = ww =uw

(w+w-2—|—1)-w:(w-3+1)-w(é)w2

(w+w-2+2)-w:(w-3+2)-w(é)w2

Koristedi sve §to smo izracunali konatno mozemo izra¢unati trazenu pocetnu sumu.
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Yo (w41 w) = WP+ W+ 0+ Wt W
1€w-2+43

Rjesenje 193.

1
1° = sup 77 = sup=t-(t+1)- (21 +1) = w
Z iEwZ i€w6 ( ) ( )

€W Jj€E

Rjesenje 194.

Dot =) "W (WD) + .+ (wn—1)"

1EW+n 1EW

Ocito je Y i" = w (vidi rjeSenje prethodnog zadatka). Lako je dokazati da vrijedi

(S
(wH+nP=w+w-n+n

Indukcijom po k£ > 0 lako je dobiti da vrijedi

(wWH+n)f = "+ tnt . +w-ntn

Tada je lako dobiti da je poc¢etna suma jednaka
Wwndwhn=1) 4. Fw-(n—1)+(n—1).

Rjesenje 195.
a) w?-4 b) wt-2

c) w2 d) w?

k) w ) w24w?2+w-3+1
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Rjesenje 196.

o= > =D+ Y K

1Ew-2 1Ewtw 1EW w<k<w4w

Iz prethodnog zadatka znamo da je prva suma jednaka w. Racunamo drugu sumu.

Primijetimo prvo da je druga suma jednaka _ (w + 7)2.
€W

Za i € w racunamo (w + )% Ako je i = 0 tada je (w +1)*> = w? Zai € w\ {0} lakim
racunom dobiva se (w + i)? = w? + w - i + 7. Tada je trazena suma jednaka:

S(wrdw-i+i) = sup > (w4w-i+i)

1EW nEw ien

= sup ((w2+w-0+0)—|—...+

new

+ (w2+w-(n—1)+(n—1)))

=  sup <w2—i—w2—|—(w+(1+w2))+...+
new\{0}

+ (w2+w-(n—1)—|—(n—1)))

=  sup <w2+...—|—w2+w-(n—1)+(n—1)>

new\{0} —puta

= sup (W n+w-n—1+n-1)) =
new\{0}
Tada je pocetna suma jednaka w + w?, tj. w3.
Rjesenje 197.

DDWIED I RS 3

new+1 kew new kew kew
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S St = S ot = sup( Sew o)

new kew pPEW nEp kew pPEW nep rew ker

= sup ( S (sup(n® +nt + ...+ nr_l)))

pEw \ n€p rEw

(22)
- (erts)
[+

= Sup
pEW

= Ssup
pPEW

:UJ'W:W

Zwk = Supr = sup(w® + w!' + ...+ " =

kew new ken new

Konacno, dobivamo da je pocetna trazena suma jednaka:

Zznk:w2+ww:ww

new+l kcw

Rjesenje 198.



Rjesenje 199.

[ (a¢+w)

acw-3+2

81

::( H(a+w0~@w3+wy@w3+1+@

acw-3

- (Ie+a) (Hera+w) (I 2+a+)

acw

acw acw

(w34 w) - (w-34+14w)

- (Ie+e) (Merare) (Me2iate)

acw

acw acw

- (w-4d) - (w-4)

Kako bi izracunali posljednji produkt uvodimo oznake:

(0 =]J(a+w)

acw

(**):H(w—l—a—i—w) (***):H(w-2+a+w)

acw acw

Redom racunamo produkte (), (%) 1 (% *).

(%)

[[(@+w) = sup nﬁl(z +w)

acw new =0

mm(@+wXLH@u”-m—1+w0

new

sup(w - ... w) =supw" = w¥
new new

n

[l (wa+w) = supﬁ(w+i~l—w)

acw new =0

sup ((w+0—|—w)- -(w+(n—1)+w))

new

sup((w-2) ... (w-2))

new -~ o
n

mn)(w-(Z-w)-.“~(2-w)-2>

necw

w

sup(w - ... w-2) =sup(w"-2) = w

new new
n
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(k% %) = ];[(w-2+a+w):ilégli[()(w-2+i+w)
= 7sﬁbtelg<(w-2—|—0+w)-...-(w~2)+(n—1)~|—cu))
= 21615(\((,0-2+W)~.;-<W'2+w))

n

= sup((w-3) ... - (w-3))

new ~ ~~
n

= sup(w-(3-w)...-(3-w)-3)

new N ~~
= sup(w-...-w-3) = sup(w"-3) = w¥
new(\w_/ ) new( )

n

Sada mozemo konac¢no napisati rjeSenje zadatka:

aeg+2(&+w) = w w w (w-d) (w-4)

= w3 w4 w)-4

— ww-3_w2_4 — ww-3+2‘4

Rjesenje 200. Uputa:

IT (a+2)> = J](a+2)*" (w+2)*" - (w+3)9F

acw+2 aEw

= wiw+w-3+3)



Rjesenje 201.

H ww—H = sup H ww+i

€W 1€w kEq
= sup(w® - w¥tl . etioh)
1Ew
= gupww i@t t(wtn-1)
€W
= sup ww+w+(1+w)+...+(n72+w)+n71)
1Ew
WA+ wtn-1)
%/—/
= SsSupw i—puta
1Ew
= sup ww'iJrnfl) _ ww2
€W
Rjesenje 202.
a) ww+3.(w—|—2) b) Lo +6 . 9
) w2 44wt g q) W

Rjesenje 203.

a) Uputa:

SRIIEITID ST AR

i€w+1 j€Ei 1€w+1 1Ew
gdje je o, = w”.
b) Uputa: Ozna¢imo a; = ][] (w +4)’. Rac¢unamo «;.

JEW+1
o = (M) @4 = (Twti) o
JEW JEw

— (supH(w+i)J.w).ww L = g

new j=0

Zbog toga je

Yoag = D) w“? = sup > W2 — Sup(w“"2 T+ Ww'i)
1Ew €W nEw ien ew g
n—puta
= sup(w¥?-n) = w? w = Wi

new
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ST+ = > T[6+2" + [[U+2*

i€wt1 jei icw jEi jew

Rac¢unamo dva izraza.

D II6+2" = sw) JJG+2) = w

icw j€i NEW ien jei

H(]—|—2)w = SupH(]+2)w _ Supr — supw” = W
Ew

JEwW m JEN new JjEN

To znaci da je rjesenje zadatka w + w®, tj. w*.

d)
H(j—i—l) = supH(j+1) = supk! = w.
jew kew ek kew
. 11 G+1) . :
2 (i+2) = 2(i+2)Y = sup) (i +2)*
=) €W JEW i€j
= sup(2¥+3“+...+(j+1)¥)
JEW
= sup(w+...+w)
jew T~
Jj—puta
= sup(w-j) = w?
JEW
Rjesenje 204.
a) Wittt b) w’ + wh
c) w  (W+w-2+1) d) wv-2
Rjesenje 205.
a) wv? b) ww?
c) w2 d) w4+ wv

Rjesenje 206. Imamo 2+ °+F = (2)*.28 = ,*.28  §to je Cantorova normalna forma
jer je za konacan i 2° konacan.
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Rjesenje 207. Primjenom distributivnosti dobivamo:
(W24 (w+1)3 =[w-2+1) - w+w-2+1]3

=[sup((w-2+1)n) + w-2+1]-3 (%)

new

Odredimo prvo sup((w -2+ 1) - n). Vrijedi:

new

sup (w-2+1)-n)=

new

=sup((w-2+ 1)+ (w-2+1)+...+(w-2+1))
nEw ~
n-puta

=supw-2+1+w-2)+...+(1+w-2)+1)

new

=sup(w-2+...+w-2+1)

new
:sgp(w-Q-n%—l):wQ
Iz ovog posljednjeg i () slijedi
W2+ D(w+1)3 =W +w-2+1)-3
=(W+w2+D)+WHw-2+1)+ (W Hw-241)
=wtw-2+1+w)+w-2+1+w?)+w-2+1
=wtw- 24+wtw-24+witw-2+1
=4 (W 2+w)+(w-24+wH)+w-2+1
=wtw - 2+w+w 24w tw-2+1
=w4+ w4+ wrtw-2+1

=w’ 34w -2+1
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Rjesenje 208.

Ww+ DWW +1) =W +w) (W +1) = (W +ww +w’+w=

sup (W +w)-a) + WHw=w+wtw

acw?
Rjesenje 209.

a) Suma iznosi w?, pa je Cantorova normalna forma W
b) w+w? 2+w
Rjesenje 210. Ako vrijedi a), onda koriste¢i Cantorovu normalnu formu za «, gdje
je
a=w"mg+w'my+...+wm"m,,

dobivamo

a=w-a=wme+ ™ Mmy + ...+ m,.

Zbog jedinstvenosti Cantorove normalne forme slijedi da je 1 4+ v; = «; za sve j =
0,...,n pa su sviy; > w (ofigledno za konac¢an v ne vrijedi 1+~ = ). Stoga po
(©) iz rjesSenja zadatka 178 imamo da je v, = w + J; (za svaki j postoji takav J;) te
imamo

o = wT0my + w0 my 4w my, = W (WM + Wy 4 4 wrmy,)

te uz B = w®mg + w’*my + ... + w’m, dobivamo b).
Obrnuto, ako vrijedi b), onda je w-a=w-w* B =w!t .3 =w"- .
Rjesenje 211. Indukcijom je lako dokazati da za sve i € w \ {0} vrijedi w® = o¥ :

(3
Ocito vrijedi w® = w” = aj.
Pretpostavimo da za neki ¢ € w vrijedi w® = of’. Tada imamo

w

g

Wt =W =W =gy,

Sada je
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w® =sup{w® i € w} =sup{ay ;i € w} =sup{a1: i Ew}=¢

Uocimo da je € = €, jer imamo
eg =sup{ay i € w} =sup{a;1 i Ewl =¢

Rjesenje 212. Najmanji beskonac¢ni ordinalni broj je w. On je po definiciji prebrojiv
skup. Ordinalni brojevi w+1, w+2, ...w+n,...w+w, ..., w-n su o€ito prebrojivi
skupovi. Posto je w x w prebrojiv skup tada iz w-w = o(w X w) slijedi da je i w - w
takoder prebrojiv skup. Posto za sve n € w \ {0} vrijedi w" = o(w X ... X w) tada je
—————

i svaki ordinalni broj oblika w™ prebrojiv skup. Tada zbog

wY = sup{w”" :n€ew} = Uw"
new
slijedi da w“ mozemo prikazati kao prebrojivu uniju prebrojivih skupova, pa je i
ordinalni broj w“ prebrojiv. Na isti nacin, zbog

n n
w = sup{w” :new} = Uw“’ ,
new

slijedi da je skup w*” prebrojiv, a onda i W
Posto je po definiciji
€ =w’ = sup{w“’: neEwy = Uw‘”: )
new

tada imamo da je ¢y prikazan kao prebrojiva unija prebrojivih skupova, pa zaklju¢ujemo
da je €y prebrojiv skup.
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Poglavlje 5

Aksiom 1zbora

Aksiom izbora [AC]

Neka je {A; : i € I} neprazna familija u parovima disjunktnih nepraznih skupova.
Tada postoji skup B takav da je BN A; jednoclan skup za sve i € I. Skup B se naziva
izborni skup za familiju {4, : i € I}.

Aksiom izbora se ponekad izrice i u sljedecoj ekvivalentnoj formi:

Neka je {A; : i € I} neprazna familija nepraznih skupova. Tada postoji f : [ — U A;
iel

takva da je f(i) € A;, za sve i € I. Funkcija f se naziva funkcija izbora.

Neka je {A; : i € I} neka familija skupova. Kartezijev produkt familije je skup

{f1f:1=JA, zasvaki i€l je f(i)€ A}
iel
Kartezijev produkt familije skupova ozna¢avamo s [] A;.
iel

Zornova lema. Neka je (A, <) neprazan parcijalno ureden skup koji ima svojstvo
da svaki neprazni lanac iz A ima gornju medu u A. Tada (A, <) ima barem jedan
maksimalni element.

Hausdorffov princip maksimalnosti. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup. Tada
za svaki lanac L od A postoji maksimalni lanac koji ga sadrzi.

Zermelov teorem o dobrom uredaju. Svaki skup se moze dobro urediti, tj. za
svaki skup A postoji relacija R C A x A takva da je (A, R) dobro ureden skup.

Hartogsov teorem. Ako su A i B proizvoljni skupovi tada vrijedi k(A) < k(B)
ili k(B) < k(A).

89
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Teorem Tarskog. Ako je A beskonacni kardinalni broj tada je \> = \.

Zadaci.

Zadatak 213. Neka je § neka familija skupova. Oznacimo:

oF) =A{f1|f jefunkcija, Dom(f) € §, (VS € Dom(f)) f(S) € S}
Dokazite da za svaki f € ¢(F)vrijedi:
funkcija f je maksimalni element u skupu ¢(§) ako i samo ako je f funkcija

izbora za familiju §, tj. za funkciju f vrijedi Dom(f) =F \ {0}.

Zadatak 214. Dokazite da su sljedece tvrdnje ekvivalentne s aksiomom izbora:

a) Neka je A # (). Tada postoji funkcija f : P(A)\ {0} — A takva da je f(B) € B,
za sve () # B C A.

b) Neka je A # 01 A= {A;:i€ I} neka particija skupa A. Tada postoji funkcija
g: A— Atakav da je g(A;) € A;, zasvei € I.
Zadatak 215. Dokazite da je sljedec¢a tvrdnja ekvivalentna sa Zornovom lemom:

Neka je (A, <) parcijalno ureden skup u kojem svaki neprazan lanac ima
donju medu. Tada skup A sadrzi barem jedan minimalni element.

Zadatak 216. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup u kojem svaki lanac ima gor-
nju (donju) medu. Neka je zy € A proizvoljan. Dokazite da postoji maksimalan
(minimalan) y € A takav da je y > x¢ (y < zp).

Zadatak 217. Dokazite da Zornova lema povlaci aksiom izbora.

Zadatak 218. Neka je F skup i J C P(FE). Kazemo da je familija J kona¢nog
karaktera ako za sve A C FE vrijedi sljedeca ekvivalencija: A € J ako i samo ako
svaki konac¢ni podskup od A je element od J. Za proizvoljni skup E oznac¢imo

FE)={ACPE): Vr,yc A)(zny=0 ili z=y)}.

Dokazite da je za svaki skup F familija F(E) kona¢nog karaktera.
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Zadatak 219. Teichmiiller-Tukeyeva lema glasi: Ako je J C P(F) neprazna
familija konacnog karaktera tada familija J sadrzi barem jedan maksimalni element.

Dokazite da Hausdorffov princip maksimalnosti povlac¢i Teichmiiller—Tukeyevu lemu.
Zadatak 220. Dokazite da Teichmiiller-Tukeyeva lema povla¢i Zornovu lemu.

Zadatak 221. Za podskup A parcijalno uredenog skupa (5, <) kazemo da je konfi-
nalan ako vrijedi (Vx € S)(3a € A)(z < a). Dokazite da svaki linearno ureden skup
sadrzi konfinalan dobro ureden podskup.

Zadatak 222. Neka je A neki neprazan skup, te R proizvoljna binarna relacija na
A. Dokazite da postoji minimalna relacija ekvivalencije na skupu A koja proSiruje
relaciju R.

Zadatak 223. Neka je A proizvoljni skup. Definiramo § = {X C P(A) : elementi
skupa X su medusobno disjunktni }. Dokazite da familija § sadrzi maksimalni element
obzirom na relaciju inkluzije.

Zadatak 224. Dokazite da postoji maksimalna familija F podskupova danog skupa
S u kojoj su elementi u parovima disjunktni, a unija svaka dva elementa je u istoj
familiji (tj. vrijedi (Va,b€ F) (anb=0 i aUbeF) ).

Zadatak 225. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup koji nije linearno ureden. Do-
kazite da postoje barem dva maksimalna lanca u A.

Zadatak 226. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup. Za S C A kazemo da je
potpuno neureden ako za sve x,y € S, x # y, vrijedi da nisu usporedivi, tj. ne vrijedi
xr < y,aniy <z Dokazite da za svaki parcijalno ureden skup postoji maksimalan
(u smislu relacije inkluzije) potpuno neureden podskup.

Zadatak 227. Neka je (A, <) neprazan linearno ureden skup. Za B C A kazemo
da je u sebi gust ako za sve x,y € B takve da je x < y, postoji z € B takav da
je x < z < y. Dokazite da u svakom linearno uredenom skupu postoji bar jedan
maksimalan u sebi gust podskup.

Zadatak 228. Neka je R binarna relacija na nekom skupu X. Dokazite da postoji
maksimalna antisimetri¢na relacija na X koja je disjunktna s R.

Zadatak 229. Neka je A neki neprazan skup, te F; C P(A) 1 F, C P(A) dvije
particije skupa A. Ako za svaki y € F, postoji x € F; tako da vrijedi y C x, te vrijedi
Fy # F,, tada kazemo da je particija Fy finija od particije Fi, i pisSemo F; < Fb.
Lako je vidjeti da je relacija < jedna relacija parcijalnog uredaja (vidi i zadatak
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141). Dokazite da za svaki neprazan skup postoji minimalna i maksimalna particija
u odnosu na relaciju < .

Zadatak 230. Dokazite da za svaki neprazan skup A postoji maksimalna particija
skupa koja ne sadrzi zadani neprazni pravi podskup X C A (uredaj medu particijama
je definiran u prethodnom zadatku).

Zadatak 231. Dokazite da za svaki beskonacan skup A postoji particija {4; : i € I'}
takva da je A; ~ N, zasvet € [.

Zadatak 232. Neka je R C A x B neka relacija, koja ima svojstvo da joj je domena
jednaka skupu A (tj. za svaki a € A postoji b € B tako da vrijedi (a,b) € R ).
Dokazite da postoji funkcija f : A — B takva da je f C R.

Zadatak 233. Dokazite da je funkcija f : A — B surjekcija ako i samo postoji
funkcija g : B — A tako da vrijedi f o g = idp.

Zadatak 234. Dokazite da za svaku funkciju f : A — B postoji skup C, te postoji
injekcija g : A — C'i surjekcija h : C'— B tako da vrijedi f = hog.

Zadatak 235. Za proizvoljnu funkciju h : A — B skup {(z,y) : h(z) = h(y)}
nazivamo jezgra funkcije h i oznacavamo ga sa Ker h. Dokazite da je funkcija f :
A — B je surjekcija ako i samo ako za svaku funkciju g : A — C, za koju je Ker f C
Ker g, postoji funkcija h : B — C tako da vrijedi ho f = g.

Zadatak 236. Za zadanu injekciju f : [ — R, I C R, i proizvoljnu funkciju g : R —
R dokazite da postoji maksimalno prosirenje F' : S — R od f koje je injektivno i
takvo da je F'(z) = g(z) zasve z € S\ I.

Zadatak 237. Neka je G grupa i z € G razlicit od neutralnog elementa. Dokazite
da tada postoji podgrupa H od G koja ne sadrzi z, te ne postoji podgrupa K od G
tako da bi vrijedilo x ¢ K1 H C K.

Zadatak 238. Neka je G monoid i x € G koji nije neutralni element. Dokazite da
postoji maksimalni (u smislu inkluzije) podmonoid H od G takav da = ¢ H.

Zadatak 239. Neka je n > 4 proizvoljan prirodan broj, te neka je A, neki pravilni
n—terokut u ravnini. Oznac¢imo sa Rot,, grupu svih rotacija ravnine koje preslikavaju
n—terokut A, u samog sebe. Dokazite da postoji maksimalna podgrupa od Rot,, koja
ne sadrzi rotaciju za 67 /n.

Zadatak 240. Neka je V' vektorski prostor i v € V razli¢it od nulvektora. Dokazite
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da tada postoji vektorski potprostor W od V koji ne sadrzi v, te za W ne postoji
vektorski potprostor U od V tako da bi vrijedilov ¢ U i W C U.

Zadatak 241. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F. Dokazite da se svaki line-
arno nezavisan podskup S od V moze prosiriti do baze vektorskog prostora V.

Zadatak 242. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Neka je X C V neki skup
izvodnica za V. Dokazite da postoji baza vektorskog prostora V' koja je sadrzana u
X.

Zadatak 243. Neka je V vektorski prostor nad poljem F', W njegov pravi potprostor,
te f: W — V linearan operator. Dokazite da postoji proSirenje g operatora f tako
da vrijedi:

a) postoji W’ potprostor od V tako da je Dom(g) = W’

)
b) prosirenje g : W’ — V je linearni operator
c) Ker(f) = Ker(g)

)

d) funkcija g je maksimalna od svih prosirenja od f koja ima svojstva a), b) i ¢).

Zadatak 244. Neka je V # {0} vektorski prostor i f : V' — V neinjektivan linearan
operator. Dokazite da postoji maksimalan potprostor W od V sa svojstvom da je
WnN Ker(f) jednodimenzionalan potprostor od V.

Zadatak 245. Neka je V' # 0 vektorski prostor i W njegov netrivijalan potpros-
tor. Dokazite da postoji maksimalan potprostor U od V sa svojstvom da je W NU
jednodimenzionalan.

Zadatak 246. Promatrajmo skup ©C kao vektorski prostor nad poljem R (uz stan-
dardno zbrajanje funkcija i mnozenje skalarom). Dokazite da postoji maksimalni
potprostor vektorskog prostora *C koji ne sadrzi funkciju f : C — C definiranu sa
f(z) =172 + 19z + 23,

Zadatak 247. Neka je X proizvoljan skup. Za familiju skupova 2 C P(X) kazemo
da je algebra skupova na X ako vrijedi

(i) DeA
(ii) ako A e A tada X\ AecA
(iii) ako A,B € A tada AUB € 2
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Dokazite da postoji maksimalna algebra skupova na R koja ne sadrzi skup Q.

Zadatak 248. Neka je X neprazan skup. Kazemo da je neprazna familija J C P(X),
J # P(X), ideal na skupu X ako vrijedi:

(i) (VA,BeF)(AUBeT)
(i) (VA€ J)(VBC A= Be?7)

Neka je X neki skup i A neki podskup od X. Dokazite da postoji maksimalni ideal
na skupu X koji sadrzi A kao element.

Zadatak 249. Neka je X neprazan skup. Kazemo da je familija § C P(X) filtar na
skupu X ako vrijedi:

(i) §#0
(ii)) (VA,BeF)(ANBeF)
(ili) (VA€ F)(VBC X)ACB= Beg)

Kazemo da je filtar § pravi filtar ako vrijedi § # P(X). Dokazite da za svaki neprazan
skup X postoji maksimalan pravi filtar na skupu X (obzirom na relaciju inkluzije).

Zadatak 250. Neka je R prsten s jedinicom. Za potprsten I C R kazemo da je ideal
ako vrijedi I - R C I'i R-1 C I. Za ideal I kazemo da je pravi ako je I # R. Za
ideal I kazemo da je maksimalan ako ne postoji pravi ideal J tako da vrijedi I C J.
Dokazite da je svaki pravi ideal I od R sadrzan u nekom maksimalnom idealu.

Zadatak 251. Dokazite da postoji funkcija f : R — R koja ima svojstvo

fx+y) = fx)+ fy), zasve z,y €R,

a nije oblika f(x) = kx za neki k € R.
Zadatak 252.* Dokazite da za svako polje postoji algebarski zatvoreno proSirenje.

Zadatak 253. Neka je O C R neki otvoren skup. Dokazite da postoji U C O otvoren
skup tako da vrijedi:

a) ako z,y € U tadax +y e U

b) ako V' C O otvoren skup koji ima svojstvo a) tada ne vrijedi U C V (tj. U je
maskimalan otvoreni podskup skupa O koji ima svojstvo a).
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Zadatak 254. Dokazite da postoji maksimalni (u smislu inkluzije) neprazni podskup
skupa R koji je zatvoren na mnozenje, i ne sadrzi niti jedan prirodan broj.

Zadatak 255. Za neprazan podskup B od R kazemo da je balansiran ako za sve
x,y € B vrijedi (z +y)/2 € B. Dokazite da postoji maksimalan balansiran podskup
od R koji je disjunktan sa Q.

Zadatak 256. Za () # A C N kazemo da je aritmeticki poluzatvoren ako za sve z,y €
Avrijedi z +y € Aili x -y € A (moze i oboje). Dokazite da postoji maksimalni (u
smislu relacije inkluzije) aritmeticki poluzatvoreni skup koji je disjunktan sa skupom
P svih prostih brojeva.

Zadatak 257. Za skup K C R3 kazemo da je konveksan ako za svake dvije tocke
P = (21,y1,21) 1 Q = (w9, Y2, 22) iz skupa K, i svaki t € [0, 1], vrijedi

(tl‘l + (1 — t)ZEQ, tyl + (1 - t)yg, tz1 + (1 - t)ZQ) € K.

Za konveksan skup K C R3 kaZemo da je konvkesna ljuska nekog skupa S ako je
K minimalan konveksan skup koji sadrzi S. Dokazite da za svaki podskup S od R3
postoji njegova konveksna ljuska.

Zadatak 258. Neka je S proizvoljan podskup od R2. Dokazite da postoji bar jedna
konveksna skela od S, tj. maksimalni konveksni podskup od S. Navedite primjer nekog
podskupa od R? za koji konveksna skela nije jedinstvena.

Zadatak 259. Za skup A C R? kazemo da je putevima povezan ako za svake dvije
njegove tocke x i y postoji neprekidna funkcija f : [0,1] — A takva da je f(0) =z
i f(1) = 1. Neka je X C R? proizvoljan. Dokazite da postoji maksimalan putovima
povezan podskup od X.

Zadatak 260. Neka je O C R proizvoljan otvoren skup. Dokazite da postoji mini-
malan (obzirom na inkluziju) zatvoren podskup od R koji sadrzi O.

Zadatak 261. Dokazite da postoje A, B C R" tako da vrijedi A, B # (), AUB = R™,
AN B =10, te su skupovi A 1 B zatvoreni za zbrajanje.

Zadatak 262.* Dokazite Teorem Tihonova: Kartezijev produkt kompaktnih to-

poloskih prostora je kompaktan.

Sada navodimo nekoliko zadataka s grafovima. U tu svrhu ¢emo ponoviti neke poj-
move vezane uz grafove.
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e graf je uredeni par (G, R), gdje je G neprazan skup, a R C G x G. Elemente
skupa G nazivamo vrhovi, a elemente skupa R bridovi.

e za graf kazemo da je povezan ako za svaka dva vrha v # w postoji konacan niz
vrhova by, ..., b, tako da vrijedi vRbyRb; ...b,Rw. Tada konacan niz bridova
v, by,..., b,, w nazivamo put od vrha v do vrha w.

e (lklus u grafu je put koji ima isti pocetak i kraj.
e Stablo je povezan graf bez ciklusa.

e Podgraf grafa (G, R) je graf (G', R') tako da vrijedi G' CG i R|gxe = R’

Zadatak 263. Neka je (G, R) graf ¢ija je relacija R simetricna. Bojanje podskupa
S od G s dvije boje se definira kao funkcija f : S — {0,1} koja ima svojstvo da
xRy povlaci f(z) # f(y). Dokazite da u svakom nepraznom grafu postoji maksimalni
podskup za koji postoji bojanje s dvije boje.

Zadatak 264. Dokazite da u svakom povezanom grafu postoji razapinjajuce stablo

Zadatak 265. Neka je (G, R) graf ¢ija je relacija R simetricna. Klika u grafu (G, R)
je njegov podgraf s bar dva vrha, koji je potpun (tj. postoji brid izmedu svaka dva
vrha podgrafa). Dokazite da svaki graf s bar jednim bridom ima maksimalnu kliku.

Zadatak 266. Konigova lema glasi:

Neka je S stablo koje ima svojstvo da svaki a € S ima najvise konacno
mnogo neposrednih sljedbenika. Tada u S postoji beskonacni lanac.

Dokazite da Zermelov teorem o dobrom uredaju povlaci Konigovu lemu.

Rjesenja.
Rjesenje 213. Neka je f € ¢(F) proizvoljna funkcija. Primijetimo prvo da tada
) & Dom(f) (inace bi po definiciji skupa ¢(F) imali f(0) € 0).

Pretpostavimo prvo da Dom(f) # §\ {0}. Tada postoji S € (F\ 0)\ Dom(f). Posto
je S # 0, tada postoji x € S. Tada je ocito funkcija f U {(S,z)} € ¢(F). No, tada f
nije maksimalna funkcija u ¢(§) (obzirom na relaciju inkluzije).

Ako je Dom(f) =\ {0} tada je ocito funkcija f maksimalna, jer ima maksimalnu
domenu.
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Rjesenje 214. Redom ¢emo dokazati sljedec¢e implikacije:
[AC] = a) = b) = [AC].

[AC] = a) Neka je A proizvoljan neprazan skup. Definiramo familiju skupova A =
{B x {B} : B € P(A)\ {0}}. Ocito je to familija nepraznih skupova koji su u
parovima disjunktni. Iz aksioma izbora slijedi da postoji skup B tako da je za svaki
B € P(A) \ {0} presjek BN B x {B} jednoclan skup. Za svaki B € P(A) \ {0} neka
je BN B x {B} = {(b, B)}. Definiramo funkciju f : P(A) \ {0} — A sa f(B) = 0.
Lako je vidjeti da funkcija f ima trazena svojstva.

a) = b) Neka je A # 01 A= {A,:i € I} neka particija skupa A. Iz [AC]; slijedi da
postoji funkcija f : P(A) \ {0} — A takva da vrijedi f(B) € B, za sve ) # B C A.
Posto je za svaki ¢ € I skup A; € P(A) \ {0}, tada za sve i € I vrijedi f(A4;) € A;.

To znaci da za restrikciju funkcije f na A vrijedi trazeno svojstvo.

b) = [AC] Neka je A = {A; : i € I} neprazna familija nepraznih skupova koji su
u parovima disjunktni. Oznacimo A = U;c;4;. Ocito je A jedna particija skupa A.
Tada po pretpostavci postoji funkcija g : A — A takva da je g(A;) € A;, zasvei € 1.
Tada je B = {g(A;) : i € I} jedan izborni skup za familiju A.

RjesSenje 215. Za ilustraciju dokazujemo da Zornova lema povlaci navedenu tvrdnju
u zadatku. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup ¢iji svaki lanac ima donju medu.
Promotrimo dualni uredaj od <, tj. relaciju <* definiranu s

a<*b akoisamoako b < a.

Neka je L C A neprazan lanac u odnosu na uredaj <* . O¢ito je to onda i lanac u
odnosu na uredaj < . Po pretpostavci postoji a € A koji je donja meda od L u odnosu
na uredaj < . No, to je onda gornja meda od L u odnosu na uredaj <* . Po Zornovoj
lemi slijedi da za skup A postoji maksimalni element u odnosu na uredaj <* . No, to
je onda minimalni element u odnosu na uredaj < .

Rjesenje 217. Iz zadatka 214 znamo da je aksiom izbora ekvivalentan sa sljede¢om
tvrdnjom:

Za svaku particiju A = {A4; : i € I} nekog nepraznog skupa A postoji
funkcija g : A — A tako da za svaki i € I vrijedi g(A4;) € A;.

Dokazujemo da Zornova lema povlaci navedenu tvrdnju. Neka je A proizvoljan ne-
prazan skup i A = {A4; : i € I} neka particija skupa A. Neka je § = {f|f je funkcija
takva da postoji B C A tako da je f : B — A, te je za svaki B € B ispunjeno
f(B) € B}. Uzmemo li proizvoljan A; € A tada za B = {A;} i proizvoljan element
a € A; mozemo definirati funkciju f: A — A sa f(A;) = a. Tada imamo f € §, pa je
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(§, C) neprazan parcijalno ureden skup. Neka je L C § proizvoljan neprazan lanac.
Oznacimo B = U{Dom(f) : f € L} }. Ocito je B C A posto je L lanac. Oznacimo
F . B — A funkciju koja je definirana ovako: ako je B € B tada postoji funkcija
f € L takva da je B € Dom(f), tada neka je F(B) = f(B). Posto je L lanac tada
je definicija funkcije F' dobra, te za svaki B € B vrijedi F(B) € B. To znaci da je
F € §. Lako je vidjeti da je B jedna gornja meda lanca L. Iz Zornove leme slijedi da
skup § sadrzi barem jedan maksimalan element. Neka je g : B — A jedan maksimalni
element skupa §. Pretpostavimo da je A\ B # (). Neka je A; € A\ B proizvoljan.
Tada mozemo definirati prosirenje ¢’ funkcije ¢ ¢ija je domena BU {4;}, te ¢'(A;) je
proizvoljni element skupa A;. O¢ito je ¢ € §. Tada je g C ¢, pa g nije maksimalni
element od §. Iz toga slijedi da je B = A.

Rjesenje 219. Neka je E neki skup i J C P(FE) neka familija kona¢nog karaktera.

Neka je e € E proizvoljan. Ocito je {e} € J (jer familija J sadrzi svaki konacan
podskup od E.) Skup {e} je ocito jedan lanac parcijalno uredenog skupa (7, C). Iz
Hausdorffovog principa maksimalnosti slijedi da postoji maksimalni lanac L od J
koji sadrzi {e}.

Sada promatramo dva slucaja:

(i) Postoji m € L koji je najveéi element.
Tada za svaki [ € L vrijedi | C m. Ako je n € J takav da vrijedi {e} Cm C n,
tada je n € L (zbog maksimalnosti lanca L vrijedi L U {n} C L). To znaci da
je m maksimalni lanac u J koji sadrzi {e}. No, iz toga odmah slijedi da je m
jedan maksimalni element u 7.

(ii) Lanac L nema najvedi element.
Tada | J L & L (jer je | L jedna gornja meda za L), a onda zbog maksimalnosti
od L slijedi |JL ¢ J. Iz pretpostavke da je J familija kona¢nog karaktera
slijedi da postoji konacan X C J L takav da

XeJ (%)

No, iz X C L i ¢injenice da je L lanac, slijedi da postoji Y € L takav da je
X CY. PodrugojstraniizY € L i L C J slijedi Y € J. Posto je J konac¢nog
karaktera, te je X konacan podskup od Y, tada je X € 7, sto je kontradikcija
sa (). To znaci da je ovaj slucaj nemogué.

Rjesenje 220. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup c¢iji svaki lanac ima gornju
medu. Oznacimo sa £ skup svih lanaca od A. Primijetimo da za svaki L C A vrijedi:

L je lanac ako i samo ako svaki konac¢an podskup od L je lanac.
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Iz prethodnog direktno slijedi da je £ familija konac¢nog karaktera. Iz Teichmiiller-
Tukeyeve leme slijedi da postoji lanac L od A koji je maksimalni element od L. Po
pretpostavci parcijalno ureden skup zadovoljava uvjet Zornove leme, tj. za svaki lanac
od A postoji gornja meda. Neka je a € A gornja meda za L. Primijetimo da je nuzno
a € L, jer je inace L U {a} lanac koji je pravi nadskup od L, §to je u suprotnosti s
pretpostavkom da je L jedan maksimalni lanac od A. Ako bi postojao b € A takav
da je b > a, tada bi L U {b} bio lanac koji je pravi nadskup od L, $to je opet u
suprotnosti s pretpostavkom da je L jedan maksimalni lanac od A. To znaci da je a
jedna maksimalni element od A.

Rjesenje 221. Neka je (S, <) proizvoljan neprazan linearno ureden skup. Neka je
§ ={B C S : B je dobro ureden u odnosu na restrikciju relacije <}. Posto je npr.
) € § tada je § # (). Na skupu § definiramo binarnu relaciju < sa:

X <Y akoisamo ako X je pocetni komad od Y.

Ocito je (F, <) neprazan parcijalno ureden skup. Zelimo dokazati da (§, <) ispunjava
uvjet Zornove leme. U tu svrhu izaberimo proizvoljan neprazan lanac L od §. Tvrdimo
da je UL element od §. Posto je po pretpostavci S linearno ureden u odnosu na relaciju
<, te je UL C S, tada je i skup UL linearno ureden u odnosu na relaciju < .

Dokazimo da je UL dobro ureden skup. Neka je Y proizvoljan neprazan podskup od
UL. Tada ocito postoji X € L takav da je Y N X # (. Posto je X dobro ureden skup
tada njegov neprazni podskup ¥ N X ima najmanji element; oznac¢imo ga s yo.

Tvrdimo da je yo najmanji element skupa Y, tj. da za sve z € Y \ {yo} vrijedi yo < z.
Neka je z € Y \ {yo} proizvoljan. Posto je Y C UL tada postoji X’ € L takav da
je z € X'. Iz pretpostavke da je L lanac u § slijedi da vrijedi jedno od: X < X' ili
X=Xii X' < X.

Pretpostavimo prvo da je X’ < X. Ako bi vrijedilo z < 1 tada iz 2,y € Y N X slijedi
da je z manji od najmanjeg elementa iz Y N X, $to je nemogucée. To znaci da u ovom
sluéaju mora vrijediti yo < z.

Ako je X = X' tada iz z € Y N X, te ¢injenice da je yo najmanji element od Y N X,
slijedi da je yo manji od z.

Ako je X < X’ tada je po definiciji X poc¢etni komad od X', pa je nuzno yg < z.

Iz Zornove leme slijedi da parcijalno ureden skup (§, <) sadrzi barem jedan maksi-
malni element. Neka je A neki maksimalni element od §. Dokazimo da je A kofinalan
podskup od S. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji z € S tako da za svaki a € S
vrijedi a < x (skup S je po pretpostavci linearno ureden!). No, tada je AU{z} dobro
ureden skup, i pravi je nadskup skupa A, sto je kontradikcija s ¢injenicom da je A
maksimalni element.

Rjesenje 222. Neka je § = {R' C A x A : R’ je relacija ekvivalencije, te R C R'}.
Posto je A x A relacija ekvivalencije tada je A x A € §. To znaci da je (f, C) neprazan
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parcijalno ureden skup. Neka je L C § neki neprazan lanac. Lako je provjeriti da
je NL relacija ekvivalencije koja prosiruje relaciju R. To znaci da je NL jedna donja
meda lanca L. Iz Zornove leme slijedi da § sadrzi barem jedan minimalni element.

Rjesenje 223. Skup §, C) je parcijalno ureden. Neka je L C § neki neprazan lanac.
Ako z,y € UL tada postoje X,Y € L tako da je x € X iy € Y. Posto je L lanac
tada bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da vrijedi X C Y. Tada imamo
z,y €Y. Posto LCFiY € Ltaday € F, pajexnNy=0. Dakle, UL € F. Ocito je
UL jedna gornja meda za lanac L. Iz Zornove leme slijedi da parcijalno ureden skup
(§, C) sadrzi barem jedan maksimalni element.

Rjesenje 225. Posto A nije linearno ureden tada postoje a i b u skupu A koji nisu
usporedivi. Neka je L, skup svih lanaca u A koji sadrze a, te neka je L, skup svih
lanaca u A koji sadrze b. O¢ito su skupovi (L,, C) i (Lp, C) neprani parcijalno uredeni
skupovi. Neka su Ly C L, i Lo C L; proizvoljni neprazni lanci. O¢ito je ULy € L,
gornja meda lanca Ly, te ULy € L; gornja meda lanca Ls. Primjenom Zornove leme
slijedi da parcijalno uredeni skupovi (L,, C) i (L, C) sadrze maksimalne elemente L',
odnosno L”. Oc¢ito vrijedi a € L', te b ¢ L'. Zatim, a ¢ L” i b € L” (jer elementi a i b
nisu usporedivi). Iz toga slijedi da su L' i L” dva razli¢ita maksimalna lanca u skupu

A.

Rjesenje 226. Neka je (A, <) proizvoljan neprazan parcijalno ureden skup. Oznacimo:
§=1{S C A :skup S je potpuno neureden}. Primijetimo prvo da je § # 0, jer §
npr. sadrzi sve jednoc¢lane podskupove skupa A. Neka je L C § proizvoljan neprazan
lanac. Lako je provjeriti da je UL jedna gornja meda skupa L. Iz Zornove leme slijedi
da parcijalno ureden skup (§, C) sadrzi barem jedan maksimalan element.

Rjesenje 227. Neka je (A, <) proizvoljan linearno ureden skup. Ozna¢imo § =
{B C A: B je usebi gust}. Posto je () € F tada je (F, C) neprazan parcijalno ureden
skup. Neka je L C § neki neprazan lanac. Dokazimo da je skup UL u sebi gust. Neka
su z,y € UL takvi da je x < y. Tada postoje X, Y € Ltakvidajex € X iy e Y.
Posto je L lanac tada bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je X CY.
Tada imamo x,y € Y. No, posto je Y u sebi gust, tada postoji z € Y takav da je
xr < z <y. Posto je Y € L tada je z € UL. Time smo dokazali da je UL € §. Ocito
je UL jedna gornja meda lanca L. Iz Zornove leme slijedi da § sadrzi barem jedan
maksimalni element.

Rjesenje 228. Neka je § = {S : S je antisimetri¢na relacija na skupu X, RNS = (0}.
Posto je ) € § tada je (F, C) neprazan parcijalno ureden skup. Neka je L C § neki
neprazan lanac. Dokazimo prvo da je UL antisimetri¢na relacija na skupu X. Neka
je (z,y) € UL. Tada postoji Y € L takav da je (x,y) € Y. Posto je Y € L C §,
tada je Y antisimetri¢na relacija. To znaéi da iz (x,y) € Y slijedi z = y. O¢ito je
UL N R = (. To znaci da je UL jedna gornja meda lanca L. Iz Zornove leme slijedi
da parcijalno ureden skup § ima barem jedan maksimalni element. Neka je S jedan
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maksimalni element od §. Iz definicije skupa § slijedi da je S antisimetri¢na relacija,
te da je RN .S = 0.

Rjesenje 229. Lako je provjeriti da je za svaki neprazan skup A familija svih jednoclanih
podskupova najveca, tj. najfinija particija, a { A} najmanja particija.

Rjesenje 230. Ako skup X nije jednoclan tada je familija svih jednoclanih pod-
skupova skupa A maksimalna particija koja ne sadrzi X. Ako je X jednoclan, tada
prvo odaberemo neki y € A\ X. Tada je lako provjeriti da je {X U{y}} U{{z}z €
A\ (X U{y})} jedna maksimalna particija koja ne sadrzi skup X.

Rjesenje 231. Neka je

§={(B,B) : BC A, B je particija od B ¢iji je svaki ¢lan prebrojiv}

Iz aksioma izbora slijedi da svaki beskonac¢an skup sadrzi prebrojiv podskup. Tada
postoji B C A koji je prebrojiv. Tada ocito (B,{B}) € §, pa imamo § # 0. Na
skupu § definiramo binarnu relaciju < ovako:

(B,B) < (B',B') ako i samo ako BCB i (VYye®)(3zeB)(yCua).

Lako je provjeriti da je (§, <) parcijalno ureden skup. Neka je £ C § proizvoljni
neprazni lanac, pri ¢emu £ = {(L;,£;) : j € J}, gdje je J neki skup indeksa.

Definiramo G = |J L;. Zatim, neka je
jeJ

G = {ﬂ Aj A el i ﬂ A; je prebrojiv}.

jeJ jeJ

Ocito je G C A. Dokazimo da je & jedna particija skupa G. Po definiciji familije &
imamo da je svaki ¢lan familije neprazan (jer je prebrojiv). Neka su (| A;, (B; € &
razliciti. Tada postoji ¢ € J tako da je A; # B;. No, vrijedi i A; N B; =), jer su A; 1
B; elementi particije £;, pa su dijsunktni. Iz toga odmah slijedi ([ A4;) N (N B;) = 0.
Preostalo je dokazati da je U® = G. Ocito vrijedi UG C G. Neka je x € G proizvoljan.
Treba dokazati da za svaki j € J postoji skup A; € £; tako da vrijedi z € A;, te je
skup NA; prebrojiv. Posto je po definiciji G = UL; tada postoji ¢ € J takav da je
x € L;. Posto je £; particija skupa L; tada postoji A; € £; takav da je x € A;.

Neka je (L;, £;) € £ proizvoljan. Posto je £ lanac tada vrijedi
(Lj, &) = (L, &) il (L, &) 2 (Ly, &)

Ako je (Lj, £;) =< (L;, £;) tada po definiciji relacije < posebno za skup A; € £; postoji
A; € £; tako da vrijedi A; C A;.
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Ako je (L;, L) < (L;,£;) tada zbog L; C L; i © € L; slijedi x € L;. Posto je
£; particija tada postoji A; € £; takav da je z € A;. Iz definicije relacije < i
(Li, £;) < (L;, £/) tada slijedi da je nuzno A; C A;.

Za ovako izabrane j € J ocito vrijedi x € NA;. Lako je vidjeti da je skup NA;
prebrojiv.

Ocito za sve (L;, £;) € £ vrijedi (L;, £;) < (G, ®). Time smo dokazali da za pro-
izvoljni lanac od § postoji gornja meda. Sada iz Zornove leme slijedi da parcijalno
ureden skup (§, <) sadrzi maksimalni element. Lako je vidjeti da je svaki maksimalni
element parcijalno uredenog skupa (§, <) jedna trazena particija skupa A.

RjesSenje 232. Za svaki a € A ozna¢imo B, = {b: aRb}. Neka je A = {B, :a € A}.
Ocito je A familija nepraznih skupova (koji nisu nuzno u parovima disjunktni). Iz
aksioma izbora (to¢nije iz zadatka 214) slijedi da postoji funkcija f : A — B takva
da za svaki a € A vrijedi f(a) € B,. Tada je ocito f C R.

Rjesenje 233. Neka je f : A — B surjekcija. To znaci da je za svaki y € B skup
I 'y} # 0. Tada je {f~'[{y}] : vy € B} jedna particija skupa A. Iz aksioma izbora
(tocnije iz zadatka 214 b). slijedi da postoji funkcija g : B — Uyepf '[{y}] (= A),
tako da za svaki y € B vrijedi g(y) € f~'[{y}]. Lako je provjeriti da je f o g = idp.
Obratna tvrdnja direktno slijedi.

RjeSenje 237. Neka je s e oznacen neutralni element grupe G. Oznacimo s A skup

{A : A je podgrupa od G i vrijedi e ¢ A}.

Posto je {e} € Atada A # (). Ocito je (A, C) parcijalno ureden skup. Neka je L lanac
u A. Definirajmo Ay = UgerA. Ocito x € Ay. Pokazimo da je Ay podgrupa od G.
Neka su a,b € Ag proizvoljni. Tada postoje Ay, Ay € L takvidajea € Ay 1 b€ As.
No, L je lanac, pa vrijedi A; C Ay ili Ay C A;. Bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da vrijedi A; C Ay. Tada vrijedi a,b € A,. No, onda je ab™! € A, a
tada i ab™! € Ay. Time je pokazano da za svaki lanac L u A postoji gornja meda.
Iz Zornove leme slijedi da u parcijalno uredenom skupu (A, C) postoji maksimalni
element.

Rjesenje 239. Neka je § = {S : S je podgrupa grupe Rot, koja ne sadrzi rotaciju
za 6m/n}. Ako je s e oznacen neutralni element grupe Rot, (to je identiteta na A,)
tada ocito {e} € §. To znaci da je (§, C) neprazan parcijalno ureden skup. Neka je
L C § proizvoljan neprazan lanac.

Dokazimo prvo da je UL grupa, tj. podgrupa od Rot,. Neka su z,y € UL proizvoljni.
Tada postoje X, Y € L takodajex € X iy € Y. Posto je L lanac tada bez smanjenja
opc¢enitosti mozemo uzeti da je X C Y. Tada imamo z,y € Y. No, posto je Y grupa
tadajex-y ' €Y,aondajeixz-y ! eUL.
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Ocito grupa UL ne sadrzi rotaciju za 67 /n. Iz svega do sada dokazano slijedi da je UL
jedna gornja meda za lanac L u parcijalno uredenom skupu (§, C). Iz Zornove leme
slijedi da parcijalno ureden skup (§, C) sadrzi barem jedan maksimalan element.

Rjesenje 240. Neka je § = {W : W je potprostor od V tako da v ¢ W}. Ozna¢imo
s 0 nulvektor prostora V. Posto je {0} € § tada § # (. Neka je L neki neprazan lanac
u parcijalno uredenom skupu (§, C). Dokazimo prvo da je UL vektorski potprostor
od V. Neka su z,y € UL, te a i § iz pripadnog polja. Tada postoje X,Y € L tako
da vrijedi x € X iy € Y. Posto je L lanac tada bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da je X C Y. Tada imamo x,y € Y, a posto je Y vektorski potprostor
tadajea-x+ -y €Y. Sadaiz Y € Lslijedi a-x+ -y € UL. Ocito v &€ UL. Time
imamo UL € §. Lako je vidjeti da je UL jedna gornja meda lanca L. Iz Zornove leme
slijedi da postoji maksimalan element W u parcijalno uredenom skupu (g, C).

Rjesenje 241. Neka je § = {5 : S’ je linearno nezavisan, S C S’}. Posto je S €
§ tada je (§,C) neprazan linearno ureden skup. Neka je L C § neki neprazan
lanac. Ocito je S C UL. Dokazimo sada da je UL linearno nezavisan skup. Neka je
{v1,...,v,} proizvoljan konac¢an podskup od UL. Tada postoje B;,, ..., B;, € L takvi
da je v; € By,. Posto je L lanac u § tada postoji ig € {iy,...,i,} tako da za svaki
j € {l,...,n} vrijedi B;, C B;,. Tada imamo vy, ...,v, € B;,. Posto B € §, tada
je B linearno nezavisan, pa je i skup {v1,...,v,} linearno nezavisan. To znaci da je
UL jedna gornja meda skupa L. Iz ornove leme slijedi da paricjalno uredeni skup §
sadrzi barem jedan maksimalni element.

Rjesenje 242. Neka je § = {B C X : B je linearno nezavisan }. Ocito je (§,C)
neprazan parcijalno ureden skup. Neka je L neki neprazan lanac od §. Sasvim na
isti nacin kao u rjeSenju prethodnog zadatka dokazali bi da je skup UL linearno
nezavisan. To znac¢i da je UL jedna gornja meda za lanac L. Primjenom Zornove
leme slijedi da skup A sadrzi barem jedan maksimalni element C. Lako je vidjeti da
je C baza vektorskog prostora V.

Rjesenje 243. Oznacimo § = {h : postoji potprostor W’ od V tako da je h : W' —
V linearan operator za koji vrijedi f C hi Ker(f) = Ker(h)}. Posto je f € § tada je
§ # 0. Ocito je (F, C) parcijalno ureden skup. Neka je L ={g;: W; > V]ie I} CF
proizvoljan neprazan lanac. Oznac¢imo s h funkciju U;c;g;, tj. funkciju ¢ija je domena
UierWi, a kodomena V| te koja je za € W; definirana sa h(x) = g;(z). Primijetite
da je definicija funkcije h dobra, jer je L lanac.

Dokazimo prvo da je U;c;W; potprostor od V. Neka su z,y € U;e/W;, te o, 5 € F
proizvoljni. Tada postoje i,7 € I tako da vrijedi z € W;, te y € W;. Posto je po
pretpostavci L lanac tada vrijedi W; C W; ili W; C W;. Radi odredenosti neka je
W; € W;. Tada imamo z,y € W;. Posto je po pretpostavci W; potprostor tada vrijedi
ax + By € W, aondaiax + By € Uit W;.
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Dokazimo sada da je funkcija h linearni operator. Neka su z,y € U;e;W;, te a, 5 € F
proizvoljni. Tada postoje 4,7 € I tako da vrijedi z € W;, te y € W;. Posto je po
pretpostavci L lanac tada vrijedi W; € W; ili W; C W;. Radi odredenosti neka je
W; € W;. Tada imamo z,y € W;. No, funkcija g; : W; — V je po pretpostavci
linearni operator. Tada imamo:

har + By) = gjlaxr + By) = ag;(x) + By;(y) = ah(z)+ Bh(y)

Ocito je h prosirenje funkcije f, te je Ker(h) = Ker(f). Time imamo da je h jedna
gornja meda skupa §.

Primjenom Zornove leme slijedi da za parcijalno ureden skup (§, C) postoji barem
jedan maksimalni element.

Rjesenje 244. Oznac¢imo § = {W : W je potprostor od V takav da je W N Ker(f)
jednodimenzionalan potprostor od V'}. Posto je po pretpostavci zadatka linerani ope-
rator f neinjektivan tada je Ker(F') netrivijalan potprostor od V. Za proizvoljan
v € Ker(F), koji nije nulvektor, potprostor razapet s v pripada §. To znaci da je
(§, C) neprazan parcijalno ureden skup. Neka je L C § proizvoljan neprazan lanac.
Lako je provjeriti da je UL vektorski potprostor od V' (na isti na¢in kao u rjesenju
prethodnog zadatka). Iz toga slijedi da svaki neprazni lanac u § ima gornju medu.
Iz Zornove leme slijedi da da § sadrzi barem jedan maksimalni element.

Rjesenje 245. Neka je § = {U : U je potprostor od V, dim(U N W) = 1.} Posto
po pretpostavci zadatka potprostor W netrivijalni, tada postoji x € W koji nije
nulvektor. Ocito je potprostor od V generiran s x jedan element od §. Dakle, (§, C)
je neprazan parcijalno ureden skup. Neka je L C § neki neprazan lanac. Dokazimo
prvo da je UL vektorski potprostor od V. Neka su z,y € UL, te a i 8 proizvoljni skalari.
Tada postoje X,Y € L takvida jex € X iy € Y. Posto je L lanac tada mozemo
pretpostaviti da vrijedi X C Y. Tada imamo z,y € Y. Posto je Y potprostor tada
ax+ Py € Y, aonda i axr+ By € UL. Kako bi mogli zakljuciti da je UL € § moramo
jos provjeriti da je dim(W N (UL)) = 1. Posto za svaki X € L vrijedi dim(WNX) =1
tada je ocito dim(W N (UL)) > 1. Kako bi dokazali da vrijedi i obratna nejednakost,
dokazimo da su svaka dva vektora x,y € W N (UL) linearno zavisna. Analogno kao
prije zajkljucili bi da postoji Y € L takav da je z,y € Y. Posto je Y € § tada je
dim(W NY)=1. Sada iz xz,y € W NY slijedi da su vektori x i y linearno zavisni.
Primjenom Zornove leme slijedi da parcijalno ureden skup (g, C) sadrzi barem jedan
maksimalni element.

Rjesenje 246. Neka je § = {W : W je potprostor od “C takav da f & W}. Neka
je g : C — C funkicja definirana s g(x) = 0. Posto je {g} vektorski potprostor od
CC, te f € {g}, tada § # 0. Neka je L neprazan lanac u parcijalno uredenom skupu
(F,C). Lako je vidjeti da je UL vektorski potprostor od “C koji ne sadrzi funkciju
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f. To znaci da je UL € §. Zatim, ocito je UL gornja meda lanca L. Iz Zornove leme
slijedi da postoji barem jedan maksimalni element od §.

Rjesenje 247. Neka je § = {2 C P(R) je algebra skupova, Q ¢ }. Lako je pro-
vjeriti da je {0, R} algebra skupova nad R koja ne sadrzi Q. To znaci da je (§F, C)
neprazan parcijalno ureden skup. Neka je L C § neki neprazan lanac. Provjerimo
prvo da je UL algebra skupova nad skupom R. Posto je ) € X, za svaki Y € L, tada
je ocito () € UL. Neka je A € UL proizvoljan. Tada postoji algebra skupova Y € L
takva da je A € Y. Tada je R\ A €Y, aondajei R\ A€ UL. Neka su A, B € UL
proizvoljni. Tada postoje Y, Z € L takvidaje A €Y i B € Z. Posto je L lanac tada
bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da vrijedi ¥ C Z. Tada A, B € Z.
No, Z je algebra skupova, paje AUB € Z, aondai AUB € UL. Ocito Q ¢ UL.
Time smo dokazali da je UL jedna gornja meda lanca L. Iz Zornove leme slijedi da
parcijalno ureden skup sadrzi barem jedan maksimalni element.

Rjesenje 248. Neka je § = {J : J je ideal na X, A € J}. Primijetimo prvo da je
P(A) ideal na skupu X koji sadrzi A, pa je (§F, C) neprazan parcijalno ureden skup.
Neka je L C § neki neprazan lanac. Dokazimo prvo da je UL ideal na skupu X. Neka
su z,y € UL proizvoljni. Tada postoje X,Y € L takvi da je x € X iy € Y. Posto
je L lanac tada bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je X C Y. Tada
x,y €Y, aposto je X ideal tada x Uy € Y, paondaixUy € UL. Na slican nacin bi
dokazali da je skup UL zatvoren za podskupove. Ocito je A € UL. Iz svega dokazanog
slijedi UL € §, pa je UL jedna gornja meda za lanac L u parcijalno uredenom skupu
(&, C). Iz Zornove leme slijedi da parcijalno ureden skup (§, C) sadrzi barem jedan
maksimalni element.

Rjesenje 251. Promatramo R kao vektorski prostor nad poljem Q. Neka je B neka
baza za R. (Takva baza B postoji zbog prethodnog zadatka. Navedite jedan skup
izvodnica za R nad poljem Q). Neka je & € B proizvoljan. Definiramo funkciju
f: R — R tako da je f(z) jednako koordinati koja pise uz « prilikom prikaza realnog
broja x pomocu elemenata baze B. O¢ito je funkcija f linearni operator, pa posebno
vrijedi f(x+y) = f(x)+ f(y). Funkcija f nije nulfunkcija, jer je npr. f(«) = 1. Posto
je Rng(f) C Q tada je za svaki k € R funkcija f razlicita od funkcije x — kz.

Rjesenje 253. Neka je A skup svih otvorenih podskupova skupa O koji imaju svoj-
stvo a). Ocito je (A, C) parcijalno ureden skup. Neka je L proizvoljan neprazan lanac
u A. Pokazimo da je UL gornja meda za L. Skup UL je otvoren, jer je unija otvorenih
skupova. Zatim, oc¢ito vrijedi UL C O. Preostalo je joS samo provjeriti da je skup
UL ima svojstvo a), tj. da vrijedi UL € A. Neka x,y € UL proizvoljni. Tada postoje
Ly, Ly € L takvi da je x € L1 iy € Ly. Posto je L lanac tada mozemo uzeti da
vrijedi L; C Lo. Tada imamo z,y € Ly. Posto je Ly, € A tada z +y € Ls, a onda
imamo i z + y € UL. Primjenom Zornove leme slijedi da skup A sadrzi barem jedan
maksimalni element.

Rjesenje 254. Zadatak se moze standardno rijesiti primjenom Zornove leme. No,
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nije tesko vidjeti da skup (—1,1) \ {0} ima trazena svojstva.

Rjesenje 256. Neka je § = {A C N aritmeticki poluzatvoren, te ANP = @}. Posto
je npr. {0} € § tada je (§, C) neprazan parcijalno ureden skup. Neka je L C §F
proizvoljan neprazan lanac.

Dokazimo prvo da je UL aritmeticki poluzatvoren skup. Neka su z,y € UL proizvoljni.
Tada postoje X,Y € L tako da je z € X iy € Y. Posto je L lanac tada bez
smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je X C Y. Tada su z,y € Y. Posto je
po pretpostavci skup Y aritmeticki poluzatvoren tada je x +y € Y ili x -y € Y. No,
onda je ocito z +y € UL ili z -y € UL.

Dokazimo sada da vrijedi UL NP = (). Pretpostavimo suprotno. Neka je x € UL NP
proizvoljan. Tada postoji X € L takav da je x € X. Time imamo z € X N P. No, to
je nemoguce zbog X € L C §, i definicije skupa §.

Iz svega sada dokazanog slijedi da je UL jedna gornja meda lanca L u parcijalno
uredenom skupu (§, C). Iz Zornove leme slijedi da postoji maksimalni element u
parcijalno uredenom skupu (§, C).

Rjesenje 257. Neka je § = {K je konveksan skup koji sadrzi skup S}. Posto R? € §
tada je § # 0. Ocito je (§, C) parcijalno ureden. Neka je L C § neki neprazan lanac.
Lako je provjeriti da je NL jedna donja meda lanca L. Iz Zornove leme (to¢nije iz
zadatka 215) slijedi da za § postoji minimalni element. O¢ito je svaki minimalni
element od § jedna konveksna ljuska skupa S.

Rjesenje 258. Neka je S = {(0,0), (1,1). Svaki jednoaclani podskup od S je ocito
konveksna skela od S.

Rjesenje 259. Neka je § = {A C X : A je putevima povezan}. Posto je ocito ) € F
tada je (§, C) neprazan parcijalno ureden skup. Neka je L C § proizvoljan neprazan
lanac.

Dokazimo prvo da je UL putevima povezan skup. Neka su a,b € UL proizvoljni.
Tada postoje A, B € L takvi da je a € Aib € B. Posto je L lanac obzirom na
relaciju inkluzije, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je A C B. Tada
je a,b € B. No, posto je skup B putevima povezan tada postoji neprekidna funkcija
f 10,1 — B takva da je f(0) = a i f(1) = b. Ocito je funkcija g : [0,1] — UL
definirana sa g(x) = f(x) neprekidna, te vrijedi g(0) = a i g(1) = b. To upravo znaci
da je skup UL povezan putevima.

Posto je ocito UL C X tada imamo da je UL € § jedna gornja meda lanca L. Iz
Zornove leme slijedi da postoji maksimalni element u parcijalno uredenom skupu

(3,9).
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Rjesenje 260. Neka je § = {Z C R : Z je zatvoren i O C Z}. Posto je R € § tada
je (§, C) neprazan parcijalno ureden skup. Neka je L C § proizvoljan neprazan lanac.
Znamo da je opcenito proizvoljan presjek zatvorenih skupova takoder zatvoren skup.
Iz toga posebno slijedi da je NZ zatvoren skup. Oc¢ito vrijedi O C NZ. Time imamo
NZ € §. Ocito je NZ jedna donja meda lanca L. Iz zadatka 215 slijedi da parcijalno
ureden skup § sadrzi barem jedan minimalni element.

Rjesenje 261. Nekaje§ = {(C,D): C,D CR", C,D # (), CND = (), oba skupa C
i D su zatvorena za zbrajanje, te su zatvorena za mnozenje s pozitivnim racionalnim
brojevima }. Uzmemo li C = QN R* i D = Qv2NR*, tada je lako provjeriti da je
(C,D) € §. Na skupu § definiramo relaciju < ovako:

(C,D) < (C",D") ako isamo ako C Cc C" i DcC D'

Lako je provjeriti da je (§, <) parcijalno ureden skup koji zadovoljava uvjete Zornove
leme. Neka je (A, B) € § maksimalni element. Pretpostavimo da AU B C R*. Neka
je a € RT\ (AU B). Zbog maksimalnosti para (A, B) slijedi da postoji pozitivan
g € Qix e Atako da je ga + x € B. Analogno, postoji ¢ € Q iy € B tako da
je ¢a +y € A. Tada zbog zatvorenosti skupova A i B na mnozenje s pozitivnim
racionalnim brojevima slijedi ¢¢'a + ¢’z € B i qq¢'a+ qy € A. No, tada je o¢ito zbog
zatvorenosti skupova A i B na zbrajanje ispunjeno qq'a + ¢'x + qy € AN B. Posto je
(A, B) € § tada je posebno AN B = (), pa je dobivena kontradikcija.

Rjesenje 263. Primijenimo Zornovu lemu na familiju svih podskupova od A za koje
postoji bojanje s dvije boje. Pri dokazu da je uniju lanca takvih skupova takoder
moguce obojati s dvije boje potrebno je pripaziti: to da mozemo pretpostaviti da
su dva elementa unije u istom clanu lanca pa se mogu razli¢ito obojati pripadnom
funkcijom, ne znaci da se tocno ta funkcija moze prosiriti na ¢itavu uniju.

Rjesenje 264. Nekaje (G, R) povezani graf. Nekaje § = {(S, R') : (S, R') je podgraf
od (G, R) koji je stablo}. Posto je svaki jednoclani podgraf ocito stablo tada je § # 0.
Ocito je (§, C) parcijalno ureden skup. Neka je L C § proizvoljan lanac. O¢ito je UL
podgraf od (G, R). Dokazimo da je UL stablo, tj. povezan graf bez ciklusa. Neka su
v,w € UL takvi da je v # w. Tada postoje G1,Gs € L takvi da je v € Gy i w € Gj.
Posto je L lanac tada mora vrijediti G; C G, ili Gy C G;. Bez smanjenja opcenitosti
mozemo uzeti da vrijedi G; C G4. Tada imamo v, w € (5. Sada, posto je Gy € § tada
je Go stablo. To znaci da u G5 postoji konacan put od v do w. Ocito je to konacan
put i u UL. Time smo dokazali da je UL povezan graf. Na slican nacin bi dokazali
da graf UL ne sadrzi cikluse. To znaci da je UL jedna gornja meda lanca L u §.
Iz Zornove leme slijedi da parcijalno ureden skup § sadrzi barem jedan maksimalni
element. Oznac¢imo jedan maksimalni element sa Sy. Zatim, oznacimo sa R’ pripadnu
relaciju medu vrhovima iz Sy.

Preostalo je dokazati da je Sy razapinjajuce stablo za povezan graf (G, R), tj. da
vrijedi G = Sy. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji vth w € G\ Sp. Neka je
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v € Sy proizvoljan vrh. Posto je po pretpostavci graf G povezan tada postoje vrhovi
Vo, - - -, Uy, tako da vrijedi v =vg Rv; R ... R v, =w. Neka je k = min{i : v; € Sp}.
Promotrimo sljedeéi graf: (Sy U {vx}, R U {{vk_1,vc}}). To je ocito podgraf od
(G, R) koji je pravi nadgraf od (Sp, R'). Zatim, lako je vidjeti da je to povezan graf
bez ciklusa, tj. stablo. Time smo dobili kondradikciju s pretpostavkom da je (Sy, R)
maksimalno stablo u (G, R).

Rjesenje 266. Neka je (S5, <) stablo. Po Zermelovom teoremu postoji binarna re-
lacija < tako da je (S,<) dobro ureden skup. Za a € S oznac¢imo ¢ = {b €
S : b > a}. Sada definiramo niz (a,) u S. Neka je a; minimalan element skupa
{a € S : d je beskonacan.} Ako je a,, definiran neka je a,;; najmanji a € S (u od-
nosu na uredaj <) tako da je a neposredni sljedbenik od a,, (u odnosu na uredaj <) i
skup o je beskonacan. Lako je vidjeti da je {a, : n € N} beskonacan lanac (u odnosu
na uredaj <).



Dodatak A

Kardinalni brojevi

Kardinalni broj A je ordinalni broj koji ima svojstvo da niti za jedan ordinalni broj
a < A ne postoji bijekcija izmedu A 1 a.

Kardinalni broj proizvoljnog skupa A definiramo kao najmanji ordinalni broj A za
koji vrijedi A ~ A. Kardinalni broj skupa A oznacavamo sa k(A).

Neka su A i p kardinalni brojevi. Tada definiramo:

a) A+ pu=k(Ax{0}upx{1})
b) A p=k(Axp)
o) M=k({f[f:p—A})

Definiramo sumu i produkt familije kardinalnih brojeva (k; : i € I) na sljedeci nacin:

Sk ::k(U{m X {i}|z’e]}> ,

Hﬁi ::k:({f [ fo = Jlmi i€ Iy A (Vi € D(f(0) emi)}) .

Vazno je spomenuti da operacije zbrajanja, mnozenja i potenciranja za ordinalne i
kardinalne brojeve isto oznacavamo. No, to nisu iste operacije. Npr. ako w i 1
zbrajamo kao ordinalne brojeve tada je to w + 1 (Sto je razlicito od w). No, ako w i
1 zbrajamo kao kardinalne brojeve tada je to w (jer je w x {0} U1 x {1} ~ w).

Neka su A, p i v kardinalni brojevi. Tada vrijedi:
a) A+ (p+v)=AN+p +v
b) A\tpu=p+A
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Za svaki kardinalni broj A postoji kardinalni broj koji je neposredni sljedbenik od .
Neposredni sljedbenik od \ oznacavamo sa A™.

Sa N oznacavamo “funkciju” na klasi svih ordinalnih brojeva On na klasu svih be-
skonacnih kardinalnih brojeva koja je pomocu rekurzije definirana ovako:

No =W
Ng1 = R
N, =sup{Nsz: f < a}, akoje a grani¢ni ordinalni broj.

Sada Cantorovu hipotezu kontinuuma mozemo zapisati ovako: 2% = X;. Opéa
Cantorova hipoteza glasi: za svaki ordinalni broj a vrijedi

ZNa = Na+1

Primjenom aksioma izbora moze se dokazati da su zbrajanje i mnozenje kardinalnih
brojeva trivijalne operacije, tj. da vrijedi:

ako su A i p kardinalni brojevi razliciti od nule, te od kojih je barem jedan
beskonacan, tada vrijedi

A =X p=max{\ u}

Zadaci.

Zadatak 267. Neka su A, ;o i v proizvoljni kardinalni brojevi. Dokazite da vrijedi:

(1) ako A < p tada je v < v#
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(2) ako je v* < v* tada je A <

Odredite kardinalne brojeve \, u i x takve daje A <p i v > v*

Zadatak 268. Neka su A i p proizvoljni kardinalni brojevi. Dokazite da vrijedi:

i+ A=A akoisamo ako Np-p <A

Zadatak 269. Neka su A i u proizvoljni kardinalni brojevi, i n neki konac¢an kardinalni
broj. Dokazite:

a) jednakost u+n = A+ n povlaci da je u = A.

b) jednakost p-n = A-n povlaci da je u = A.
Zadatak 270. Neka je p proizvoljan beskonacan kardinalni broj. Dokazite da vrijedi
Ro + p = pu.

Zadatak 271. Neka su A i p proizvoljni kardinalni brojevi. Dokazite da vrijedi
i+ A= Xakoisamo ako A +n-pu =M\ zasven € w.

Zadatak 272. Neka su A i p kardinalni brojevi takvi da vrijedi p* = Ry. Dokazite
da je tada nuzno y =Ny 1 A € w.

Zadatak 273. Dokazite da za sve beskonacne kardinalne brojeve p vrijedi 2# = p#.

Zadatak 274. Neka su A i p proizvoljni kardinalni brojevi. Dokazite da vrijedi
i+ A= X\ akoisamo ako A\ + Ny - pu= A\

Zadatak 275. Neka su A\ i p kardinalni brojevi za koje vrijedi 1 <y < A 1 A > N,.
Dokazite da je tada p* = A\ .

Zadatak 276. Dokazite da za svaki kardinalni broj p takav da je 2* > W; vrijedi
21 > R0,

Zadatak 277. Dokazite da za sve kardinalne brojeve A, p i v vrijedi

pw <X akoisamo ako p-v<A-v
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Zadatak 278. Dokazite da za sve konac¢ne kardinalne brojeve n, n > 2, vrijedi
2¢ = (n!)“.

Zadatak 279. Neka su {x; : i € I} i {)\; : ¢ € I} familije kardinalnih brojeva tako
da za sve 1 € I vrijedi k; < A;. Dokazite da tada vrijedi

Z K < H )‘z
i€l i€l

Navedena nejednakost se naziva Konigova nejednakost.

Zadatak 280. Neka su A i p proizvoljni kardinalni brojevi takvida A > 1 i u > 1.
Zatim, neka je v beskonaci kardinalni broj za kojeg vrijedi p, A < v. Dokazite da je
tada p” = \".

Zadatak 281. Dokazite: ako o < 3 tada No? = 28

Zadatak 282. Bez primjene aksioma izbora dokazite da pretpostavka Ng 4+ ¢ = ¢
povlaci ¢ = 2%,

Zadatak 283. Dokazite da postoji ordinalni broj 3 takav da je Ng = j3.

Zadatak 284. Koliko ima neprebrojivih podskupova skupa koji ima kardinalni broj
Ny ?

Zadatak 285. Dokazite da za svaki konacni kardinalni broj n vrijedi
(n)R < 22
Zadatak 286. Neka su « i [ ordinalni brojevi. Dokazite:
ako je B < a tadaje RN < N[;N“ = Me

Zadatak 287. Dokazite: N5 = 2% ako i samo ako N?“ =Ny

Zadatak 288. Dokazite da za sve konacne kardinalne brojeve n vrijedi

R, <k(PP...P(N)

n-puta
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Zadatak 289. Dokazite da za svaki ordinalni broj a vrijedi N,41 < 92
Zadatak 290. Bez primjene aksioma izbora izracunajte RS + (c - Ry )Ro

Zadatak 291. Koja od sljedece dvije tvrdnje: 2¢ =R, i ¢ = Ny, povlaci onu drugu?
Dokazite tu implikaciju (bez primjene aksioma izbora).

Zadatak 292. Dokazite da je hipoteza kontinuuma 2% = R; ekvivalentna sa
R — Ny

Zadatak 293. Dokazite da je hipoteza kontinuuma ekvivalentna sa Ng" > N?“.

Zadatak 294. Dokazite da je 2% # R,
Uputa. Koristite Konigovu nejednakost, tj. zadatak 279.

Zadatak 295. Rekurzivno definiramo niz kardinalnih brojeva 3, sa

Jy =Ny

3oz-i—l - 23&

Jo = U :B
[B<a

Dokazite da opcéa hipoteza kontinuma povlaci da za sve o € On vrijedi 3, = X,

Zadatak 296. Bez koristenja aksioma izbora poredajte po velicini sljedece kardinalne
brojeve: Ngl, N?O, 35" Gdje vrijedi stroge nejednakosti, a gdje jednakosti?

Zadatak 297. Bez primjene aksioma izbora dokazite da za sve konac¢ne kardinalne
brojeve n vrijedi 32 = J,,.

Rjesenja.
RjeSenje 267.
(1) Neka je A < p. Promotrimo funkciju ®: *v — v, danu sa

f(x), akojex e A

0, inace .

® je ocito injekcija, pa zakljuéujemo v < v*.
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(2) Neka je v* < v#. O¢ito ne moze biti A\ = v.
Kada bi bilo v < ), onda bi po (1) bilo v* < v,

Rjesenje 268. Promatramo dva slucaja:

1° Ai p su kona¢ni. Tada imamo:
PFEA=A=2p0=0=N-u=0< ).
Obratno:
o p < A= Ng-pje konacan kardinal = p=0=p+ A= \.

2° Barem jedan od A\ i u je beskonacan.
Ako je p+ X = A, onda je A = max{pu, A} i Xg < A, pa imamo:

No - o < max{Rg, u} < max{u, A\} = \.
Obratno, ako je X - 1 < A, onda je i max{Rg, u} < A, odakle slijedi
w4 A =max{\ u} =\,

Rjesenje 269.

a) Neka je u+n = XA+ n.
Ako je p < Ng onda je o¢ito i A < Ny, pa iz svojstava aritmetike konacnih
kardinala lagano slijedi p = A.

Ako je > Ng, onda je 4+ mn = u, paje A+n = pu > Ny, odakle je ocito da je i
A >Ny, pajei A+ n =\ Sada imamo

p=ptp=A+p=Atj. p=A.

b) Analogno kao i prethodna tvrdnja.

Rjesenje 270. Neka je C' = {cy, ¢z, ...} proizvoljan prebrojiv podskup od p (Uocite
da tu upotrebljavamo aksiom izbora). Definirajmo funkciju f: pUw — p sa:

x, ako je z € p\C
f(z) =< con1, akoje z=c,
Con, akoje x=n

Lako je dokazati da je funkcija f bijekcija. Iz toga slijedi da su skupovi pUw 1 p
ekvipotentni, tj. da vrijedi Ng + p = p.

Rjesenje 271. Jedan smjer je trivijalan. Toc¢nije ako za sve n € w vrijedi A+n-pu = A,
onda je specijalno i A=A A+1-pu= X+ pu.

Za obrat promatramo dva slucaja.
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1° A1y su kona¢ni. Tada je tvrdnja trivijalno slijedi iz ¢injenice da mora biti
p=0.

2° Barem jedan od A i i je beskonacan.
Ako je p+ A = A, onda je A > p. Dakle, A je beskonac¢an. Uoc¢imo da za svaki
n € w vrijedi n - p < max{Ny, x}. Sada vidimo da za proizvoljni n € w vrijedi

A< A+n-pu< A+ max{N, u} = \.

Rjesenje 272. Pretpostavimo da je u # N ili n > Ng. Imamo sljedeca tri slucaja.

1° g < V. Tada mora biti A > X (jer je u suprotnom p* < Xg). Takoder je o¢ito
p > 1 (inace je u* = p). No, sada vidimo da je

pt > 20 > 2% > Ny,

2° = Ny. Tada je nuzno A > Ny, no onda je kao i gore:

pt > 2% > 28 > Ny
3° 1> Ng. Tada je p* > p, osim ako je A = 0, no tada je p* = 1.

Rjesenje 273. Posto je 2 < p tada je 2# < p*. Iz Osnovnog Cantorovog teorema
znamo p < 2#. Tada je p# < (2#)*. Time imamo:

[t < (2R = omk = on
Sada tvrdnja zadatka slijedi primjenom Cantor, Schroder, Bernsteinovog teorema.

Rjesenje 274. Promatrajte dva slucaja — kada su oba kardinala konacna i kada je
barem jedan beskonacan.

Rjesenje 275. Ocito je p* < M. S druge strane imamo A < 2* < p*. Time
dobivamo:

Rjesenje 276. Neka je p takav da je 2 > N;. Uoc¢imo da je p > Ny jer bi u
suprotnom 2* bio kona¢an kardinal. Sada je ocito 2# > 2%,

Rjesenje 277. Slicno kao i zadatak 271.
Rjesenje 278. Ocito je 2° < (n!)°. S druge strane, imamo:

(nl)° < ¢ = (2%)" = 2%c =2,
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Rjesenje 279. Uocimo da vrijedi:

Zmi: Z K; i H )‘iSH)‘i‘

el {i€l|k;>0} {i1€l|k;>0} iel

Dakle, tvrdnju je dovoljno dokazati za slucaj kada je k; > 0 za svaki z € I.

Pretpostavimo da je x; > 0 za svaki ¢ € I. Tada je i \; > 2 za svaki ¢ € I.

Neka je I := {i € I | \; > N} i 1py = {0 € 1| N < N} Kako je (po

definiciji) > k; = k(U{r: x {i} | i € I}), svakom paru (a, j), gdje je j € I i a € K,
i€l

pridruzimo funkciju f,; € [,

skupova) definiranu sa

.er i (ovdje J] oznacava Kartezijev produkt familije

. Ki, Za i 7é ]

fa,j(l) = { .
a, zai=7.

Pridruzivanje (a, j) — f,; je injektivno, pa dobivamo

ngk<H>\i> S ILE

1€l el el

——

Kartezijev produkt
produkt familije
kard. br.

U slucaju da je Iy, beskonacan, zbog k; < A\j <Ny za sve i € If;,, imamo

Z — Z NO ]fzn)—k(Ion) <2k1fm) H 2< H >\

1€l pin 1€l fin 1€l¢in i€lfin

Ako je Ip;, konacan, onda iz A\; > 2 za sve i € [, slijedi da je > x; < [[ A
iGIfin iEIfin
(Dokaz npr. indukcijom.) Sada imamo

Zﬁi:Z/{mL Z/{ig H)\H— H AZgH/\i.

el i€l i€lfin i€l i€ltin iel

Sada jos treba dokazati Y k; # [ \i
il iel
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji bijekcija h: ({x; x{i} | i € I} — [[ \i. Tada
icl
je Kartezijev produkt [] A; unija u parovima disjunktnih skupova
icl

Ay = hlk x {i}] (i€ ).

Neka je
Bi=N0{f(i) | feA}.
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Kako je k(B;) < k(A;) = k; < A, slijedi da je B; pravi podskup od \; za svaki i € T

(tj. N\ \ B; # ). Stoga iz aksioma izbora slijedi da postoji funkcija g € [ \; takva
i€l

daje g(i) € \;\ B; za svakii € I. Uocimo da g & |J A;, §to je u kontradikciji s ranije

i€l
uocenim ] A; = (J,c; Ai- Dakle, mora biti

el
Z/‘ii <1_[>\Z

iel iel
Rjesenje 282. Neka je Ny + ¢ = ¢. Tada je
22c _ 22N0+c _ 22N0_20 _ 20_2(; _ (20>20 > CZC .
Obratna nejednakost ¢ > 22° ocito vrijedi.

Rjesenje 283. Neka je A neki kardinal. Promotrimo niz (k, : n € w) zadan rekur-

Zivno
Rg = A
Rn+1 = NHn

Oznac¢imo k := sup{k, | n € w}, te neka je § ordinal takav da je k = Ng. O¢cito je
f < Ng.

Pretpostavimo da je § < Ng. Kako je Xg = sup{k,, | n € w}, po definiciji supremuma
postoji n € w takav da je B < K,, no tada je i Kk = Ng < N, = K,41, §to je u
kontradikciji s definicijom kardinala x. Dakle, mora biti 3 = Ng.

(Napomena: Uoc¢imo da ovo dokazuje ne samo postojanje fiksnih tocaka R-funkcije, nego i
da takvi ordinali ¢ine pravu klasu.)

Rjesenje 285.

zad. 280.)

(1)t ¢ P < 92

Rjesenje 286. Neka je 3 < a. Ocito je Nga > e,

Iz osnovnog Cantorovog teorema znamo Nz < 2%4. Primjenom zadatka 267. dobivamo
N < QMo

Zbog < a vrijedi Ng - R, = N, odakle slijedi

2N@-Na — 2NQ )

Treba nam jos:

N R, R, (zad. 280.) (\x,
NQB S NOA - 2 = NB .
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Rjesenje 287. Neka je Ny = 2%, Tada je XY = (28%)™ = 2% a4 47 R, Ry = Ry
imamo 28 = 28 = N, .

Obratno, ako je N?“ = N5, onda imamo N5 < 2% < N?“ = N5.

Rjesenje 288. Uocimo: Ny = k(N) = k(P°(N)). (Po dogovoru je P*(N) = N.)
Neka je n € w i neka za sve m < n vrijedi R, < k(P™(N)). Tada je

pretp.

k(P"(N)) = k (P (P"Y(N))) = 2HP" ") g s

Iz principa matematicke indukcije slijedi tvrdnja.

Rjesenje 289.
22" > oM >N

Rjesenje 291. Neka je 2¢ = Ny i pretpostavimo da je ¢ > X (tada je ¢ > Ny). Tada
imamo
2¢ > N2 SN,

sto je kontradikcija s pretopstavkom da vrijedi 2¢ = Ny, pa imamo 2¢ = Ny, Sto povlaci
C = Nl-

Rjesenje 292. Neka vrijedi hipoteza kontinuuma. Tada je

Yo — (20)™0 = gf —
Obratno, neka je X = &;. Sada imamo
Ny < 2% < N =Ny
Rjesenje 293. Neka vrijedi hipoteza kontinuuma. Tada je

N0 — (2%0)70 = 2R — R < Ry <R

Obratno, neka je N§° > N?O i pretpostavimo da je 2% > X;. Sada imamo

N > 2% Sy = N0 > R, = R = (RN > N

Rjesenje 294. Pretpostavimo da je

(*) QNO =R,



Tada vrijedi

Ko6nigova

nejed. *
R, =sup{R, [newp <Y R, " [N =R 2ot = g%

new new

sto je kontradikcija.

Rjesenje 295. Po definiciji je Jg = V.
Neka je v > 1 ordinal takav da za sve 8 < v vrijedi Jg = Ng.

Ako je 7 granicéni ordinal, onda je

Ako je v = 6 + 1 za neki ordinal J, onda je

pretp.
ind.
3, =2 m 9N TSR =R

Iz principa transfinitne indukcije slijedi tvrdnja.
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