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Predgovor

Ovo su biljeske s uvodnog kolegija iz teorije igara koji se odrzava tijekom zimskog semestra na
PMF — Matematicki odsjek u sklopu diplomskog studija. éitatelje koji uoce greske bilo kakve prirode
molim da na njih ukazu putem maila Rudiju Mrazovi¢u ili Nini Kamcev. Isto vrijedi i za sve komentare
i sugestije koje bi mogle poboljsati izlaganje sadrzaja. Ove biljeske velikim ¢e dijelom pratiti izlaganje
u [GDGJFJ10] i [Pet08].

U ovim biljeskama koristit ¢emo podebljani font za pojmove koje upravo definiramo, a kurziv za
stvari koje Zelimo naglasiti ili neformalno definirati.

Autor biljezaka je Rudi Mrazovi¢, uz izmjene Nine Kamcev i Aleksandra Bulja. Posljednja izmjena
napravljena je 16. listopada 2026.



POGLAVLIJE 1

Strateske igre

1.1. Uvodni primjeri
Kretemo in medias res s najpoznatijim primjerom iz teorije igara.

PRIMJER 1.1 (Zatvorenikova dilema). Ana i Branka osumnji¢ene su da su zajednic¢kim snagama
opljackale banku. Pred svakom od njih dvije su moguénosti — negirati sve Sto im se stavlja na teret
ili priznati. Ukoliko Ana prizna, a Branka nastavi negirati, istrazitelji ¢e njeno svjedocenje iskoristiti
protiv Branke Sto ée rezultirati kaznom zatvora od 15 godina, dok ¢e Ana zahvaljujuéi suradnji s
istraziteljima proé¢i sa samo jednom godinom zatvora. Isto vrijedi i za slucaj da Branka prizna, a
Ana nastavi negirati. Ako i Ana i Branka priznaju zlo¢in, obje ¢e biti kaznjene s 10 godina zatvora,
buduéi da istrazitelji tada imaju dva priznanja pa im niti jedno od njih nije od presudne vaznosti.
Konacno, ako i Ana i Branka nastave negirati, istrazitelji neée imati dovoljno materijala da dokazu
sudjelovanje u pljacki, pa ¢e svaka od njih biti kaznjena s 3 godine zatvora zbog manjeg zloc¢ina za
kojeg istrazitelji ve¢ imaju dovoljno dokaza. Iako se Ana i Branka mogu dogovarati kako ¢e postupiti,
nista ih ne obvezuje da taj dogovor i ispostuju. Nadalje, Ana i Branka svoju kona¢nu odluku donose
istovremeno, odnosno niti jedna od njih u trenutku donosenja odluke ne moze sa sigurnoséu znati kako
¢e druga postupiti.

Shematski mozemo ovako zapisati situaciju s kojom su Ana i Branka suocene.

Brankina odluka

negiranje priznanje
Ana: Ana:
3 godine 15 godina
negiranje
Branka: Branka:
3 godine 1 godina
Anina odluka
Ana: Ana:
1 godina 10 godina
priznanje
Branka: Branka:
15 godina 10 godina

Razmislimo sada o ovoj situaciji iz Anine perspektive. Kad bi Ana znala da ¢e Branka priznati
zlo¢in, u interesu bi joj bilo da i ona prizna, buduéi da je tada ocekuje 10 umjesto 15 godina zatvora.
S druge strane, kad bi Ana znala da ¢e Branka negirati zlo¢in, opet bi joj bilo u interesu da prizna,
jer ¢e u tom slucaju proéi s jednom umjesto s 3 godine zatvora. Dakle, u svakom slu¢aju Ani je u
interesu da se odluc¢i na priznanje. Potpuno istim nizom zakljuc¢ivanja Branka dolazi do spoznaje da
joj je najbolje sve priznati. Zakljuc¢ak je da ukoliko se Ana i Branka odluce za ono Sto im se svakom
¢ini kao najbolja strategija (priznanje), obje ¢e dobiti po 10 godina zatvora. Medutim, kad bi se obje
odlucile za to da sve negiraju, obje bi dobile manju kaznu. Zbog ovakvog se iznenadujuteg zakljucka

1



1.1. UVODNI PRIMJERI 2

zatvorenikova dilema ¢esto naziva paradoksom. Anu i Branku nista ne sprijeCava da se dogovore da
¢e i jedna i druga sve negirati, ali treba imati na umu da je takav dogovor iznimno nestabilan buduéi
da je i jednoj i drugoj u interesu jednostrano ga prekrsiti.

Zatvorenikova dilema osnovni je motivacijski primjer u teoriji igara, a njena osnovna karakteristika
je da svaka od sudionica ima pred sobom niz moguéih odabira od kojih se jedan namece kao najbolji.
Medutim, kombinacija tih najboljih odabira sudionica dovodi do rezultata koji nije optimalan niti za
jednu od njih. Ovakva situacija ¢esta je u stvarnosti, Sto pokazuju sljedeé¢i primjeri.

PrRIMJER 1.2 (Ulaganja u marketing). Pretpostavimo za potrebe ovog primjera da Pepsi i Coca-
Cola ostvaruju jednaki godisnji profit od prodaje gaziranih piéa (npr. svaka po 20 milijardi eura), te
da ulazu jednake svote u marketing. Zasto se ove dvije kompanije ne bi jednostavno dogovorile da
smanje ulaganja u marketing (npr. svaka za 5 milijardi eura godisnje), te tako nastave dijeliti trziste
u istom omjeru, ali uz veéi profit (zbog manjih troskova marketinga)?

U situaciji u kojoj jedna tvrtka u marketing ulaze 5 milijardi eura vise od konkurenta za ocekivati je
da ¢e se odnos snaga na trzistu gaziranih pi¢a promijeniti u korist kompanije koja ima jaci marketing.
Pretpostavimo da ta tvrtka u takvoj situacija ostvaruje profit od 30 milijardi eura, dok tvrtka koja je
smanjila ulaganja ostvaruje profit od 15 milijardi eura.

Stavimo se u poziciju Pepsija. Ima li smisla da Pepsi smanji ulaganja u marketing za 5 milijardi
eura? Ukoliko Coca-Colina ulaganja ostanu nepromijenjena, to bi znacilo da ¢e Pepsi ostvarivati profit
od 15 milijardi eura, 5 milijardi eura manje nego prije. S druge strane, ako i Coca-Cola odluc¢i smanjiti
ulaganja za 5 milijardi eura, Pepsi ¢e ostvarivati profit od 25 milijardi eura, 5 milijardi manje nego
da je ostao pri jednakim ulaganjima u marketing. U svakom slucaju, zakljucujemo da je Pepsiju bolje
da nastavi s velikim ulaganjima u marketing. Analogno dolazimo do istog zakljucka za Coca-Colu.
Sli¢no kao u prethodnom primjeru, situaciju prikazujemo shematski:

Coca-Colino ulaganje

u marketing

veliko malo

Pepsi: Pepst:
20 milijardi € 30 milijardi €
veliko
Coca-Cola: Coca-Cola:

.. . 20 milijardi € 15 milijardi €
Pepsijevo ulaganje

u marketing Pepsi: Pepsi:

15 milijardi € 25 milijardi €
malo
Coca-Cola: Coca-Cola:
30 milijardi € 25 milijardi €

Slicno kao i kod zatvorenikove dileme, uo¢avamo da je dobivena racionalna kombinacija u kojoj
obje kompanije ulazu velike svote u marketing nepovoljnija za svaku od njih od kombinacije u kojoj
obje kompanije ulazu skromnije svote. Usprkos tome, nije za ocekivati da ¢e se kompanije uspjesno
dogovoriti za smanjenje ulaganja u marketing buduéi da bi i jednoj i drugoj strani bilo u interesu taj
dogovor jednostrano prekrsiti.

PRIMJER 1.3 (Nuklearno naoruzanje). Sredinom proslog stoljeéa SAD i SSSR bile su jedine dvije

zemlje koje su posjedovale nuklearno oruzje te je poznato da su u njegovo razvijanje i odrzavanje
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ulagale ogroman dio obrambenog budzeta. Uzevsi u obzir doktrinu nuklearnog odvratanja (eng.
nuclear deterrence) prema kojoj je zbog moguénosti nuklearne odmazde vojni napad na nuklearnu silu
malo vjerojatan, dolazimo do zakljucka da je bilo malo vjerojatno da ¢e SAD iskoristiti nuklearno
oruzje u napadu na SSSR i obratno. Nije li stoga za te dvije drzave bilo pametnije da se dogovore da
vise ne¢e imati nuklearno oruzje? U toj situaciji vojna ravnoteza ostala bi nepromijenjena, dok bi i
jedna i druga drzava ostvarile ustede buduéi da vise ne bi trebale izdvajati za svoj nuklearni arsenal.
Situaciju ponovno prikazujemo shematski:

SSSR-ovo nuklearno

naoruzanje

ima ga nema ga

nijedna drzava

nije u prednosti
enp SAD je

ima ga +
& u prednosti

obje drzave

SAD-ovo nuklearno potrosile novac

naoruzanje nijedna drzava

SSSR je nije u prednosti

nema ga ) +
u prednosti L
obje drzave

ostvarile ustede

Slicnom analizom kao u prethodnim primjerima dolazimo do zakljucka da je i SAD-u i SSSR-u
bilo u interesu imati nuklearni arsenal. Drugim rije¢ima, ¢ak i da su se te dvije sile dogovorile da nece
razvijati nuklearno oruzje, taj bi dogovor bio nestabilan buduéi da bi i jednoj i drugoj strani bilo u
interesu da ga prekrsi. Slican model dao bi isti zakljucak i u danasnje vrijeme kada postoji puno vise

drzava s nuklearnim oruzjem.

PRIMJER 1.4 (Paradoks Stedljivosti). U doba ekonomske recesije svako kuéanstvo ima motiv za
stednju — tijekom recesije otkazi i nize place ¢esta su pojava pa oprez oko potrosnje nije iznenadujuc.
Medutim, kolektivno stezanje remena i samim time drasti¢no smanjenje potraznje predstavlja katas-
trofu za ekonomiju pa posljedi¢no i za dohodak kucanstava. Drugim rije¢ima, situacija u kojoj svi
odluce stedjeti dovodi do smanjenja dohodaka, a time i Stednje.

Ovo opazanje popularizirao je veliki britanski ekonomist John Maynard Keynes, te je danas poz-
nato kao paradoks stedljivosti (eng. paradox of thrift). Keynesov predlozeni lijek za ovakve situacije
bila je drzavna intervencija koja bi potaknula potraznju u ekonomiji (npr. iz drzavnog proraCuna
financirani infrastrukturni projekti).

Sto je teorija igara? Teorija igara predstavlja matematicki okvir za analizu strateskih odluka u
interakciji racionalnih sudionika. Primjene su brojne: u ekonomiji se koristi za proucavanje konkuren-
cije, aukcija i odredivanja cijena, u politici za analizu pregovora i medunarodnih odnosa, u drustvenim
znanostima za razumijevanje suradnje, normi i kolektivnog djelovanja, dok u ra¢unarstvu pronalazi
vaznu ulogu u optimizaciji, istrazivanju multi-agent sustava i dizajnu mehanizama.

Teorija igara je kompleksna radi svoje interdisciplinarnosti. Matematic¢ka teorija igara daje stroge
modele racionalnog ili sebi¢nog ponasanja, dok drustvene znanosti isti¢u psiholoske, bihevioralne i soci-
oloske aspekte. Dizajn mehanizama povezuje ta dva pristupa stvaranjem sustava u kojima pojedinacni

interesi vode do drustveno pozeljnih ishoda.
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Vazno je naglasiti da se radi o dinami¢nom podrucju koje je jos uvijek u razvoju. Definicije i izbor
modela nisu uklesane u kamen, ve¢ su stvorene za modeliranje stvarnih problema. To ¢ini teoriju igara

izvrsnom prilikom za vjezbu u matematickom modeliranju, kritickom razmisljanju i diskusiji teorije.

1.2. Osnovne definicije

Vratimo se na zatvorenikovu dilemu preko koje ¢emo uvesti neke osnovne definicije. Shemu iz
Primjera 1.1 mozemo malo kompaktnije napisati u obliku sljedece tablice.

N(egiranje) P(riznanje)

N(egiranje) -3,-3 —15,—-1
P(riznanje) \ —1,—-15 —-10,-10 /)’

Retci ove tablice odgovaraju Aninim strategijama, a stupci Brankinim. Nadalje, kod svakog uredenog
para u tablici, prvi ¢lan ozna¢ava Aninu kaznu, a drugi Brankinu. Na primjer, element (—15,—1)
u tablici oznacava da ukoliko se Ana odluéi na N(egiranje), a Branka na P(riznanje), Ana ¢e dobiti
kaznu od 15 godina, dok ¢e Branka proé¢i s kaznom od jedne godine zatvora. Sve brojeve gledamo iz
perspektive Ane i Branke — drugim rije¢ima, svakoj od njih vise odgovaraju veée pripadne vrijednosti'.

Prije svega, radi jednostavnijih oznaka, Anu ¢emo smatrati prvim, a Branka drugim igracem.
Svakoj od njih na raspolaganju su neke strategije — neka Ana svoje strategije bira iz skupa Ai, a
Branka iz skupa Ay. Dakle, A; = A = {N,P}. Sve moguée ishode njihovih odabira strategija
sadrzavat ¢e skup A = Ay x As. Dakle,

A={(N,N),(N,P),(P,N),(P,P)}.

Medutim, nama nije od interesa samo znati koji su svi moguéi ishodi odabira strategija, ve¢ i koliko
svaki od tih ishoda odgovara svakom od igrac¢a. U tu svrhu definiramo funkcije korisnosti w1, us: A —
R. Konkretno, kod Ane imamo, u;(N,N) = =3, u1(N,P) = =15, u1(P,N) = =1 i uw;(P,P) = —10.
éitatelju ostavljamo da na slican nacin zapise i Brankinu funkciju ug. Na ovaj smo nacin modelirali

primjer zatvorenikove dileme i u duhu toga uvodimo sljede¢u opcenitu definiciju.

DEFINICIJA 1.5. Strateska igra s n igraca je uredeni par (A, u) koji se sastoji od sljedeéih
elemenata:
e Za svaki i = 1,...,n neka je A; # () skup strategija igra¢a i. Skup A = A; x --- x A,
nazivamo skupom strateskih profila.
e Za svaki i = 1,...,n neka je u;: A — R funkcija korisnosti igraca i. Funkciju u =
(u1,...,up): A — R™ nazivamo funkcijom korisnosti.

Vratimo se jo$ malo na zatvorenikovu dilemu. Uo¢imo da strateski profil (P,P) ima svojstvo
svojevrsne stabilnosti — ukoliko su do sada uvijek igrali po tom strateSkom profilu, i za Anu i za
Branku vrijedi da mogu profitirati promjenom uhodane strategije (s priznanja na negiranje) jedino
ukoliko pouzdano znaju da ¢ée se i druga osoba za to odluciti. Drugim rije¢ima, radi se o strateskom
profilu kod kojeg niti jednom od igraca nije u interesu jednostrano promijeniti strategiju. Ovo opazanje

navodi nas na uvodenje vjerojatno najbitnijeg koncepta u ovim biljeskama.

1.3. Nashov ekvilibrij

U analizi strateskih igara ¢esto ¢emo se staviti u poziciju jednog konkretnog igraca i, te razmisljati
o njegovom najboljem odgovoru na neke fiksirane strategije preostalih igraca. Iz tog razloga, za a € A
ia, € A;s (a_j,a}) oznacavat ¢emo strateski profil
((11, sy Gi—1, a'/ia Ajt1,y--- 7an)'

! To je i razlog negativnih brojeva.
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Drugim rije¢ima, strateski profil (a_;, a}) dobivamo iz strateskog profila a tako da strategiju a; igraca
i zamijenimo sa strategijom aj.

DEFINICIJA 1.6. Nashov ekvilibrij strateske igre (A, u) s n igraca je strateski profil a* € A za
koji vrijedi da je za svakog igraca i =1,...,n

ui(a*) > ui(a;,a;) za svaki a; € A;.

Ako otpakiramo ovu definiciju vidimo da Nashov ekvilibrij a* ima svojstvo da ukoliko neki igrac i
zna da su se preostali igraci (j # i) odluéili za strategije aj, tada je najbolji odgovor igraca i upravo
strategija a;.

O Nashovim ekvilibrijima i op¢enitim strateskim profilima cCesto je korisno razmisljati dinamicki.
Drugim rije¢ima, zamislimo da neku igru isti igraci igraju vise puta. Je li za ocekivati da ¢e u svakom
koraku mijenjati strategije? Postoje li neke situacije u kojima ¢e se igraci drzati iste strategije kao u
prethodnim igrama? Nashovi ekvilibriji su strateski profili koji imaju odredeno svojstvo stabilnosti —
ako su igrac¢i visestrukim igranjem iste igre te isprobavanjem raznih strategija dosli do toga da nji-
hove trenutne strategije ¢ine neki Nashov ekvilibrij, vrlo je moguée da od tih trenutnih strategija u
buduénosti vise ne¢e odstupati buduci da nitko od njih ne moze povecati svoju korisnost bez da jos
barem jedan drugi igra¢ promijeni svoju strategiju. S druge strane, ako strateski profil nije Nashov
ekvilibrij intuitivno ga smatramo vrlo nestabilnim budué¢i da je barem jednom od igraca u interesu
promijeniti strategiju kako si bi pove¢ao dobitak. Stovise, u praksi je cCesti slucaj da kod visestrukih
igranja iste igre pripadni strateski profili na neki nacin konvergiraju prema nekom Nashovom ekvili-
briju.

Prokomentirajmo sto bi bili Nashovi ekvilibriji u primjerima s kojima smo se susreli u Odjeljku 1.1.

PRIMJER 1.7.

e U Primjeru 1.2 (ulaganja u marketing) u Nashovom ekvilibriju i Pepsi i Coca-Cola ulazu
velike svote u marketing.

e U Primjeru 1.3 (nuklearno naoruzanje) i SAD i SSSR imaju nuklearno oruzje.

e U Primjeru 1.4 (paradoks stedljivosti) svi ljudi u vrijeme recesije Stede.

Nashov ekvilibrij ne mora biti jedinstven, a ne mora nuzno ni postojati, kao sto pokazuje sljedeci

primjer.

ZADATAK 1.1 (Igre sa dva igraca). (a) Svaki od dva igra¢a neovisno od drugog odabire neki paran
ili neparan broj. Prvi igra¢ pobjeduje ukoliko im je suma paran broj, a drugi ukoliko im je suma
neparan broj.

Navedite skupove strategija i funkcije korisnosti ove igre. (Napominjemo da rjesenje nije jedinstveno.)
Dokazite da niti jedan strateski profil ne zadovoljava uvjete Nashovog ekvilibrija.

(b) Promatrajmo igru sa dva igrac¢a, putnikom i kondukterom. Putnik moze kupiti kartu ili se
voziti bez karte i riskirati kaznu. Kondukter moze odluciti Zeli li izac¢i iz kuée na kisni dan i provjeriti
putnika.

Navedite skupove strategija i funkcije korisnosti ove igre. (Napominjemo da rjesenje nije jedinstveno.)
Ima li Vasa verzija igre Nashov ekvilibrij?
(c) Izmislite igru koja odgovara sljedec¢oj tablici. Ima li igra Nashov ekvilibrij?

S1 S2

T1 (4,4 0,2
T2\2,0 1,1/
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Rjesenje. (a)Strategije igraca i jedna moguénost za funkciju korisnosti prikazani su u sljedeéoj

tablici.
par nepar

par 1,-1 —-1,1
nepar \ —1,1 1,—-1 )’

Strateski profil (par, par) ne zadovoljava uvjete Nashovog ekvilibrija jer je ofekivana korisnost drugo
igraca veca sa u profilu (par, nepar) (dakle, isplati mu se promjena strategije). Sli¢no se provjeri da
niti jedan strateski profil ne zadovoljava uvjete Nashovog ekvilibrija.
(b) Jedna moguénost je

ne provjeriti  provjeriti

s kartom —-2,0 0,—1
bez karte 10, —10 —100,99 /°
(Brojke su proizvoljne, one procjenjuju zadovoljstvo igraca zeljenim ishodom, a ne nuzno ekonomski

dobitak).

Ova igra nema Nashov ekvilibrij (primjerice, u strateskom profilu (bez karte, ne provjeriti) se kon-
dukteru vise isplati ipak provjeriti karte).

(c) Nashovi ekvilibriji su (T1, S1) i (T2, S2). Moguéa prica je: dva lovca mogu loviti jelena ili zeca.
Za jelena moraju suradivati, a zeca moze uloviti svaki lovac individualno. Ukoliko oboje love istu

zivotinju, moraju podijeliti ulov.

PRIMJER 1.8 (Pogadanje dvije tre¢ine prosjeka [Led81]). Svaki od n igraca treba na papir zapisati
neki broj iz [0, 100] i svakome od njih je cilj biti $to je blize broju koji je jednak dvije tre¢ine prosjeka
svih brojeva koje su igrac¢i zapisali. Prije nego sto prijedemo na pronalazak Nashovog ekvilibrija u
ovoj igri, pogledajmo kako bi zdravorazumski netko mogao pristupiti odabiru svog broja.

Prosjek oc¢ito moze biti najvise 100, pa dvije tre¢ine prosjeka najvise moze iznositi % - 100. Stoga
svaki igra¢ moze zakljuciti da nema smisla da odabere broj veéi od % -100 jer bi od toga sigurno bolji
izbor bio da jednostavno napise % -100. Medutim, taj igra¢ moze potom razmisljati da ¢e i svi ostali
igraci, ako su dovoljno pametni, do¢i do istoga zakljucka, sto znaci da ¢e svaki igra¢ navesti najvise
% - 100 kao svoj izbor. Medutim, sada igrac¢i jednako kao prije mogu zakljuciti da prosjek nece biti
veli od % - 100, pa dvije tre¢ine prosjeka neée biti veée od (%)2 -100. Samim time, izgleda da nema
smisla navoditi brojeve veée od (%)2 - 100 jer ¢ée (%)2 - 100 biti bolji izbor. Na isti se na¢in nastavlja
dalje i zaklju¢uje da ne treba navoditi brojeve vece od (%)" -100 niti za koji n, tj. da svaki igrac¢ treba
navesti 0 kao svoj izbor.”

Pazljivi citatelj uocCit ée da smo prethodnom raspravom u biti dokazali da je (0,...,0) Nashov
ekvilibrij opisane igre. Pokazimo to i na standardniji nacin koji se nesto direktnije poziva na definiciju
Nashovog ekvilibrija. Pretpostavimo da postoji neki Nashov ekvilibrij a*. Ukoliko igrac¢ ¢ zna da su se

*

preostali igraci odlucili za brojeve aj,...,a; 1,a7,,...,ay, tada aj mora biti njegov najbolji odgovor

na njihove odabire, odnosno
. 2 aj+--+ay

a.
b3 n
Sumiranjem ovih jednakosti za sve ¢, dobivamo da je

* * 2 * *
a1+'-'+an:§(a1+-"+an),

2 Naravno, u praksi odabir broja 0 gotovo nikad neée biti optimalan jer gotovo nikad nisu svi igraéi potpuno racionalni.
Na primjer, danske novine Politiken [Sch05] provele su igru na preko 19000 citatelja i prosjek njihovih izbora je iznosio
oko 22.3, sto znaci da je dobitni broj bio oko 14.4.
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odnosno da je aj+- - -+a;, = 0. Budué¢idajeaj,...,a’ € [0,100], zakljucujemo dajea; =--- =a} = 0.
Ovime smo pokazali da je (0,...,0) jedini moguéi Nashov ekvilibrij, a da to doista je Nashov ekvilibrij

trivijalno se vidi iz definicije.

Prije nego sto navedemo jos nekoliko primjera igara i njihovih Nashovih ekvilibrija uvest ¢emo
pojam korespondencije najboljeg odgovora koji prirodno proizlazi iz definicije Nashovog ekvilibrija.

Za proizvoljne neprazne skupove X i Y funkciju F koja svakom elementu iz X pridruzuje podskup
skupa Y nazivat ¢emo korespondencijom iz X u Y, te ¢emo, malo neprecizno®, pisati F: X — Y.
Drugim rije¢ima, F' je poopcenje funkcije koje svakom elementu domene pridruzuje proizvoljno mnogo

elemenata kodomene (za razliku od tocno jednog u sluc¢aju prave funkcije).

DEFINICIJA 1.9. Za stratesku igru (A, u) s n igraca i proizvoljnog igraca i neka je A_; = A; X
coe X A1 X Ajpr X --- X A, Nadalje, za proizvoljni strateski profil @ € A neka je

a—i = (a1,...,@i-1,Qi11,...,an) € A

Korespondencija najboljeg odgovora igraca i je korespondencija BR;: A_; — A; s pravilom
pridruzivanja

BRi(a—i) = {a; € Ai: ui(a—i, a;) = max wi(a_i, a)}.
al€A;

i

Korespondencija najboljeg odgovora je korespondencija BR: A — A s pravilom pridruzivanja
BR(a) =BRi(a—1) x -+ x BRy(a—p).

Iz prethodne definicije vidljivo je da ¢e neki strateski profil a* biti Nashov ekvilibrij ako i samo

ako je af € BR;(a*;) za sve igrace i, Sto je ekvivalentno sa zahtjevom a* € BR(a*).
1.4. Ekonomski primjeri

PRIMJER 1.10 (Sladoledari na plazi). Dva sladoledara postavljaju svoje standove na plazi koju
modeliramo segmentom [0, 1]. Kupaéi su jednoliko rasporedeni duz plaze i svaki od njih kupuje to¢no
jedan sladoled, i to na standu koji mu je blizi; ako su mu oba standa jednako udaljena, bira nasumi¢no,
pa svaki stand dobiva polovicu takvih kupaca. Sladoled je na oba standa jednake cijene i kvalitete, pa
je jedina odluka svakog sladoledara gdje postaviti stand. Oba sladoledara polozaj biraju istovremeno,
a svakome je cilj prodati sto vise sladoleda.

Radi se, dakle, o strateskoj igri s dva igraca u kojoj je A1 = Ay = [0, 1], a strateski profil (a1, a2)
opisuje polozaje Standova. Neka je a1 < ag. Kupaé na polozaju ¢ € [0, 1] kupuje kod prvog sladoledara
ako je |t —aq| < |t —az], Sto je ekvivalentno s t < alzﬂ Prvom sladoledaru stoga pripadaju svi kupaci
sa segmenta [0, 2592} a drugome oni sa segmenta (232 1] (kupaé tofno na polovistu je zanemariv).
Kako su kupaci jednoliko rasporedeni, broj kupaca proporcionalan je duljini pripadnog segmenta, pa
za funkcije korisnosti mozemo uzeti udjele u ukupnoj prodaji:

al + as
2 ) a; < az,
1
ui(al,az) = 3 ay = as, ug(ai,a2) =1 —wuy(ay,as).
al + a2
1-— 5 ai > ao,
kupci prvog sladoledara kupci drugog sladoledara
r %‘ {
} ° : ° |
|
0 “ a1+a2 @2 1
2

3 Neprecizno jer je F u biti funkcija F': X — P(Y), gdje je P(Y) partitivni skup od Y.
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Nashov ekvilibrij. Tvrdimo da je (2, 2) jedini Nashov ekvilibrij ove igre: oba sladoledara postave
standove jedan uz drugi, na sredini plaze.

Najprije, (2, 2) jest Nashov ekvilibrij. Pretpostavimo da drugl sladoledar igra as = Za a; < %
. 1/2 1/2
je ul(al,%): “12/ <§,za a1>§Je ul(al,%)—l—aﬁ'/ < 2,aza a1 = 23e ul(%,%) 5. Dakle,

a; =1 5 je najbolji odgovor prvog sladoledara, i to Jedml, tj. BR1(2) = {2} Zbog snnetrue igre isto
VrlJedl i za drugog sladoledara, pa je (1,1) € BR(3, 3).
Pokazimo da drugih Nashovih ekvilibrija nema. Neka je (a1, az) Nashov ekvilibrij.

e Ako je a; < ag, prvi sladoledar moze odabrati bilo koji a} € (a1, a2) i dobiti

ay+az  ar+as
2 2
sto je u suprotnosti s definicijom Nashovog ekvilibrija. Sluc¢aj a; > ag iskljucuje se analogno

uy(al, a2) = = ui(ay, az),

(ili zamjenom uloga igraca). Dakle, a; = ag =
e Akojea < %, tada je a < 1 — a, pa prvi sladoledar moze odabrati a} € (a,1 — a) i dobiti

] 1-— 1
w(dya)=1- 259 oq_atl=a 1 0
2 2
Ako je a > 1, analogno odabere a} € (1 — a,a) i dobije ui(a},a) = aﬁ;a > (l_gHa =1
Dakle, a = %

Sto je najbolje za kupace? Sladoledarima je, u smislu prodaje, svejedno: u svakom simetri¢nom
profilu (a,1—a), pa i u ekvilibriju (%, %), svaki od njih proda polovicu sladoleda. Kupac¢ima, medutim,
nije svejedno — njima je vazno koliko moraju hodati do najblizeg Standa. Zamislimo kupaca koji dolazi
na plazu i smjesti se na slucajno mjesto 7', jednoliko distribuirano na [0,1]. Po sladoled odlazi do
blizeg Standa, pa prijede put duljine min{|T" — a1|,|T — a2|}. Za profil (a1, az2), a1 < ag, otekivana
duljina njegova puta iznosi

D(a1,as) = Emin{|T — a1, |T — as|} = /mln{|t—a1| It — as|} dt

—/ \t—a1|dt+/ It — az| dt, m:al—;az,

pri ¢emu smo u zadnjoj jednakosti iskoristili da kupac¢ ide k prvom standu ako je T' < m, a k drugom

ako je T > m. Zelimo odrediti profil (a1, as) u kojem je D najmanji. Dat ¢emo dva rjeSenja.

Prvi nacin: medijan. Uvjetujemo li po tome kojem standu kupac ide, gornja jednakost glasi
D(ay,a2) =P(T < m)E[|T —a1| | T <m| +P(T > m)E[|T — az| | T > m]
= mIE\Ul — a1| + (1 — m)E|U2 - CL2‘,

gdje je U; jednoliko distribuirana na [0,m], a Us jednoliko na [m, 1] (jednolika slucajna varijabla,
uz uvjet da padne u neki podsegment, opet je jednoliko distribuirana na tom podsegmentu). Sada
koristimo sljede¢u ¢injenicu: ako je U jednoliko distribuirana na segmentu duljine ¢, onda za svaki
c € R vrijedi

E|U —c| > 1
s jednakoséu ako i samo ako je ¢ poloviste segmenta. Doista, funkcija ¢ — E|U — ¢| je konveksna (kao
ocekivanje konveksnih funkcija ¢ — |u — ¢|), a njezina je derivacija P(U < ¢) —P(U > ¢), koja iS¢ezava
tofno kad je ¢ medijan od U, tj. poloviste segmenta. U polovistu je pak |U — ¢| jednoliko distribuirana
na [0, 2] pa je E|U —¢| = z. Primijenimo li to na Uy (uz £ =m) i Uz (uz £ =1 — m), dobivamo

m l—-m m?+(1-m)* 1 (m-3)?%_1
D zm-—+(1—-—m)- = =+ 2>,
(ar,ag) Zm- 7+ (1=m)- —; 1 rR— 2
s jednako$¢u ako i samo ako jem =3, a1 = 2 =1iay =147 =3



1.4. EKONOMSKI PRIMJERI 9

Drugi nacin: eksplicitni racun. Oba integrala mozemo i neposredno izracunati. Kako je a1 < m <

ag, imamo
m ai m 2 - 2
/ \t—al\dt=/ (ar—tyde+ [t —aryde =T 4 MmO
0 0 a1 2 2
1 a2 1 _ 2 1 _ 2
/ |t—a2‘dt:/ (a2_t)dt—|—/ (t_CLQ)dt: ((12 m) + ( (IQ) ’
m m a 2 2
pa je, zbogm —a; = as —m = %’
2 2 2
a (a2 —aq) (1—a9)
D —
(a1, a2) 5 T 1 + 5

(Tri pribrojnika su doprinosi triju skupina kupaca: onih lijevo od aj, onih izmedu Standova i onih
desno od az.) Tu kvadratnu funkciju treba minimizirati na trokutu {0 < a; < as < 1}. Parcijalne
derivacije su
oD as — a1 3ai1 — as 0D  as —aq
e T T2 T2 0 da 2

i obje i8Cezavaju samo u tocki (a1, as) = (%, %), koja lezi u unutrasnjosti trokuta. Hesseova matrica

—(l—ag)z

1
-1

cijelom R? i stacionarna je tocka njezin jedinstveni globalni minimum — posebno i minimum na trokutu
13
404
potpunih kvadrata:

3 -1
< 3 ) pozitivno je definitna (svojstvene vrijednosti su 1 i 2), pa je D strogo konveksna na

— s vrijednoséu D(3,3) = 3% + % + 3—12 = %. Isti zakljuc¢ak dobivamo i bez deriviranja, nadopunom do

1 _ 152 _ 3)2 _ _1\2
D(a1,a2):*+(a1 ) -y (e-a-;)

8 2 4 ’
odakle je odmah D > %, s jednakoséu to¢no za (a1, a2) = (1, 2).
Dakle, za kupace je idealan profil (%, %): ocekivana duljina puta do najblizeg standa tada iznosi
%, dok u Nashovom ekvilibriju kupaci hodaju u prosjeku dvostruko vise, D(%7 %) =E|T - % = % (uz
a1 = as = § duljina puta |T'— 1| jednoliko je distribuirana na [0, 3]). (Isto vrijedi i za najveéu duljinu
puta koju neki kupa¢ mora prijeéi: % u profilu (%, %), a % u ekvilibriju.)
13

Situacija je stoga posve analogna zatvorenikovoj dilemi: profil (3, 3) bolji je za drustvo od Na-

401
shovog ekvilibrija (za kupace je bolji, a za sladoledare jednako dobar), ali je nestabilan — svakom je
sladoledaru u interesu jednostrano ga prekrsiti pomakom prema sredini — pa racionalno ponasanje oba
1 1)

sladoledara vodi u profil (3, 5

PRIMJER 1.11 (Cournotov oligopol [Cou38]). Neki proizvod na trzistu proizvodi n proizvoda-
¢a. Svaki proizvodac i treba se odluciti za koli¢inu proizvoda ¢; € [0, 00) koju ¢e proizvesti te plasirati
na trziste. Pretpostavimo da su za svakog proizvodaca troskovi proizvodnje jednog proizvoda jednaki
nekom ¢ > 0. Cijena po kojoj ¢e se proizvod prodavati ovisi o njegovoj zastupljenosti na trzistu te je

motivirani zakonom ponude i potraznje modeliramo s

p(¢) = max(1 — ¢*~,0)

pri ¢emu je ¢ = (qi1,...,qn) vektor koli¢ina za koje su se proizvodaéi odlucili, a ¢~ = q1 + --- + qn
ukupna zastupljenost proizvoda na trzistu. Ocekivani profit (odnosno korisnost) proizvodaca i stoga
iznosi

ui(q) = qi(p(q) — ¢).

Uoc¢imo da smo ovime definirali jednu stratesku igru s n igraca.
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Koja je najbolja koli¢ina (tj. strategija) za koju se proizvodac¢ i moze odluciti ukoliko su se ostali
proizvodaci odluédili za koli¢ine ¢—; = (q1,...,¢i—1,¢i+1,---,qn)? Neka je q?i suma komponenata
vektora ¢q_;, odnosno ukupna koli¢ina za koju su se odlucili preostali proizvodaci.

Ako je ¢*; > 1, tada ée se proizvod prodavati po cijeni 0 $togod da proizvodac i odluéio, tako
da mu je najbolja odluka niSta ne proizvoditi te tako ostvarivati profit 0. Pretpostavimo stoga da je
q=; < 1. Za svaki ¢; € [0,1 — ¢=,], profit proizvodaca i iznosit ¢e

ui(gi q-i) = a(1 — ¢; — ¢ — ©), (1.1)

dok ¢e se za ¢; ¢ [0,1 — qi] proizvod ponovno prodavati po cijeni 0 pa je proizvodacu ¢ opet najbolje
nista ne proizvoditi. Odredimo stoga maksimum desne strane u (1.1) shva¢ene kao funkcije u varijabli
q;- Bududi da se radi o kvadratnoj funkciji s negativnim vodeéim ¢lanom, maksimum ¢e se poprimiti
u tjemenu osim ako tjeme nije lijevo od 0 u kojem se slucaju maksimum postize u 0. Dakle, najbolji

odgovor je*
b

BR,(q_i) = max(%, 0). (1.2)

Da bi neki ¢* bio Nashov ekvilibrij treba vrijediti ¢f = BR;(¢" ;) za sve proizvodace i.> Bez smanjenja
opcenitosti, pretpostavimo da je za proizvodace ¢ = 1, ..., m maksimum u (1.2) > 0, dok je za preostale
jednak 0. Tada je g, 1 = -+ = g, = 0, dok za preostale proizvodace dobivamo sustav

i+ @+ Hgn=1-c

G2+ +ap=1-c

GG+ +2¢,=1—c

Oduzimanjem jednadzbi jedne od druge dobivamo da je ¢f = --- = ¢},,. Medutim, to znaci da je svaki
od njih jednak ;Ljrcl, pa vracanjem u (1.2) dobivamo da je za proizvoljni i =m+1,...,n

. 1-c¢

BRl(q—l) = max(m, 0) .
Buduéi da je ﬁ > 0, to je u kontradikeiji s BR;(¢*;) = ¢ = 0. Dakle, moramo imati da je m = n,
pa je
1—-c
* e e — * — .

Uoc¢imo da je u dobivenom jedinstvenom ekvilibriju ukupna koli¢ina proizvoda jednaka

¢ =—(1-0),

n+1
cijena
o 1-c¢
pl@)=c+ —
a profit svakog proizvodaca Lo
i) = (45"

Kada pustimo n — oo, vidimo da ukupna koli¢ina tezi prema 1 — ¢, cijena prema c, a profit svakog
proizvodaca (¢ak i ukupni profit svih proizvodaca) u 0. Ovakvu situaciju nazivamo potpuno kompeti-
tivni ekvilibrij. S druge strane, kada postoji malo proizvodaca, vidimo da je cijena znacajno visa od
kompetitivne ¢, a ukupna ponuda (koli¢ina) znacajno niza od kompetitivne 1 — c.

*Tako je BR.i(g—:) u opéenitom slucaju neki skup, ovdje je taj skup jednoclan pa radi jednostavnosti oznaka na desnoj
strani izostavljamo viticaste zagrade te se ponasamo kao da se radi o nekom broju umjesto jedno¢lanom skupu koji sadrzi
taj broj.

° Opéenito bismo trazili ¢f = BR;(¢*;), ali buduéi da je skup na desnoj strani jedno¢lan, znak € mozemo zamijeniti s =.
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PRIMJER 1.12 (Bertrandov oligopol [Ber83]). Ponovno pretpostavimo da na trzistu postoji n
proizvodaca nekog proizvoda. Za razliku od modela Cournotovog duopola (Primjer 1.11) u kojem su
se proizvodaci trebali odluciti za koli¢inu koju ¢ée proizvoditi, promotimo model u kojem se proizvodaci
trebaju odluciti po kojoj ¢e cijeni prodavati proizvod, dok ¢e potraznja potom biti diktirana najnizom
cijenom. Pretpostavimo dodatno da je cijena proizvodnje jednog proizvoda za svakog proizvodaca
jednaka nekom ¢ € [0, 1].

Pretpostavimo da su se proizvodaci odluéili za cijene p = (p1,...,pn). Drugim rije¢ima, neka se
proizvodac¢ i odlucio za cijenu p; € [c,1]. Neka je N, skup proizvodaca koji su ponudili najmanju
cijenu p™m. Potraznju modeliramo kao 1 — p™®, te pretpostavljamo da proizvodaéi koji su odabrali
najnizu cijenu trziste dijele medu sobom na jednake dijelove, dok ostali proizvodaci ne dobivaju nista.
Dakle, proizvodac ¢ proizvodit ¢e

1p™™ 1o e d
je 1 € Np,
a(p) = 1 o7
0 ako je i ¢ Np,
pa je pripadna korisnost
@0 ko je i € N,
wp) =4 s
0 ako je i ¢ Np,

> 21 p*™" = ¢ odnosno ako i samo

Dokazat ¢emo da je p* Nashov ekvilibrij ako i samo ako je |Np=
ako su se barem dva proizvodaca odlucila za cijenu ¢, odnosno da ¢e poslovati bez profita.
> 21 p*™n = ¢ U tom slucaju svi proizvodaci imaju profit

Pretpostavimo najprije da je |Np=
0, te ¢e takva situacija ostati ¢ak i da se jedan od proizvodaca (bilo koji) odlué¢i na promjenu cijene,
buduéi da ¢e minimalna cijena i dalje biti ¢. Dakle, svaki takav p* je Nashov ekvilibrij.

ZADATAK 1.2. Dokazite da je p* jedini Nashov ekvilibrij.

* min

Rjesenje. Neka je p* neki drugi Nashov ekvilibrij. Pretpostavimo da je |Np= =c te

=1lip
neka je proizvodac ¢ taj koji je odabrao minimalnu cijenu c¢. U toj situaciji proizvodac i ostvaruje profit
0, ali on taj profit moze povecati tako da svoju cijenu poveca za neku jako malu veli¢inu koja ¢ée biti
manja od svake od cijena preostalih proizvodaca i time osigurati da je on i dalje taj Ciji se proizvodi
prodaju, ali ovaj put s pozitivnim profitom. Dakle, niti jedan ovakav p* ne moze biti Nashov ekvilibrij.
Pretpostavimo kona¢no da je p*™ > ¢ te neka je proizvodaé i jedan od proizvodaca koji su odabrali
minimalnu cijenu. Ako je |Np-| = 1, tada proizvodac i moze povetati svoj profit tako da povecéa svoju
cijenu za neku minimalnu veli¢inu, sli¢no kao u prethodnom slucaju. S druge strane, ako je |Np-| > 2

tada igra¢ ¢ promjenom cijene s p; na p; — € umjesto podjele trzista i dosadasnjeg profita W
p

ima cijelo trziste za sebe te ubire profit (p; —e —¢)(1 — p} +¢€). Lako je vidjeti da ée za dovoljno mali

€ potonja situacija za proizvodaca ¢ biti bolja. Dakle, niti ovakvi p* ne mogu biti Nashovi ekvilibriji.

PRIMJER 1.13 (Tragedija zajednicke zemlje / Tragedy of the commons). © U nekom selu n farmera
se bavi kozarstvom i svaki od njih treba odluciti koliko ¢e koza posjedovati. Svi farmeri svoje koze
istovremeno vode na ispasu na obliznji zajednicki pasnjak. Pretpostavimo da je trosak kupovine i
brige oko jedne koze jednak ¢, neovisno od ukupnog broja koza koje farmer posjeduje.

Neka je v(g) prihod kojeg farmer ostvaruje od jedne koze ukoliko je ukupno g koza na pasnjaku.
Realna pretpostavka je da je v padajuca funkcija, te da je njen pad sve strmiji kako ukupan broj
koza raste. Naime, povrsina pasnjaka je konstantna, tako da veci broj koza znaci i veée natjecanje za
ograniceni resurs, pa je samim time prihod od jedne dodatne koze manji. Ta razlika u prihodu od jedne
% Primjer potjece iz eseja [L1033] iz 1833. britanskog ekonomista Williama Forstera Lloyda, a popularizirao ga je americki
ekolog Garrett Hardin u ¢lanku [Har68] iz 1963. Sintagma tragedy of the commons u stranoj se literaturi ¢esto koristi za

situacije u kojima zbog sebic¢nih ekonomskih interesa aktera dolazi do prekomjernog iskoristavanja resursa. Na primjer,
posljednjih godina se ¢esto spominje u kontekstu pretjerane upotrebe fosilnih goriva.
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koze ¢e biti iznimno mala ukoliko pasnjaku s jednom kozom dodamo jo$ jednu kozu — jedna drugoj
gotovo da nimalo neée smetati. Medutim, kako dodajemo daljnje koze to se prihod od dodatnih koza
sve znacajnije smanjuje. U skladu s tim postojat ¢e gmax = sup{g = 0: v(g) > 0}. Dakle, v(g) =0 za

SVe g 2 Gmax-

Imax g

Prethodni komentari navode nas da svoja razmatranja suzimo na nenegativne funkcije v koje na
netrivijalnom intervalu [0, gmax) imaju svojstvo da su strogo padajuée funkcije i da im je i derivacija
v’ strogo padajucéa. Takoder, radi jednostavnije analize, neéemo se ogranicavati na cjelobrojan broj
koza, ve¢ ¢e kolicina koza modéi biti proizvoljan nenegativan realan broj.

Svaki farmer ¢ nastoji maksimizirati svoju funkciju korisnosti

ui(g1, - 9n) = giv(g1 + - + gn) — cgi,
pri ¢emu je g; broj koza farmera j. U tu svrhu gledamo parcijalnu derivaciju

Ouy;
89%'(91, cgn) =v(gi 4 gn) v (gr 4 4 gn) —c
(3
Za Nashov ekvilibrij ¢g* vrijedit ¢e da je ¢ stacionarna tocka svake od funkcija korisnosti w;(g*;,-),

odnosno da je
o(gi +- -+ gn) gV (gl + - +g) —c=0, zasvakii=1,...,n.

Zbrajenjem ovih jednakosti za sve ¢ i dijeljenjem s n dobivamo da je

*

o(g™) + T=v/(g™") = e =0, (1.3)

pri ¢emu je g*> = g + --- + ¢g¥ ukupan broj koza u Nashovom ekvilibriju.
S druge strane, drustvensi cilj bio bi maksimizirati sveukupnu korisnost

g1o(gr + -+ gn) + -+ gnv(gr + - A gn) — (g1 -+ gn) = g 0(g7) — cg”,

pri ¢emu je ¢~ = g1 + ... gn. Derivacija ove funkcije je

v(g”) + 97 (97) — ¢,
pa zakljuéujemo da ée za ukupan broj koza §> u strateskom profilu § za koji se postize drustveni
maksimum, vrijediti

3 3 =2 _ _ 0 1 4

v(@) +gv(G") —c=0. (1.4)
Uocimo da iz jednakosti (1.3) i (1.4) slijedi da je g** > g>. Naime, kada bi vrijedilo da je ¢*> < g*
imali bi
*3 *3

* g * _ g ] _ _ _
0=u(g*®) + 71}'(9 2y —ec>0(@”) + - V'(G) —e>v@) + 70 (G°) —ec=0,
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pri éemu prva nejednakost slijedi iz ¢injenice da su funkcije v i v’ padajuée, a druga zbog v'(g>) < 0
(jer je v padajuca) i g~ > ¢*>/n.

Dakle, ukupan broj koza u Nashovom ekvilibriju ve¢i je od broja koza koji bi za drustvo bio
optimalan. Drugim rije¢ima, ukoliko svaki igra¢ (u ovom sluc¢aju, farmer) bude odlué¢ivao vodeéi se
isklju¢ivo svojim profitom doci ée do pretjeranog iskoristavanja resursa (u ovom sluc¢aju, pasnjaka).

PRIMJER 1.14 (Konac¢na arbitrazna ponuda [Far80]). Neka tvrtka i sindikat radnika pregovaraju
o novim placama. Nakon Sto se nisu uspjeli usuglasiti, slozili su se da ¢e kona¢nu odluku o novim
placama donijeti neovisni arbitar.

Arbitrazni postupak ¢ée funkcionirati na nacin da ée svaka od dvije strane arbitru poslati svoj
prijedlog place, dok ¢e arbitar neovisno od ta dva prijedloga na temelju svojih izracuna odrediti koliko
smatra da bi trebala iznositi nova pla¢a. Nakon toga ¢e pogledati dva prijedloga te se odluciti za onaj
koji je blizi njegovoj procjeni.

Tako niti jedna strana ne zna sa sigurnosé¢u koja ¢e biti arbitrova procjena, na temelju dosadasnjeg
iskustva imaju dobar vjerojatnosni model — arbitrovu procjenu modeliraju kao neprekidnu slu¢ajnu
varijablu p s funkcijom distribucije F i neprekidnom funkcijom gustoée f.” Tvrtka i sindikat Zele
odabrati svoje prijedloge pla¢e pi i ps na nacin da ocekivanje arbitrove konacne odluke bude sto je
viSe u njihovu korist (8to manje u slu¢aju kompanije i to vece u slu¢aju sindikata).

U skladu s prethodnim, pripadne funkcije korisnosti su®

. + +
uk(Pr, Ps) = — min(py, ps)P (P <= 2 ps) — max(p, ps)P (p > M)

2
. + "
= _mln(pk7pS)F (pk 2 ps) - max(pk,ps) (1 - F <pk 2 pS)) 9
+ +
us(pr, ps) = min(p, ps)P (p < Dk ps) + max(pg, ps)P (p > Dk . ps)

i (%) st (12 (22))

Odredimo sada Nashov ekvilibrij (p}, p). Uoc¢imo najprije da je p; < pi. Doista, kad bi bilo p; > p
imali bi da je ui(py,ps) < uk(p},p}), odnosno p; ¢ BRy(p}). Naravno, ovakav zakljucak nije nimalo
iznenadujué¢ buduéi da ne o¢ekujemo da ¢e tvrtka nuditi veée place od sindikata.

Stacionarne tocke funkcije ug (-, p%) zadovoljavaju’

Ouy, * Ouy, ( (Plﬁﬂﬁ) * ( (pk +pz)>>
= L, pt) = — | —ppF [ =22 ) —pr (1 - F (2=
0 6pk( k> S) Opp k 2 s 2

_ _F (pk +pl‘) P TPk (pk +p§)
2 2 )’

pa dobivamo nuzan uvjet za Nashov ekvilibrij

Ps Py <p2+p§> _F <p2+p§>
2 2 2 '

Slicno, promatranjem stacionarnih tocki funkcije us(pj, -) dobivamo i drugi nuzan uvjet

P —pzf <p7;+p2f> _ 1_F<p2+p§)
2 2 2 )

" Prema poznatom rezultatu iz teorije vjerojatnosti znamo da je F’ = f ukoliko je f neprekidna.

& Ne moramo brinuti o slu¢aju kada je arbitrova procjena toéno na pola izmedu dva prijedloga, buduéi da je vjerojatnost
tog dogadaja jednaka O.

9 Zbog prethodnog komentara mozemo pretpostaviti da je pr < p*.
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Bududéi da su lijeve strane ovih dviju jednadzbi jednake, slijedi da je F (p Z;p 2) = %, odnosno da je

aritmeticka sredina strategija koje ¢ine Nashov ekvilibrij jednaka medijanu arbitrove procjene. Kada
to uvrstimo natrag, dobivamo da je

PZ—PZ:JC(I);;,;);)‘

Napominjemo da su ovo tek nuzni uvjeti koje Nashov ekvilibrij mora zadovoljavati — a priori nije jasno
da su i dovoljni buduéi da stacionarne tocke ne moraju nuzno biti i tocke u kojima funkcija postize
maksimum.

Promotrimo sada jedan konkretan slu¢aj razdiobe — neka je p ~ N(u, 0?).'Y Buduéi da su normalno
distribuirane sluc¢ajne varijable simetricne oko oc¢ekivanja, medijan im je jednak oéekivanju pa je

PrLtDs _
2
Nadalje, imamo da je
1
P —PL= G5 =0oV2m,
’ f (i)

pa je
p;;:,u—%am i plf:,u—i-%o'\/%.

Ovakav zakljucak lako mozemo intuitivno opravdati. Stavimo se, na primjer, u perspektivu sindikata.
U tom slucaju cilj nam je odabrati sto je ve¢u plaéu, ali treba pronac¢i dobar balans — Sto je prijedlog
pla¢e veéi to nam vise odgovara, ali je i manja Sansa da ¢e biti blizu arbitrove procjene, odnosno
da ¢e ga arbitar odabrati. Analogno razmisljanje imat ¢e i tvrtka. Ako je o malen, tada arbitrova
procjena jako malo varira, odnosno s velikom ¢e vjerojatnosti biti blizu medijana Sto znaci da i tvrtka
i sindikat moraju svoje prijedloge smjestiti blizu medijana kako bi bili blizu arbitrove procjene. S
druge strane, ako je o velik, veta je Sansa da ¢e arbitrova procjena znacajno odstupati od medijana
pa samim time i tvrtka i sindikat mogu biti donekle ambiciozniji, odnosno ciljati na prijedloge place
koji im viSe odgovaraju, odnosno koji vise odstupaju od medijana (svaki sa svoje strane medijana).

1.5. Nashov teorem

U ovom odjeljku prelazimo na jedan od glavnih rezultata u ovim biljeSkama — teorem o postojanju
Nashovog ekvilibrija. Dokazat ¢emo ga u dvije etape. Najprije ¢emo, uz jednu dodatnu pretpostavku
koja jamci da je najbolji odgovor svakog igraca jedinstven i dati dokaz koji poc¢iva samo na Brouwero-
vom teoremu o fiksnoj tocki. Zatim ¢emo tu pretpostavku ukloniti, za Sto ¢emo trebati Kakutanijev
teorem — poopcéenje Brouwerovog teorema na korespondencije.

TEOREM 1.15 (Brouwerov teorem o fiksnoj tocki). Neka je X C R™ neprazan, konveksan i kom-
paktan skup, te neka je f: X — X neprekidna funkcija. Tada postoji x* € X takav da je f(x*) = x*,
tj. f ima fiksnu tocku.

Ovaj teorem necemo dokazivati; dokaz se moze naéi u [GDGJFJ10].
Neka je B C R™ konveksan skup. Za funkciju f: B — R reéi ¢emo da je strogo konkavna ako

za sve I1,To € B, x1 # x9, 1 svaki a € (0, 1) vrijedi

flaxy + (1 —a)z) > af(x1) + (1 — a) f(x2).

19U ovom je slu¢aju funkcija gustoée jednaka

_ 1 (z —p)?
@) = V2T P (_ 202 ) '
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Za nas je kljucno sljedeée svojstvo: strogo konkavna funkcija na konveksnom skupu ima najvise jednu
tocku maksimuma. Doista, kada bi y; # y2 obje bile toCke maksimuma, iz stroge konkavnosti bi
slijedilo f(%yl + %yg) > %f(yl) + %f(yg) = maxpg [, Sto je nemoguce.

TEOREM 1.16 (Nashov teorem, strogo konkavan slucaj). Neka je (A,u) strateska igra s n igraca

takva da za sve i =1,...,n vrijedi

o A; je neprazan, konveksan i kompaktan podskup od R™,
e u; je neprekidna,
e za svaki x € A_; funkcija u;(z,-): A; — R je strogo konkavna.

Tada (A,u) ima barem jedan Nashov ekvilibrij.

DokAz. Fiksirajmo igraca i i z € A_;. Funkcija u;(z,-) je neprekidna na kompaktnom skupu A;,
pa postize maksimum, a zbog stroge konkavnosti tocka maksimuma je jedinstvena. Drugim rijecima,
skup BR;(z) je jednoc¢lan; njegov jedini element oznaéit éemo s b;(x). Time je dobro definirana funkcija
b; A_i — Ai.

Tvrdimo da je b; neprekidna. Neka je (rx) C A_; niz koji konvergira prema z i ozna¢imo y; =
bi(zk). Zbog kompaktnosti skupa A; dovoljno je pokazati da svaki konvergentan podniz niza (yi) ima
limes b;(x). (Naime, kada niz (yx) ne bi konvergirao prema b;(z), postojali bi € > 0 i podniz koji
ostaje izvan kugle oko b;(z) radijusa e; zbog kompaktnosti taj podniz ima konvergentan podniz, a
njegov limes ocito nije b;(x).) Neka je, dakle, (yx,) konvergentan podniz s limesom y € A;. Za svaki
j isvaki z € A; zbog yy, € BR;(zy,) vrijedi ui(zy,, yk,;) > wi(wk;, 2). Pustanjem j — oo i koristenjem
neprekidnosti funkcije u; dobivamo u;(z,y) > u;(z, z) za svaki z € A;, odnosno y € BR;(z) = {b;(z)}.
Dakle y = b;(x), $to smo i tvrdili.

Definirajmo sada b: A — A's

b(a) = (bl(afl), ey bn(a,n))

Preslikavanje a — a_; je neprekidno (radi se o projekciji), pa je svaka komponenta od b, a time i sama
funkcija b, neprekidna. Skup A = A; x --- x A, C R™ T je neprazan, konveksan i kompaktan
kao produkt takvih skupova. Prema Brouwerovom teoremu postoji a* € A takav da je b(a*) = a¥,
odnosno a} = b;(a*;) € BR;(a*,) za sve i. To upravo znaci da je a* Nashov ekvilibrij. O

Napomena. Pretpostavka stroge konkavnosti isklju¢uje najvazniji primjer — mjeSovita prosirenja
konac¢nih igara, o kojima ¢e biti rije¢i u nastavku kolegija. Ondje je skup strategija igraca simpleks
vjerojatnosnih distribucija na konac¢nom skupu ¢istih strategija, a ocekivana isplata je afina funkcija
vlastite mjesovite strategije: ona jest konkavna, ali nikada strogo konkavna (osim kada igra¢ ima
samo jednu Cistu strategiju). Skup najboljih odgovora je tada strana simpleksa (konveksna ljuska
Cistih strategija koje postizu maksimalnu ocekivanu isplatu) i u pravilu nije jednoé¢lan, pa funkcija b;
nije ni definirana. Sljedeci zadatak pokazuje da se ta potesko¢a moze zaobié¢i jednostavnim trikom
regularizacije, kojim Brouwerov teorem pokriva sve igre s konkavnim (ne nuzno strogo konkavnim)
funkcijama isplate. Za opcéenitiji slucaj kvazi-konkavnih funkcija isplate, kojim se bavimo u nastavku,
taj trik vise ne radi (zbroj kvazi-konkavne i strogo konkavne funkcije ne mora biti ni kvazi-konkavan)
i ondje je zaista potrebno poopéenje Brouwerovog teorema na korespondencije — Kakutanijev teorem.

ZADATAK 1.3. Neka je (A, u) strateska igra s n igraca takva da za sve i = 1,...,n vrijedi: A;
je neprazan, konveksan i kompaktan podskup od R™:, u; je neprekidna, i za svaki x € A_; funkcija
u;(z,-) je konkavna. Koriste¢i Teorem 1.16 dokazite da (A, w) ima Nashov ekvilibrij. Uputa: za e > 0
promotrite igru (A, u) s funkcijama isplate u (z,y) = u;(z,y) — ||y
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Prijedimo sada na opéi sluc¢aj. Da bismo uklonili pretpostavku (stroge) konkavnosti, moramo
raditi s korespondencijama najboljeg odgovora, pa nam prvo treba odgovaraju¢i pojam neprekidnosti
za korespondencije.

Neka su X € R" 1Y C R™. Za korespondenciju F': X — Y re¢i ¢emo da je s nepraznim,
zatvorenim ili konveksnim vrijednostima ako je za svaki x € X, F'(x) redom neprazan, zatvoren
ili konveksan podskup od Y. Za F ¢emo re¢i da je odozgo hemineprekidna u tocki x € X ako za
svaki niz (zj) C X koji konvergira prema z i svaki otvoreni skup V' C Y takav da je F'(z) C V postoji
ko takav da je F(xg) C V za sve k > kg. Za F kazemo da je odozgo hemineprekidna ako je odozgo
hemineprekidna u svakoj tocki x € X.

ZADATAK 1.4. Dokazite da, ako je korespondencija F' funkcija X — Y (odnosno, ako svakom
elementu iz X pridruzuje jednoclan podskup od Y') tada su pojmovi odozgo hemineprekidnosti i
neprekidnosti jednaki.

TEOREM 1.17 (Kakutanijev teorem o fiksnoj tocki). Neka je X C R"™ neprazan, konveksan i kom-
paktan skup, te neka je F': X — X odozgo hemineprekidna korespondencija s nepraznim, zatvorenim

i konveksnim vrijednostima. Tada postoji x* € X takav da je z* € F(z*), tj. F ima fiksnu tocku.

Dokaz ovog teorema nije jednostavan, pa budué¢i da sam po sebi nema veze s teorijom igara,
mi ga neCemo iznositi. Zainteresiranog ¢itatelja upuc¢ujemo na [GDGJFJ10]. Uocimo da je, zbog
Zadatka 1.4, Brouwerov teorem specijalan sluc¢aj Kakutanijevog.

Neka je B ¢ R™. Za funkciju f: B — R reéi ¢emo da je kvazi-konkavna ako je skup {z €
B: f(z) > r} konveksan za svaki r € R ili, ekvivalentno, ako je za sve x1,x2 € B i svaki a € [0, 1],
flaz:s + (1 — a)x2) > min{f(z1), f(z2)}. Lako je za vidjeti da je svaka konkavna funkcija ujedno
i kvazi-konkavna. Medutim, postoje i mnoge druge funkcije koje su kvazi-konkavne. Na primjer, iz
definicije je odmah vidljivo da je svaka monotona funkcija f: R — R kvazi-konkavna.

TEOREM 1.18 (Nashov ‘apstraktan’ teorem). Neka je (A, u) strateska igra s n igraca takva da za

svei=1,...,n vrijedi

o A; je konveksan i kompaktan podskup od R™,
e u; je neprekidna,

o Za svaki x € A_; funkcija ui(z,-): A; — R je kvazi-konkavna.

Tada (A, u) ima barem jedan Nashov ekvilibrij.

Dokaz. Ideja je da pokazemo da je korespondencija najboljeg odgovora BR odozgo heminepre-
kidna s nepraznim, zatvorenim i konveksnim vrijednostima — drugim rije¢ima, da zadovoljava pret-
postavke Kakutanijevog teorema o fiksnoj tocki. Taj ¢e teorem jamciti postojanje fiksne tocke a € A,
a iz same definicije korespondencije BR jasno je da je svaka njena fiksna tocka Nashov ekvilibrij.

Prijedimo sada na dokazivanje potrebnih svojstava korespondencije BR. Uoc¢imo da sva ta svojstva
slijede direktno ukoliko znamo da ih posjeduju i sve korespondencije BR; (v. Zadatak 1.5). Fiksirajmo
zato nekog igrata i iz € A_;.

Buduéi da je u; neprekidna, slijedi da je neprekidna i funkcija u;(z,-). Njena je domena kom-
paktan skup, a poznato je da svaka neprekidna funkcija na kompaktnom skupu postize maksimum.
ZakljuCujemo da je BR;(x) neprazan skup.

Nadalje, uoc¢imo da je

BRi(z) = {y € Ai: ui(z,y) > max ui(z,y')},
Yy €A;

a skup na desnoj strani je konveksan zbog pretpostavke da je funkcija u;(z, ) kvazi-konkavna.
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Neka je (yx) C BR;(z) niz s limesom y. Tada je u;(z,yr) = max,ca, ui(z,y’), pa pustanjem
limesa i koriStenjem neprekidnosti dobivamo da je u;(z,y) = maxyea, ui(z,y’), odnosno y € BR;(z).
Zakljuéujemo da BR,;(x) sadrzi limese svih svojih konvergentnih nizova, odnosno da je zatvoren.

Pretpostavimo sada da korespondencija BR,; nije odozgo hemineprekidna, odnosno da postoji
x € A_;, neki niz (z;) C A_; koji konvergira prema z, te neki V' C A; otvoreni skup koji sadrzi
BR;(z) takav da je BR;(z) ¢ V za beskonatno mnogo indeksa k. Bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da je to slu¢aj za sve indekse k (u suprotnom samo prijedemo na podniz). Za svaki k tada
postoji yx € BR;(zx) \ V. Bududi da je skup A; kompaktan, bez smanjenja opéenitosti (eventualnim
ponovnim prelaskom na podniz) mozemo pretpostaviti da je niz (yx) konvergentan i da mu je limes y
unutar A; (kompaktnost jaméi da to svojstvo ima neki njegov podniz). Buduéi da je V' otvoren, slijedi
da je A; \ V zatvoren pa zbog (yx) C A4; \ V zakljuéujemo da je y € A; \ V, odnosno y ¢ BR;(z).

S druge strane, za svaki k i svaki z € A; zbog yr € BR;(xx) znamo da je u;(zk, yr) = ui(xg, 2).
Ako pustimo limes k — oo, te iskoristimo neprekidnost funkcije u; dobivamo da je u;(x,y) = w;i(x, 2),
odakle slijedi da je y € BR;(x), Sto je kontradikcija. O

ZADATAK 1.5. Dokazite da ukoliko BR; zadovoljava uvjete Kakutanijevog teorema za i € [n], tada
i BR zadovoljava iste uvjete.

1.6. Mjesovita prosirenja

DEFINICIJA 1.19. MjeSovito proSirenje strateske igre (A, u) s n igraca je strateska igra (S, u) s
n igraca, pri ¢emu je za svakii=1,...,n:
e S; = AA,; skup mjesovitih strategija igraca ¢, pri cemu je
AA; = {z € [0,1]%: > w(a) =13 M
a;€EA;
Kao i inace § = 51 X - -+ x S,. Za proizvoljni mjeSoviti strateski profil s € S i strateski
profil a € A, neka je s(a) = s1(a1) ... sp(an).
e u;: S — R prosirena funkcija korisnosti igrac¢a i definira s
u;i(s) = Z u;(a)s(a).
acA

Tada je u = (uy,...,u,) proSirena funkcija korisnosti.

Kljucno za razumijevanje ove definicije je da za svakog igraca ¢ mjesovite strategije iz S; dozivljavamo
kao vjerojatnosne distribucije preko kojih igra¢ moze birati strategije iz A;. Tako, na primjer, uko-
liko se igra¢ odluci da e svoju strategiju birati na uniforman nac¢in medu strategijama A;, njegova
mjeSovita strategija s; ¢e zadovoljavati s;(a;) = 1/|A;| za sve a; € A;. S druge strane ukoliko igra¢
odluci da ne zeli na slucajan nacin birati strategije, ve¢ da ¢e se kao i u originalnoj igri jednostavno
odluciti za neku fiksnu strategiju a; € A;, tada ¢e njegova mjesovita strategija e,, € S; zadovoljavati
en.(a) = 1, zaa,=a;

0, inace.
Strategije e,, nazivat cemo Cistim strategijama. Dakle, Ciste strategije su nista drugo nego originalne
strategije (iz skupa A;) shva¢ene kao podvrsta mjesovitih strategija. Uz ovakvu identifikaciju, mozemo
cak pisati da je A; C S;, paondai A C S. Nadalje, uo¢imo da je uz ovakvu vjerojatnosnu interpretaciju
mjeSovitih strategija vrijednost
s(a) = si(ay) ... sn(an)

11170, 1)4 oznadava skup svih funkcija A; — [0,1]. Taj skup najéeSée moZemo poistovjetiti sa skupom [0, 1]14¢ ¢ RI4¢!
uredenih |A;|-torki brojeva iz [0, 1].
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jednostavno vjerojatnost da ¢e se igraci na slucajan nac¢in (u skladu s odabranim mjesovitim strategi-
jama) odluciti na strateski profil a. Konaé¢no, u;(s) je onda jednostavno ocekivana korisnost za igraca
i u slucaju da su se igraci odlucili za mjesoviti strateski profil s.

Skup mjesovitih strategija S; igra¢a ¢ mozemo promatrati i geometrijski. U prostoru Rl4il pro-
motrimo |4;| tocaka kojima su sve koordinate jednake 0, osim jedne koja je jednaka 1. Skup S; tada
mozemo reprezentirati kao konveksnu ljusku tih tocaka.

Za stratesku igru (A, u) kazemo da je konaéna ako je skup A; konacan za sve igrace i. Sljedeci
teorem slijedi direktno iz Nashovog apstraktnog teorema (Teorem 1.18).

TEOREM 1.20 (Nashov teorem o mjeSovitom prosirenju). MjeSovito prosirenje (S,u) konacne
strateske igre (A,u) ima barem jedan Nashov ekvilibrij.

Dokaz. Lako je za vidjeti da je skup mjesovitih strategija svakog igraca konveksan i kompaktan.
Neka je (s*)) C S niz koji konvergira prema s € S (po tockama). Tada je
li (sR)y — 15 (a)s®) (q) = , lim s — , —
kg{)loul(s ) im Z u;(a)s\™ (a) Z uz(a)(kl_g)los (a)) Z u;i(a)s(a) = u;(s),

i
T A acA acA

pri ¢emu druga jednakost vrijedi jer je suma konacna. Zakljucujemo da je u; neprekidna. Pokazimo
jos da je za svaki x € S_; funkcija u;(z,-): S; — R kvazi-konkavna.

Neka su y1,y2 € S; takvi da je w;(x,y1) > r i ui(z,y2) = r za neki r € R. Tada za proizvoljni
a € [0,1] imamo mjeSoviti strateski profil (z,ay; + (1 — a)y2) € S takav da za svaki strateski profil
a € A vrijedi

(z,ay1 + (1 — a)y2)(a) = (ay1(a;) + (1 — a)ya(ai)) [ ] #;(ay).

J#i
Zato je
ui(z, oy + (1= a)ya) = > wia)(ayi(a:) + (1 — @)yz(ai)) [] zj(a))
acA VES
=a Y ui(a)yi(ai) [[2j(a) + (1 =) Y wila)yz(ai) [ ] i(ay)
acA i acA i

= OéUi(ZE, yl) + (1 - Oé)Ui(.’L‘, y2)

2,
odakle slijedi kvazi-konkavnost. Zeljeni zakljucak slijedi iz Teorema 1.18. U

Sada ¢emo pokazati da se ¢vrsta veza izmedu originalne igre i njenog mjesovitog prosirenja prenosi

i na trazenje najboljih odgovora i Nashovih ekvilibrija.

DEeFINICIJA 1.21. Neka je (A, u) kona¢na igra, a (S, u) njeno mjesovito proSirenje.

e Nosac¢ mjesovite strategije s; € S; je skup supp(s;) = {a; € 4;: si(a;) > 0}.
¢ Korespondencija ¢istog najboljeg odgovora igraca i je korespondencija PBR;: S_; —

A; s pravilom pridruzivanja

PBRi(s—i) = {a; € A;: uis—i, ai) = max ui(s—, a;)}.
a, i

ProrozicuyA 1.22. Neka je (A,u) konacna igra, (S,u) njeno mjesovito prosirenje, te neka je
s € § neki mjesoviti strateski profil. Tada je s; € BR;(s—;) ako i samo ako je supp(s;) C PBR;(s_;).

ZADATAK 1.6. Dokazite prethodnu propoziciju.
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Napomena i hint. Radi se o korisnoj vjezbi u razumijevanju definicija. Dokazite i iskoristite

sljede¢u nejednakost, i pazite da pazljivo dokazete obje implikacije.

ui(s)=(--)= Z w;i(s—i,ai)si(a;) < max u;(s—;,a;).
CL»;EA{ a;€A;

Rjesenje. Neka je M = maxg,ea, ui(S—i,a;). Uotimo najprije da je

u;i(s) = Z Z ui(a—i,a;)s(a—i, a;) = Z Z ui(a,i,ai)Hsj(aj) si(a;)

a;€EA;a_;EA_; a;€A; \a_;€EA_; jF#i
= Z ui(s,i,ai)si(ai) < max M,
aiGAi
aiEAi

jer je wi(s—i,a;) < M za svaki a; € A; U posljednjoj nejednakosti znak jednakosti ¢e vrijediti ako i
samo ako je s;(a;) = 0 za sve a; za koje je u;(s—;,a;) < M, odnosno za sve a; ¢ PBR;(s_;).

1.7. Bimatricne igre

DEFINICIJA 1.23. Bimatri¢na igra je mjesovito prosirenje konacne igre s dva igraca.
Neka je (A,u) neka konacéna igra s dva igraéa. Neka su UM = (ugjl)) i U@ = (ugjz)) matrice
dimenzija |A;1| X |Az| zadane s

UW = (i, ))iearjeas 1 UP = (ua(i, §))icarjens-

Buduéi da ¢emo kod bimatri¢nih igara ¢esto raditi s matricama (npr. mnoziti ih), radi jednostavnije
notacije strategije ¢emo najcesée oznacavati na nacin da je Ay = {1,...,]|A4A1|} 1 A2 = {1,...,]As]|}.
Tako ¢e npr. i-ti redak u matrici upravo odgovarati strategiji ¢ prvog igraca.

Takoder, mjesovite strategije x € S1 i y € Sy Cesto ¢emo dozivljavati kao vektor-retke. Uz takvo

shvacanje, za prosirene funkcije korisnosti imamo

Ul(x, y) = Z ul(zaj)'%’ty] = :L‘U(l)yTv
1€A1,jEA2

UZ(:I:a y) = Z uQ(’LvJ)l"Ly] = :L‘U(Q)yT
1€A1,jEA2

Dakle, bimatri¢na igra odredena je matricama UM i U®).
(1)

J
x, a drugi igrac za Cistu strategiju j. Sli¢no, u

dobitak prvog igraca'? ukoliko se on odluéi za mjesovitu strategiju
(2)

2

Nadalje, uoc¢imo da je zu
y” je dobitak drugog igraca ukoliko se on odluéi za
mjeSovitu strategiju y, a prvi igrac za cistu strategiju i.

Pokazimo sada na jednom poznatom primjeru kako mozemo odrediti Nashove ekvilibrije bima-
tri¢ne igre dimenzije 2 x 2. Uoc¢imo da tada mjesovite strategije svakog igraca mozemo identificirati
sa segmentom [0, 1] na nacin da x € [0, 1] ozna¢ava mjesovitu strategiju (z,1 — x).

PRIMJER 1.24 (Bitka spolova). Muz i zena odlu¢uju kako ¢e provesti vecer — muz bi najradije
otisao u Setnju, dok bi Zena najradije otisla u kino. Ipak, i jedno i drugo ¢e radije provesti vecer uz
manje interesantnu opciju nego sami oti¢i na svoju prioritetnu opciju. Sljede¢a bimatrica prikazuje
njihove funkcije korisnosti

Setnja  kino
Setnja 2,1 0,0
kino \-1,-1 1,2 )

1274 matricu M, s m.; i m;. oznacavat ¢emo redom njen j-ti stupac i i-ti redak.
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Odredimo sada korespondenciju BRj, tj. za proizvoljni y € Ss (mozemo identificirati Sz = [0, 1])
odredimo sve z € S1 = [0, 1] takve da je x € BR;(y). U tu svrhu racunamo

2 0 Y
(1), T — _ — _ —
zUWy —(m 1 x)(_l 1><1—y> r(dy —1)+1—2y.

Za y < % ova je funkcija strogo padaju¢a u z pa maksimum postize za x = 0. Za y = % funkcija je
konstantna, dok je za y > % strogo rastuca u x pa se maksimum postize za x = 1. Dakle,

{0} zayel0, ;)
BRi(y) = {[0,1] zay=1,

{1} zaye€ (%,1].
Sli¢no dobivamo da je i
{0} zaze [O,%),
BRz(z) = {[0,1] zaz=3,

{1} zaz e (3,1]

Ako nacrtamo grafove ovih korespondencija'?, Nashovi ekvilibriji bit ée upravo toc¢ke njihovih presjeka

(Sto slijedi iz definicije najboljeg odgovora i definicije grafa).

BR;

Wl

W0 fasensunaadescunasaensnnunenannsnnnnsnnnns
—_ L

I&¢itavamo tri Nashova ekvilibrija — ((0,1), (0,1)), ((3, 1), (3,3)) i ((1,0),(1,0)).

Napomena. Alternativno, strategije 2. igraca se mogu parametrizirati tako da y € [0, 1] odgovara
strategiji (1 —y,y) € Sa. Na taj nac¢in, BR1(z) i BRa(y) ‘izgledaju isto’, pa ima malo manje racuna.

2025. Slhjedeéi zadaci nisu dio 1. domade zadace 2025. godine, vec sluZe za vjezbu. Ali nisu ni
teski.

ZADATAK. Rijesite Primjer 1.24 izravno iz definicije Nashovog ekvilibrija, koriste¢i matematicku

analizu. Ne zaboravite provjeriti rubove intervala!

ZADATAK. Odredite korespondencije najboljih odgovora prvog i drugog igraca, te Nashove ekvili-
brije u bimatri¢noj igri zadanoj bimatricom

-2,3 1,-1
1,0 0,1 )

'3 Graf korespondencije f: X — Y je skup {(z,y):y € f(x)} C X xY
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1.8. Igre sa sumom nula s dva igraca

DEFINICIJA 1.25. Igra sa sumom nula s n igraca je strateska igra (A, u) takva da je ug +---+
u, = 0, tj. za svaki strateski profil a € A vrijedi

uy(a) + -+ +un(a) = 0.

PRIMJER 1.26. Motivacijski primjer je igra chooser-hider, s funkcijom korisnosti

2 0
Uchx = .
=07
Analizirajmo koliku o¢ekivanu zaradu mogu osigurati hider i chooser.

ZADATAK 1.7. Dokazite (izravno iz definicije Nashovog ekvilibrija) da je ((%, %) , (%, %)) Nashov
ekvilibrij mjesovitog prosirenja ove igre. Je li taj Nashov ekvilibrij jedinstven?

U ovom ¢emo se dijelu posebno pozabaviti igrama sa sumom nula u kojima sudjeluju samo dva
igraca. Uoc¢imo da u tom sluc¢aju ukoliko nam je poznata funkcija u;, automatski znamo i funkciju wus.
Zbog toga ¢emo takve igre ¢esto promatrati kao uredene trojke (A, A2, u;). Nadalje, pretpostavljat
¢emo da je funkcija u; ogranicena.

Uocimo da dva igrac¢a u ovakvim igrama imaju potpuno suprotne interese — ako je prvom igracu
strateski profil (a1, as) bolji od strateskog profila (af, ab) (u smislu da je uj (a1, a2) > ui(d}, db)), tada
drugi preferira upravo suprotno, tj. (a}, ab) mu je bolje (a1, as).

DEeFINICIJA 1.27. Neka je (A1, Ag,up) igra sa sumom nula s dva igraca.
e Neka je A: A1 — R funkcija

A = inf

Alar) = inf (a1, a2),
odnosno minimalni dobitak prvog igraca u slucaju da odabere strategiju a;. Donja vrijed-
nost )\ promatrane igre je broj

A= sup A(ay),
a1€A

odnosno dobitak na koji prvi igra¢ odabirom dobre strategije moze racunati.
e Neka je A: Ay — R funkcija
A(ag) = sup ui(ag,az),
a1€A;
odnosno maksimalni gubitak drugog igraca u slu¢aju da odabere strategiju as. Gornja
vrijednost A promatrane igre je broj
A= inf A(ag),

a2€A2
odnosno najmanji (77) gubitak koji drugi igra¢ moze iskusiti ukoliko odabere dobru strate-
giju.

Uoc¢imo da su upravo uvedeni nazivi doista i opravdani, tj. da je A < X. Doista,

Alar) < ui(ar,a2) < A(az),

pa tvrdnja slijedi uzimanjem supremuma po a1 € A i infimuma po as € As.
Iz prethodnog primjera vidimo da je opéenito moguée da je A < A. Ipak, od posebnog interesa ¢e
nam biti igre kod kojih se ove dvije vrijednosti podudaraju.
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DEFINICIJA 1.28. Neka je (Aj, Ag,u1) igra sa sumom nula s dva igraca. Za tu igru kazemo da je
strogo odredena ili da ima vrijednost ukoliko se njena donja i gornja vrijednost podudaraju. U tom
¢emo slucaju broj V := X\ = ) nazivati vrijednost igre.

DEFINICIJA 1.29. Neka je (A1, Ag, up) strogo odredena igra s vrijednosti V. Za strategiju a; € Ay
re¢i ¢emo da je optimalna strategija prvog igraca ukoliko je A(a;) = V. Analogno, za strategiju
as € Ag redi éemo da je optimalna strategija drugog igraca ukoliko je A(az) = V.

Uoc¢imo da u strogo odredenoj igri optimalne strategije ne moraju postojati, ali ¢e postojati ukoliko
se infimumi i supremumi iz definicije veli¢ina A, A, A i X doista i postizu. Oc¢ekujemo da ée to najcesée
biti slucaj, sto onda i opravdava epitet strogo odredeno. Naime, u slucaju kada oba igraca imaju
optimalne strategije prvi ée igra¢ osvojiti vrijednost igre V', a drugi —V (tj. izgubit ¢e V). S druge
strane, ukoliko je A < A tada ¢e prvi igra¢ igranjem svoje optimalne strategije imati osiguran dobitak
od A, dok ¢e drugi igrac¢ igranjem svoje optimalne strategije moci biti siguran da nece biti na gubitku
vise od . Medutim, ostaje neodredeno kako ée se medu njima rasporediti ostatak A — ).

U sljedecoj propoziciji ustanovit ¢emo vezu izmedu Nashovog ekvilibrija i optimalnih strategija.
Prije toga, uo¢imo da je kod igre sa sumom nula s dva igraca strateski profil (a}, a%) Nashov ekvilibrij
ako i samo ako je ui(aj,ad) > ui(a1,a3) za sve a; € Ay i —uq(aj,ad) > —uj(aj,az) za sve ag € As.

Drugim rije¢ima, zahtijevamo da je
ui(a,a3) <wui(al,ay) <wui(aj,a2), zasveay € Aj,ag € As. (1.5)
Tocke (aj,a’) koje zadovoljavaju ovo svojstvo nazivamo sedlastim to¢kama.
Prorozicuia 1.30. Ako je (A1, A2,u) igra sa sumom nula s dva igraca i Nashovim ekvilibrijem

(a3, a3), tada je ona strogo odredena s vrijednosti ui(aj,as). Stovige, aj je optimalna strategija igraca

1, a a5 optimalna strategija igraca 2.
DokAz. Uo¢imo da je zbog nejednakosti (1.5) i veli¢ina iz Definicije 1.27

ui(aj,a3) = inf wji(aj,az) = A(a]) < sup Aa;) = A
az€ Az a1 €A

Analogno dobivamo

uy(af,a) = sup ui(ai,a3) = A(ad) > inf A(az) = .
a1 €A, az€A

Spajanjem ova dva niza nejednakosti dobivamo da je A > X. Medutim, otprije veé¢ znamo da jei A < A
pa sve nejednakosti moraju u stvari biti jednakosti, odakle slijede sve tvrdnje iz propozicije. O

1.9. Matricne igre
DEFINICIJA 1.31. Matric¢na igra je mjeSovito prosirenje konacne igre sa sumom nula s dva igraca.

Iz definicije je jasno da je svaka matri¢na igra ujedno i bimatri¢na igra. Takoder, lako je vidjeti
da je svaka matricna igra ujedno i igra sa sumom nula. Doista, za proizvoljni mjesoviti strateski profil
s imamo

ui(s) +ua(s) = Y (ui(a)s(a) +uz(a)s(a)) = Y (u1(a) + uz(a))s(a) = 0.

acA acA

TEOREM 1.32 (Minimax teorem). Svaka matricna igra je strogo odredena.

Dokaz. Kao direktnu posljedicu Teorema 1.20 imamo da svaka matri¢na igra ima Nashov ekvili-
brij. Tada iz Propozicije 1.30 slijedi da je svaka matri¢na igra i strogo odredena. ([

Napomenimo da postoji i mnogo drugih dokaza ovog teorema, od kojih neki koriste i puno ele-
mentarnije alate od Kakutanijevog teorema o fiksnoj tocki.
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Ako na matri¢nu igru gledamo kao na poseban sluc¢aj bimatri¢ne igre, tada za pripadne matrice
UW i U vyrijedi UM = —U®, odnosno jedna matrica odredena je drugom, pa éemo koristiti
jednostavniju oznaku U = UM Prisjetimo se, Uj = UejT, sli¢no za u;..

Propoziciia 1.33. Za matricnu igru s matricom U, te sve mjesovite strategije x € S1 iy € So

A = Imin :]7U(2 7 A = 1maxe Uy .
A - “lf 3 - |f U g min Ue . 1-6

S druge strane, za proizvoljni y € Sy imamo da je

zUyT = Z (zUel )y, > Z (min :EUeJT)y;.C = (min er;L) Z yr = min zu.j,
ey keAs JEA2 JEA2 kEAy JEA2
pa uzimanjem infimuma po y € Sy dobivamo da u (1.6) vrijedi i obratna nejednakost.

Druga jednakost iz propozicije dokazuje se analogno. O

1.10. Rjesavanje matricnih igara

Sada ¢emo pokazati nekoliko primjera kako mozemo rijesiti matricne igre, odnosno pronaéi njihove
vrijednosti te optimalne strategije igraca.

Rjesavanje matri¢nih igara opéenito se moze svesti na problem linearnog programiranja (vidi npr.
[Pet08, Odjeljak 12.2]). Ipak, u posebnom slu¢aju kada barem jedan igra¢ ima na raspolaganju samo
dvije Ciste strategije (ili se na neki na¢in moze svesti na takvu situaciju) problemu ¢emo modéi pristupiti

nesto direktnije.

PRIMJER 1.34. Rijesimo matri¢nu igru zadanu matricom
10 2 4 1
U= .
2 10 8 12
Kao i prije, skup mjesovitih strategija prvog igrac¢a mozemo poistovjetiti sa skupom [0, 1] na naéin da
z € [0, 1] predstavlja strategiju (z,1 — z).
Prema Propoziciji 1.33 znamo da je
V = max A(z) = max min(z,1 — 2)u.;
z€0,1] z€[0,1] jEA2

= max min(ug; U1 — U5 )T).
:pE[O,l]jEAQ( 2 + (w1 = u2;)2)

Dakle, za svaki j € As izraz unutar minimuma u posljednjoj jednakosti odreduje jedan segment.
Konkretno, imamo

segment p; : 2+ 8z,

segment pg : 10 — 8z,

segment p3 : 8 — 4z,

segment pg : 12 — 11x.
Ideja je da skiciramo ove segmente, te potom za svaki z € [0,1] odredimo minimalnu vrijednost na
tim segmentima. Maksimum od svih tih minimalnih vrijednosti tada ¢e biti vrijednost igre, dok ¢e
tocka (ili tocke) u kojoj se postize taj maksimum odgovarati optimalnoj strategiji prvog igraca.

Iz dijagrama vidimo da je vrijednost igre V' = 6, te da je jedina optimalna strategija prvog igraca
*

z* = %, odnosno (3, 3).
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12
Yz
10 P2 10
8 p3
V=6
4
b1
2 2
1
0 = % 1

Odredimo jos i optimalne strategije drugog igraca. Te optimalne strategije su elementi y € Sy za
koje je

V = Aly) = 1 —2)Uyt = . . o)),
(y) mrg[%ﬁ}(x r)Uy xrg[%ﬁ] jezA;Q Yj (UQJ + (UIJ u2j)x)

Drugim rije¢ima, trazimo sve y € Sy za koje je najvisa razina (tj. najveéa ordinata neke tocke na
njemu) segmenta p,, kojeg dobijemo kao pripadnu konveksnu kombinaciju segmenata pi, p2, p3 i p4,
jednaka V = 6.

Konveksna kombinacija p, se za x = % nec¢e nalaziti iznad visine 6 ako i samo ako segment py
dolazi s koeficijentom y4 = 0. Dakle, sve optimalne strategije drugog igraca bit ¢e oblika (y1,y2, ys3,0).
Pripadni segment p, je konveksna kombinacija segmenata pq, p2 i p3 koji svi prolaze tockom (%, 6),
pa kroz nju zato mora prolaziti i p,. Bududi da se niti jedan dio segmenta p, ne smije nalaziti iznad
razine V' = 6, zakljucujemo da je p, upravo horizontalni segment s ordinatom jednakom 6. Posebno,

buduéi da je (0,6) € p, dobivamo da je
2y1 + 10y2 + 8ys = 6.

Nadalje, kako je y vjerojatnosna distribucija znamo da je y1,y2,y3 = 01 y1 +y2 +y3 = 1. Rjesavanjem
ovako dobivenog sustava jednadzbi dobivamo da je skup optimalnih strategija drugog igraca

{(y1’3y1 -1,2- 4y170): Y1 € [%a %]} = CODV((%,O, %70)) (%7 %7070))

Napomena. Vrijedi opéeniti fenomen'®: 3* € Sy je optimalna strategija akko je pravac py+ kons-
tantan, tj. akko uj(x,y*) ne ovisi o x.
Na sli¢an na¢in mozemo rijesiti i igre kod kojih je drugi igrac taj koji ima samo dvije Ciste strategije.

PRrIMJER 1.35. Rijesimo matri¢nu igru zadanu matricom

10 2
2 1
U= 0
4 8
1 12

U ovom primjeru horizontalna os predstavljat ¢e moguce strategije drugog igraca uz sad veé¢ uobicajenu
konvenciju da y € [0, 1] predstavlja strategiju (y,1 — y).

" Iznimka su ‘dosadne’ igre u kojima je z* € {e1, e2}.
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Sli¢no kao i prije, prema Propoziciji 1.33 znamo da je
V = min A(y) = min maxu; (y,1 — T
ye0,1] ) yelo,1]iedr < v)

= iy e vl

pa skiciramo segmente

segment p; @ 2+ 8y,

segment ps : 10 — 8y,

segment p3 : 8 — 4y,

segment py: 12 — 11y.
Za razliku od prije, sada ¢emo za svaki y € [0, 1] traziti maksimalnu vrijednost na ovim segmentima,
dok ¢e minimum od svih tih maksimalnih vrijednosti biti vrijednost igre. Tocke u kojima se postize

taj minimum odgovarat ¢e optimalnoj strategiji drugog igraca.

12
4
10 P2 10
8 p3
118
V - W
4
b1
2 2
1
0 Y = % 1

Iz dijagrama vidimo da je za vrijednost igre i optimalnu strategiju drugog igraca klju¢na tocka u

118 -

kojoj se sijeku segmenti p; i py4, te tako dobivamo da je V = 55 i y* odnosno (jedina) optimalna

- 19’

strategija drugog igraca je (%—8, %),

Preostaje za odrediti optimalne strategije prvog igraca koje, slicno kao i u prethodnom primjeru,
trazimo medu elementima = € Sp za koje je

. T .
V=Az)= TN 2U(y,1 —y)" = i Z i - (wiz + (wir — wi2)y)-

Dakle, trazimo sve = € S; za koje najniza razina koju doseze segment p, (odnosno najmanja ordinata
neke tocke na njemu), kojeg dobivamo kao pripadnu konveksnu kombinaciju segmenata p1, p2, ps i pa,
jednaka V = 118

Gledajudi dljagram vidimo da se konveksna kombinacija p, za y = m nece nalaziti ispod 5 1 8 ako

i samo ako segmenti ps i p3 dolaze s koeficijentima zo = x3 = 0. Ukohko je to zadovoljeno, px ée

oy v 10 118 . .. . 118
prolaziti tockom ({g, 74) pa kako se niti jedan dio segmenta p, ne smije nalaziti ispod razine g,

zakljucujemo da je p, upravo horizontalni segment s ordinatom jednakom = 118 . Svaki segment odreden

je s dvije totke — veé¢ smo iskoristili da je (22, 18) ¢ p_ . pa sada jo§ mozemo iskoristiti i, na primjer,

197 19

da je (0, %2) € p, odakle dobivamo
21 + 1224 = %.

Kao i prije, koristenjem dodatne ¢injenice da je x vjerojatnosna distribucija, dobivamo sustav rjeSavanjem

kojeg slijedi zakljucak da je (}é,O 0, 19) jedina optimalna strategija prvog igraca.
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U prethodna dva primjera vidjeli smo kako mozemo rijesiti matri¢ne igre zadane matricama koje
imaju dva retka ili dva stupca. Sada ¢emo pokazati kako u nekim posebnim sluc¢ajevima matri¢ne igre
s ve¢im matricama mozemo svesti na matric¢ne igre za koje smo prethodno pokazali kako ih rijesiti.

Krenimo s jednim jednostavnim primjerom. Promotrimo matri¢nu igru zadanu matricom
U < 10 2 5 1 6 ) |
2 10 8 12 9

Uoc¢imo da je peta Cista strategija drugog igraca (ona koja odgovara petom stupcu) za njega strogo
gora od trece strategije. Dakle, Stogod da prvi igra¢ odigra, drugom igracu je bolje da odabere treéu
strategiju nego petu. U ovakvoj situaciji re¢i ¢emo da je peta strategija strogo dominirana tre¢om.
Ako pricamo o mjesovitim strategijama drugog igraca, ocekujemo da nikoja optimalna strategija neée
ukljucivati njegovu petu Cistu strategiju s pozitivnom vjerojatnoséu — ako se pri¢a o optimalnim
strategijama, mozemo se slobodno praviti kao da peta cista strategija drugog igraca niti ne postoji.

Mozemo vidjeti i da je treca strategija drugog igraca i sama dominirana i to mjesovitom strategijom
koja uklju¢uje prvu i drugu strategiju. Doista, kod mjeSovitih strategija oblika (a,1 — «,0,0,0)
dobivamo da su isplate prema prvom igracu dane s

10 2 8a +2
a( 2 >+(1_a)<10>:<10—8a>’

L 3) doista mozemo postic¢i da je 8a +2 < 51 10 — 8a < 8. Dakle, na slican nacin kao i

4> 8
prije ocekujemo da optimalne strategije drugog igraca neée ukljucivati trecu strategiju buduéi da je

azaa € (

strogo efikasnije koristiti specificnu kombinaciju prvih dviju strategija.
Sada mozemo precizno definirati upravo uvedene pojmove te dokazati prezentiranu heuristiku za

optimalne strategije.

DEFINICIJA 1.36. Neka je matricna igra zadana nekom matricom U. Za mjesovitu strategiju
x prvog igraca kazemo da strogo dominira njegovu i-tu ¢istu strategiju ukoliko je zU > w;. (po
elementima). Sli¢no, za mjesovitu strategiju y drugog igraca kazemo da strogo dominira njegovu j-tu
¢istu strategiju ukoliko je Uyl < u.; (po elementima).

Proproziciia 1.37. Neka je matricna igra zadana nekom matricom U te neka je x* neka opti-
malna strategija prvog igraca. Pretpostavimo da je i-ta cista strategija prvog igraca dominirana nekom
mjesovitom strategijom. Tada je x; = 0.

Analogni zakljucak vrijedi ¢ za drugog igraca, odnosno ako je njegova j-ta dista strategija domi-
nirana nekom mjesovitom strategijom, tada za svaku optimalnu strategiju y* drugog igraca vrijeds

y; = 0.

Dokaz je za domacu zadacu.
Rjesenje. Neka je x mjesovita strategija koja strogo dominira ¢-tu ¢istu strategiju prvog igraca.
Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je x; = 0, budué¢i da u suprotnom strategiju x

mozemo zamijeniti sa mjesovitom strategijom

! (x—% O)

1—x;

koja ima to svojstvo, a u isto vrijeme takoder strogo dominira i-tu ¢istu strategiju bududi da je

A (2_;,00U = L (20U — zyu;.) > = (ui. — z5u;.) = us..

1—x; 1—x; 1—x;
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Trazena tvrdnja slijedi iz ¢injenice da za svaki y € Sy u nejednakosti

Uy = 32Uy = > ap(Uy e +ajuiy” < Y (Uy" )y + 2f2Uy"

keA; keAL kti kEAL kti
= > Uy e+ > ia(Uyh)y
kEA ki keAT ki

= (:Etz + x;'kl‘*i’ O)UyTv

znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je z; = 0. Dakle, mora vrijediti ] = 0 jer smo u protivhom
pronasli strategiju prvog igraca koja je “jednostrano isplativija”.

PRrIMJER 1.38. Rijesimo sada matricnu igru zadanu matricom

6 0 2
U=]|3 2 1
0 5 4

Uoc¢imo da je druga strategija prvog igraca dominirana mjeSovitom strategijom'® (%, 0, %) Doista,

vrijedi da je
(13,0, %)U = (5. 13, %) > (3,2, 1).
Dakle, svaka optimalna strategija prvog igraca ¢e odabirati drugu strategiju s vjerojatnosti 0. Iz tog

razloga mozemo promatrati novu igru nastalu izbacivanjem te strategije koja je onda zadana matricom

vV — 602.
0 5 4

Sada mozemo uociti da je treta strategija drugog igraca dominirana mjesovitom strategijom (i, %, 0)
buduéi da je

V(50" =GP <"
Sliéno kao i prije, mozemo zakljuciti da svaka optimalna strategija drugog igrac¢a ¢e odabirati njegovu
trec¢u strategiju s vjerojatnosti 0, pa je takoder mozemo ukloniti. Tako dolazimo do matrice

6 0
W = )
05
a nju sada mozemo rijesiti kao i prije. Skiciramo segmente

segment p; : 6x,

segment pa : 5 — dx,

30 5 6
e 0 11
koordinata odgovara prethodno izbacenoj drugoj ¢istoj strategiji). Optimalnu strategiju drugog igraca

mozemo dobiti, slitno kao i prije, iz jednadzbe 5y, = % i ¢injenice da je (y1,y2) vjerojatnosna
5

distribucija. To daje strategiju (57, %, 0).

pa dobivamo da je vrijednost igre V = a optimalna strategija prvog igraca ( ) (druga

5 Do ovog zakljutka mozemo doéi tako da pokuSamo rijesiti sustav nejednadzbi
a(6,03 2) + (1 - a)(07 574) > (37 27 1)
u skupu « € [0, 1].
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6
o D2
_ 30
V=1
b1

ZADATAK 1.8. Dokazite Propoziciju 1.37.
Rjesenje se nalazi nakon Propozicije 1.37.

ZADATAK 1.9. Odredite vrijednost matri¢ne igre zadane donjom matricom, te pronadite optimalne

strategije igraca.

3 2 79
2 -1 6 7
79 5 4

ZADATAK 1.10. Osmislite model za igru jedanaesteraca: igraci su izvoda¢ jedanaesteraca i golman,
i ovisno o odabranim strategijama, oni dobivaju odredene (oCekivane) korisnosti. Ne postoji tocan
odgovor, tako da Vasa verzija igre moze biti proizvoljno jednostavna ili komplicirana.

Ukoliko je moguce, pronadite optimalne strategije i vrijednost igre, te interpretirajte rezultat.
Morzete koristiti alate po Zelji, primjerice online kalkulatore za igre (v. web stranicu kolegija), LP
solvere ili Al.

Rjesenje. Druga strategija prvog igraca je strogo dominirana mjesavinom ostalih dviju (provjerite!)
Rjesavanjem preostale 2 x 4 matriéne igre dobivamo optimalnu strategiju (1/3,0,2/3) za prvog igraca i
skup optimalnih strategija (y1,0,5/3 —3y1, —2/3+2y1) : y1 € [1/3,5/9]} za drugog igraca. Vrijednost
igre je 17/3.

Svi dosad rijeseni primjeri mogli su se, izravno ili nakon uklanjanja dominiranih strategija, svesti
na igre u kojima jedan igra¢ ima samo dvije Ciste strategije. To, naravno, nije uvijek moguce; najjed-

nostavniji i najpoznatiji primjer je sljededci.

PrRIMJER 1.39 (Kamen-papir—skare). Oba igraca istovremeno pokazuju kamen, papir ili skare.
Kamen tupi skare, skare rezu papir, a papir pokriva kamen; pobjednik dobiva 1 od gubitnika, a
pri jednakom izboru nema isplate. Uz poredak ¢istih strategija (kamen, papir, skare) za oba igraca

matrica igre je

0 -1 1
U= 1 0 -1
-1 1 0

Igra se ne moZe reducirati. Nijedna Cista strategija nije dominirana, ¢ak ni mjeSovitom: primjerice,
za svaki x € 57 je :L‘Ue3T =x]—29< 1= 61U63T, pa nikoja mjesovita strategija ne moze biti strogo
bolja od prve ciste strategije protiv svih stupaca; analogno za ostale retke i stupce. Metode iz ovog

odjeljka stoga nisu primjenjive, pa igru rjeSavamo izravno.
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Vrijednost. Matrica je antisimetri¢na, UT = —U; to izrazava simetriju igre (zamjenom uloga igraca
isplata mijenja predznak). Za svaki x € S; je Ux” realan broj, dakle jednak svojoj transponiranoj
matrici, pa je 2UxT = 2UT2T = —2Uz”, odnosno 2UzT = 0. Kako je ovdje S; = So, uvritavanjem
y = z u definiciju A odnosno z = y u definiciju A dobivamo

max A(z) < max 2Uz? = 0 = min yUy”? < min A(y).
TESY 7( ) = TEST yESzy ¥y s yESo (y)

Prema Minimax teoremu lijeva i desna strana su jednake, pa je vrijednost igre V' = 0. (Isti argument
pokazuje da svaka matri¢na igra s antisimetriénom matricom ima vrijednost 0 te da je svaka optimalna
strategija jednog igraca ujedno optimalna i za drugog.)

Optimalne strategije. Za © = (x1,x2,x3) € S1 je

2U = (x9 — x3, x3 — 21, T1 — T2),

a zbroj komponenata tog retka jednak je 0. Zato je A(z) = min; er;‘-F < 0, s jednakoséu ako i samo
ako su sve tri komponente jednake 0, tj. ako i samo ako je 1 = x5 = x3. Jedina optimalna strategija
prvog igraca je stoga

7 =(333)

a isti racun s Uy? = (y3 — y2, y1 — ¥3, vo — y1)T pokazuje da je y* = (1,11

3733
strategija drugog igraca. Konkretno: protiv uniformne strategije svaka Cista strategija daje ocekivanu

) jedina optimalna

isplatu 0, a svako odstupanje od nje protivnik kaznjava — igra li prvi igra¢ kamen c¢esée nego skare
(x1 > x3), drugi igra¢ odgovara papirom i ostvaruje isplatu z3 — x1 < 0 za prvog igraca.

Primijetimo i da je, slicno kao u napomeni nakon Primjera 1.34, redak 2*U = (0, 0, 0) konstantan:
protiv optimalne strategije x* sve Ciste strategije drugog igraca jednako su dobre.

1.11. Korelirani ekvilibrij

PRIMJER 1.40. Nekom raskrizju bez semafora istodobno se priblizavaju dva automobila iz okomitih
smjerova te svaki od dva vozaca treba odluciti hoce li kroz raskrizje pro¢i bez smanjenja brzine ili ¢e se

zaustaviti i pricekati dok se ne rascisti situacija. Pripadne korisnosti navedene su u sljede¢oj bimatrici.

prolazak zaustavljanje
oy _ Prolazak (—10,—10 5,0 >

~ zaustavljanje 0,5 —-1,-1

Pripadna matri¢na igra ima dva ocita Nashova ekvilibrija s ¢istim strategijama — u njima se jedan vozac
s vjerojatnoscu 1 zaustavlja, a drugi s vjerojatnoséu 1 prolazi. Takvi se Nashovi ekvilibriji definitivno

......

s mjeSovitim strategijama — ((%, %), (%, %)) Medutim, iako je ovakav Nashov ekvilibrij posten (u smislu
da oba vozaca tretira jednako), ima bitnu manjkavost u tome da je kod oba igraca korisnost —g, sto

je dosta nisko.

Promatrajmo sada dodatak u kojem su gradske vlasti na ovo raskrizje uvele semafor koji na slucajan

nacin propusta vozace iz okomitih smjerova u skladu sa sljedetom matricom.

prolazak zaustavljanje

prolazak 0 0.55
zaustavljanje 0.40 0.05 '

Smatrat ¢emo da ¢e vozaci pro¢i nekaznjeno ukoliko ne budu slijedili Sto semafor nalaze. Ipak,
pokazimo da je, usprkos tome, svakom vozacu optimalno slijediti semafor ukoliko zna da i drugi

vozac¢ to ¢ini te ukoliko su mu poznate vjerojatnosti po kojima semafor radi.



1.11. KORELIRANI EKVILIBRIJ 30

Pretpostavimo da prvog vozaca na semaforu doceka zeleno svjetlo. Tada je iz matrice semafora
jasno da drugom vozacu semafor pokazuje crveno, pa je prvom igrac¢u u interesu doista i pro¢i kroz svoje
zeleno svjetlo. Ukoliko prvog vozaca doceka crveno svjetlo, tada je vjerojatnost da drugom vozacu

0.40 8

semafor pokazuje zeleno svjetlo (uvjetno na crveno svjetlo kod prvog vozaca) jednaka 0407005 — 9-

U skladu s time, ukoliko se prvi vozac zaustavi, ocekivana korisnost mu je
8 1 _ 1
5:0+5-(-1)=—3,

a ukoliko prode, ocekivana korisnost mu je jednaka

8 1 75

Dakle, prvom igracu je bolje zaustaviti se, odnosno postupiti u skladu s crvenim svjetlom semafora.
Zaklju¢ujemo da je prvom vozacu, Stogod semafor pokazivao, najpametnije uciniti upravo to sto
semafor nalaze, ukoliko zna da ¢e to uciniti i drugi vozac.

Do sli¢nog zakljucka mozemo doéi i za drugog vozaca. Kao i prije, ukoliko drugom vozacu semafor
pokazuje zeleno svjetlo, moze biti siguran da prvom vozacu pokazuje crveno, pa mu je najpametnije
da prode kroz raskrizje. S druge strane, ukoliko mu pokazuje crveno svjetlo, tada su vjerojatnosti da

0.55 11 : _ 0.05 1

prvom vozacu pokazuje zeleno, odnosno crveno, svjetlo redom jednake =565 = 15 1 5557005 = 13-

Ukoliko se drugi vozac zaustavi, ocekivana korisnost bit ¢e mu jednaka
11 1 _ 1
2 0+5- (=) =—1,
dok ¢e mu u slucaju prolaska biti jednaka
11 1 105
o (10 +5-5=—-55

Ponovno zakljucujemo da je drugom vozac¢u najpametnije slijediti semafor, ukoliko zna da to ¢ini i
prvi vozac.
Uocimo da ¢e, ukoliko oba vozac¢a budu slijedila semafor, oc¢ekivana korisnost prvog vozaca biti
jednaka
0-(—10)4+0.55-5+0.40- 0+ 0.05- (—1) = 2.7,
a drugog
0-(—10)4+0.55-0+0.40 -5+ 0.05- (—1) = 1.95.

Vidimo da su ocekivane korisnosti oba vozaca znacajno veée nego kod prethodno promatranog Nasho-
vog ekvilibrija.

U skladu s ovim primjerom sada ¢emo motivirati definiciju za opéenitu bimatri¢nu igru. U nastavku
ovog odjeljka, Ay i Ay ¢e, kao i inace, oznacavati skupove Cistih strategija prvog i drugog igraca, a
UW® i U pripadne matrice korisnosti.

Koreliranim strategijama nazivat ¢emo vjerojatnosne distribucije P = (p;;) na skupu A; x A
¢istih strateskih profila, ili, ekvivalentno, matrice dimenzija |A;| X |A2| s nenegativnim elementima
kojima je suma jednaka 1. To znaci da ¢e par strategija (4, j) biti realiziran s vjerojatnoséu p;; i u tom
slu¢aju prvom igracu ¢e biti sugerirano da odigra strategiju ¢, a drugom igracu da odigra strategiju j.

Ukoliko se prvi igrac¢ doista i odludi za strategiju ¢ otekivana korisnost iznosit ¢e

2 jeAs pz’jug)
ZjeAg Dij ‘
Ono $to zelimo postiéi je da ova ocekivana korisnost bude veca ili jednaka od ocekivane korisnosti
ukoliko se prvi igra¢ odluci za neku drugu strategiju k, odnosno od vrijednosti

(1)
>_je Ay PijUyj

ZjeA2 DPij
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Sli¢no razmatranje potom provodimo i za drugog igraca i tako dolazimo do sljedece definicije.

DEFINICIJA 1.41. Korelirani ekvilibrij bimatricne igre je korelirana strategija P = (p;;) za koju

vrijedi
Z Pij(ul(l - u,(gj)) 0, zasvei ke Ay, (1.7)
JEA2
Z pij(u;; — 212)) >0, zasvej,le As. (1.8)
€A

ZADATAK 1.11. Za bimatri¢nu igru M iz prethodnog primjera, pronadite neki simetri¢ns korelirani
ekvilibrij za koji je vjerojatnost da oba vozaca produ kroz raskrizje jednaka nuli.

Rjesenje. Jedna moguénost je

prolazak zaustavljanje
prolazak 0 0.5
zaustavljanje 0.5 0 '
Sljedec¢a propozicija, zajedno s Teoremom 1.20, pokazuje da ¢e korelirani ekvilibrij uvijek postojati.

PROPOZICIJA 1.42. Neka je (z*,y*) Nashov ekvilibrij bimatricne igre. Tada je P = (x}y}) jedan
njen korelirani ekvilibrij.

DokaAz. P je ocito korelirana strategija. Uoc¢imo da je za proizvoljne i, ke A

> i) — ) = ot @My Ty ).
JEA2
Jedini na¢in da ovo bude negativno je da imamo z] > 0 i ug.l)y*T < u,(:,)y*T. Medutim, ukoliko
potonja nejednakost doista vrijedi, slijedi da je ¢ ¢ PBR1(y*) pa je zbog Propozicije 1.22 i ¢injenice
da je * € BRy(y*) nuzno i ¢ supp(z*), odnosno z} = 0, Sto daje kontradikeciju.
Druga nejednakost iz definicije koreliranog ekvilibrija slijedi analogno. O

Postavlja se pitanje, kako uporediti razli¢ite (korelirane) ekvilibrije. Jedan kriterij je promatranje
ocekivane korisnosti pojedinih igraca. U primjeru 1.40 sa gore spomenutim semaforom, ocekivana
korisnost prvog igraca je

> pijuly) =055 x 5+ 0.05 x —1 = 2.7,

0.
dakle znatno veta nego u simetricnom Nashovom ekvilibriju. Rac¢un za drugog igrac¢a ostavljamo
citatelju.

Odredimo sada na jednom konkretnom primjeru sve korelirane ekvilibrije.

PRIMJER 1.43. Bimatri¢na igra zadana je bimatricom

5,2 1,3
2,3 4,1)°

Zelimo pronaéi sve korelirane strategije P = (p;;) za koje je, u skladu s (1.7) i (1.8),
pi1—p12=20  (i=1k=2)
—p21+p2=20 (i=2k=1)
—put2pn 20  (j=11=2)
p12—2p22 =20  (j=2,10=1)
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Preostaje za rijesiti ovaj sustav nejednadzbi (na skupu vjerojatnosnih distribucija'®). Uo¢imo da
ako pozbrojimo ove cetiri nejednadzbe, dobivamo da je pa; — p22 = 0, pa u kombinaciji s drugom
nejednadzbom dobivamo da je po; = poo. Sada slijedi da je

2p22 = 2p21 = p11 = P12 = 2pao,

pa zaklju¢ujemo da svuda mora vrijediti znak jednakosti. Jedina vjerojatnosna distribucija koja ¢e to

(1)

ZADATAK 1.12. Dana je simetricna bimatri¢na igra sa dva igraca u kojoj je korisnost prvog igraca

U:<a —b>’
0 —c

pri ¢emu su a, b, ¢ € [0, 00) medusobno razli¢iti parametri.

zadovoljavati je

= Wl

zadana 2 X 2 matricom

(a) Ovisno o parametrima a, b, c € [0,00), nadite korespondencije najboljeg odgovora za igru zadanu
matricom U. Odredite njene Nashove ekvilibrije.
(b) Za koje vrijednosti a, b, ¢ je korelirana strategija

p_ 1/3 1/6
1/4 1/4
korelirani Nashov ekvilibrij promatrane igre?

Dodatni zadatak
Sljedec¢i zadatak nije dio prve domace zadace, ali naravno mozete razmisliti o njemu.

ZADATAK 1.13 (**). Ana i Branka stavljaju na stol svatko po jednu kunu te igraju sljedeéu
varijantu “pokera”. Svaki od igraca na pocetku dobije uniformno sluc¢ajan broj iz intervala [0,1]. Ana
pogleda svoj broj te se na temelju njega odlucuje na stol staviti jos y € [0, +00) kuna. Branka nakon
toga ima dvije opcije — ili e pratiti ili ¢e odustati. U slucaju da prati, Branka takoder stavlja na stol
y kuna, te igra¢ koji je dobio veéi broj uzima sve sa stola (dakle, ukupno 2 (1 + y) kuna). U slucaju
da odustane, Ana dobiva sve sa stola (dakle, ukupno (1 + y) + 1 kuna).

Odredite Nashov ekvilibrij u ovoj igri.

1.12. Zanimljivosti

Izvor: Karlin, Peres, Game Theory Alive. Teorija igara sa dva igraca i sumom nula je prvi put
izlozena u ¢lanku Johna von Neumanna (jednog od pionira racunarstva) iz 1928., u kojem je i dokazao
Minimax Teorem. Temelji teorije su dalje razvijeni u knjizi von Neumanna and Morgensterna iz 1944.

Minimax teorem je igrao klju¢nu ulogu u razvoju teorije linearnog programiranja. George Dan-
tzig, jedan od pionira linearnog programiranja, iznosi sljedeé¢u pricu o svom prvom sastanku s von
Neumannom [Dan82].

“On October 3, 1947, I visited him (von Neumann) for the first time at the Institute for Advanced
Study at Princeton. I remember trying to describe to von Neumann, as I would to an ordinary mortal,
the Air Force problem. I began with the formulation of the linear programming model in terms of
activities and items, etc. Von Neumann did something which I believe was uncharacteristic of him.
‘Get to the point,” he said impatiently. Having at times a somewhat low kindling point, I said to
myself OK, if he wants a quicky, then thats what he will get. In under one minute I slapped the
geometric and algebraic version of the problem on the blackboard. Von Neumann stood up and said

16 Dakle, uz dodatne uvjete pi1, pi2,p21,p22 = 01 p11 + pi2 + p21 + p22 = 1.
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‘Oh that!” Then for the next hour and a half, he proceeded to give me a lecture on the mathematical
theory of linear programs. At one point seeing me sitting there with my eyes popping and my mouth
open (after I had searched the literature and found nothing), von Neumann said: ‘I don’t want you
to think I am pulling all this out of my sleeve at the spur of the moment like a magician. I have
just recently completed a book with Oskar Morgenstern on the theory of games. What I am doing is
conjecturing that the two problems are equivalent. The theory that I am outlining for your problem
is an analogue to the one we have developed for games.” Thus I learned about Farkas’ Lemma, and
about duality for the first time.”



POGLAVLIJE 2

Evolucijska teorija igara

Poc¢injemo s nezanimljivom ali korisnom napomenom koja nam omoguc¢ava da pojednostavimo

matrice s kojima baratamo. Obic¢no je koristimo samo za 2 igraca.

NAPOMENA 2.1. Neka je (S, u) mjeSovito prosirenje konacne strateske igre (A, u), te neka je 7 neki
igra¢ i a—; € A—;. Za neki fiksni o € R definirajmo funkciju korisnosti v': A — R tako da je u} = u;
za j #ii
p ui(a_i,a;) + o, zaa_;=a_,

ui(a—i, a;) = o
ui(a—;, a;), inade.
Tada za svakog igraca j, s_; € S_; i 5;,5; € S; vrijedi

/ /!

wils—j,85) — uj(s—5,55) = ujls—j, ) — u;j(s-5,55).

Slijedi da igra nastala promjenom w; — u; ima isti skup Nashovih ekvilibrija kao i originalna igra.

Kljucno za uociti je da najbolji odgovor za neki s_; € S_; odredujemo usporedbom vrijednosti
uj(s—j,5;) za razliCite s;, a prema prethodnoj lemi njihov se relativni odnos (razlika) ne mijenja
ukoliko umjesto u; promatramo u; Slijedi da je Nashov ekvilibrij isti za funkciju korisnosti u, kao i
za funkciju korisnosti u’.

2.1. Simetri¢ne bimatri¢ne igre i simetri¢ni Nashovi ekvilibriji

DEFINICLJA 2.2. Bimatri¢na igra s matricama U i U® je simetri¢na ako igradi imaju iste

skupove strategija, te ukoliko je U1 = U®T,

ZADATAK 2.1 (Simetri¢ne igre). U Poglavlju 1 smo se ve¢ susreli sa simetri¢nim igrama. DokazZite
da se prethodna definicija slaZe s definicijom iz prethodnog poglavlja, tj. da uvjet UM = URT povladi
da funkcije korisnosti zadovoljavaju

ui(z,y) = u2(y, ).

Dokazite da postoji Nashov ekvilibrij oblika (z,x), tj. simetri¢ni Nashov ekvilibrij.
Rjesenje. Vrijedi
T T
ui(z,y) =2UNy" =2 (UD) y" = (yUP2)" = us(y, @),

Nadalje, iz dokaza Teorema 1.18 i Teorema 1.20 znamo da je korespondencija najboljeg odgovora
prvog igraca' BRy: S; — S; odozgo hemineprekidna s nepraznim, zatvorenim i konveksnim vrijednos-
tima, pa po Kakutanijevom teoremu o fiksnoj tocki (Teorem 1.17) postoji z* takav da je z* € BRy(z*).
Buduéi da je U®) = UWT yrijedi i 2* € BRy(x*), odakle slijedi da je (z*,z*) Nashov ekvilibrij.

Zbog ove veze izmedu matrica UM i UP | kod simetri¢nih bimatri¢nih igara dovoljno ée biti
navoditi samo jednu od njih (mi se odluéujemo za UM) koju éemo onda krade oznadavati s U.
Takoder, od interesa ¢e nam biti simetriéni strateski profili, odnosno strateski profili oblika (z, z).
Iz tog razloga ne¢emo raditi veliku razliku izmedu strategije = i pripadnog simetricnog strateskog
profila (z,x).

Wo za domenu korespondencije BR; napisali da je Si1, a ne S_1 $to je do sada bilo standardno. Ovdje je
to opravdano, buduéi da imamo S_; = Sz = 5.

34
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PRIMJER 2.3. Pretpostavimo da imamo neku veliku populaciju neke zivotinjske vrste u kojoj svaka
jedinka pokazuje ili agresivno ili pasivno ponasanje’. Podrazumijevamo da je tip ponasanja jedinke
usaden u njenoj prirodi i da na njega ne moze utjecati, odnosno da npr. agresivna jedinka se uvijek
ponasa agresivno. Promotrimo situaciju u kojoj se jedinke na slucajan nac¢in nalaze u parovima te
se natjecu za neki ograniceni resurs, npr. mjesto za izgradnju gnijezda. Sljedeca bimatrica prikazuje

pripadne korisnosti tih jedinki ovisno o kombinaciji njihovih tipova ponasanja

A(gresivno) P(asivno)

A(gresivno) ( 0,0 4,1 )

2.1
P(asivno) 1,4 2,2 21)

Uotimo da vrijedi UM = UPT | §to je prirodno u danom kontekstu. Naime, korisnost jedinki ne
smije ovisiti o tome promatramo li je kao prvog ili drugog igraca.

Bududi da, u skladu s prethodnim komentarima, jedinke vise nemaju izbora kako ¢e se ponasati
(ve¢ njihovo ponasanje ovisi o tome jesu li rodene kao agresivne ili pasivne jedinke), na mjeSovite
strategije éemo gledati na malo drugaciji nac¢in nego do sada — mjeSovita strategija x = (x4, xp)
oznacavat ¢e udio odgovarajuc¢ih jedinki u sveukupnoj populaciji. Drugim rijec¢ima, u cijeloj populaciji
biti ée x 4-100% agresivnih i xp-100% pasivnih jedinki. Od interesa ¢e nam biti simetri¢ni strateski
profili.

Konkretna bimatri¢na igra (2.1) ima tri Nashova ekvilibrija, od kojih je samo jedan simetrican
- ((%, %), (%, %)) i njega, zbog prethodnih komentara, mozemo poistovjetiti sa strategijom (%, %) To
znaci da je optimalan udio agresivnih jedinki u populaciji jednak 2/3. No, sto ako nas zanima “kako
do¢i” do tog ekvilibrija?

Cesto ¢e nam od interesa biti ve¢ najjednostavnije netrivijalne simetricne bimatri¢ne igre — one

zadane matricom U dimenzija 2 x 2. Neka je

U1l U2
U= )
Ul U2

te pretpostavimo da je U genericka, odnosno da nema dva ista elementa u nekom retku ili stupcu.

Neka je
U - [t T U2 taz i) fuan - Uz 0 _(wm 0 (2.2)
U2l — U2l U2 — U2 0 U2 — U12 0 wup)’

pri cemu je u; = ui] — U2y 1 Uz = Uge — u12. Dokazat ¢emo da simetricne bimatri¢ne igre zadane
matricama U i U’ imaju iste Nashove ekvilibrije. Za tu svrhu koristit ¢e nam Napomena 2.1.
Naime, uo¢imo da simetri¢nu bimatri¢nu igru zadanu matricom U’ mozemo dobiti iz igre zadane
matricom U tako da originalnu funkciju korisnosti (reprezentiranu matricom U) nekoliko puta tran-
sformiramo u skladu s prethodnom napomenom. Zato, kao $to smo najavili, mozemo zakljuciti da
simetri¢ne bimatri¢ne igre zadane matricama U i U’ imaju iste Nashove ekvilibrije.
Koriste¢i ovo opazanje, moze se dokazati sljedeca klasifikacija generickih 2 x 2 simetri¢nih bima-

tricnih igara s obzirom na simetri¢ne Nashove ekvilibrije.

Proroziciia 2.4. Neka je simetricna 2 X 2 bimatricna igra zadana nekom gemerickom 2 x 2
matricom U, te neka je U’ kao u (2.2).

o Ako jeuy <0 iug >0, tada je druga cista strategija (e2) jedini simetricni Nashov ekvilibrij.

o Ako je u; >0 iug <0, tada je prva cista strategija (e1) jedini simetricni Nashov ekvilibrij.

o Ako je ui,us > 0, tada su simetricni Nashovi ekvilibriji obje Ciste strategije, te mjesovita

strategija (uz/(u1 + ug),ur/(ur + ug)).

2U engleskoj literaturi standardni nazivi za ova dva tipa ponasanja su redom hawk i dove.
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o Ako je ui,uz <0, tada je mjesovita strategija (us/(u1 + uz),u1/(u1 + uz)) jedini simetricni

Nashov ekuvilibrij.

ZADATAK 2.2. (a) Dokazite prethodnu propoziciju.
(b) Postoje i Nashovi ekvilibriji koji nisu simetri¢ni. Nadite sve Nashove ekvilibrije igara U i U’.
(¢) Za primjere simetri¢nih bimatri¢nih igara s 2 x 2 matricama u dosadasnjem dijelu kolegija, odredite
matricu U’ i klasificirajte ih u skladu s prethodnom Propozicijom.

Napomena. Dosadasnji primjeri su zatvorenikova dilema, Zadatak 1.1 (c¢) (Stag & Hare) i Pri-

mjer 1.40.

Rjesenje. Za (a) i (b), koristimo metodu iz prvog poglavlja. Kao i prije, identificiramo S7 i So s
0,1], tako da (z,1 — z) € S odgovara x € [0,1],i (y,1 —y) € Sz odgovara y € [0, 1].
Odredimo BR4. Imamo

Uy’ = (CU 1 —a:) <u1 0) ( Y ) = uz(1—y)+x(ury—uz(1—y)) = ug —ugy+z((ur +uz)y—us),

0 wue 1—y
pa je
u2
0}, akoy< ,
{} Y U1 + U2
BRi(y) = { [0,1], ak 42
= y 1, akKO Yy = )
1y Y U + U2
U2
1}, akoy> .
{} y U1 + U2

Radi simetrije, BR;y = BRg. BR; i BRy se sijeku u tockama ¢ =y = 0, 2 = y = ug/(u + ug) i
x =y = 1. Te totke odgovaraju trazenim simetri¢cnim Nashovim ekvilibrijima iz (a). Ova igra nema
drugih Nashovih ekvilibrija.
U ostalim sluc¢ajevima za wu; i ug, postupak je isti, samo BR; = BRy ima drugaciji oblik.
Za uy > 0,uz > 0, imamo

BRi(y) = {1} =za svakiy € [0,1].

Za uy,ue < 0, imamo

U2

1}, k < ,

{ } axoy w1 + u2
U2

BRi(y) =< [0,1], akoy= ———
5

0}, akoy> .

{0} >

Vidimo da u svim slucajevima, igra zapravo imaju samo simetricne Nashove ekvilibrije.

2.2. Evolucijski stabilne strategije

U evolucijskoj teoriji igara, koncept simetricnog Nashovog ekvilibrija nam neée biti dovoljno jak,

ve¢ ¢e nam od interesa biti evolucijski stabilne strategije.

DEFINICIIA 2.5. MjesSovita strategija = je evolucijski stabilna strategija ako za svaku mjesovitu
strategiju y # = postoji neki €, € (0,1) takav da za sve € € (0, ¢,) vrijedi
ur(z, ey + (1 —€)x) > ur(y, ey + (1 — €)x).

Ako je bimatri¢na igra zadana matricom U = UM, posljednju jednakost mozemo matriéno zapisati

kao
2U(ey + (1 — €)z)" > yU(ey + (1 — e)z)7. (2.3)

O nekoj evolucijski stabilnoj strategiji * mozemo razmisljati na sljede¢i nacin. Pretpostavimo da

se velika populacija s razdiobom (mjesovitom strategijom) x pomijesa s nekom manjom populacijom
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s razdiobom y te na taj nacin dobijemo novu populaciju s razdiobom ey + (1 — €)x. Uvjet evolucijske
stabilnosti tada kaze da je u toj novoj populaciji, ukoliko je € dovoljno mali, razdioba z i dalje bolji
odgovor od razdiobe y populacije iz koje su nove jedinke dosle — drugim rije¢ima, originalna populacija

¢e i dalje prevagnuti.

TEOREM 2.6. Mjesovita strategija x je evolucijski stabilna ako ¢ samo ako je x Nashov ekvilibrij ¢
vrijedi
zUyT > yUyt (2.4)

za sve mjesovite strategije y # x za koje je xUz’ = yUxT.

DokAz. Pretpostavimo da je x neka evolucijski stabilna strategija. Dokazimo najprije da je
z (odnosno, (x,z)) tada i Nashov ekvilibrij. Zbog simetri¢nosti je dovoljno pokazati da za svaku
mjesovitu strategiju y vrijedi 2Uz” > yUz”. Uzmimo €y iz definicije evolucijske stabilnosti. Tada za
svaki € € (0, ¢,) vrijedi

zU(ey + (1 —e)z)" > yUley + (1 — )z)T.

Pustanjem € — 0 dobivamo Uz’ > yUx”.

Neka je y # x mjeSovita strategija takva da je zUxT = yUz”, te pretpostavimo da je 2Uy! <
yUy”. Konveksnom kombinacijom ove dvije jednakosti dobivamo da za svaki € € [0, 1] vrijedi

xU(ey + (1 — e)x)T <yU(ey + (1 — e)x)T,

sto je u kontradikciji s pretpostavkom evolucijske stabilnosti.

Dokazimo sada i obratnu tvrdnju, pa u svrhu toga pretpostavimo da je x Nashov ekvilibrij te da
jednakost (2.4) vrijedi za odgovarajucée y.

Uzmimo proizvoljnu mjesovitu strategiju y. Buduéi da je  Nashov ekvilibrij, znamo da je zUz” >
yUz”. Ako je xUxT > yUzT, tada je zbog neprekidnosti zU(ey + (1 —€)z)T > yU(ey + (1 —€)x)T za
sve dovoljno male €.® S druge strane, ako je 2Uz” = yUz”, tada je po pretpostavci 2Uy? > yUy”
pa (2.3) vrijedi za sve € € (0, 1]. O

Pokazimo sada kako mozemo iskoristiti prethodni teorem kako bismo pronasli evolucijske stabilne
strategije kod bimatri¢ne igre zadane bimatricom (2.1), odnosno matricom

A(gresivno) P(asivno)

U= A(gresivno) 0 4
~ P(asivno) 1 2 .

Vet¢ smo spomenuli da je strategija z = (%, %) jedini simetri¢ni Nashov ekvilibrij ove igre, pa je zbog
prethodnog teorema to i jedini kandidat za evolucijski stabilnu strategiju. Pretpostavimo da je y takva
da je zUz” = yUzT. Buduéi da je UzT = (%, %) (u skladu s opéenitim fenomenom da ako drugi
igra¢ igra po Nashovom ekvilibriju, korisnost prvog igraca ne ovisi o njegovoj odabranoj strategiji),

vrijedi 2Uz” = % = yUzT za sve y € S;. Dakle, trebamo provijeriti da je za sve y #
zUyT > yUyt.
Koristeti da je y4 + yp = 1, imamo

10 4
2Uy" —yUy’ = 5 ~3Wa—(2+ya- 3y4) = 3~ da +3y3 = 3(3ya —2)* > 0,

buduéi da bi za 3ys — 2 = 0 slijedilo y = x.

3 Detaljnije, za funkciju z — zUzT —yUzT znamo da je neprekidna, te da u totki = postize pozitivnu vrijednost. Otuda
slijedi da postoji i neka otvorena okolina tocke x na kojoj je takoder pozitivna. Za dovoljno male ¢, totka ey + (1 — ¢)x
Ce se nalaziti u toj okolini.
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Koristeéi Propoziciju 2.4 i Teorem 2.6 sada mozemo odrediti evolucijski stabilne strategije u svim
2 X 2 simetricnim bimatri¢nim igrama.

Prorozicisa 2.7. Neka je simetricna 2 X 2 bimatricna igra zadana nekom generickom 2 x 2
matricom U, te neka je U’ kao u (2.2).

o Akojeu; < 0iug >0, tada je druga cista strategija (e2) jedina evolucijski stabilna strategija.
o Ako jeu; > 0 iug <0, tada je prva cista strategija (e1) jedina evolucijski stabilna strategija.
o Ako je ui,us > 0, tada su obje Ciste strategije jedine evolucijski stabilne strategije.

o Ako je uy,us < 0, tada je mjesovita strategija (ua/(ui +u2),ui/(us + uz)) jedina evolucijski

stabilna strategija.

DokAz. Prije svega, jednako kao sto smo u komentarima prije Propozicije 2.4 zakljucili da matrice
U i U’ daju iste Nashove ekvilibrije, koriste¢i Teorem 2.6 mozemo zakljuéiti i da daju iste evolucijski
stabilne strategije. Nadalje, koristeci isti teorem znamo i da je kandidate za evolucijski stabilne
strategije dovoljno traziti medu Nashovim ekvilibrijima.

Dokaz ¢emo prezentirati za sluc¢aj uy,us > 0, a citatelju ostavljamo da na slican nacin analizira
i preostale slucajeve. Prema Propoziciji 2.4, Nashovi ekvilibriji su obje ¢iste strategije (e1 i e3), te
mjesovita strategija (ug/(u1 + u2), u1/(ui + u2)).

Promotrimo najprije kandidata = = e, te pretpostavimo u skladu s Teoremom 2.6 da je 2 Uz’ =
yUzT. To daje u; = uiy1, odnosno y; = 1, odakle slijedi z = y. Pretpostavke Teorema 2.6 su trivijalno
zadovoljene pa je z = ey evolucijski stabilna strategija. Slicno argumentiramo i za kandidata x = es.

Promotrimo sada kandidata = = (ug/(u1 + u2),u1/(u1 + u2)). Iz zUxT = yUzT dobivamo da je

Uiuz2  Yr1uiu2 Yauiu2
up +us  up +uz o ug +ug’

sto je uvijek zadovoljeno, buduéi da je y; + y2 = 1. Kako bismo ispitali vrijedi li (2.4) za sve y # x
uocimo da je

2 uiu2

2Uy" — yUy" = 219101 + oyous — yiur — yous = ity yiur — yaua,

a to nije strogo vece od 0 za sve y # z (npr. y = (1,0)). Zakljucujemo da (uz/(u1 +u2), u1/(u1 +u2))
nije evolucijski stabilna strategija. (]

ZADATAK 2.3. Dokazite preostale slucajeve.

Rjesenje. Slucajevi ujug < 0 su analogni argumentu za strategije e; i ex u (i).
Za slucaj uy,us < 0, imamo za x = (ua/(u1 + u2), w1 /(u1 + u2)) i svaki (y1,1 — 1),
U1U

2 2
—yPu — (1 .
g, Ui (1 —y1)*u2

cUy" — yUyT = z1y1us + moyous — yiug — yous =

Svodnjem na potpuni kvadrat ili rjeSavanjem kvadratne jednadzbe za 1, dobivamo da je Uy’ —
yUy? > 0 za y; # uz/(u1 + u2), pa je po Teoremu 2.6 z stabilna strategija.

ZADATAK 2.4. Definirajte funkcije korisnosti za matricnu igru kamen-skare-papir (2 igraca, 3
strategije; funkcija korisnosti nije jednoznacno odredena).
Pronadite Nashove ekvilibrije (trebao bi postojati jedinstveni mjesoviti Nashov ekvilibrij). Pronadite
i evolucijski stabilne strategije.

Rjesenje. Funkcija korisnosti dana je primjerice matricom
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Tvrdimo (i) da je (z*,2*) za z* = (1/3,1/3,1/3) jedini simetri¢ni Nashov ekvilibrij i (ii) a =* nije
evolucijski stabilna strategija. MjeSovite strategije prvog igrac¢a oznatavamo sa x = (x1,z2,23) € S

(dakle z je 3d vektor!). Za (i), prema Propoziciji 1.33 znamo da je
V = max A(x) = max min (x1, x2, T3)U.;
€S A@) zeS) jeA2( 1,32, 3)U.j

= Imax min{xg — 3,3 — T1,T1 — 1‘2}.
€S

Maksimum minimuma sa postize u x1 = x2 = x3; u protivnhom je jedna od triju komponenti xo —
X3, T3 — x1,T1 — To negativna, pa je {xe — x3,x3 — 1,1 — T2} < 0.4
Dakle, max,ecg, A(x) = 0 i jedina optimalna strategija prvog igraca je z* = (1/3,1/3,1/3) . Igra je
simetriéna (matrica korisnosti drugog igraca je UT, pa je i i jedina optimalna strategija drugog igraca
z* = (1/3,1/3,1/3). Dakle (z*,z*) je jedini Nashov ekvilibrij.

Za (ii), primijetimo da bilo koji y € S; zadovoljava

Uzl = yUzT,

No, za y = (1,0,0), imamo Uy’ = 0 = yUy”.

2.3. Opcionalno: Dinamika replikacije

Napomena za 2025./2026. Sljedete gradivo (pa time i odgovarajuéi zadaci) se neée obradivati ove
akademske godine.

U ovom ¢emo dijelu predstaviti jedan jednostavni model razvoja populacije odnosno udjela njenih
razlic¢itih grupa jedinki. Dakle, kao i u ostatku ovog poglavlja, mjesovite strategije predstavljat ¢e
udjele tih grupa u cijeloj populaciji. U primjeru kojim smo zapoceli ovo poglavlje imali smo dvije
grupe — jednu su ¢inile jedinke koje su se ponasale agresivno, a drugu jedinke koje su se ponasale
pasivno. Ti udjeli (mjeSovite strategije) mijenjat ¢e se kroz vrijeme, a kljuéna ideja modela je da je
brzina promjene udjela neke grupe u cijeloj populaciji proporcionalna s time koliko je ta grupa snazna
odnosno koliko njena ocekivana korisnost odudara od prosjecne.

Kao i prije, neka je simetri¢na bimatri¢na igra zadana nekom m x m matricom U. Neka je x = z(t)
mjeSovita strategija (vektor udjela grupa unutar populacije) u vremenskom trenutku ¢. Ocekivana
korisnost jedinki iz grupe i je o¢ito e;Uxz”, pa je prosje¢na korisnost u populaciji jednaka

m

Z mieiUxT = 2Uz".

i=1
Kod dinamike replikacije uzimamo da se mjeSovite strategije mijenjaju u skladu s diferencijalnim
jednadzbama

zh = (e;Ux? — 2UzT)z, (2.5)

za svaku grupu ¢ = 1,..., m. Postojanje i jedinstvenost rjeSenja moze se izvesti primjerice iz Picardo-
vog teorema. Kako bismo dublje analizirali dinamiku koju inducira (2.5) potrebni su nam napredni
alati teorije diferencijalnih jednadzbi i dinamickih sustava. Mi ¢emo se stoga zadrzati na nekim os-

novnim konceptima.

ZADATAK. (a) Dokazite da ako pocetni uvjet zadovoljava x1(0) + - - + x,,(0) = 1, onda rjeSenje
sustava (2.5) zadovoljava
z1(t)+ -+ an(t) =1

* Alternativni argument: supstituiramo 3 = 1 — 1 — 2, pa promatramo grafove funkcija f(z1,72) = —1 + 22 +
z3,9(x1,22) = 1 — 221 — 22, h(x1,22) = 1 — z2. One se sijeku u tocki 1 = z2 = 1/3, u protivnom je jedna od tih
funkcija negativna. Dakle min max je u 1 = x2 = 1/3.
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za svaki ¢.
(b) Dokazite da ako je z stacionarna tocka sustava (2.5) (tj. ' = 0) sa z; > 0 za i € [m], onda je z
simetri¢ni Nashov ekvilibrij.

(¢) Ako je x simetriéni Nashov ekvilibrij, mora li biti i stacionarna tocka.

Oznacimo, kao i inace, skup mjesovitih strategija (prvog igraca) s S;. Za svako pocetno stanje
z(0) = 2¥ € Sy, diferencijalne jednadzbe (2.5) daju jednu trajektoriju [0, +00) 3 ¢ +— 2(¢) u 5.

NapoMENA 2.8. Uoc¢imo da jednostavnija matrica U’ definirana kao u (2.2) daje istu dinamiku
replikacije kao i matrica U. Doista, to slijedi direktno iz (2.5) i ¢injenice da je
eiUxT — 2UzT = eiU'azT — a:U’ar:T,
koju dobivamo iz Leme 2.1.

Jedan od kljuénih pojmova pri analizi dinami¢kih sustava je pojam stabilnosti.

DEFINICIJA 2.9. Za stanje T € S7 ¢emo redi da je asimptotski stabilno ako ima otvorenu okolinu
B* takvu da je lim; o 2(t) = T za sve 2 € B*.

Buduéi da je analiza dinamickih sustava bogata, ali i podosta komplicirana teorija, koncentrirat
¢emo se na simetri¢ne bimatri¢ne igre zadane nekom generickom 2 x 2 matricom. Propozicija koju
¢emo pokazati daje naznaku ¢vrste veze izmedu dinamicke stabilnosti i prethodno uvedenih evolucijski

stabilnih strategija.

ProproziciiA 2.10. Neka je simetricna bimatricna igra zadana generickom 2 x 2 matricom U, te
neka je x neka njena mjesovita strategija. Tada je x evolucijski stabilna ako i samo je x asimptotski

stabilno stanje dinamike replikacije.

DOKAZ ZA SLUCAJ uy,us > 0. Zbog Napomene 2.8, dovoljno je raditi s matricom U’
Buduéi da je x2 jedinstveno odreden s x1 (jer je 1 +x2 = 1), dovoljno je promatrati (2.5) za ¢ = 1.
Ukoliko radimo s matricom U’; jednadzba dinamike replikacije se onda svodi na

) = (ru1 — (1 — 21)u2)(1 — 21)21

Opet ¢emo se posebno pozabaviti samo sa slucajem ui,us > 0, dok preostale sluc¢ajeve prepustamo
¢itatelju. Skicirajmo zj kao funkciju od 7.

1

U 1
u1tu2

Uocavamo tri stacionarne tocke — 0, 1 i T3 = ug/(u1 + uz). Uocimo da ako kreéemo iz nekog stanja
2y € [0,71), vrijednost z; ée padati (buduéi da je 2} < 0). Po Newton-Leibnizovoj formuli imamo

z1(t) — 21(0) = /Ot 2 (s) ds.
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Odavde je jasno da z1(t) — 0, buduéi da bi u suprotnom desna strana jednakosti tezila u —oo kada
t — oo. Dakle, mozemo zakljuciti da je 0 asimptotski stabilno stanje.

Sliéno, ako kre¢emo iz nekog stanja 29 € (1, 1], vrijednost 1 ée rasti (buduéi da je ) > 0) prema
1. Iz toga pak vidimo da je 1 asimptotski stabilno stanje. Konac¢no, ako kreéemo iz tocke 2§ = 71, u
toj tocki ¢emo i ostati, ali to stanje nije asimptotski stabilno — ako uzmemo neku malu okolinu oko
tocke 71 i krenemo iz bilo koje tocke razli¢ite od 7, trajektorija ¢e konvergirati prema 0 ili 1.

Usporedbom s Propozicijom 2.7 vidimo da su asimptotski stabilna stanja ujedno i evolucijski
stabilne strategije. O

ZADATAK. Dokazite preostale slucajeve.

Rjesenje.

Neka je u; > 01 ug > 0. Tada je 2} > 0 osim u stacionarnim tockama 0 i 1. Argument iz prvog
sluc¢aja povlaci da je 1 jedino asimptotski stabilno stanje.

Za slucaj ug > 0 i u; > 0, mozemo zamijeniti oznake / imena dviju strategija i time je tvrdnja

svedena na prethodni slucaj.
Preostaje slucaj uy,us < 0. Skicirajmo z} kao funkciju od .

7

0 i T
u 1
M

Uocavamo tri stacionarne tocke — 0, 1 i 1 = ug/(u1 + u2). Uocimo da ako kreéemo iz nekog stanja
2y € [0,71), vrijednost 1 ¢ée rasti (buduéi da je 2} > 0), pa 0 nije asimptotski stabilno stanje. Po

istom argumentu, 1 nije asimptotski stabilno stanje.

Ako kre¢emo iz 2§ € (0,T1), iz Newton-Leibnizove formule dobivamo da je x1(t) strogo rastuca
funkcija dok god je x1(t) < 1. Nadalje, x1(t) < Z1 za svaki t, jer ako za neki ¢ vrijedi jednakost, onda
je x1(t") = Z1(t) za sve t' >t (koristedi jedinstvenost rjeSenja diferencijalne jednadzbe). Dakle, x1(t)
je strogo rastuca funkcija ogranicena s T, pa vrijedi limy_,o 21 (t) = Z1.

[Napomena. Za okvire ovog kolegija nije potreban tako detaljni argument, dovoljno je primietiti

da je T; stacionarna toCka i smjerove derivacije oko nje.]



POGLAVLIJE 3

Ekstenzivne igre

3.1. Ekstenzivne igre s potpunim informacijama

Do sada smo se bavili iskljucivo strateskim igrama, a one su imale svojstvo da je svaki igra¢ donio
samo jednu odluku, ne znajuéi za odluke preostalih igrac¢a. Jednom kada su bile poznate odluke (t;.
odabiri strategija) svih igraca igra je bila gotova i za svakog igraca se znao njegov dobitak.

Pokazimo sada primjer jedne igre u kojoj igraci neé¢e u isto vrijeme donositi odluke. Takve ¢emo

igre prikazivati preko stabla kao sto pokazuje sljedeéi dijagram.
PRIMJER 3.1 (Igra oduzimanja). Igraé¢i naizmjence uzimaju 1 ili 2 nov¢iéa iz hrpe. Pobjednik je
igrac koji izvuce zadnji novcié.

Koji igrac¢ ima pobjednicku strategiju?

Play will end at one of these nodes

{'1r }

Definirat ¢emo poseban slucaj igre s potpunim informacijama (Sto ukljuéuje primjerice Sah i
‘éovjeée, ne ljuti se’) jer je u opéenitom slucaju notacija prilicno ekstenzivna. Buduéi da prvo di-
skutiramo poseban slucaj, a tek nakon toga generalizaciju, neizbjezno je ponavljanje izmedu ovog i
sljedeé¢eg poglavlja.

Prije definicije, c¢itatelja ¢emo podsjetiti da je usmjereno stablo s korijenom x( uredeni par
T = (X, E), takav da

e X je konacan skup s bar dva elementa ¢ije elemente nazivamo vrhovima.

e F je podskup skupa X x X ¢ije elemente nazivamo (usmjerenim) bridovima. Za brid
(x,y) reéi éemo da izlazi iz = i ulazi u y.

e Vrijedi da je x¢p € X i taj vrh nazivamo korijenom, te on ima svojstvo da za svaki x €
X \ {zo} postoji jedinstveni put od xy do x, odnosno niz bridova (zg,z1), (z1,22), ...,
(-1, ), (T, ). U x0 ne ulazi niti jedan brid.

42
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Vrhove iz kojih ne izlazi niti jedan brid nazivat ¢emo zavrsnim vrhovima (ili listovima).

DEFINICIIA 3.2. Ekstenzivna igra s potpunim informacijama s n igraca je uredena cetvorka
' = (T, P, 7,u) sa sljede¢im svojstvima.

e T'= (X, E) je usmjereno stablo s korijenom z( i skupom zavrsnih vrhova Z.

e P: X\ Z — {0,1,...,n} je funkcija koja svakom nezavrsnom vrhu pridruzuje ili igraca ili
Prirodu (koju oznacavamo kao igrac¢a 0). U prvom slucaju taj ¢emo vrh nazivati vrhom
odluke, a u drugom sluéajnim vrhom.

e Bridove iz pojedinog vrha x nazivamo potezima u =x.

o 7= (Ty)pe p-1(0) svakom slu¢ajnom vrhu pridruzuje vjerojatnosnu distribuciju na skupu bri-
dova koji iz njega izlaze. Pretpostavljamo da su svim bridovima dane pozitivne vjerojatnosti.

o u = (u;)1<i<n Svakom igracu i pridruzuje funkciju korisnosti u;: Z — R.

Slijedi primjer ekstenzivne igre s potpunim informacijama.

0 (Priroda)

(0,0) (8,4)8,8) (0,8)

SLIKA 1.

Koje su strategije dostupne igrac¢ima u igri sa Slike 17 Prvi igra¢ moze analizirati igru i do¢i do
zakljucka da ¢e u vrhu zq igrati, na primjer, potez a3, a u vrhu x5 potez (1. Reéi ¢emo da se u tom
sluc¢aju prvi igra¢ odlucio za strategiju as(i. Naravno, as(; nije jedina strategija prvog igraca — prvi
igra¢ ima ukupno 6 = 3 - 2 mogucéih strategija: tri za vrh zg i dvije za vrh xs.

Napominjemo da, na primjer, o; sam po sebi nije strategija prvog igrac¢a, budué¢i da nedostaje
odabir poteza za vrh xs iako je taj odabir u ovom sluc¢aju potpuno nebitan. Koliko ima strategija
drugog igraca?

Uoc¢imo da, jednom kada su nam poznate strategije na koje su se igraci odlucili, igru mozemo
odvrtiti od pocetka do kraja tako da u svakom vrhu pratimo potez koji je za pripadni skup informacija
odabrao odgovarajuci igrac.

Situacija je nesto suptilnija ukoliko se igraci odluce na strategije koje igru dovode i u slucajne
vrhove. Na primjer, pretpostavimo da je prvi igra¢ odabrao strategiju as(y, a drugi S1vi1€2. Vidimo
da ¢e s vjerojatnoséu % igra zavrsiti u vrhu x1; i time prvom i drugom igrac¢u donijeti korisnosti 8
i 4, a s vjerojatnoséu % u vrhu z12 i time oba igrac¢a donijeti korisnosti 8. Otuda mozemo reé¢i da
je ocekivana korisnost prvog igraca, uz navedeni strateski profil, jednaka i -8+ % -8 = 8, a drugog
i4+3.8=7.
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Dakle, opéenito ¢e odabir strategija svih igraca (odnosno, strateski profil) inducirati vjerojatnosnu
distribuciju na skupu zavrsnih vrhova iz koje onda mozemo izracunati oc¢ekivane korisnosti igraca.

Uoc¢imo da na upravo opisani nacin svakoj ekstenzivnoj igri mozemo pridruziti pripadnu stratesku
igru. Ovu korespondenciju ¢emo detaljnije definirati u sljede¢em poglavlju. (éisti) Nashov ekvili-
brij ekstenzivne igre je Nashov ekvilibrij njoj pridruzene strateske igre.

Pokazimo sada na primjeru kako mozemo tzv. metodom indukcije unatrag pronaci jedan Nashov

ekvilibrij proizvoljne igre s potpunim informacijama.

xo 1

0 (Priroda)

SLIKA 2.

Pretpostavimo da se igra nasla u vrhu x;, te da drugi igra¢ odlucuje izmedu poteza (1 i Bo.
Promatrajuéi korisnosti koje ga ocekuju u svakom od ta dva poteza (1 u sluc¢aju f; i 2 u slucaju 5s),
drugi igra¢ zakljucuje da mu je potez o pametniji izbor. Slicno, u vrhu z9, drugi igra¢ zakljucuje da
mu je pametniji potez v1, a u vrhu x4 potez €. S druge strane, prvi igra¢ na slican nacin zakljucuje

da mu je u vrhu x5 bolji potez (;. Na ovaj smo nacin pocetnu igru sveli na igru prikazanu na Slici 3

xol

0 (Priroda)
(7,2) (6,3)

SLIKA 3.

Sliéno sada mozemo analizirati i vrh z3. Bududéi da se radi o slucajnom vrhu, njega mozemo

jednostavno zamijeniti sa zavrsnim vrhom kod kojeg ¢e vrijednosti funkcija korisnosti biti oc¢ekivanje
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korisnosti temeljeno na korisnostima u vrhovima x4 i x5

18,4 +3(8,8)=(87)

i) 1
(65) (5] as3
T €2 3
(7,2) (6,3) (8,7)
SLIKA 4.

Konacno, gledamo vrh z; i vidimo da je prvom igra¢u (koji u njemu odlu¢uje) najpametnije
odabrati potez as.

Prikazanim postupkom dosli smo do strategije ag(y za prvog igraca, te Boy1€2 za drugog igraca.
Lako se mozemo uvjeriti da ovaj par strategija ¢ini Nashov ekvilibrij.

Isti postupak mozemo provesti za proizvoljnu ekstenzivnu igru s potpunim informacijama, pa se
ispostavlja da je primjerice Sah strogo odredena igra (v. Poglavlje 3.4). No, prije dokaza moramo
formalizirati potrebne definicije.

Na kraju poglavlja dajemo jos jedan primjer.

PRIMJER 3.3. Ivica i Marica sjede za stolom na kojem se nalazi 2025 kamenci¢a. Na pocetku igre
Ivica odabire broj n; € {1,2} te sa stola uklanja n; kamenci¢a. Nakon toga Marica odabire broj
ng € {1,2} te sa stola uklanja ny kamencica. Igru nastavlja Ivica koji odabire broj ns € {1,2} te sa
stola uklanja ns kamencic¢a i tako dalje. Pobjednik igre je onaj igra¢ koji sa stola ukloni posljednji
kamenci¢. Koji od igraca pametnom igrom moze osigurati svoju pobjedu?

Odgovor. Marica ima dobitnu strategiju. Naime, ako na pocCetku na stolu imamo k kamencica,
onda Marija pobjeduje akko je k djeljiv s 3, sto se moze ustanoviti indukcijom.

3.2. Opcéenita definicija

Pokazimo sada primjer jedne igre u kojoj igra¢i nemaju potpune informacije. Promotrimo Sliku 5.

Vrhovi u stablu oznacavaju razli¢ita stanja tijekom igre. Listove stabla (zg,...,x13) nazivat ¢emo
zavrsnim vrhovima buduéi da oni oznacavaju mogucée zavrsetke igre. U svakom od njih naznacene su
korisnosti igraca. Preostale vrhove dijelit ¢emo na vrhove odluke i slucajne vrhove. U vrhovima odluke
(x0, 1, T2, x4, x5) jedan od igrac¢a odabire izmedu nekoliko poteza koji ga vode na druge vrhove stabla,
odnosno druga stanja u igri. Na dijagramu je za svaki vrh odluke naznaceno koji od igraca odlucuje o
potezu. U slu¢ajnim vrhovima (x3) takoder se dogada grananje, ali ono, za razliku od vrhova odluke,
nije dirigirano odlukom nekog od igraca ve¢ slucajnoséu. Reé¢i ¢emo da u takvim vrhovima odluku
donosi Priroda koju ¢emo ¢esto smatrati jednim dodatnim igracem kojeg ¢emo oznacavati s 0.

Igru zapocinje prvi igra¢ i on na raspolaganju ima tri moguca poteza — a1, ao i ag. Potezi a1 i ao
vode ga redom u vrhove x7 i 2. Uoc¢imo da su ta dva vrha na dijagramu objedinjena u jedan skup
za kojeg smo naznacili da pripada drugom igracu. To znaci da u ta dva vrha drugi igra¢ odlucuje o
idu¢em potezu, ali da mu nije poznato koji od njih reprezentira trenutno stanje igre (drugim rije¢ima,
drugom igracu je poznato samo da se prvi igra¢ odluéio za potez oy ili ag, ali ne i koji toéno od njih).
U skladu s tim, drugi igra¢ u stanjima x; i x9 ima na raspolaganju ista dva poteza — 1 i B2. Ukoliko
se, na primjer, drugi igra¢ odluci za potez 31, a prije njega je prvi igrac¢ odigrao potez ao, igra zavrsava
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l’ol

e e T3
0 (Priroda)

10 11 12 13
(0,0)  (8,4) (8,8)  (0,8)

SLIKA 5.

u zavrsnom vrhu xg te prvi igrac¢ iz nje izlazi s korisnosti 6, a drugi igra¢ s korisnosti 3. Ako se pak
prvi igra¢ na pocetku odluéio za potez as, sljedeéa nastupa Priroda koja na raspolaganju ima dva
poteza — d1 i d9. To znaci da Ce se, nakon Sto prvi igraC odigra potez ag, igra nastaviti iz stanja x4 s
. . U T . . . v, 3
vjerojatnoscu y ili iz stanja x5 s vjerojatnoséu 1
Kao sto ovaj primjer pokazuje, ekstenzivne igre sastoje se od mnogo elemenata, Sto donekle oprav-

dava i narednu iznimno kompliciranu definiciju.

DEeFINICIJA 3.4. Ekstenzivna igra s n igraca je uredena Sestorka I' = (T, P, H,C, 7, u) takva da

e T = (X, E) je usmjereno stablo s korijenom z¢ i skupom zavrsnih vrhova Z.

o P: X\ Z —{0,1,...,n} je funkcija koja svakom nezavrsnom vrhu pridruzuje ili igraca ili
Prirodu (koju oznacavamo kao igrac¢a 0). U prvom slucaju taj ¢emo vrh nazivati vrhom
odluke, a u drugom sluéajnim vrhom.

o H = (H;)1<i<n svakom igracu i pridruzuje particiju H; skupa P~!(i), odnosno vrhova odluke
u kojima je taj igrac¢ na potezu. Skupove h € H; nazivamo skupovima informacija igraca
1 te za svaki takav skup h pretpostavljamo da sa svakim putom u 7' dijeli najvise jedan vrh,
te da svi vrhovi u h imaju jednak broj izlaznih bridova.

e C = (Ch)nhen, pri ¢emu je H = |Ji-4 H;, svakom h € H pridruzuje particiju skupa bridova
koji izlaze iz vrhova u h. Particija C}, je takva da za svaki vrh x € h i svaki ¢ € C, ¢ sadrzi
tocno jedan brid koji izlazi iz x. Skupove ¢ € C}, nazivamo potezima u h. Pretpostavljamo
da je |Ch| = 2 za sve h.

o 7= (Ty)pe p-1(0) svakom sluc¢ajnom vrhu pridruzuje vjerojatnosnu distribuciju na skupu bri-
dova koji iz njega izlaze. Pretpostavljamo da su svim bridovima dane pozitivne vjerojatnosti.

o u = (u;)1<i<n Svakom igracu i pridruzuje funkciju korisnosti u;: Z — R.

Pokazimo sada kako se ova definicija odrazava na primjer kojim smo zapoceli ovo poglavlje.

Prije svega, imamo usmjereno stablo 7' sa skupom vrhova X = {xy,...,z13}, korijenom z i sku-
pom E od 13 bridova koje ostavljamo ¢itatelju da zapise. Skup zavrsnih vrhova je Z = {x¢,...,x13}.
Nadalje, za funkciju P: {zg,...,z5} — {0,1,...,n} vrijedi

P(xo) = P(xzs) =1, P(x1)=P(x2) =P(xg) =2, P(x3)=0.
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Skupovi H; i Hs sastoje se od skupova informacija prvog i drugog igraca

Hy = {{zo}, {z5}},  Ho = {{z1, 22}, {za}}.

Vetina skupova h € H; U Hs je jednoclana, pa je samim time particija C} za njih trivijalna. Na
primjer,
Crzoy = {{(wo, 71)}, { (w0, 22)}, { (20, 23) } }-

Zanimljivija je situacija jedino za {x1,z2}, jedini viSeclani skup informacija. U tom je slu¢aju

C{m,mz} - {{(1’1,1‘6), (vawS)}v {(1‘1,.%‘7), ($27$9)}}'

Uo¢imo da smo potez {(z1,xg), (z2,z3)} na dijagramu oznaéili s 1, a {(x1,z7), (x2,29)} s Po.

x3 je slu¢ajni vrh i za njega imamo vjerojatnosnu distribuciju 7,, koja bridu (zs,z4) pridruzuje
vjerojatnost %, a bridu (x3,x5) vjerojatnost %. Krace zapisujemo 7, = (%, %)

Konac¢no, imamo i funkcije korisnosti u; i ue koje svakom zavrsnom vrhu pridruzuju Kkorisnost za
odgovarajudéeg igraca. Tako je, na primjer, uj(xg) = 4 i ug(xs) = 3.

Najceste se promatraju igre u kojima svaki od igrata ima potpuno prisje¢anje $to je ucinio u

proslosti. Tako, na primjer, situacije kao na donjem dijagramu nisu dopustene.

2

DEFINICIJA 3.5. Za igraca i ekstenzivne igre I' re¢i ¢emo da ima potpuno prisjeéanje ukoliko za
svaki skup informacija h € H; i sve vrhove z,y € h vrijedi da se svi potezi igraca ¢ koji se pojavljuju
na putu od korijena do vrha x ujedno pojavljuju i na putu od korijena do vrha y. Za I' éemo reé¢i da
ima svojstvo potpunog prisjecanja ako svaki od igraca koji je igraju ima potpuno prisjecanje.

Igre s potpunim informacijama, obradene u prethodnom poglavlju, su poseban slucaj gdje svaki

igra¢ u svakom trenutku zna toc¢no stanje u kojem se igra trenutno nalazi.

DEFINICIIA 3.6. Za ekstenzivnu igru re¢i ¢emo da je s potpunim informacijama ukoliko je za
sve igrace i particija H; diskretna, odnosno ukoliko za sve h € H; vrijedi |h| = 1. U suprotnom ¢éemo

re¢i da se radi o igri s nepotpunim informacijama.

Sah, krizi¢-kruzi¢ i C’ovjeée, ne ljuti se primjeri su igara s potpunim informacijama, dok je vecina
kartaskih igara (npr. poker) s nepotpunim informacijama buduéi da je igrac¢ima nepoznato s kojim

kartama raspolazu njihovi suparnici.

3.3. Nashov ekvilibrij

Svaki igra¢ koji igra neku ekstenzivnu igru mora razmisljati jedino o tome kako ¢e postupiti u
situacijama u kojima je na njega red — drugim rijeCima, za koje ¢e se poteze odluciti u svojim skupovima
informacija. Na primjer, u igri sa Slike 5, pretpostavimo da si je prvi igrac¢ skicirao prikazano stablo te
potom uocio da su zg i x5 jedini vrhovi u kojima ¢e on odluc¢ivati o daljnjem tijeku igre. Oba ta vrha
¢ine zasebni skup informacija. Prvi igra¢ tada moze analizirati igru i do¢i do zakljucka da ¢e u vrhu
xg igrati, na primjer, potez s, a u vrhu x5 potez ;. Reéi ¢emo da se u tom sluc¢aju prvi igra¢ odlucio
za strategiju as(y. Bududi da igra kreée iz korijena (x¢), odluka prvog igra¢a vezana za taj vrh uvijek
¢e biti relevantna za daljnji tijek igre. S druge strane, moguce je da igra nece niti do¢i do vrha x5 pa



3.3. NASHOV EKVILIBRIJ 48

¢e u tom slucaju biti potpuno nebitno sto je prvi igra¢ odlucio da bi napravio kad bi igra do njega
dosla. Naravno, as(; nije jedina strategija prvog igraca — prvi igra¢ ima ukupno 6 = 3 - 2 mogucih
strategija: tri za vrh xq (preciznije, skup informacija {zo}) i dvije za vrh x5 (skup informacija {z5}).
Napominjemo da, na primjer, cy sam po sebi nije strategija prvog igraca, buduéi da nedostaje odabir
poteza za vrh x5 iako je taj odabir u ovom sluc¢aju potpuno nebitan — odigravanje poteza «; odmah
otklanja ikakvu moguénost da ¢e igra doé¢i do vrha x5.

S druge strane, strategije drugog igraca sastoje se od odabira poteza za skupove informacija
{z1, 22} i {x4}. Tako je, na primjer, S1€2 jedan primjer njegove strategije.

Uoc¢imo da, jednom kada su nam poznate strategije na koje su se igraci odluéili, igru mozemo
odvrtiti od pocetka do kraja tako da u svakom vrhu pratimo potez koji je za pripadni skup informacija
odabrao odgovarajuc¢i igra¢. Na taj nacin dolazimo do jednog od zavrSnih vrhova u kojem potom
iS¢itavamo Kkorisnosti za svakog od igraca. Na primjer, pretpostavimo da se prvi igra¢ odluc¢io za
strategiju a1(y, a drugi na strategiju [oe1. Igra krece iz zg te otuda pratimo potez a; bududéi da je
on dio strategije prvog igraca. To nas dovodi do vrha z;. Taj vrh je dio skupa informacija {z1,x2}
drugog igraca, i on se odlucio da ¢e, kad se nade u tom skupu informacija, igrati potez fs Sto igru
dovodi do zavrsnog vrha 7. Prvi igra¢ stoga zavrSava s korisnosti 7, a drugi s korisnosti 2. Uo¢imo da
je za tijek igre bilo potpuno nebitno to sto je prvi igra¢ imao spremnu odluku za odigravanje poteza
(1 u vrhu x5, kao i sto je drugi igra¢ imao spremnu odluku za odigravanje poteza ¢; u vrhu xz,.

Kao i ranije, situacija je nesto suptilnija ukoliko se igraci odluce na strategije koje igru dovode i
u slucajne vrhove. Na primjer, pretpostavimo da je prvi igra¢ odabrao strategiju as(i, a drugi Bies.
Tada lako vidimo da ¢e s vjerojatnoséu % igra zavrsiti u vrhu 11 i time prvom i drugom igracu donijeti
korisnosti 8 i 4, a s vjerojatnoséu % u vrhu z12 i time oba igraca donijeti korisnosti 8. Otuda mozemo
re¢i da je oCekivana korisnost prvog igraca, uz navedeni strateski profil, jednaka % -8+ % -8 =28, a
drugog%-4—|—%-8:7.

Dakle, opéenito ¢e odabir strategija svih igraca (odnosno, strateski profil) inducirati vjerojatnosnu
distribuciju na skupu zavrsnih vrhova iz koje onda mozemo izracunati oc¢ekivane korisnosti igraca.

Uoc¢imo da na upravo opisani nacin svakoj ekstenzivnoj igri mozemo pridruziti pripadnu stratesku

igru.

DEeFINICIIA 3.7. Cista strategija igraca ¢ u ekstenzivnoj igri je proizvoljno preslikavanje a; koje
svakom skupu informacija h € H; pridruzuje neki potez ¢ € C}. Skup svih cistih strategija igraca i

oznacavamo s A;.

DEFINICIJA 3.8. Strateska igra pridruZena ekstenzivnoj igri I je strateska igra (A; x --- X
Ap, (u1,...,uy)), pri ¢emu je, za svaki i, A; skup ¢istih strategija igraca i u ekstenzivnoj igri I, a u;
funkcija korisnosti igraca i definirana na sljedeéi nac¢in. Za proizvoljni strateski profila € A1 x--- X A,,
neka je p, vjerojatnosna distribucija na skupu zavrsnih vrhova Z koju taj strateski profil inducira —
drugim rijeCima, p,(z) je vjerojatnost da ¢e igra, prateéi strateski profil a, zavrsiti u zavrsnom vrhu
z. Tada je'

ui(a) = Z pa(2)ui(2).
z€Z

DEFINICIIA 3.9. (éisti) Nashov ekvilibrij ekstenzivne igre je Nashov ekvilibrij njoj pridruzene
strateske igre.

Sljededi primjer ilustrira nalazenje spomenute strateske igre i pripadnih Nashovih ekvilibrija.

PRrRIMJER 3.10. Za sljedetu ekstenzivnu igru sa dva igraca sa sumom 0, nacrtajte stablo i opisite
odgovarajucu stratesku igru. Odredite vrijednost te igre i optimalne strategije oba igraca.

Yu; na desnoj strani jednakosti se referira na funkciju korisnosti u ekstenzivnoj igri, a na lijevoj strani na funkciju
korisnosti strateske igre koju upravo definiramo.
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Prvi igra¢ bira potez «y ili ag, i njegov izbor je nepoznat drugom igracu. Zatim drugi igra¢ bira potez
B ili Bs. U slucaju aq 51 i oy Be, korisnost prvog igraca je redom 4 i 2. U sluc¢aju asf i aof2, nastupa
priroda. Tada prvi igra¢, u slucaju aef;, dobiva korisnost 7 ili 5 s vjerojatnoséu 1/2. U slucaju a2
on dobiva korisnost 1 ili -1 s vjerojatnoséu 1/2.

Rjesenje.

SLIKA 6.

Odgovarajuca strateska igra ima matricu korisnosti (prvog igraca)

B1 B2

U — a1 4 2 ‘
(6] 6 0

Vidimo da je (aq, B2) ¢isti Nashov ekvilibrij ove igre i da je vrijednost igre 2. Nema drugih Nashovih
ekvilibrija, $to mozemo vidjeti primjerice iz ¢injenice da drugi stupac strogo dominira prvoga.

3.4. Potpuni ¢isti ekvilibrij po podigrama

Prisjetimo se igre sa Slike 1. Indukcijom unatrag smo pronasli Nashov ekvilibrij (a3(i, S2y1€2).
No, ovaj ekvilibrij zasigurno nije jedinstven — na primjer, (31, B172€2) je takoder Nashov ekvilibrij.
Medutim, uo¢imo da je takav ekvilibrij na neki nacin losiji od ekvilibrija kojeg smo dobili indukcijom
unatrag — ukoliko se prvi igra¢ zabuni pa umjesto ag odigra «q, drugi igrac to nete uspjesno iskoristi,
ve¢ ¢e odigrati potez 1 koji mu u vrhu x; nije najbolji izbor. Drugim rijeCima, (as(i, S172€2) je
Nashov ekvilibrij iako koristi neoptimalne izbore 81 i 9 samo zato Sto su ti izbori potpuno nebitni
ako prvi igra¢ odigra optimalni pocetni potez (a3) i time odvede igru u drugom smjeru.

Ovo razmatranje nas motivira da uvedemo pojam ekvilibrija koji ¢e davati optimalne odluke makar

tijek igre skrenuo s optimalnog puta.

DEFINICIJA 3.11. Neka je I' ekstenzivna igra sa stablom 7', te neka je z € X \ Z neki njen
nezavrsni vrh. Oznac¢imo s T, podstablo od T kojemu je korijen u x, te pretpostavimo da niti jedan
skup informacija iz I' ne sadrzi i vrhove iz T} i vrhove iz T \ T,,. Tada ima smisla promatrati igru
induciranu igrom I' i stablom 7). i tu ¢emo igru nazivati podigrom igre I' s korijenom u z, te ¢emo

je oznacavati s I'".
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Na primjer, igra sa Slike 2 ima ukupno Sest podigara — I'*® (Sto je u biti cijela igra I'), I'*1, T'*2
[#s T'*4 i IT'%s,

S druge strane, igra sa Slike 5 ima samo ¢etiri podigre — I'*0 = I", I'*3 ['"4 i ['*3. Napominjemo da,
na primjer, podstablo s korijenom x1 ne inducira podigru, buduéi da se x1 nalazi u skupu informacija
{1, 22} koji ukljuCuje i vrh z9 izvan podstabla Ty, .

DEFINICIJA 3.12. Potpuni &isti (Nashov) ekvilibrij s obzirom na podigre” neke ekstenzivne
igre je strateski profil koji inducira ¢isti Nashov ekvilibrij za svaku od njenih podigara®.

Na primjer, kod igre sa Slike 2 indukcijom unatrag dosli smo do Nashovog ekvilibrija (a3(y, 8172€2)
za kojeg se lako mozemo uvjeriti da je potpuni ekvilibrij s obzirom na podigre. Na primjer, ekvilibrij
(31, B1y2€2) u podigri I'*3 inducira Nashov ekvilibrij (1, €2), a u podigri I'*4 Nashov ekvilibrij (e2).

Napominimo da Definicija 3.12 ne zahtijeva da igra bude s potpunim informacijama da bi mogli
pricati o potpunom ekvilibriju s obzirom na podigre — takve igre su nam od posebnog interesa velikim

dijelom jer kod njih mozemo koristiti indukciju unatrag.

TEOREM 3.13. Svaka igra s potpunim informacijama ima cisti potpuni ekvilibrij s obzirom na

podigre.

DokAz. Neka je I' = (T, P,C,T,u) neka ekstenzivna igra s potpunim informacijama. Kako bi
lakse formalizirali ideju indukcije unatrag, za igru definiramo njenu duljinu L(T") kao duljinu najduljeg
puta od njenog korijena do nekog od zavrsnih vrhova.

Pretpostavimo najprije da je L(I') = 1, odnosno da se stablo sastoji od korijena xq iz kojeg svi
bridovi vode direktno do zavrsnih vrhova. Ako je xg slu¢ajni vrh, tada igra uopée nema igraca. Ako
je xg pak vrh odluke, tada jednostavno treba odabrati potez koji vodi do zavrsnog vrha s najve¢om
korisnosti za igraca koji je na potezu.

Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za sve igre duljine manje od ¢, te neka je L(I') =t > 1.
Ozna¢imo s zy, ..., x, sve vrhove do kojih vodi neki brid iz xg, i neka su aq, ..., a,, pripadni potezi.
Konstruirajmo igru I iz igre I na nac¢in da za svaki k = 1,...,m izbriemo podstablo T}, te umjesto
njega stvorimo zavrsni vrh y;; ukoliko je x; veé¢ sam po sebi zavrsni vrh, stavimo y; = xi.

Potrebno je jo§ definirati funkcije korisnosti u; u skraéenoj igri I'. Ako je xj zavrdni vrh igre
I, definiramo w;(yx) = ui(zr). Ako zj nije zavrsni vrh, vrijedi L(I'"*) < ¢, pa, prema pretpostavci
indukcije podigra I'** ima potpuni ekvilibrij s obzirom na podigre — ozna¢imo ga s a*). Neka je
Zy,, = Z N Ty, skup zavrsnih vrhova u igri I'"*, i p, ) (2, 2) vjerojatnost da Ce igra krenuvsi iz vrha
z 1 prateéi strateski profil a®) zavrsiti u vrhu z. Definiramo

Ui(yr) = Ui(ak;a(l)a e ,a(m)) = Z Pato) (Th, 2)ui(2).
ZGsz

Ocito je L(I') = 1, pa koriste¢i ponovno pretpostavku indukcije (Stovise, bazu indukcije), ta igra
ima potpuni ekvilibrij s obzirom na podigre; ozna¢imo ga s @ (prisjetimo se @ € {1, ...y }). Tvrdimo
da spajanjem strategija @, aV, ..., a™ dobivamo trazeni potpuni ekvilibrij s obzirom na podigre igre
I'. Doista, za sve netrivijalne podigre (podigre manje od cijele I') to ée zbog pretpostavke indukcije
biti Nashov ekvilibrij.

Preostaje provjeriti da je @ € {a1,...a;} Nashov ekvilibrij igre I'. Bsomp P(zg) = 1ia = ay.

Primijetimo prvo da se nijednom igracu ne "isplati” promijeniti samo poteze ukljucene u strategije

2) 2)

., alm (dakle bez promjene poteza «j); naime, promjene strategija a? ... alm

al ne utjecu na
2 U situacijama u kojima iz konteksta bude jasno da promatramo samo Ciste strategije, ovaj éemo ekvilibrij nazivati kracée
potpunim ekvilibrijom s obzirom na podigre.

3 Moguée je da ée neka od podigara imati samo jednog igraca, a u tom slu¢aju do sada nismo eksplicitno definirali pojam
Nashovog ekvilibrija. Naravno, tada uzimamo jedinu smislenu definiciju — Nashov ekvilibrij igre s jednim igracem je
strategija koja maksimizira korisnost tog igraca.
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ishod igre nakon poteza «, a “isplativa” promjena strategije a(*1) bi se takoder isplatila u igri I'*!,
sto je u kontradikciji s izborom a(xl).
Dakle, moramo jos provijeriti da se 1. igra¢u ne isplati promijeniti potez @. To vrijedi jer za

k=1,...,m, i za bilo koji strateski profil a;, bW b koji se razlikuje od @,aV, ..., a™ samo u
potezima 1. igraca vrijedi

ui(ay, b M)y w1 (o, a, . a™) <u@@ e, al™);
prva nejednakost slijedi iz odabira a?) te iz ¢injenice da ostali a®) (za k # j) ne utje¢u na u, (0, a®, .. a™),
a druga nejednakost slijedi iz odabira a. (Il

Ovaj teorem sada mozemo iskoristiti i kako bismo pokazali povijesno jedan od najranijih rezultata

iz teorije igara.

TEOREM 3.14 (Zermelo?). U Sahu, ili Bijeli (igrac koji je prvi na potezu) ima strategiju koja mu
jamci pobjedu, ili Crni ima strategiju koja mu jamci pobjedu, ili obojica imaju strategije koje im jamce

rems.”

Doxkaz. Neka su vrijednosti funkcija korisnosti (1, —1) u sluc¢aju pobjede Bijelog, (—1, 1) u slu¢aju
pobjede Crnog, te (0,0) u slucaju remija. Na ovaj nacin Sah postaje igra sa sumom nula.

Prema Teoremu 3.13 znamo da postoji Nashov ekvilibrij (Stovise, potpuni ekvilibrij s obzirom
na podigre) (i*,j*) s Cistim strategijama, a iz Propozicije 1.30 onda slijedi da je vrijednost ove igre
jednaka wuq(i*, j*), te da je i* optimalna strategija Bijelog, a j* Crnog.

Ako je up(i*, j*) = 1, tada je i* strategija koja Bijelom jaméi korisnost 1, odnosno pobjedu. Sli¢no,
ako je up (i*, j*) = —1, tada je j* strategija koja Crnom jamc¢i gubitak od najvise —1, odnosno pobjedu.
Konaéno, ako je ui(i*, 7*) = 0, tada je i* strategija koja Bijelom jaméi korisnost od barem 0, odnosno
remi, a Crnom gubitak od najvise 0, odnosno takoder remi. (I

Kao sto je iz dokaza vidljivo, nismo koristili gotovo niti jedno pravilo saha, pa samim time nije
iznenadujuée da sli¢an zakljuc¢ak vrijedi i za sve ostale drustvene igre slicnog formata.’

ZADATAK 3.1. Promatrajmo igru sa sumom nula za dva igraca sa slu¢ajnim bacanjem postenog
nov¢ica (dakle, s vjerojatnoséu 1/2 za oba ishoda). Ako novc¢i¢ pokaze pismo, funkcije korisnosti su
opisane matricom A", a u slu¢aju glave, matricom A%, pri ¢emu je

S1 S2 S1 S2

AG:Tl 8 2 i AP:Tl 2 6
™\ 6 0 ™\ 4 10/

Za svaku od donjih igara, nacrtajte odgovarajuce stablo, i formalno opisite igru u skladu s Definici-
jom 3.4. Zapisite pridruzenu stratesku igru, i pronadite vrijednost te igre.

(i) Igra u kojoj je prvom igrac¢u poznat ishod novéica i oba igraca igraju istovremeno.

‘Tako je Zermelov teorem uvrijezeni naziv, teorem koji je Zermelo doista dokazao je nedto drugadiji. [SWO01] pruza
zanimljiv kratki povijesni pregled, zajedno s prijevodom originalnog Zermelovog ¢lanka.

5 Ne zna se koja je od ove tri moguénosti istinita. Veéina profesionalnih Sahista bi se kladila na treéu moguénost, odnosno
da Bijeli i Crni imaju strategije koje im jamdce remi. S druge strane, statistike pokazuju [che] da Bijeli pobjeduje znacajno
Cesce, tako da je i moguénost da Bijeli ima strategiju koja mu jam¢i pobjedu iznimno realna. Gotovo nitko ne smatra da
je istinita druga moguénost, odnosno da Crni ima strategiju koja mu jaméi pobjedu, iako niti to nije teorijski odbaceno.
Problem se u nacelu svodi na racunalnu provjeru — ra¢unalo bi trebalo proanalizirati sve moguée rasporede 32 sahovske
figure na ploc¢i. Nije izgledno da ¢e to biti moguée uciniti u imalo skoroj buduénosti — slozenost raste eksponencijalno s
brojem figura, a tek je 2015. napravljena analiza svih moguéih rasporeda sa 7 figura.

5 Zbog raznolikosti drustvenih igara, bilo bi donekle komplicirano reéi $to totno znaéi sintagma sliénog formata, ali
ocekujemo da je Citatelj koji je shvatio dokaz i sam stekao odredenu predodzbu i intuiciju o kakvim se drustvenim igrama
radi.
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(ii) Igra u kojoj je prvom igracu poznat ishod novc¢ica, ali on mora prvi otkriti svoj potez (T1
ili T2).

U ovoj skici rjesenja, pisemo T'1¢, odnosno 12¢, za strategiju u kojoj prvi igra¢ igra T'1 (odnosno
T2) u slucaju glave. Sliéno za slu¢aj pisma.
Sljedece stablo odgovara varijanti (ii).

1'00

$62

S1m S1p\S2m  Slpg S2719

8 2 6 0 2 6 4 10

SLIKA 7. Ekstenzivna forma igre (varijanta (ii)). Boje vrhova oznacavaju skupove
informacija igraca 2.

(i) Stablo za ovu igru je vrlo sli¢no Slici 7, osim $to vrhovi 3 — —x¢ ¢ine jedan skup informacija,
i time imamo samo dva poteza drugog igraca, koje mozemo oznaciti s S1 i S2. Funkcija korisnosti
pridruzene strateske igre je

51| 52
(T1g, T1p) | 5 | 4
(T1¢,T2p) | 6 | 6
(T2¢,T1p) | 4 | 3
(T2¢,T2p) | 3 | 5.

Bududi da drugi red dominira ostale redove, vrijednost igre je 6.
(ii) Potez (Sir;) (s loSom notacijom) oznacava da drugi igra¢ igra Si u slucaju da prvi igra 7.
Funkcija korisnosti pridruzene strateske igre je

(S171,8172) | (S171,8272) | (S271,5272) | (S271, S172)
(Tle, T1p) 5 5 4 4
(Tle, T2p) 6 9 6 3
(T2, T1p) 4 1 3 6
(T2¢, T2p) 5 5 5 5

Vrijednost ove igre je 5.

(O¢ito je vrijednost barem 5, jer prvi igra¢ moze igrati Cistu strategiju (72¢,72p). Da dokazemo
da je vrijednost najvise 5, primijetimo da je prvi red dominiran redom 4 i prvi stupac dominiran
stupcem 3. Igrajuéi (5271, S1pe) s vjerojatnoséu 1/2 i (S2p1,52719) s vjerojatnoséu 1/2; drugi igrac
moze osigurati da je ocekivana dobit prvog igraca najvise 5.
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Napomena. Postavljeno je pitanje zasto razikujemo primjerice poteze T1g i T1p. To je zato
Sto u ekstenzivnim igrama opcenito, po definiciji, ako dva poteza vode iz razli¢itih skupova infor-
macija ("stanja”), ra¢unamo ih kao dva razli¢ita poteza. To ima smisla ¢ak i ako postoji odredena
korespondencija izmedu tih poteza, jer su izbori igraca u vrhovima z1 i 9 nezavisni.

Navedimo jos jedan primjer koji ilustrira smislenost te konvencije. Recimo da su igra¢i banka i
klijent. Banka ima tri moguca poteza — nudi klijentu jednu od tri opcije (A,B,C) za ulaganje. Klijent
tada ima moguénost svaku od opcija prihvatiti ili odbiti.

Je li broj moguéih poteza klijenta 2 ili 67 Odgovor je 6, jer za svaku od opcija A, B, ili C, on ima

izbor, i ti izbori rezultiraju razli¢itim ishodom.

3.5. Mjesovite i bihevioralne strategije

Napomena. 2026. se ovo poglavlje nece predavati i ispitivats.

Kao sto smo u prethodnom odjeljku vidjeli, kod igara s potpunim informacijama uvijek ¢e postojati
potpuni ¢isti ekvilibrij s obzirom na podigre i on ¢e igra¢ima omogucéavati da donesu optimalnu odluku
u kojem god stanju da se igra nade. Kod igara s nepotpunim informacijama situacija je kompleksnija
— potpuni ¢isti ekvilibrij s obzirom na podigre ne mora nuzno postojati, a kada i postoji u nekim
stanjima nece biti od koristi buduéi da se igra moze naci i u vrhovima koji ne induciraju podigru.

Do sada smo se kod ekstenzivnih igara bavili iskljucivo ¢istim strategijama. Kao sto ve¢ znamo
iz prethodnog poglavlja, jednom kada nam je poznato sto su ciste strategije, prirodno se namecu i
mjeSovite strategije kao vjerojatnosne distribucije na skupu ¢istih strategija. Medutim, kod eksten-
zivnih igara mjeSovite strategije su malo preopéenit pojam. Mjesovite strategije, ukoliko od njih ne
zahtijevamo nikakva dodatna svojstva, uopée ne prepoznaju Cinjenicu da je kod ekstenzivnih igara
svaka strategija sastavljena od manjih jedinica — poteza.

Iz tog je razloga nesto prirodnije promatrati mjesovite strategije koje ¢e se sastojati od odabira vje-
rojatnosne distribucije zasebno za svaki skup informacija promatranog igraca — takvu vrstu mjesovitih
strategija nazivat ¢emo bihevioralnim strategijama. Na primjer, u igri sa Slike 2, prvi igra¢ moze
odluciti da ¢e potez u vrhu zg (tj. skupu informacija {x¢}) odabirati na slu¢ajan nacin prateéi dis-
tribuciju (%, %, %), a u vrhu x5 prateéi distribuciju (%,%
na oc¢iti nac¢in induciraju jednu mjeSovitu strategiju s; igraca i. Za nju vrijedi da je, na primjer,

s(a1(2) = % . % = %

). Ove dvije vjerojatnosne distribucije sada

DEeFINICIIA 3.15. MjeSovita strategija igraca ¢ je vjerojatnosna distribucija na skupu A;, od-
nosno element skupa S; = AA;. Bihevioralna strategija igraca i je preslikavanje b; koje svakom
skupu informacija h € H; igraca i pridruzuje vjerojatnosnu distribuciju na skupu Cj,. © Skup bihevi-

oralnih strategija igraca ¢ oznacavat ¢emo s B;.

Kao sto smo prethodno spomenuli, svaka bihevioralna strategija inducira jednu mjesovitu strate-
giju — rjecnikom teorije vjerojatnosti, ta mjesovita strategija (koju ¢emo takoder oznacavati s b;) je
produkt vjerojatnosnih distribucija b;(h), h € H;. To znaéi da je za proizvoljnu €istu strategiju a; € A4;

bi(a;) = [] bi(h)(ai(h)).
heH;

Zbog prethodnih komentara bihevioralne strategije ¢emo smatrati vrstom (podskupom) mjesovitih
strategija. Takoder, ¢iste strategije mozemo smatrati posebnom vrstom bihevioralnih strategija kod
kojih je kod svakog skupa informacija igrac¢a i vjerojatnost 1 dodijeljena jednom potezu. Dakle,
mozemo pisati A; C B; C S;.

7 U skladu s ovim, za proizvoljni skup informacija h € H; i potez ¢ € Ch, bi(h) ée biti neka vjerojatnosna distribucija na
skupu Ch, a b;(h)(c) vjerojatnost da Ce strategija b; za vrhove iz skupa informacija h odabrati potez c.
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U nastavku ovog odjeljka cilj nam je pokazati da kod velikog broja igara promatranjem bihevi-
oralnih strategija nista ne gubimo, odnosno da mjesovite strategije koje nisu inducirane bihevioralnim
ne donose nista sustinski novo.

Neka je s = (s;)1<i<n neki mjesoviti strateski profil. Sliéno kao u Definiciji 3.8, neka je ps vje-
rojatnosna distribucija na skupu zavrsnih vrhova Z koju mjeSoviti strateski profil s inducira. Dakle,
ps(2) je vierojatnost da ée igra, prateéi strateski profil s, zavrsiti u zavr$nom vrhu z.

Opéenitije, za proizvoljne vrhove z, 2’ € X s ps(x,2’) oznacavat ¢emo vjerojatnost da ée igra koja
kreée iz vrha x prateéi mjesoviti strateski profil s posjetiti vrh /. Preciznije, za opéeniti mjesoviti
strateski profil s, ps(z, ') definirat ¢emo kao ps(z')/ps(x), odnosno kao uvjetnu vjerojatnost da ée
igra posjetiti vrh 2’ ukoliko je posjetila vrh z (u skladu s tim, definicija ¢e biti korektna samo za
ps(z) > 0). Ako je mjeSoviti strateski profil s induciran nekim bihevioralnim strateskim profilom b,
tada se lako moze vidjet da se omjer ps(x,z’) = ps(2’)/ps(x) svodi na produkt vjerojatnosti odabira
bridova na putu od z do 2’ (ako takav jedinstveni put uopée postoji, u suprotnom je o¢ito ps(z, z’) = 0).
Taj produkt je, naravno, dobro definiran ¢ak i za ps(x) = 0, pa ga stoga mozemo dozivljavati i
kao prosirenu, alternativnu, definiciju veli¢ine ps(z,z’) u sluéaju kada je s induciran bihevioralnim
strateskim profilom.

Uz upravo uvedene oznake imamo da je onda ps(z) = ps(zo, z). Uoc¢imo, da su u definiciji funkcije
ps implicitno uklju¢ena dva izvora slucajnosti — jedan dolazi od odabira ¢istih strategija u skladu sa
mjesovitim strateskim profilom s, a drugi od sluc¢ajnih vrhova.

DEFINICLJIA 3.16. Za mjeSovite strategije s;, s, € S; reéi ¢emo da su realizacijski ekvivalentne
ako induciraju iste vjerojatnosne distribucije na skupu zavrsnih vrhova, tj. ako za sve s_; € S_; i sve
zavrsne vrhove z € Z vrijedi

Ps_i,5)(2) = D(s_ .5 (2)-

Prije iskaza glavnog rezultata, promotrimo primjer koji ilustrira razliku izmedu bihevioralnih i

opcenitih strategija.

PRIMJER 3.17. Promatrajmo igru s jednim igracem na Slici 8.

SLIKA 8.

Neka je s strategija koja daje vjerojatnost 1/2 Cistoj strategiji LiLo i 1/2 ¢istoj strategiji Ry Ro.
Primijetimo da je
ps(z4) = ps(as) = 0.
MozZemo provjeriti da ne postoji ”"ekvivalentna” bihevioralna strategija, jer bi tada b(xg) morala
davati pozitivnu vjerojatnost potezima L; i R;. Dakle, da bi vrijedilo ps(z4) = ps(z5) = 0, b({z1,x2})
bi morala davati vjerojatnost 0 potezima Lo i Ra, sto ne daje vjerojatnosnu distribuciju.
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Neformalno, razlika izmedu bihevioralnih i opéenitih mjesovitih strategija je sto u opéenitim stra-
tegijama igra¢ moze korelirati vlastite izbore poteza u razli¢itim skupovima informacija.

TEOREM 3.18 (Kuhn). U igri s potpunim prisjecanjem, svaka mjesovita strategija ima realizacijski

ekvivalentnu bihevioralnu strategiju.

Doxkaz. Neka je s; € S;, te neka je h € H;. Ideja je da za svaki ¢ € Cy, b;(h)(c) definiramo kao
uvjetnu vjerojatnost da ¢e biti odabran potez ¢ jednom kada igra dode do vrha iz skupa informacija h.
U takvom pristupu leze dva moguca problema koja moramo otkloniti — spomenuta uvjetna vjerojatnost
mogla bi ovisiti o s_; i o konkretnom vrhu iz A u kojem se igra trenutno nalazi. Tada i u jednom i u
drugom slucaju ne bismo mogli jednoznacno definirati b;(h)(c) na planirani nacin.

Neka su x € his_; € S_; takvi da je ps(z) > 0, pri ¢emu je, naravno, s = (s—_;, s;). Neka je x.
vrh u koji vodi potez ¢ odigran u vrhu z. Pokazimo da vrijednost ps(z,x.) ne ovisi niti o s_; € S_;
niti o x € h.

Neka je Aj(x) skup svih ¢istih strategija igraca j koje odabiru poteze na putu od zg do . 8 Tada
je'
pa(,50) = ps(xc) H?:l ZajeAj(xc) sj(ay)

pS ('1") B H?:l ZGJEAJ(.Z’) Sj(a]) ‘
Neka je A; . skup svih cistih strategija igraca i koje skupu informacija h pridruzuju potez c. Tada je
ocito Aj(x.) = Aij(x) N Aje 1 Aj(z) = Aj(z.) za sve j # i. Stoga slijedi

ps(x,z0) = Lased;(a) 51(%) _ 2aicAi(@)NAsc si(a;) (3.1)
T Y e i) Si(ai) D aicA(x) Si(ai)

Ocito je da desna strana ove jednakosti ne ovisi o s_;. gtoviée, ne ovisi niti o odabiru x € h bududi
da zbog pretpostavke o potpunom prisje¢anju (Definicija 3.5) A;(x) ne ovisi o x € h.

Zakljucujemo da za sve h € H; za koje postoje x € h i s_; € S_; takvi da je ps(x) > 0 mozemo
jednoznaé¢no definirati b;(h)(c) = ps(z, z.) za sve ¢ € C},.

Za sve ostale h € H;, igra ¢e s vjerojatnosti 0 do¢i do nekog vrha iz h. Zbog toga za b;(h) mozemo
uzeti proizvoljnu vjerojatnosnu distribuciju na Cp,.

Pokazimo da sada da su b; i s; realizacijski ekvivalentne strategije. Neka je s_; € S_;, te neka je
z € Z zavrsni vrh do kojeg iz korijena vodi put zg, x1,...,Tk, Tpr1 = 2.

Pretpostavimo najprije da je p(,_, 5,)(2) > 0. Tada jel!

p(s_i,si)(z) = p(S_i,Si)(;UO? ':L'l)p(s_i,si)(l‘l? :1;2) . 'p(s_i7si)(xk7 Z)‘ (32)

Promotrimo proizvoljni p,_, ,,) (21, Zi+1). Razlikujemo dva slucaja.

Ako je x; sluc¢ajni vrh ili vrh odluke nekog igraca j # i, tada po prethodnom znamo da vjerojatnost
P(s_s,80) (T x141) ovisi samo o strategiji igraca j (a ¢ak ni o njoj ukoliko se radi o sluéajnom vrhu).
Posebno, ne ovisi o strategiji igraca 4, pa je p(s_, s,)(Tt, Ti41) = P(s_, p) (T1, T141)-

S druge strane, pretpostavimo sada da je x; vrh odluke igraca i. Neka je

T = {xo,...,w} N PL(),

skup svih vrhova odluke igraca ¢ na putu od x¢ do x;41. Za svaki x € T neka je h, € H; skup
informacija kojem x pripada (znadi, = € hy), a ¢, potez koji vodi do sljedbenika vrha x na tom putu.

8 Dakle, za svaki vrh odluke igra¢a j na putu od zo do z strategija mora odabrati onaj potez koji vodi prema iduéem
vrhu na tom putu.

9Da bi brojnici i nazivnici iza prve i druge jednakosti bili jednaki, trebali bi napisati i faktore koji odgovaraju vjero-
jatnostima odabira ispravnih poteza u eventualnim slu¢ajnim vrhovima koji se nalaze na putu od zo do x i o do z..
Medutim, ti su faktori jednaki pa smo ih u razlomku iza druge jednakosti odmah pokratili.

10 7Zbog pretpostavke P(s_s,s;)(2) > 0, sve uvjetne vjerojatnosti u (3.2) su dobro definirane.
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Iz jednadzbe (3.1) znamo da je

Z[I,L'GA,L'(£EZ+1) bl (az)
ZaieAi(a:l) bl(a’l) .

p(s,i,bi) (xb xl+1) =

Medutim, uoc¢imo da je
Ai(x)) ={a; € A;: aj(hy) =cy zasve z € T\ {x;}},
Ai(xip1) ={a; € Aj: aj(hy) = cp zasve x € T}

Sada iz definicije mjesovite strategije inducirane bihevioralnom strategijom, dobivamo da je

z bi(a;) = H bi(ha)(ca),

aiEAi(xl) xeT\{xl}
> bila) = [ bihe)(ca).
ai€Ai(T141) v€l

Mozemo zakljuciti da je pis_, 4,y (21, %141) = bi(hz;)(cz,;), Sto smo definirali tako da bude jednako
Pls_i,s0) (T1 Tig1)-

Dakle, u svakom slucaju je p(s_, «,) (%1, Ti41) = Ds_, 6,)(T1, T141) za sve | pa iz jednakosti (3.2)

slijedi da je
D(s_s,8:)(2) = D(s_i ) (2)  zasve z € Z takve da je p(s_, 5,)(2) > 0.

Preostaje za komentirati slucaj p(,_, 5,(2) = 0. Uoc¢imo da bi prethodni dokaz funkcionirao cak i
kada bi bilo da je p(,_, s,)(2) = 0, ukoliko bi u isto vrijeme vrijedilo da je p(s_, s,)(z0, %) > 0 (doista,
sve uvjetne vjerojatnosti bile bi s obzirom na dogadaje pozitivne vjerojatnosti pa samim time i dobro
definirane). To nas navodi da promatramo najmanji indeks m (odnosno prvi vrh na putu od zg do
z) za koji je p(s_, s,)(m) = 0. Tada, ukoliko provedemo prethodni dokaz praveti se da je z, zavrsni
vrh, dobivamo da je

P(s_ib) (Tm) = D(s_y ) (Xm) = 0.
Bududi da je pis_, 4,)(2) < P(s_,.b;)(Tm) (ako je igra zavrsila u vrhu z, sigurno je prije morala posjetiti
i vrh xp,), slijedi da je i p(s_, 5,)(2) = 0 Sto smo i trebali pokazati. O

ZADATAK 3.2. Na slici je prikazana ekstenzivna igra I' s dva igraca sa sumom nula.

Ty 1

Z10 T11 12 x13 T14 x15
(6a _6) (4a _4) (9, _9) (37 _3) (4a _4) (8a _8)

(a) Je li igra na slici igra s potpunim prisje¢anjem?

(b) Navedite skupove informacija i skupove poteza 2. igraca.
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(c) Navedite pridruzenu stratesku igru i nadite sve njene ciste ekvilibrije. Buduéi da se radi o
igri sa sumom nula, dovoljno je navesti funkciju korisnosti prvog igraca u;.

(d) Pronadite jedan strateski profil s takav da je ui(s) = 7.

(e) Neka je I'" ekstenzivna igra s potpunim informacijama dobivena prirodnom modifikacijom
igre I". Navedite skup informacija drugog igraca u igri I'". Koliko ¢istih strategija ima 2. igrac
ul’?

(f) Nadite jedan potpuni ¢isti ekvilibrij po podigrama igre I".

(g) Nadite jedan ¢isti Nashov ekvilibrij igre I koji nije i potpuni ¢isti ekvilibrij po podigrama.

Rjesenje.
(c) Pridruzena igra je

€171 €172 €271  €272a2

aq 8 8 10/3 10/3
= a9 1 6 1 6
Qs 6 5 6 5

Matrica nema unos koji je maksimalan u svom retku i minimalan u svom stupcu, pa igra
nema c¢istih Nashovih ekvilibrija.

(d) Primjerice, strateski profil "(3a1 + 3as, e171)”

(e) Skupovi informacija su jednoclani s elementima w3, x5, x2, z3. Ima 16 Cistih strategija.

(f) Podigre s korijenima x1, z2, 3 imaju vrijednosti 10/3, 1 i 5 redom. Dakle, jedan PEP je
a3, €171-

(h) (a3, e2m).

3.6. Potpuni bayesovski i sekvencijalni ekvilibrij

Napomena. 2025./26/. godine gradivo u nastavku neée biti uklju¢eno u kolegij, ali
ostavljamo ga za zainteresirane citatelje.

Promotrimo igru ¢ije je stablo prikazano na sljedecoj slici.

1

(1,1) (0,2) (0,0) (3,1)

Uoc¢imo da je (a1, $1) jedan Nashov ekvilibrij ove igre. étoviée, on je i potpuni ekvilibrij s obzirom
na podigre, buduéi da ovakva igra nema netrivijalnih podigara.

Medutim, ovakav Nashov ekvilibrij sigurno nije optimalan. Naime, pretpostavimo da je igra dosla
do skupa informacija {z1,z2} drugog igrac¢a. Tada ¢e se racionalni drugi igra¢ sasvim sigurno odluéiti
za potez (2 koji mu u svakom slucaju donosi vetu korisnost, iako ne zna to¢no u kojem se od dva
vrha nalazi. Stoviéte, o tome moze razmisljati i prvi igra¢ prilikom odabira poteza u vrhu z1 i, voden

racionalnos¢u drugog igraca, odabrati as te tako do¢i do korisnosti 3 umjesto korisnosti 2 koju bi imao
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odabirom poteza ay. Dakle, (ag, 52) je takoder Nashov ekvilibrij i on je na neki nacin smisleniji od
ekvilibrija (a1, 81).

Kao sto ovaj primjer otkriva, da je Nashov ekvilibrij ujedno i potpuni ekvilibrij s obzirom na
podigre neé¢e znaciti puno ako igra ima malen broj podigara, a to ¢e Cesto biti slu¢aj kod igara s
nepotpunim informacijama. Samim time, neki od ekvilibrija na neki nacin necée biti optimalni ili
smisleni. Zato je cilj ovog odjeljka uvesti novu vrstu ekvilibrija koji ¢e biti nesto prilagodeniji igrama
s mnogo visec¢lanih skupova informacija.

Najvaznija ideja je da o vrhovima iz istog skupa informacija razmisljamo vjerojatnosno, odnosno
da ako je igra trenutno u nekom visec¢lanom skupu informacija, igrac¢ koji je na potezu moze za neke
vrhove misliti da odgovaraju vjerojatnijem stanju igre od drugih. Na primjer, pretpostavimo da se u
prethodnom primjeru igra nasla u skupu informacija {x1,z2}, te se stavimo u poziciju drugog igraca.
Je li jednako vjerojatno da je igra u vrhu x1 kao i da je u vrhu zs ili je nesto od toga vjerojatnije?
Ako je prvi igra¢ racionalan, on ¢e sigurno doéi do zakljucka da je nama bolje odabrati potez 2, u
kojemgod od vrhova x1 i xo da se igra nalazila. Medutim, ako se igra nalazi u vrhu x1, potez s Ce
prvom igrac¢u donijeti korisnost 0, a ako se nalazi u vrhu xo, potez 85 prvom e igra¢u donijeti korisnost
3. Dakle, prvom igrac¢u (koji ra¢una na nasu racionalnost u odabiru poteza (2) je puno vise u interesu
igru dovesti do vrha z9 (potez a3), nego do vrha x; (potez aw). Dakle, potpuno je logi¢no da mislimo
da je puno vjerojatnije da je igra u vrhu x9 nego u vrhu x1, iako nemamo apsolutnu sigurnost.

Druga ideja je da, jednom kada igra¢ ima vjerojatnosti da se igra nalazi u pojedinim vrhovima, te
vjerojatnosti iskoristi za racunanje oc¢ekivanih dobitaka, pa onda samim time i za svoje odluke.

DEFINICIJA 3.19. Sustav vjerovanja u nekoj ekstenzivnoj igri je funkcija u koja svakom skupu
informacija h € H pridruzuje neku vjerojatnosnu distribuciju na skupu h. Prosudba je uredeni par

(b, ), pri ¢emu je b neki bihevioralni strateski profil.

Naravno, od interesa ¢e nam biti samo one prosudbe koje su racionalne, odnosno koje dovode do
maksimalne ocekivane korisnosti. Pokazimo sada kako ¢emo to to¢no kvantificirati.

Neka je (b, u) neka prosudba, te fiksirajmo neki skup informacija h € H; igraca i. Ako se igra
trenutno nalazi u vrhu x € h, vjerojatnost da ¢e zavrsiti u vrhu z € Z, prateéi bihevioralni strateski
profil b, oznacavat ¢emo, kao i prije, s py(x, 2z) i ta je veli¢ina, u skladu s komentarom na stranici 54
dobro definirana ¢ak i za py(x) = 0. Ocekivanu korisnost igraca ¢ oznacavat ¢emo s u7 (b) te ¢e vrijediti

uy (b) = Zpb(:c,z)ui(z).
z€Z
Buduéi da nam sustav vjerovanja p daje vjerojatnost (koja odrazava vjerovanje igraca) da se igra
doista nalazi u vrhu x, mozemo odrediti i oc¢ekivanu korisnost igraca ¢ ukoliko je igra trenutno u skupu
informacija h. Ako tu vrijednost ozna¢imo s u?’“ (b), imamo da je
u ™ (0) = 3 p(h) (@) (b).
z€h
Naravno, zanimat ¢e nas one bihevioralne strategije koje maksimiziraju u?’“ (b) za sve skupove infor-

macija h.

DEFINICIJA 3.20. Za prosudbu (b, u) kazemo da je sekvencijalno racionalna ako za svakog
igraca ¢ i svaki h € H; vrijedi
h? — h?
u; " (b) = e g H(b-i, 7).
Uoc¢imo da ako nam je poznat bihevioralni strateski profil b, tada je vjerojatnost da ¢e igra doci
do skupa informacija h jednaka py(h) := >, cp po(2’). Opéenitije, pp(z, h) == > 1), oz, ") Ce biti
vjerojatnost da ¢e podigra I'* do¢i do skupa informacija h.



3.6. POTPUNI BAYESOVSKI I SEKVENCIJALNI EKVILIBRIJ 59

Ukoliko su odgovarajuce uvjetne vjerojatnosti dobro definirane (tj. py(x, h) > 0), Bayesova formula

nam pruza logi¢an izbor za vjerojatnosnu distribuciju u(h) na skupu h.

DEFINICIIA 3.21. Za prosudbu (b, 1) kazemo da je bayesovski konzistentna ukoliko je

n o pb(ZL‘,.’E/)

za svaku podigru I'*| svaki njen skup informacija h za koji je py(x,h) > 0 i svaki 2’ € h.

(3.3)

Uocimo da u jednakosti (3.3), desna strana ovisi o z, a lijeva ne. Nije tesko za pokazati da je,
usprkos tome, definicija korektna, tj. ako je h neki skup informacija u podigri I'* koja je podigra
podigre I'Y, te py(y, h) > 0, tada je i pp(z,h) >0 i

/ /
pb(x7x) _ pb(y7x ), 78, SVe I', e h.

pb(x7 h) pb(y7 h)
Za fiksni bihevioralni strateski profil b, zahtjev da prosudba (b, 1) bude bayesovski konzistentna

postavlja znacajne restrikcije na moguce sustave vjerovanja p. U velikom broju situacija to ¢e biti
dovoljno za nase potrebe, ali iduéi primjer pokazuje da su neki apsurdni sustavi vjerovanja moguci

cak i uz uvjet bayesovske konzistentnosti.

PRIMJER 3.22. Promotrimo igru prikazanu na Slici 9.

1

SLIKA 9.

Uzmimo neki bihevioralni strateski profil b u kojem prvi igra¢ uvijek igra aj, dok drugi igrac
na skupu informacija {1, 22} uvijek bira f3. Buduéi da ovakva igra nema netrivijalnih podigara,
te da ¢e uz bihevioralne strategije s navedenim svojstvima skupove informacija {xi,zo} i {z3,24}
posjetiti s vjerojatnosti 0, zakljucujemo da ¢e svaki sustav vjerovanja s b ¢initi bayesovski konzistentnu
prosudbu. Jedan takav, iznimno apsurdan, sustav vjerovanja mogao bi onda biti onaj kod kojega je
p({x1, z2})(z2) = 11 p({zs,x4})(x3) = 1. Takav sustav vjerovanja nema previse smisla — nemoguce
je da igra u isto vrijeme posjeti i vrh x5 i vrh x3.

Kako bismo izbjegli neke ovakve situacije, uvodimo nesto snazniji koncept smislenosti vjerovanja
koji ¢emo jednostavno nazivati — konzistentnost. Kljuénu ideju takoder mozemo prezentirati na pret-
hodnom primjeru. Umjesto prethodno navedenog bihevioralnog strateskog profila b kod kojeg su se s
vjerojatnosti 1 birali potezi a1 i B2, promotrimo bihevioralni strateski profil ' kod kojeg se potez ay
bira s vjerojatnosti 0.98, potezi a i a3 svaki s vjerojatnosti 0.01, potez (2 s vjerojatnosti 0.99 i potez
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B1 s vjerojatnosti 0.01. Dakle, b je iznimno slican b, ali s bitnom razlikom da ¢e se sada igra svaki skup
informacija posjetiti s pozitivnom vjerojatnosti, pa ¢e oni samim time morati biti dio razmatranja kod
trazenja sustava vjerovanja koji ¢e ¢initi bayesovski konzistentnu prosudbu. Ta razmatranja ¢e potom
onemoguciti stavljanje velikih vjerojatnosti istodobno i na x9 i na x3 kao sto je prije bio slucaj.

Za bihevioralni strateski profil b reéi ¢emo da je potpuno mjesovit ukoliko je py(h) > 0 za svaki
h € H. Uocimo da kod potpuno mjesovitih strateskih profila postoji jedinstveni sustav vjerovanja s
kojim ¢ine bayesovski konzistentnu prosudbu.

DEFINICIJA 3.23. Prosudba (b, 1) je konzistentna ukoliko postoji niz (b", u™) bayesovski konzis-
tentnih prosudbi takav da je svaki b potpuno mjesovit i lim, o0 (0", 1) = (b, p).

Nije tesko za dokazati da je svaka konzistentna prosudba ujedno i bayesovski konzistentna.
Pokazimo da uvjet konzistentnosti eliminira problem postojanja besmislenog sustava vjerovanja
u Primjeru 3.22, sto ¢e ujedno pokazati da bayesovski konzistentne prosudbe ne moraju nuzno biti i
konzistentne. Ponovno uzimamo bihevioralni strateski profil b iz tog primjera, te promatramo neku
konzistentnu prosudbu (b, 1) prema kojoj tezi neki niz (b™, u™) bayesovski konzistentnih prosudbi s
potpuno mjesovitim strateskim profilima 6". Buduéi da igra, prateci strateski profil ", s pozitivnom
vjerojatnoséu posjecuje svaki skup informacija, imamo da je
n _ pon(xa)
pn ) = G mal)
_ bY (o) (e3) - by ({21, 22})(B2)
b (wo)(az) - by ({1, 22}) (B2) + b (x0) (3) - by ({1, 22})(B2)
_ bt (zo)(as)
b (o) (a2) + b (o) (3)
i Py (T2)
B pon ({71, 22})
= p" ({1, 32}) (22).

Pustanjem limesa dobivamo da je nuzno pu({xs3,x4})(z4) = p({z1,z2})(x2), pa je nemoguéa situacija

kao u Primjeru 3.22.
Sada kada smo uveli pojmove bayesovske konzistentnosti i konzistentnosti mozemo napokon defi-

nirati i ekvilibrije.

DEFINICIJA 3.24. Prosudba (b, 1) je potpuni bayesovski ekvilibrij ukoliko je sekvencijalno raci-
onalna i bayesovski konzistentna. Prosudba (b, i) je sekvencijalni ekvilibrij ukoliko je sekvencijalno

racionalna i konzistentna.

Cesto ¢emo, malo neprecizno, re¢i da je b potpuni bayesovski ili sekvencijalni ekvilibrij ukoliko
postoji sustav vjerovanja u takav da je (b, u) potpuni bayesovski ili sekvencijalni ekvilibrij.
Sljedec¢i teorem pokazuje odnos izmedu raznih vrsta ekvilibrija s kojima sada raspolazemo.

TEOREM 3.25. Svaka ekstenzivna igra ima sekvencijalni ekvilibrij. Svaki sekvencijalni ekvilibrij je
i potpuni bayesovski. Svaki potpuni bayesovski ekvilibrij je potpuni ekvilibrij'' s obzirom na podigre, a
samim time ¢ Nashov ekvilibrij.

Dokaz ovog teorema izostavljamo, ali napominjemo da je jedino dokaz egzistencije sekvencijalnog
ekvilibrija netrivijalan, dok sve ostale tvrdnje proizlaze manje ili viSe direktno iz definicija.

PRIMJER 3.26. Odredimo sve sekvencijalne ekvilibrije igre na Slici 10.

11 Bihevioralni, ali ne nuzno i &isti.
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:L'ol

(1,0,3) (1,3,0) (2,0,0) (2,3,1)

SLIKA 10.

Uocimo da se odabir sustava vjerovanja p svodi na odabir dvije vrijednost — ¢ := p({z1,z2})(x1)
iq := p({zs,z4})(x3). Dokazimo najprije da ¢emo, zbog konzistentnosti, nuzno imati ¢ = ¢’. Za

potpuno mjesoviti bihevioralni strateski profil b koji s u ¢ini bayesovski konzistentnu prosudbu imamo'?

;o pe(wz)  bi(an)ba(B2) -
T lenadl) © b(B) e =

Buduéi da je konzistentna prosudba limes bayesovski konzistentnih prosudbi, isti se zakljucak prenosi

q

i na konzistentne prosudbe'.

Prijedimo sada na trazenje sekvencijalnih ekvilibrija koriste¢i sekvencijalnu racionalnost za prik-
ladne skupove informacija. Kreéemo od treceg igraca i njegovog skupa informacija {3, z4}. Pripadana
ocekivana korisnost treteg igraca (ugxs,u},u (b)) je

q-(b3(71) -3 +b3(72) - 0) + (1 —q) - (b3(71) - 0+ b3(72) - 1) = (4 — 1)b3(71) +1 —q.

Ako je g > % ovo ¢e biti maksimalno za bs(y1) = 1, ako je g < % za b3(vy1) =0, dok za g = i nemamo
restrikcija na vjerojatnosnu mjeru bs.

Promotrimo sada skup informacija {x1, zo} drugog igraca. Pripadna oc¢ekivana korisnost (uéxl’xﬁ’“ (b))
bit ée jednaka

q - (b2(B1) - 14 b2(B2)b3(v1) - 0 + b2(B2)bs(2) - 3)
+ (1 = q)(b2(B1) - 1+ b2(B2)b3(71) - 04 b2(B2)b3(72) - 3) = (1 — 3b3(72))b2(B1) + 3b3(72)

Koriste¢i dobivene zakljucke za treéeg igraca, vidimo da za q > % ova korisnost iznosi ba(f1), Sto je
maksimalno za be(f31) = 1. Sli¢no, za ¢ < % ocekivana korisnost je 3 — 2b2([31), Sto je maksimalno za
ba(B1) = 0. Razmotrimo jos i situaciju ¢ = i. Tada nemamo nikakve restrikcije otprije na distribuciju

b3 1 mozemo zakljuciti da ako je bz(y2) > % maksimalna korisnost postize se za ba(f1) = 0, ako je

b3(v2) < % za ba(1) = 1, dok za bs(vy2) = % ocCekivana korisnost ne ovisi o distribuciji bs.

'2Bududi da svaki od igraca ima samo jedan skup informacija, za (jedinstveni) h € H; vjerojatnosnu mjeru b;(h)
oznacavat ¢emo krace s b;.

13 Uotimo da takav zakljuéak ne mora nuzno vrijedi i za bayesovski konzistentne prosudbe sa strateskim profilom koji
nije potpuno mjeSovit. Na primjer, ako drugi igra¢ s vjerojatnoséu 1 igra /31, tada ¢’ moze biti proizvoljan.
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Promotrimo konacno i prvog igraca i njegov trivijalni skup informacija {z¢}. Pripadna ocekivana

korisnost je

ul™HH(B) = by(ar)ba(B1) - 2 + bi(an)ba(B2)ba (1) - 1+ bi(@n)ba(B2)ba(y2) - 1
+ b1(az2)b2(B1) - 1+ bi(az)ba(B2)b3(71) - 2 + bi(a2)ba(B2)bs(72) - 2
= 2b1(a1)ba(B1) + b1(a1)b2(B2) + bi(a2)ba(B1) + 2b1(2)ba(P2)
= b1(on)(=1+2b2(B1)) + 2 — ba(B1)- (3.4)

Ako je q¢ > i, tada iz prethodnih zakljuéaka znamo da je be(f81) = 1 pa je ofekivani dobitak prvog
igraca jednak 1+ b1(aq), Sto je maksimalno za by(ay) = 1. Takoder, zbog konzistentnosti znamo da

je bi(a1) = q. Dakle, dobili smo kandidata za sekvencijalni ekvilibrij'*

bi(an) =1, ba(B1) =1, bg(m1)=1, g=¢ =1

Ako je g < %, tada iz prethodnih zaklju¢aka znamo da je by(/31) = 0, pa je otekivani dobitak prvog
igraca jednak 2 — by («), Sto je maksimalno za by (a1) = 0. Ovime smo dobili jo$ jednog kandidata za

sekvencijalni ekvilibrij

bi(a1) =0, ba(B1)=0, by(n)=0, g=4¢ =0.

Konaé¢no, ako je ¢ = %, tada je i bi(ay) = %. Da bi sekvencijalna racionalnost bila zadovoljena iz
(3.4) vidimo da mora biti bo(81) = 5. Iz prethodnih zakljucaka za drugog igraca znamo da sekvenci-
jalna racionalnost namece da je onda b3(y;) = % Ovime smo dobili i tre¢eg kandidata za sekvencijalni
ekvilibrij

bi(n) =1, b(B) =3, b3s(m)=3% q=d =1

Da bi dobivena tri kandidata doista i bili sekvencijalni ekvilibriji, treba pokazati i da se radi o
konzistentnim prosudbama. Medutim, u igri u ovom primjeru to je iznimno jednostavno za provjeriti.
Pokazat ¢emo kako to napraviti za prvog kandidata. Za svaki n neka je b™ potpuno mjesoviti bihe-
vioralni strateski profil takav da je b7 (ag) = b5(B2) = b(72) = 1, te neka je u" jedinstveni sustav
vjerovanja takav da je (b", u") bayesovski konzistentna prosudba. O¢cito je lim,_,~ 0" = b, a lako se

pokaze i da je lim, o u"™ = p. Doista, na primjer, imamo da je

p(zs) (11— 1)2

pon ({23, 24}) (1— %)% n %% — 1 =q=p({zs,z4})(x3).

p" ({3, xa})(23) =

14 Kandidat, jer nismo ustanovili konzistentnost.



POGLAVLIJE 4

Kooperativne igre

U prva dva poglavlja bavili smo se igrama kod kojih igra¢i nisu suradivali, ve¢ je svaki igrac
analizom mogucih strategija svojih suparnika odabira strategije koje maksimiziraju njegovu korisnost.

U ovom ¢emo se poglavlju baviti igrama kod kojih igrac¢i mogu suradivati te samim time dolaziti
do boljih ishoda nego u situacijama u kojima bi svaki radio za sebe.

4.1. Igre s pogodbom

PRIMJER 4.1. Vlasnik kuée i potencijalni kupac pregovaraju o cijeni. Kuéa vrijedi jedan (milijun)
dolara za prodavatelja, ali vrijedi 1 + s (milijuna dolara) za kupca. Stoga je dogovorena cijena 1 + p
za neki p € [0, s].

Ako postignu dogovor o cijeni p, tada ¢e korisnost za kupca biti p, a korisnost za prodavatelja bit
ée s —p.

Medutim, prodavatelj ve¢ ima ponudu od 1+d;. Ako pregovori propadnu, prodava¢ moze prihvatiti
svoju alternativnu ponudu, sto rezultira korisnos¢u d; za prodavatelja i 0 za kupca.

Po kojoj cijeni mozemo ocekivati da ¢e se pregovori zavrsiti?

DEFINICIJA 4.2. Igra s pogodbom s n igraca je uredeni par (S, d) pri ¢emu je S C R" konveksan,
zatvoren i ograni¢en skup, a d € S to¢ka takva da postoji « € S takav da je > d. ! Skup S nazivamo

izvedivim skupom, a d tockom neslaganja.

U igri s pogodbom igrac¢i se nastoje odluciti za neku izvedivu toCku x € S koja ¢e predstavljati
korisnosti koje ¢e igrac¢i dobiti. Ukoliko do dogovora ne dode, dobit ¢e korisnosti u skladu s tockom
neslaganja d (Sto zbog uvjeta da postoji € S takav da x > d sigurno nije optimalno $to igraci iz igre
mogu dobiti).

Skup svih igara s pogodbom s n igrac¢a oznacavat ¢emo s B™.

PRIMJER 4.3. Dva igraca trebaju medusobno raspodijeliti litru vina. Prvi igra¢ od ¢ litara ima
korisnost ¢, a drugi igra¢ korisnost v/£. Ukoliko ne dode do dogovora nitko ne dobiva nista. Buduéi da

je ukupno na raspolaganju jedna litra, izvedivi skup je
S:{:ceR2: Oga:l,argixl—i-x% < 1},
dok je d = (0,0).
Prirodno pitanje koje se postavlja je na koji nacin odabrati neku izvedivu tocku x € S koja e
biti na neki nacin smisleni izbor za rjesenje pogodbe. Prvi bitan odgovor na to pitanje dao je Nash
[Nas50] kojemu je klju¢na ideja bila uspostaviti vezu izmedu rjesenja bliskih pogodbi. Malo preciznije,

Nash je uveo nekoliko kriterija preko kojih je zahtijevao da bliske pogodbe imaju bliska rjesenja te
koristeéi te kriterije dosao do nacina kako rjesavati specificne konkretne pogodbe.

DEFINICIJA 4.4. RjeSenje pogodbe s n igraca je funkcija F': B® — R" koje svakoj igri s pogod-
bom (S,d) € B™ pridruzuje neku pripadnu izvedivu tocku F(S,d) € S.

! Pisat ¢emo a < b ukoliko je a; < b; za svaku koordinatu .

63
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4.2. Nashovo rjesenje pogodbe

Predimo sada na cetiri prethodno spomenuta Nashova kriterija — to su redom Pareto optimalnost,
simetrija, kovarijantnost sa skalom i nezavisnost od nebitnih alternativa. Bitno je za spomenuti da
svaki od ova Cetiri kriterija mozemo u nekoj mjeri smatrati smislenim i logi¢nim zahtjevom koji bismo
mogli postaviti za neko dobro rjeSenje pogodbe.

Za neki (S,d) € B" Pareto optimalne tocke skupa S su one tocke za koje se korisnost niti

jednog igraca ne moze povecati bez da se smanji korisnost nekog drugog igraca. Drugim rijec¢ima,
P(S)={z € S:akojey > x zanekiy € S tada je y = z},

je skup Pareto optimalnih tocaka skupa S. Rjesenje pogodbe F' je Pareto optimalno ako svakoj igri
s pogodbom pridruzuje neku Pareto optimalnu tocku u S, tj. ako je F(S,d) € P(S) za sve (S, d) € B".

P(S) 5 F(S,d)

Za igru (S,d) € B™ re¢i ¢emo da je simetri¢na ako je 7(S) = S i w(d) = d za sve permutacije
7 skupa N. Za rjeSenje pogodbe F reéi ¢emo da je simetri€¢no ako je w(F(S,d)) = F(S,d) za
sve simetri¢ne igre (S,d) € B" i sve permutacije 7 skupa N.? Drugim rije¢ima, simetri¢no rjeSenje

pogodbe sve igrace u simetricnim igrama tretira jednako, tj. predvida im iste korisnosti.

Uocimo da ako je rjesenje pogodbe F' Pareto optimalno i simetri¢no, tada je F'(S,d) jednoznacno
odredeno za svaku simetri¢nu igru s pogodbom (S,d) — intuitivno, radi se o tocki presjeka pravca
(z,...,x) i gornje-desnog® ruba skupa S.

Uvjet kovarijantnosti sa skalom trazi da rjesenje pogodbe ne ovisi na ikoji bitan nacin o odabiru
skale. Drugim rijec¢ima, ako moguée korisnosti jednog igraca promijenimo tako da ih sve pomnozimo
s nekim pozitivnim realnim brojem (u praksi to odgovara, npr. promjeni mjerne jedinice), rjesenje
pogodobe treba se promijeniti samo tako da reflektira tu malu promjenu. To formaliziramo na sljedeéi
nacin.

? Naravno, za neki © € R™ je m(x) =  za sve permutacije 7 ako i samo ako su sve koordinate tocke z jednake.

3 Gornje-desni rub ima smisla jedino u dvodimenzionalnom slu¢aju, ali o¢ekujemo da ée pazljivi Citatelj sam dokuditi
visedimenzionalnu analogiju.
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Za dijagonalnu n x n matricu A s pozitivnim elementima na dijagonali i b € R™ definirajmo afino
preslikavanje ¢%: R™ — R” tako da je ¢ (z) = Az +b. Ako za sve takve Aibisve igre (S,d) € B",
rjesenje pogodbe F' zadovoljava

F(¢™*(5),¢™(d)) = ¢ (F (5, d)), (4.1)

re¢i ¢emo da je F' kovarijantno sa skalom.

(6™M(8), o™ (d))

F(S,d)

Posljednji kriterij (nezavisnost od nebitnih alternativa) je donekle kontroverzan i komentirat ¢emo
kasnije zasto bi ga ponekad mogli smatrati neopravdanim. Prije toga ¢emo ga uvesti gledajuéi na
njega kao na, bar donekle, smisleni zahtjev. Pretpostavimo da imamo dvije igre (5,d) i (T, d), te neka
je S C T. Neka je z = F(T,d) rjesenje pogodbe u igri (T,d). Pretpostavimo da je z € S. Tada
je donakle logi¢no traziti da mora biti i F'(S,d) = z — ako je z bio najbolji kompromis u izvedivom
skupu T ¢ini se da nema jakog razloga zasto to i dalje ne bi bio najbolji kompromis ako iz skupa T’
izbacimo neke moguénosti, tj. stisnemo ga do skupa S. Dakle, za rjesenje pogodbe F' rec¢i ¢emo da je
nezavisno od nebitnih alternativa ako je F(S,d) = F(T,d) za sve igre (S,d) i (T,d) za koje je
ScTiF(T,d)eSs.

F(S,d) = F(T, d)

Sada prelazimo na Nashovo rjesenje pogodbe. To rjesenje uvest ¢emo Cisto analiticki, a potom
¢emo dati njegovu aksiomatsku karakterizaciju u kontekstu ¢etiri prethodno navedena kriterija.
Za proizvoljnu igru s pogodbom (S,d) € B" neka je Sy ={x € S: x > d} i

n

g9s.a(x) = [[(zi — di). (4.2)

i=1
DEeFINICIJA 4.5. Nashovo rjeSenje pogodbe (s n igraca) je rjeSenje pogodbe NA: B" — R™
dano s

NA(S,d) = argmax gg 4(x).
€Sy

Prirodno pitanje koje se postavlja je — je li prethodna definicija uopée korektna, tj. postize li se

maksimum doista u jedinstvenoj tocki?
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ProprozICLIA 4.6. Neka je (S,d) € B™ proizvoljna igra s pogodbom. Funkcija gsq: Sq — R postiZe
maksimum u tocno jednoj tocki, a vrijednost maksimuma je pozitivna.

DoxkAz. ggq postize maksimum bududi da se radi o neprekidnoj funkeciji na kompaktnom skupu
(Sg). Taj maksimum je ocito pozitivan, buduéi da iz definicije igre s pogodbom znamo da postoji
x € Sq takav da je x > d.

Pretpostavimo sada da funkcija gg 4 postize maksimum u dvije razli¢ite tocke z i 2’. Tada je

z+ 2 i zi —d;) + (2} — d;
log gs.q (2 >:Zlog(( )2( ))
i=1

~ log(z; — d;) +log(z; —d;)  loggs,a(z) 4 log gs,a(2')
> Z 2 - 2 )

i=1
pri cemu nejednakost slijedi zbog stroge konkavnosti logaritamske funkcije. Medutim, buduéi da je
(2+42")/2 € S4, dobivena nejednakost je u kontradikeiji s pretpostavkom da se u tockama z i 2’ postize

maksimum. 0

Prelazimo na najavljenu aksiomatsku karakterizaciju Nashovog rjesenja pogodbe.

TEOREM 4.7. Neka je F': B" — R" neko rjesenje pogodbe. Tada je F' Nashovo rjesenje pogodbe
ako i samo ako je Pareto optimalno, simetricno, kovarijantno sa skalom i mezavisno od nebitnih

alternativa.

ZADATAK 4.1. Dokazite da Nashovo rjesenje pogodbe NA zadovoljava sva Cetiri svojstva iz iskaza

teorema.

DokAz. Za drugi smjer implikacije, pretpostavimo da je F' rjesenje pogodbe koje je Pareto opti-
malno, simetri¢no, kovarijantno sa skalom i nezavisno od nebitnih alternativa. Neka je (S,d) € B" i
z =NA(S,d). Uzmimo dijagonalnu matricu

1 1
A=di .
8 (Zl_dl’ 72n_dn>

e —
N 21 —dy Tz —dy)

te neka je ¢ kao u (4.1)iT = ngA’b(S). Zbog kovarijantnosti sa skalom Nashovog rjesenja pogodbe,

i tocku

imamo

NA(T,0) = NA(¢™M(S), 6*°(d)) = ¢ (NA(S, d)) = ¢™M(2) = (1,...,1).
Oznac¢imo tocku iza posljednje jednakosti s I. Koriste¢i kovarijanost sa skalom rjesenja pogodbe F
vidimo da je, da bi pokazali F'(S,d) = NA(S, d), dovoljno pokazati da je F(T,0) = [. Neka je H C R"
hiperravnina dana jednadzbom x1+---+x,, = n, a P ploha dana jednadzbom z1 ...z, = 1, te uo¢imo

da je H tangencijalna hiperravnina plohe P u tocki [.
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Dokazimo da se cijeli skup 1" nalazi s iste strane hiperravnine H. U suprotnom, postoji tocka
y € T koja se nalazi s iste strane kao i ploha P. Uo¢imo da na duzini koja spaja y i [ mora postojati
neka tocka y’ za koju je ¢} ...y, > 1. Doista, u suprotnom bi pravac koji spaja y i [ imao svojstvo da
prolazi kroz neku tocku plohe P (tocka l), ali ne prolazi kroz oba dijela prostora R™ koja odvaja ploha
P. Samim time, taj bi pravac tangirao plohu P, odnosno bio dio hiperravnine H, $§to znamo da nije
slucaj. Uo¢imo da za prethodno navedenu tocku 3 imamo g7,0(y’) > 1 = gr,0(1), Sto je u kontradikeiji
s time da je | = NA(T,0).

Neka je U konveksna ljuska n tocaka kojima su sve koordinate jednake —a, osim jedne koja je
jednaka n + (n — 1)a,* te tocke (—a,...,—a). Uo¢imo da za o moZemo odabrati dovoljno veliki
pozitivan broj tako da je T' C U. Zbog simetricnosti i Pareto optimalnosti rjesenja pogodbe F' i
simetri¢nosti igre s pogodbom (U,0) nuzno je F(U,0) = [. Medutim, iz nezavisnosti od nebitnih
alternativa sada imamo da je i F/(T,0) = [, $to smo i htjeli pokazati.

(—a,2+ )

(—a, —a) 2+ a,—a)

4 Uotimo da sve te tocke leZe na hiperravnini H.
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ZADATAK 4.2. (a) Za igru s pogodbom (S,d) s S C R", definiramo rjesenje
n
M(S,d) = argmax g, Z Vi, —d;.
i=1

Dokazite da je rjesenje M jedinstveno odredeno.

(b) Koje od ¢etiri Nashova kriterija zadovoljava rjeSenje M? (Opravdajte svoje odgovore.)

(¢) Nekajed = (0,0), T ={(z,y) : z,y € [0,2], 24y < 3}1S ={(x,y) : x,y € [0,2],2z+y < 4}.
Dokazite da vrijedi S C T'. Nadite M (T,d) i M(S,d).

Rjesenje. (b) Sva osim kovarijantnosti

4.3. Kalai-Smorodinskyjevo rjesenje pogodbe

Neki autori nisu u potpunosti uvjereni u opravdanost kriterija nezavisnosti od nebitnih alternativa,
te zbog toga predlazu neka druga rjesenja pogodbe, medu kojima je najpoznatije Kalai-Smorodinskyjevo

[KS75]. Pokazimo najprije na primjeru moguéu kontroverznost nezavisnosti od nebitnih alternativa.

PRIMJER 4.8. Nekaje S = {z € R?®: 22+ 23 < 2,71 > 0,0< 29 < 1}, T = {x € R?: 23 + 23 < 2}
te d = (0,0).

(1,1)

Uoc¢imo da je zbog simetri¢nosti i Pareto optimalnosti NA(T,d) = (1, 1), pa je onda zbog nezavisnosti
od nebitnih alternativa i NA(S,d) = (1,1). Medutim, moze se argumentirati da takva raspodjela
korisnosti nec¢e jednako usreéiti oba igraca — maksimalna korisnost kojoj se drugi igra¢ nadao je bila
1, dok je kod prvog igra¢a maksimalna korisnost kojoj se mogao nadati bila jednaka v/2. Dakle, drugi
igra¢ nije mogao proc¢i bolje, dok je prvi igra¢ ostao osjetno ispod maksimuma kojeg je mogao dobiti.

Ovaj primjer nas motivira da se odreknemo kriterija nezavisnosti od nebitnih alternativa te po-
trazimo rjesenje pogodbe koje ¢e uzeti u obzir maksimalne zahtjeve svih igraca.
Za proizvoljnu igru s pogodbom (S, d) € B™ tocku u(S,d) € R" takvu da je

u; (S, d) = maxz;, za sve i €N
rESY

nazivamo njenom tockom utopije.

DEeFINICIJA 4.9. Kalai—-Smorodinskyjevo rjesenje pogodbe (s n igraca) je rjesenje pogodbe
KS: B™ — R" takvo da da je, za svaku igru s pogodbom (S, d), KS(S, d) tocka na segmentu koji spaja
d i u(S,d) najbliza tocki u(S,d).

Sli¢no kao sto smo to u¢inili u Teoremu 4.7 za Nashovo rjesenje pogodbe, tako i Kalai-Smorodinskyjevo
rjesenje pogodbe mozemo pokusati aksiomatski karakterizirati. To ¢emo i uciniti u sluc¢aju igara s

pogodbom s dva igraca tako da u ostatku ovog poglavlja radimo s tom dodatnom pretpostavkom.
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Nije tesko vidjeti da Kalai-Smorodinskyjevo rjesenje zadovoljava neke od kriterija koje smo naveli
i kada smo uvodili Nashovo rjesenje.

ZADATAK 4.3. Dokazite da je Kalai-Smorodinskyjevo rjesenje Pareto optimalno, simetri¢no i ko-
varijantno sa skalom.

Napomena. S obzirom na definiciju KS, potrebno je koristiti geometrijske argumente.

Rjesenje. Na primjer, pokazimo da je KS (u slucaju s dva igrac¢a) Pareto optimalno. Pretpos-
tavimo suprotno, tj. da postoji y € S takva da je y > KS(S,d), ali y # KS(S,d). Bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da se y nalazi ispod segmenta koji spaja d i toc¢ku utopije u (S, d).
Tada postoji tocka z € S takva da je zo = ug(S,d). Sada mozemo zakljuciti da ¢e segment koji spaja
y iz (i koji se zbog konveksnosti nalazi u S) morati sijeéi segment koji spaja KS(S,d) i u(S,d) u tocki
koja nije KS(S,d), a to ¢e sjeciste biti tocka u S koja je bliza tocki u(.S, d) nego $to je to KS(S, d).

u(S, d)

d

Da je KS simetri¢no se vidi iz ¢injenice da je za simetri¢ne skupove nuzno ui (S, d) = ua2(S,d). KS je i
kovarijantno sa skalom sto se takoder moze pokazati koristeé¢i opazanje da afina preslikavanja segment
koji spaja d i u(S, d) transformiraju na isti nacin (kovarijantno) kao i skup S.

Medutim, KS nije nezavisno od nebitnih alternativa, kao sto je vidljivo iz Primjera 4.8.

Kriterij nezavisnosti od nebitnih alternativa zamijenit ¢emo kriterijom individualne monotonosti.
Za rjeSenje pogodbe F: B2 — R? s dva igraca reéi ¢emo da je individualno monotono ako je
Fi(S,d) < Fj(T,d) za sve (S,d), (T,d) € B*ii+# j takve da je S C T i u;(S,d) = u;(T, d).
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Nije tesko za uvjeriti se da je Kalai-Smorodinskyjevo rjesenje individualno monotono. Neka su
(S,d), (T,d) € B? takve da je S C T te pretpostavimo bez smanjenja opéenitosti da je u1(S,d) =
ui(T,d). Tada je, zbog S C T, sasvim sigurno uz(S,d) < ua(7,d) pa se segment koji spaja d i u(7,d)
nalazi iznad segmenta koji spaja d i u(S,d). Neka je z € T takva da je zo = uo(T,d), te neka je y
sjeciste segmenta koji spaja d i u(T,d), te segmenta koji spaja KS(S,d) i z. Potonji segment se zbog
konveksnosti nalazi u 7', pa jeiy € T. Sada mozemo zakljuciti da se KS(T', d) nalazi na segmentu koji
spaja y i u(T,d), a *bududi da se taj segment nalazi u potpunosti iznad KS(S, d)*, mozemo zakljuciti
da KSo(T',d) > KSo(S, d).

TEOREM 4.10. Neka je F: B> — R? neko rjesenje pogodbe s dva igraca. Tada je F Kalai-
Smorodinskyjevo rjesenje pogodbe ako ¢ samo ako je Pareto optimalno, simetricno, kovarijantno sa

skalom 1 individualno monotono.

DoKAZ. Jedan smjer smo ve¢ pokazali. Pretpostavimo sada da je F: B2 — R? neko rjeSenje
pogodbe s dva igraca koje je Pareto optimalno, simetricno, kovarijantno sa skalom i individualno
monotono.

Neka je (S,d) € B2. Uzmimo dijagonalnu matricu

. 1 1
A = diag (ul(s, &) —dy ua(S,d) - d2> '

i tocku

S
- Ul(S,d)—dl’UQ(S,d)—dQ ’
te neka je ¢ kao u (4.1) i T = ¢**(S). Zbog kovarijantnosti sa skalom Kalai-Smorodinskyjevog

rjesenja pogodbe i rjesenja pogodbe F', imamo

KS(T,0) = KS(¢™(5), ¢4°(d)) = o™ (KS(S, d))

F(T,0) = F(6"(5), o™*(d)) = ¢"*(F (S, d)).
Bududi da je ¢4? injekcija, da bi pokazali da je F(S, d) = KS(S, d) dovoljno je pokazati da je F(T,0) =
KS(T, 0).
Uotimo da smo ¢ odabrali na nacin da je u(T,0) = (1, 1), pa slijedi da je KS;(T,0) = KSo(T,0).
Neka je

m= min x;
z€T,i=1,2
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minimalna vrijednost koja se pojavljuje medu koordinatama tocaka iz T'. Definirajmo skup
T ={zcR* (m,m) <z <yzanekiyecT}
Vrijedi T'C T i w(T,0) = (1,1) = u(T,0) pa je zbog individualne monotonosti’
F(T,0) > F(T,0). (4.3)

Nadalje, buduéi da se 0, (1,1), KS(7,0) i KS(T,0) nalaze na istom pravcu, iz T C T slijedi da
je KS(T,0) > KS(T,0). Iz definicije skupa T, postoji z € T takav da je z > KS(T,0) pa je onda i
z > KS(T,0). Koristeéi Pareto optimalnost rjesenja KS slijedi da je z = KS(T,0), pa je onda i

KS(T,0) = KS(T',0). (4.4)
Neka je V' = conv((m,m), (m,1),(1,m), KS(T,0)).

\
N\
|
N
N

Skup V' je simetri¢an, pa iz simetri¢nosti i Pareto optimalnosti rjesenja pogodbe F slijedi F'(V,0) =
KS(T,0). Budué¢i da je V.C T iu(V,0) = (1,1) = u(T,0) iz individualne monotonosti slijedi da je

F(T,0) > F(V,0) = KS(T,0) = KS(T,0).

Koristeéi Pareto optimalnost rjesenja KS sada mozemo zakljuciti da je F(T',0) = KS(T,0).
Medutim, iz ove jednakosti te nejednakosti (4.3) i (4.4) slijedi da je F(T,0) < KS(T',0). Iz Pareto
optimalnosti rjesenja F' sada dobivamo da je F(T,0) = KS(T,0). O

ZADATAK 4.4. Neka je (T,d) igra s pogodbom s dva igraca, pri ¢emu je d = (0,0) i T je konveksna
ljuska tocaka (0,0),(1,0),(1/2,1) i (0,1).
(a) Pronadite NA(T, d) i KS(T,d).
(b) Pronadite igru (S,d) s S C T koja pokazuje da Nashovo rjesenje pogodbe nije individualno

monotono.

Tako se Kalai-Smorodinskyjevo rjesenje pogodbe i koncept individualne monotonosti lako mogu
poopditi i na slucajeve s vise od dva igraca, prethodni teorem tada vise nece vrijediti. Stovise, moze se
pokazati [Rot79] da za svaki n > 3 ne postoji rjeSenje pogodbe s n igraca koje je Pareto optimalno,

simetri¢no i individualno monotono.

57U biti individualnu monotonost koristimo dvaput — jednom da iz u1(T,0) = ul(T, 0) zaklju¢imo da je FQ(T, 0) >
F5(T,0), te drugi put da iz u2(T,0) = u2(T, 0) zakljuéimo da je F1(T,0) > Fi(T,0).



4.3. KALAI-SMORODINSKYJEVO RJESENJE POGODBE 72

PRIMJER 4.11. Ana i Branko trebaju podijeliti zajedno zaradenih 12 kuna, a ako se ne uspiju

......

kuna ima korisnost 2t, a Branko 3t.

(a) Koliko kuna bi trebao dobiti Branko ako bi se dijelilo u skladu s Nashom?
(b) Koliko kuna bi trebao dobiti Branko ako bi se dijelilo u skladu s Kalaijem i Smorodinskyjem?

Rjesenje. Primijetimo da je d = (0,0). Ako je Anina korisnost z, tada je ona dobila /2 kuna. To

znaci da Branko moze dobiti najvise 12 — /2 kuna, pa njegova korisnost y zadovoljava

X
<3(12——.
Y < Q

S={(z,y):x >0,y > 0,2y + 3z < 72}.

Dakle, izvedivo podrucje je

Koristenjem kovarijantnosti sa skalom, simetrije i Pareto optimalnosti (konkretnije, preslikavanjem
na recimo S’ = {(z,y) : « > 0,y > 0,z +y < 1}.), mozemo bez rac¢una dobiti

NA(S, d) = KS(S, d) = (12, 18).

Ta tocka (z = 12) odgovara podjeli u kojoj je Ana dobila 6 i Branko 6 kuna.
Naravno, mozemo i izra¢unati NA(S, d) i KS(S,d) iz definicija NA i KS.

PRIMJER 4.12. Neka je (5, d) igra s pogodbom s dva igraca takva da je d = (1,0) i
Sa={(@y) €R%: 2" +y<4,0<y <3 1<a}

Odredimo NA(S, d) i KS(S, d).

Definirajmo funkciju ggq: S¢ — R kao u (4.2) s

gsd(r,y) = (x — 1)y.

Ona postize maksimum negdje na gornje desnom rubu (ono $to je dio parabole). Zbog toga proma-
tramo funkciju gg 4: [1,2] — R definiranu s

Gsa(r) = (v —1)(4— 2?2 = —23 + 22 + 4z — 4.

12 gg 4(z) = —3z% + 2z + 4 dobivamo da je (1 + v/13)/3 jedinstvena stacionarna tocka funkcije gg 4, a
racunanjem druge derivacije vidimo da je to tocka u kojoj se postize maksimum. Pripadna vrijednost
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koordinate y je (22 — 2v/13)/9, pa je

NA(S, d) = (1 +3‘/ﬁ, 22 _;‘/ﬁ> .

Odredimo jos i KS(S,d). Tocka utopije je u(S,d) = (2,3), pa je jednadzba pravca koji spaja d i u
y =3z —3.
KS(S,d) e biti sjeciste tog pravca i ruba skupa Sy koji pripada paraboli. Lakim ra¢unom dobivamo

V37-3 3¢?T7—15>

KS(5,d) = ,

ZADATAK 4.5. Ana i Branka trebaju podijeliti jednu pizzu, a ako se ne uspiju dogovoriti kako ée
to uCiniti, pizza ¢e se pokvariti i nitko neée dobiti nista. Pretpostavimo da Ana od koliCine pizze t
ima korisnost 3v/t, a Branka 2v/t.

(a) Odredite izvedivo podrucje i tocku neslaganja ove igre.

(b) Definirajte tocku utopije igre s pogodbom, i odredite tocku utopije ove igre.

(c¢) Koliko pizze bi trebala dobiti Ana ako bi se dijelilo u skladu s Nashom?

(d) Koliko pizze bi trebala dobiti Ana ako bi se dijelilo u skladu s Kalaijem i Smorodinskyjem?

Rjesenje. FElipsa u?/4 +u2/9 <1, d = (0,0).

ZADATAK 4.6. (a) Promatrajmo igru s pogodbom (S,d) sa dva igraca ¢ije je izvedivo po-
drugje S konveksna ljuska tocaka (—1,4), (6,2), (5,5) 1 (2, 7), a tocka neslaganja d = (16/5,9/2).
Nadite skup Pareto optimalnih tocaka podrucja S.

(b) Nadite Nashovo rjesenje za igru (.5, d).
(c) Nadite KS rjesenje za igru (.5, d).
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