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1 Relacije

Neka su Ai B skupovi. Relacija je podskup Kartezijevog produkta A x B.

Relacija p € A x A se zove binarna relacija. Kazemo da je p relacija na A. (x,y) € p ¢emo pisatii xpy, a
(x,y) ¢ p Cemo pisatiixgy.

npr. relacije <, < na skupovima brojeva, paralelnost pravaca u ravnini, € na partitivnom skupu nekog
skupa, djeljivost na skupu cijelih brojeva

Neka je p relacija na A. KaZzemo da je p:
¢ refleksivna ako (Va € A)(apa)
* simetri¢na ako (Va, b € A)(apb = bpa)
e tranzitivna ako (Va, b, c € A)(apbibpc = apc)

e antisimetri¢na ako (Va, b€ A)(apbibpa= a=Db)

irefleksivna ako (Va € A) (aga)

Zadatak 1. Ispitajte svojstva sljedecih relacija:
(a) paralelnost pravaca u ravnini
(b) okomitost pravaca u ravnini
(c) =naN
(d <naR
(e) € na2(S)
Rjesenje.
(a) Refleksivnost: Svaki pravac je paralelan sam sa sobom, pa je relacija refleksivna.
Simetri¢nost: Ako je p; || p2, tadaje oCito i p» || p1, dakle relacija je simetri¢na.

Tranzitivnost: 1z py || p2 i p2 || ps slijedi p1 || ps, paje relacija tranzitivna.



(b)

(©

(d)

(e)

Antisimetri¢nost: 1z p; || p2 i p2 || p1 ne slijedi nuzno p; = p,. Primjerice ako je y = x jednadzba od
p1iy=x+1jednadzba od p,.

Irefleksivnost: Relacija je refleksivna, dakle ne moze biti i irefleksivna (to je moguce samo za rela-
cije na prazom skupu).

Refleksivnost: Niti jedan pravac nije okomit sam na sebe, pa relacija nije refleksivna.
Simetri¢nost: Ako je p; L p», tada je ocito i p» L p;, dakle relacija je simetri¢na.

Tranzitivnost: 1z p; L py i p2 L p3 ne slijedi nuZzno p; L ps. Primjerice ako su p; i p3 paralelni.
Relacija nije tranzitivna.

Antisimetri¢nost: Iz p; L p2 i p» L p1 ne slijedi p; = p», pa relacija nije antisimetri¢na.

Irefleksivnost: Relacija je irefleksivna jer niti jedan pravac nije okomit sam na sebe.

Ocito je relacija refleksivna, tranzitivna i antisimetricna. Nije simetri¢na jer 1 < 2 i 2=1. Nije ni
irefleksivna jerje 1 < 1.

Relacija je ocito irefleksivna i tranzitivna. Nije refleksivna jer 1<1, nije simetri¢na jer 1 < 2 i 2<1.
Relacija je antisimetri¢na jer za realne brojeve x i y, x < yi y < x ne mogu istovremeno vrijediti, pa
je premisa implikacije u definiciji antisimetri¢nosti uvijek neistinita, dakle implikacija je istinita.

Relacija je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna (predavanja). Nije simetri¢na ako je S # @ jer
tada @ < Si S£®. Relacija nije irefleksivna jer ¢ < @.

Binarna relacija koja je

* refleksivna, simetri¢na i tranzitivna naziva se relacija ekvivalencije;

* refleksivna, tranzitivna i antisimetri¢na naziva se parcijalni uredaj.

Zadatak 2. Na skupu {1,2,3,4} dana je binarna relacija
0=11,2),(2,3),3,4),(1,3),(2,4), 4,4),(1,4)}.

Ispitajte svojstva relacije p.

Rjesenje.

Danu relaciju moZemo prikazati tablicom desno iz koje nam je lakse povijeriti
neka svojstva. Primjerice, kad bi g bila refleksivna, imali bismo sivu dijago-
nalu, §to ovdje nije slucaj. Irefleksivna relacija bi trebala imati bijelu dijago-
naly, $to vidimo da ovdje opet nije slucaj. Takoder, simetri¢ne relacije imaju
tablicu koja je simetri¢na s obzirom na dijagonalu, §to ovdje takoder ne vri-
jedi. Konkretno, g nije refleksivna jer 1¢71, nije simetri¢na jer 102 i 2¢1, a nije
irefleksivna jer 4p4.
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Antisimetri¢ne relacije imaju svojstvo da ne postoje dva siva polja izvan dija-
gonale koja su simetri¢na s obzirom na dijagonalu, vidimo da zadana relacija ima to svojstvo.

Tranzitivnost je teZe procitati iz tablice, pa ispiSimo sve moguénosti. Pritom uoc¢imo da ako vrijedi xpy i
yp%z, teje x = yili y = z, tada sigurno vrijedi xpz, pa treba provjeriti samo za parove gdjeje x # yi y # z.

102, 203: 103

102, 2p4: 1p4

103, 3p4: 104

203, 3p4: 204

Dakle, relacija je tranzitivna. O

Zadatak 3. Za svaku od sljedecih relacija na R odredite njena svojstva:

def
(@ xpry < x-y=0

def
(b) xp2y <= x-y#0

def
(© xp3y <= Ilx—-yl<5

(d) xps4y &L ?+y?=1

def 2 2
() xpsy <= x°+y°=0

Rjesenje.
(a) Refleksivnost: Pitamo sedali (Vxe€R)(x-x=0)?
Ovo ocito ne vrijedi npr. za x = 1, pa relacija nije refleksivna.
Simetri¢nost: Pitamo sedali (Vx,yeR)(x-y=0= y-x=0)?
Ovo vrijedi jer je x- y = y- x (tj. mnoZenje na R je komutativno). Dakle, relacija je simetri¢na.
Tranzitivnost: Pitamo sedali (Vx,y,zeR)((x-y=0iy-z2=0) = x-2=10)?
Implikacija ne vrijedi primjerice za x = z =11 y = 0, pa relacija nije tranzitivna.

Antisimetri¢nost: Pitamo sedali (Vx, yeR)((x-y=0iy-x=0) = x=y)?

Kontraprimjer za ovo je x = 1, y = 0, pa relacija nije ni antisimetri¢na.

Irefleksivnost: Pitamo sedali (Vx € R)(x-x # 0)?



Ovo ne vrijedi jer za x = 0 imamo x - x = 0, pa relacija nije irefleksivna.
(b) Refleksivnost: Pitamo se dali (Vx € R)(x-x # 0)?
Ovo ocito ne vrijedi npr. za x = 0, pa relacija nije refleksivna.
Simetri¢nost: Pitamo se dali (Vx,yeR)(x-y #0= y-x #0)?
Ovo vrijedi ponovno zbog komutativnosti mnoZenja. Dakle, relacija je simetri¢na.
Tranzitivnost: Pitamo sedali (Vx,y,ze R)((x-y#0iy-z2#0) = x-z #0)?

Akosux,y,zeRtakvidax-y#0iy-z#0,tadax#0, y#0iz#0,paondaix-z#0. Iz ovoga
slijedi da je relacija tranzitivna.

Antisimetri¢nost: Pitamo sedali (Vx,yeR)((x-y#0iy-x#0) = x=y)?

Kontraprimjer za ovo je x = 1, y = 2, pa relacija nije antisimetri¢na.
Irefleksivnost: Pitamosedali (VxeR)(x-x =0)?
Ovo ne vrijedi jer za x = 1 imamo x - x # 0, pa relacija nije irefleksivna.
(c) Refleksivnost: Pitamo sedali (Vx e R)(Jx— x| <5)?
Kako je |x — x| = 0, tvrdnja vrijedi. Relacija je refleksivna.
Simetri¢nost: Pitamo sedali (Vx,yeR)(x—y|<5= |y — x| <5)?
Ovo vrijedi jer je |x — y| = |y — x|. Dakle, relacija je simetri¢na.
Tranzitivnost: Pitamo sedali (Vx,y,ze R)((|x—y|<5i|y—z|<5) = |x—z| <5)?

Akojex =0, y=2,z=5imamo [x—y|=2<5i|y—z| =3 <5, no |x— z| =5, pa relacija nije
tranzitivna.

Antisimetri¢nost: Pitamo se dali (Vx, ye R)((Ix—y|<5i|y—x|<5) = x=y)?

Kontraprimjer za ovo je x = 1, y = 2, pa relacija nije antisimetri¢na.
Irefleksivnost: Pitamo se dali (Vx € R)(|x — x| = 5)?
Ovo ne vrijedi jer |x — x| = 0, pa relacija nije irefleksivna.
(d) Refleksivnost: Pitamo se dali (Vx € R) (x? + x? = 1)?
Jednakost x* + x> = 1 ne vrijedi za x = 2, pa relacija nije refleksivna.

Simetri¢nost: Pitamo sedali (Vx,y € R)(x? + y2 =1= y2 +x2=1)



Ovo vrijedi jer je x? + y? = y? + x%. Dakle, relacija je simetri¢na.
Tranzitivnost: Pitamo se dali (Vx,y,ze R) (x> +y? =1iy? + 22 = 1) = x* + 22 = 1)?
Akoje x=z=1, y=0imamo x*> + y? =11 y? + z2 = 1, no x? + z% = 2, pa relacija nije tranzitivna.

Antisimetri¢nost: Pitamo se dali (Vx,y € R)((x% + y2 =1i y2 +x°=1)=x= »)?

Kontraprimjer za ovo je x = 1, y = 0, pa relacija nije antisimetri¢na.
Irefleksivnost: Pitamo se dali (Vx € R) (x2 + x2 # 1)?

Zax= imamo x? + x2 = 1 + 1L = 1, pa relacija nije irefleksivna.
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(e) Kako x? + y2 = 0 vrijedi samo za x = y = 0, vidimo da je g5 = {(0,0)}. Ova relacija je simetri¢na,
tranzitivna i antisimetri¢na, a nije refleksivna ni irefleksivna.

Suprotna relacija relacije g je relacija o' = {(y, x) | (x, y) € p}. Drugim rije¢ima:

(y,x) € 9_1 — ((x,y)e€Ep

Zadatak 4. Neka je p relacija na A. Dokazite:
(1) p=p! <= pjesimetri¢cna
(2) pjetranzitivna <= p~!je tranzitivna
(3) pjeantisimetritCna <= gn Q_l c{(x,x)| x€ A}
Rjesenje.
(1) Pretpostavimo daje p = p~!.
Neka su x, y € A takvi da je (x, y) € p. Tada po definiciji o~ ! imamo (y,x) € o™}, azbogp=p!

vidimo (y, x) € p. Dakle, za sve x, y € Atakve daje (x, y) € p vrijedi (y, x) € p, paje p simetri¢na.

Pretpostavimo da je p simetri¢na.
DokaZimo daje p = p~!. Treba dokazati dvije inkluzije:

Neka je (x, y) € p. Tada zbog simetri¢nosti od p vrijedi (3, x) € p, a onda po definiciji p!
slijedi (x,y) € p™'. Daklep < p .

Neka je (x,y) € p~'. Tada po definiciji ™! slijedi (y,x) € p, a zbog simetri¢nosti od p
vrijedi (x, ) € p. Dakle p™! c p.

2) Neka je p tranzitivna.

Pretpostavimo da su x, y,z € A takvi da je (x,y),(y,2) € 9_1. Tada po definiciji Q_l imamo



(,%), (2, y) € p. Zbog tranzitivnosti od p vrijedi (z, x) € p, a onda (x, z) € p~!. Zaklju¢ujemo da
je o~} tranzitivna.

Drugi smjer se dokazuje potpuno isto kao prvi uz zamjenu pip™!.

3) Pretpostavimo da je p antisimetri¢na.
Da bismo dokazali inkluziju Qng_l < {(x,x) | x € A}, uzmimo (x, y) € Qr‘ug_l. Imamo (x, y) € p,
azbog (x,y) € p~! vrijedii (y,x) € p. Kako je (x,y) € p i (¥, %) € p, zbog antisimetri¢nosti od p
slijedi x = y, §to upravo znaci da je (x, y) € {(x, x) | x € A}.

Pretpostavimo daje pnp~! < {(x,x) | x € A}.
Kako bi dokazali antisimetri¢nost od g, neka su x, y € Atakvidaje (x,y),(y,x)€p. 1z (y,x) €
slijedi (x,y) € o', a onda imamo (x, y) € pn ™. Sada po pretpostavci vrijedi

(x, y) €i(x,x) [ x € A},
paje x = y. Dakle, p je antisimetri¢na.
O

Particija skupa S je skup medusobno disjunktnih nepraznih podskupova od S koji u uniji daju S. Od-
nosno, & =1{§; | i € I} je particija skupa S ako:

e p#S;<S,zasvakiiel

* SinSj=@,zasvei,jeltakvedajei # j

L4 USi=S

iel

Zadatak 5. Odredite sve particije skupa {1,2, 3}.

Rjesenje. {{1,2,3}}, {{1},{2,3}}, {{2}, {1, 3}}, {{3},{1,2}}, {1}, {2}, {3}} O

Zadatak 6. Koliko ima particija skupa {1,2, 3,4, 5} na dva skupa?

Rjesenje. {{1},12,3,4,5}}, {{2},{1,3,4,5}}, ... {{5},{1,2,3,4}}
{{1,2},13,4,5}}, {{1,3},{2,4,5}}, ... {{4,5},{1,2,3}}
Ukupno ih je 15. O

Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu Si x € S. Skup
(x]={yeSlx~y

nazivamo klasa ekvivalencije odredena elementom x. Skup
S/ ={Ixllxes)

naziva se kvocijentni skup skupa S obzirom na relaciju ~.
Vrijedi:



e x€[x],zasvakixe S
s x~y = [x]=1[yl
* x>y = [xIn[yl=9

Iz ovoga vidimo da je S/~ particija skupa S. Dakle svaka relacija ekvivalencije odreduje jednu particiju
skupa S. Vrijedi i obratno, svaka particija odreduje jednu relaciju ekvivalencije na skupu S. To ¢emo
dokazati u sljede¢em zadatku.

Zadatak 7. Nekaje & ={S; | i € I} particija skupa S. Definiramo relaciju ~ na S ovako:

X~y g FieDx,yeS;
DokaZite da je ~ relacija ekvivalencije na S ciji kvocijentni skup je &.
Rjesenje. Dokazujemo refleksivnost, simetricnost i tranzitivnost relacije ~.
Refleksivnost: Kako je U;e; S; = S, za svaki x € S postoji i € I takavdaje x € S;, aonda x ~ x.
Simetri¢nost: Ocito je iz definicije da je ~ simetri¢na.

Tranzitivnost: Neka je x ~ y i y ~ z. To znaCi da postoje i, j € I takvida x,y € S; i y,z € §;. Kako je
y€8;nS§j, vidimo da mora biti i = j, jer su razliciti skupovi iz % medusobno disjunktni. Dakle imamo
X,Z€S;,pax~z.

Sada vidimo da je ~ relacija ekvivalencije.
DokaZimo sada daza sve x € S, i € I vrijedi:

XeS;, < [x]=5;
Pretpostavimo da je x € S;. Dokazujemo dvije inkluzije:

Neka je y € [x]. Tada imamo y ~ x, pa postoji j € I t.d. x, y € S;. Kako ve¢ znamo x € S;, mora
biti i = j jerinaCe x€ ;N S;. Dakle y € S;.

Neka je sada y € S;. Tadaimamo x, y € S;, pa x ~ y, tj. y € [x].
Pretpostavimo [x] = S;. Kako je x € [x], mora biti x € S;.

Iz dokazane ekvivalencije imamo da je svaka klasa ekvivalencije element particije & i obrnuto. O

Zadatak 8. Na skupu {1,2,3,4,5} zadana je relacija
0=1(1,1),(2,2),(3,3),4,4),(5,5),(1,3),3,1),(4,5), (5,4}

Dokazite da je p relacija ekvivalencije i odredite klase ekvivalencije s obzirom na g.



Rjesenje. Za domacu zadaéu provijerite da je relacija ekvivalencije.
Klase su: [1] = {1,3} = [3], [2] = {2}, [4] = {4,5} = [5]

Zadatak 9. Definirajte relaciju ekvivalencije p na skupu {1, 2, 3,4, 5} ¢ije su klase ekvivalencije {{1,4, 5}, {2, 3}}.
Rjesenje.
e=1{1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,4),(4,1),(1,5),(5,1),(4,5),(5,4),(2,3), (3,2)}
Zadatak 10. Ispisite klase ekvivalencije relacije
e=1{1,1),(,5),1,7,(2,2),2,4),3,3),4,2),4,4),5,1),(5,5),5,7),(6,6),(7,1),(7,5), (7,7}

Ako prikaZemo p tablicom u kojoj poredamo elemente tako da su susjedni elementi koji su u relaciji,
kako izgleda tablica od p?

Rjesenje. Klase su:

(11=11,5,7 =[5] = [7]
(2] = 12,4} = [4]

(3] =1{3}

(6] = {6}
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2 Funkcije

Funkcija f : A — B je relacija f < A x B takva da za svaki x € A postoji jedinstveni y € B takav da je
x,ef.

(x,y) € f piSemo y = f(x), skup A zovemo domena funkcije f, a skup B kodomena funkcije f.
Neki primjeri funkcija:

e fIR—-R, f(x)=|x|

e g:R—R, g(x)=x*>+5x-2

5, X paran
e h:N—N, h(x) =
3x+1, x neparan

Slika funkcije f: A — B je skup Im(f) ={f(x) | x € A}.
Funkcija f: A— Bje
* injekcija ako f(x;) = f(x2) povladi x; = x».
* surjekcija ako je Im(f) = B, odnosno ako za svaki y € B postoji x € A takavdaje y = f(x).

* bijekcija ako je injekcija i surjekcija, odnosno ako za svaki y € B postoji jedinstveni x € A takav da
jey=f(x).

Slika skupa A’ € A je skup f(A) ={f(x) | x€ A'}.

Praslika skupa B' € B je skup f~1(B') = {x€ A| f(x) € B'}.

Zadatak 1. Ispitajte injektivnost, surjektivnost i bijektivnost funkcija f : R — R*, f(x) = x?>i g:R— R,
g(x) = Ix|.

Rjesenje.

Injektivnost: Ispitujemo vrijedi li implikacija

fx1) = fx2) = x1 = x,

odnosno,
xfzx% == X1 = X9,
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za sve x1, x» € R. Ovo ocito ne vrijedi primjerice za x; = 1, x, = —1, pa f nije injekcija.
Za g ispitujemo istinitost implikacije
[x1] = |x2| = x1 = x3.

Ovo takoder ne vrijedi - moZemo uzeti isti kontraprimjer x; = 1, x» = —1, pa zakljuCujemo da ni g nije
injekcija.

Surjektivnost: Za surjektivnost od f pitamo se da li za svaki y € R* postoji x € R takav da je y = x%.

Uotimo da je zbog y = 0 dobro definiran ,/y, pa za x = ,/y imamo x? = y. Dakle, f je surjekcija.

Za surjektivnost od g provjeravamo da li za svaki y € R postoji x € R takav da je y = |x|. Bududi da je
|x| = 0, za svaki x € R, vidimo da primjerice za y = —1 takav x ne postoji. Stoga g nije surjekcija.

Uocimo vrijedi:
. fI[R+ je bijekcija
* g:R— R" je surjekcija

* 8+ :R* — R* je bijekcija

Zadatak 2. Zadana je funkcija f: (~1,1) — (2,2, f(x) = x — x*. Odredite B < (~2,2) takav da
g:(-1,1) — B, zadana istim pravilom kao f, bude surjekcija. Zatim odredite A< (-1,1) td. h: A— B,
zadana istim pravilom, bude bijekcija.

Rjesenje. f(x) = —x? + x je kvadratna funkcija, pa je njen graf parabola.
Nultocke su joj 01i 1, a tjeme (%,f(%)) = (%, i). Nadalje kako a = —1 < 0, parabola je otvorom okrenuta
prema dolje, te je f(—1) = —2. Iz svega navedenog moZemo skicirati graf funkcije:
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Iz grafa vidimo da je slika funkcije f interval (-2, i], pa je to trazeni B. Nadalje, vidimo da je slika inter-
vala (-1, %] jednaka B. Osim toga, na tom intervalu svi pravci paralelni s x-osi sijeku graf u to¢no jednoj
tocki, pa je na tom intervalu funkcija injektivna. Dakle, A= (-1, %]. O

Zadatak 3. Odredite maksimalne skupove A, B <R takve da je s

x—2

zadana bijekcija f : A— B.

Rjesenje. Da bi izraz f(x) bio dobro definiran, vidimo da mora biti x # 2. Dakle, svakako 2 ¢ A. Prvo
odredimo najveci skup na kojem je f injekcija, odnosno odredimo za koji skup A vrijedi:

(Vx1,x2 € A(f(x1) = f(x2) = x1=x2).

Racunamo:
x1+1 _ X2 +1
X1 —2 B Xo—2
XyXr—2X1+Xo— 2=k —2X0+ X1 — 2
3x2=3x;

X2 = X1

Slijedi da gornja implikacija vrijedi za sve x1, x» € R\ {2}, dakle A = R\ {2}. Sada odredimo sliku te funkcije,
tj. skup B takav da vrijedi
(VyeB)@xe Ay = f(x).
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Racunamo:

_x+1
y_x—2
xy-2y=x+1
x(y—-1)=2y+1
2y+1

X = Y 1,zay;«rfl

Uotimo da je 27 #2, paza y # 1 postoji x€ A t.d. y = f(x). Dakle, B =R\ {1}.

O

Prirodna domena funkcije f je najveci skup na kojem moZemo odrediti vrijednost f(x). Oznacavamo je
sD f-

Zadatak 4. Odredite prirodnu domenu i sliku funkcije f(x) = i—;} Jeli f injekcija na prirodnoj domeni?
Odredite f({(1,4+00)) i f({-1,0]).

Zadatak 5. Ako je f(x) = x2+i odredite Dy i f~! ((—00,—2)).

x2—

Zadatak 6. Skicirajte grafove funkcija te odredite f(A) i f~'(B) ako je:
(@ f(x)=x-5,A=10,1], B=(-3,-1]
(b) f(x)=x*+1, A=(-1,1), B=[4,5)
Nekasu f: A— Big:B — C funkcije.
Kompozicija funkcija f i g je funkcija go f : A— C definiranas go f(x) = g(f(x)).
Zadatak 7. Nekasu f: A— Big:B — C funkcije. DokaZite:
(i) Ako su fi g injekcije, tadajei go f injekcija.
(ii) Ako su fi g surjekcije, tada jei g o f surjekcija.
(iii) Ako je go f injekcija, tadajei f injekcija.

(iv) Ako je go f surjekcija, tada je i g surjekcija.

Zadatak 8. Nekasu f: A— Big:B — C funkcije. Dokazite:
i) (gof)(S) =g(f(S)),zasvaki S c A.

(i) (go )T =fY(g (1)), zasvaki T <C.
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Rjesenje.

(i Neka je y € (go f)(S). To znaci da postoji x € S takav da je y = go f(x) = g(f(x)). Kako je
f(x) e f(S), vidimo daje y € g(f(S)).

Neka je y € g(f(S)). Tada je y = g(2), za neki z € f(S). Dalje vidimo da je z = f(x), za neki
x€8S. Slijedidaje y=g(f(x))=go f(x),paje ye(go f)(S).

(i) Neka je x € (gOf)_l(T). To znacidaje go f(x) € T, odnosno g(f(x)) € T. Iz ovoga slijedi da je
f(x)eg ! (T),aondaxe f~1(g 1 (T)).

Nekaje x € f~1(g~1(T)). To znatidaje f(x) € g~'(T), aonda g(f(x)) € T, odnosno go f(x) €
T. 1z ovoga slijedi x € (gOf)_l(T).
Zadatak 9. Zadanoj funkciji odredite sliku tako da ju prikaZzete kao kompoziciju funkcija.
@ f:(0,11 =R, f(x)=x*+5x*>+6

(b) f:(-1,2] =R, f(x)=2x*+3|x|+1

Zadatak 10. Neka je f(x) = 4% —2*"1 -3, Odredite f([0,2)) i f~1((5,45)).
Inverzna funkcija funkcije f : A— B je funkcija f~': B — Atakvadaje fof ! =idgiflof=ida.
Inverzna funkcija postoji ako i samo ako je f bijekcija.
Za funkciju f: A — B kaZzemo da je:

* strogo rastuca ako (Vxj,xz € A)(x1 <x2 = f(x1) < f(x2))

e rastuéaako (Vx;,x € A)(x1 <xp = f(x1) < f(x2))

e strogo padajuéa ako (Vx;,x2 € A)(x1 <x2 = f(x1) > f(x2))

¢ padajuéa ako (Vx1,x2 € A)(x1 < x2 = f(x1) = f(x2))
Uocite da je svaka strogo monotona funkcija injekcija!
Zadatak 11. Ispitajte je li funkcija f(x) = x* — 4x? — 5 injekcija na zadanom intervalu i ako jest, odredite
joj sliku i inverz.

@ [2,3)

(b) [1,2]

Zadatak 12. Odredite intervale monotonosti sljedecih funkcija:
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(a) f(x) :22x+4
(b) f(x):logé(x2+1)

(©) f(x)=2*-4]

Zadatak 13. Ispitajte omedenost sljedecih funkcija na njihovoj prirodnoj domeni.

(@) f(x)=5sin(mx+2) (d) f(x)=-37%2
(b) flx)= \/ﬁ (e) f(x)= log(gfgi)

2 _ s (X2 _ 2
© flx)= ;52134 ) flx)= arcsm(x_l) +V1—-x
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3 Jednadzbe i nejednadzbe

Zadatak 1. RijeSite jednadzbu:

7 8 __ 25-9x
x2—-1 x2-2x+1 x3-x2—x+1

Rjesenje. Uo¢imo daje x* —2x—1= (x—1)?i
B —x+1=x*(x-1-(x—-1)=(x-1x*-1),

padabi sviizrazi u jednadZbi bili dobro definirani, mora biti x # +1. PomnoZimo jednadZbu s (x— 1)2(x+
1) = (x-1)(x*> — 1), pa dobivamo:

7(x—1)+8(x+1)=25-9x
15x+1=25-9x

x=1

Kako smo ve¢ prije zakljucili x # 1, jednadZba nema rjeSenja.

Zadatak 2. Rijesite jednadzbu u ovisnosti o parametrima a i b:

xa-x)+b-x’=a+b*-4

Rjesenje. Imamo:

ax—x+hz—2bx+><:a+hz—4

x(a-2b)=a—-4
Imamo dva slucaja:

* a—-2b#0
Tada smijemo jednadzbu podijeliti s a — 2b, pa je rjeSenje x =

a-4
a-2b’
* a-2b=0
Tada je lijeva strana posljednje jednadzbe jednaka 0, pa postojanje rjeSenje ovisi 0 a —4. Ako je
a—4 # 0, onda rjeSenje ne postoji, a ako je a—4 =0, tj. a = 4, tada je rjeSenje proizvoljan x € R.
Zakljucak: za a # 2b, imamo jedinstveno rjeSenje x = a“__24b, za a = 2b nema rjeSenja, osim u slucaju kad
je a =4, b =2 kada su svi realni brojevi rjeSenja.
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Zadatak 3. Rijesite jednadzbu:
|x+ |3x+3x—1]| | =1

Rjesenje. Oznacimo
- 1 1.
f(x)—‘x+|2x+|3x 1||‘.

Kako bismo pojednostavnili izraz, pogledajmo prvo slucajeve prema vrijednosti I%x —1].

¢ 3x-120,§.x=3
U ovom slucaju imamo:

_ 1.1
flx)= |x+|§x+§x—1||

= |x+|gx_1||
Kakojex=3,2x=2>1,paje
|§x—1| = %x—l,
aonda

f=|dx-1].
Ponovno zbog x = 3, vrijedi

f=4x-1,

pajejednadZba f(x) =1 zapravo jednadZba

—_

Ix—1=1,

|

Cije jedino rjeSenje u R je x = % < 3. No ovo nije rjeSenje jer smo do ove jednadzbe dosli pretpos-
tavkom da je x = 3. Dakle, nema rjeSenja = 3.

. %x—1<0,tj.x<3

U ovom slucaju je
fx)= |x+|%x—%x+1||
= |x+ |%x+ 1|’
Ponovno imamo slucajeve:
- ix+120,4.x=-6

Tada je
fe)=|Lx+1].

Paje f(x) =1 ako vrijedi %x+ 1=1ili %x+ 1= -1, odnosno ako je x =0ili x = —%. Oba
rjeSenja su < 3i = —6, pa su to rjeSenja jednadzbe.

- $x+1<0,4.x<-6
Tada je
_1|5
f=[2x-1].
Trazimo x takve da %x— 1=1ili %x— l1=-1,atosux= 15—2 i x =0. Nijedno od tih rjeSenja nije
< —6, pa nisu rjeSenja u ovom slucaju.
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Dakle, rjeSenja jednaddzbe su x =01 x = —%.

Zadatak 4. Rijesite nejednadzbu:

V4—x2>2-2x

Rjesenje. Da bi korijen bio dobro definiran, mora biti 4 — x? > 0, odnosno x € [-2,2].

Kako bi se rijesili korijena, htjeli bi kvadrirati obje strane nejednadZbe, no to ne moZemo ukoliko nismo
sigurni da su obje strane istog predznaka. Stoga razlikujemo slucajeve:

¢ 2-2x=20,t.x=1
Kako rje§enja moraju biti u [-2, 2], imamo da u ovom slu¢aju promatramo x € [-2,1]. Tada su lijeva
i desna strana nejednakosti = 0, pa kvadriranjem dobivamo da mora biti
4-x*>(2-2x)°=4-8x+4x

0>5x*—8x=x(5x-8),
Sto vrijedi za x € (0, g) Kako jei x € [-2,1], zaklju¢ujemo da su u ovom slucaju rjeSenja x € (0, 1].

¢ 2-2x<0,t.x>1
U ovom slucaju je x € (1,2] i vidimo da je svaki takav x rjeSenje jer je

V4-x2=20>2-2x.

Rjesenja nejednadzbe su x € (0,1] U (1,2] = (0, 2].

Zadatak 5. RijeSite nejednadzbu:

3

|x —x2| < |x2+x|

Rjesenje. Razlikujemo 4 slucaja u ovisnosti o predznacima vrijednosti pod apsolutnim vrijednostima.
Slucajeve procitamo iz tablice:

-1 0 1
X - - ° + +
x-1 - - - * +
x+1 - ¢ + + +
¥ (x-1) - - * - * +
x(x+1) + * - * + +
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Imamo slucajeve:

e x<—-1
Rjesavamo nejednadzbu:
Bl <+x
B+x>0
x(x*+1)>0
Kako je x> +1> 0, a x < 0, ovo je nemoguce.
e xe[-1,0)
Imamo:
X+t <-x*—x
B-2x*-x>0
x(x*-2x-1)>0

Kako je u ovom sluéaju x < 0, ovo vrijedi za x> —2x—1 <0, a to vrijedi za x € (1 - v2,1+V2). U
ovom sluéaju rjeSenja su x € (1 — v/2,0)

e x€[0,1)
Imamo:
X +xP<-x’+x
x(x*+1)>0
Zbog x? +1 >0, mora biti x > 0, dakle rje$enja su x € (0, 1).
e x=>1
Imamo:
B-x<x*+x
x(x*-2x-1)<0

Zbog x > 0, ovo vrijedi za x> —2x —1 < 0, odnosno x € (1 — /2,1 ++/2). U ovom slu¢aju rjesenja su

xe(l,1+V2).
ZakljuCujemo da su rjeSenja

x€(1=v2,00U(0, 1)UL, 1+v2) =(1-v2,1+Vv2)\{0}.

Zadatak 6. RijeSite nejednadzbu:

1 1
+ <1
log, s(x+1) log,(x?>+2x+1)
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Rjesenje. Da bi svi izrazi bili definirani, mora biti:
e x—3>0,x-3#1,x>0,x#1
* x+1>0, x+1#1 (dabi prvi nazivnik bio # 0), X42x+1=(x+1%2>0, (x+ 12 #1

Vidimo da je sve ovo zadovoljeno za x > 3 i x # 4. Za takve x imamo:

1 1
+ <1
log, 3(x+1) 2log, (x+1)

log, . (x—3)+ %logerl x<1
log,.; (Vx(x=3)) <1=log, ;(x+1)
Kakoje x >3, x+1>1, pajelog, ., rastuca funkcija, dakle moZemo zakljuciti
Vx(x—-3)<x+1.
Kako su obje strane pozitivne, smijemo kvadrirati, pa sredivanjem dobivamo
(x—1D(x*-6x+1)<0.
Kako je x—1 >3 —1> 0, mora biti x> —6x +1 < 0, a to vrijedi za x € (3 —2v/2,3 +2v/2). Zaklju¢ujemo da

su rjesSenja
X€(3,3+2v2)\ {4}.

Zadatak 7. RijeSite u ovisnostio a € R:

Vatx+va-x=v2a

Zadatak 8. Rijesite jednadzbe:

(@) 9¥-15*-2-25%=0

(b) 4% _g%—3 = g¥+3 _92x-1
Rjesenje.

(a) Jednadzbu moZemo zapisati ovako:

(392-3%.55_2.(5%2 =0
Dijeljenjem s (5%)? dobivamo:
(3"~ ()" -2=0

Uz supstituciju: ¢ = (%)x, imamo kvadratnu jednadzbu:

P?-t-2=0
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RjeSenjasu t=-11it=2. Kako (%)x >0, vidimo da mora biti
VY _ 4
(5 =t=2

pajerjeSenje x =logs 2.
5

(b) Pokusajmo jednadzbu svesti na oblik a/® = b/,

4% _3%¥"3 = g¥t3 22x—1
X_qx, 1 _qx, _qx.1
4°-3". S =3"V3-4" 3
X, 1y _gx, L
4% (1+3)=3"(V3+ %)
x, 3 _gx, 4
47-5=3 3
x,1_qgx 1
47-5=3 3v3
3 3
472 =3% 2

Iz ovoga slijedi da je x — % =0, odnosno x = %

Zadatak 9. RijeSite nejednadZbe:
(@) 2sin®x—sinx<1

(b) 0.2005% - —L— <4.12572

Rjesenje.
(a) Uz supsituciju ¢ = sinx, imamo
2t -t-1<0,
$to vrijediza t € [—%, 1]. Dakle rjeSenja su svi brojevi x € R takvi da

—% <sinx <1.

Ovo vrijedi za
xe | [-F+2kn, Z +2kn].
kez

2 2

(b) Vrijedi cos2x = cos”x —sin“x = 2cos?x—1, pajednadzbu transformiramo ovako:

(%)Zcoszx—l _ (%)Zcoszx <4_(

)2 cos® x

Q=
N
Njw W

A
N

~—

6-1-(3
(%)ZCOSZX < (

Kako je x — (1)" padajuca funkcija, zaklju¢ujemo:

il
N7
DNIW =

2cos® x > %,
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V3 V3

2 $to vrijedi za cosx > %5 i cos x < —73. Dakle rjeSenja su:

x>3,
xe |J (% +2km, E+2kn) U (3 +2kn, Z +2kn)) = | J (- F + kn, & + k)
kez kez

odnosno cos

Zadatak 10. Rijesite jednadzbe:

(@
(b)

(©

8sin® x —3sinxcosx+cos?x =3
3sinx—4cosx=2

2sinx =5x2+2x+3

Rjesenje.

(a

(b)

ZapiSimo jednadzbu ovako:

8sin® x — 3sin xcos x + cos® x = 3sin” x + 3 cos® x

5sin® x —3sinxcosx —2cos? x =0

Sada bismo htjeli podijeliti s cos? x kako bismo dobili kvadratnu jednadzbu u tg x, no prvo provje-
rimo jesu li x € R takvi da je cos x = 0 moguca rjeSenja.

Ako je cosx =0, onda je sinx = +1, pa imamo da mora vrijediti
5=5sin’x = 0,
$to je otito nemogucée. Dakle cos x # 0, pa smijemo jednadzbu podijeliti s cos? x. Dobivamo da je
5tg° x—3tgx—2=0,
pajetgx=1ilitgx = —%. Dakle, rjeSenja su:

xe{Z+kn|kez}ufarctg(-2)+kn|kez}

Koristimo univerzlnu supstituciju ¢ = tg 5. Tada je

2t _1-z
1+12? cosx = 1+12°

sinx =
Kad to uvrstimo u jednadzbu, dobivamo:

3.2t _4.1-2_o

1422 1422

Kako je 1+ t? # 0, pomnozimo s 1+ £? i sredivanjem dobivamo kvadratnu jednadzbu

?+3t-3=0,
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Cija surjeSenja _SiT V2l Dakle, imamo

x -3+v21
g =———

2 2

-3++v21
f=arctg(—)+kn, keZ
2 2

-3+v21
x=2arctg(T)+2kn, kez

(c) Oznatimo f(x) =2sinxig(x) = 5x* +2x +3. Uotimo da g ima tjeme u (-1, 1). Dakle
glx)= 15—4 >2=2sinx = f(x).

ZakljuCujemo da jednadZzba f(x) = g(x) nema rjeSenje.

Zadatak 11. (1. kolokvij 2023.) Odredite sve vrijednosti parametra a € R za koje nejednakost
a-3*+(a-1)-3""1.2% + q. 4% > 2%
vrijedi za svaki x € R.

Rjesenje. Prvo sredimo nejednakost na sljedeci nacin:

a-32x+3(a—1)-3x-2x+(a—1)-22x>0/:22x
a-(3)* +3a-0 () +@-1>0

at* +3(a-t+(a-1>0,zat=(3)"
Kako je slika funkcije x — (%)x jednaka (0, +00), zapravo se pitamo kada je

at>+3(a-1t+(a-1)>0, Vt>0.

Definiramo funkciju f(f) = ar?+3(a-1t+ (a-1). Ako je a # 0, tada se radi o kvadratnoj funkciji. Pro-
vjerimo je li moguée a = 0. Tada je f(t) = —3¢—1, §to je <0 zanpr. t = 1, dakle a # 0. Sada razlikujemo 2

slucaja s obzirom na graf od f:

e a<0

U ovom slucaju je graf od f parabola otvorom okrenuta prema dolje. Takva parabola je ili potpuno
ispod x-osi ili sijece x-os u jednoj ili dvije tocke. Dakle, ilije f(#) <0, zasve t € Rilije f(¢) > 0samo
za t € (x1,X2), gdje su x; i x» nultocke od f. Dakle, u ovom sluc¢aju ne moze biti f(t) > 0, za sve

t>0.

e a>0

U ovom slucaju je graf parabola otvorom okrenuta prema gore. Takva parabola je ili potpuno iznad
x-osi ili sijeCe x-o0s u jednoj ili dvije tocke. Dakle f(t) >0zasve t e Rili f(#) >02za € (—oco,x1)U

(X2, +00), gdje su x; i x, nultocke od f (moguce jednake).
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Da bi vrijedio f(#) > 0, za sve ¢ > 0, mora vrijediti ili D < 0 (gdje je D diskriminanta od f) ili
(0, +00) < (x2,+00), §to vrijedi akko su nultocke od f manje ili jednake 0. Analizirajmo navedene
slucajeve:

- D<O0
Vrijedi:
D=@B@a-1)?-4ala-1)=9a*-18a+9-4a’* +4a=>5a> —14a+9

Mora biti 5a* - 14a—-9 <0, a to vrijediza a € (1,32).

- D=0,x1,x<0
Dabi vrijedilo D=0, morabitia<1lilia= %.

Osim toga, imamo:
_-3a-1)-vD  -3a-1)+VD

XN=———— " X
2a ’ 2a

Kako je xp = x1, traZimo a t.d. x; <0, odnosno
vD<3(a-1)

Kako je lijeva strana nenegativna, mora biti 3(a— 1) = 0, odnosno a = 1. Kvadriranjem dobi-
vamo nejednakost:
5a°-14a+9<9a’*-18a+9,

odnosno
4a’>—4a=0

9

Kako je a = 1, ova nejednakost vrijedi. Uoc¢imo da smo vec prije zakljuCilidajea<1lilia >z,

pasuuovom slucajurjeSenjaa=1ilia= %.

Kada napravimo uniju moguc¢nosti za a iz navedena dva slucaja, dobivamo da su rjeSenja
ac [1,+o00).
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