© 0 N o T W D=

e e e
SR

UVOD U MATEMATIKU -REVIZIJA SIJECANJ 2023.

DIJANA ILISEVIC I GORAN MUIC

SADRZAJ

Osnove logike predikata i sudova
Skupovi
Relacije
Funkcije
Neke elementarne funkcije; jednadzbe i nejednadzbe (prvi dio)
Neke elementarne funkcije; jednadzbe i nejednadzbe (drugi dio)
Ekvipotentni skupovi
Prirodni i cijeli brojevi
Racionalni brojevi
Realni brojevi
Decimalni zapis realnog broja
Kompleksni brojevi
Prsten polinoma u jednoj varijabli
Nultocke polinoma, Hornerov algoritam i primjene
Osnovni teorem algebre

Rastav racionalne funkcije na parcijalne razlomke

10
19
27
36
26
76
84
97
106
114
124
129
142
153
159



2 DIJANA ILISEVIC I GORAN MUIC

1. OSNOVE LOGIKE PREDIKATA I SUDOVA

Sud (ili izjava) je svaka smislena izjavna recenica koja je ili istinita ili lazna,
ali ne istovremeno i istinita i lazna.

Primjer 1.1. (a) “242=14"je sud (istina).
(b) “2+43=7"je sud (laZ).
(¢) “Koliko je sati?” nije sud.
(d) “x+2=8" nije sud.
()

“Broj 0.00001 je mali broj.” nije sud.

U ovom poglavlju ¢emo sudove oznacavati velikim slovima A, B, C, ... Prema
gornjoj definiciji svaki sud je ili istinit ili lazan. Kratko istinitost suda oznacavamo
sa 1, a laznost suda sa 0. Dakle, svaki sud ima vrijednost ili 0 ili 1, ali ne istovre-
meno i 01 1. Kada radimo s dva suda, onda uvijek imamo ove ¢etiri moguénosti:

»—»—OO:B
r—\Oi—‘ODU

Iz zadanih sudova gradimo nove sudove koristec¢i logicke veznike:

oznaka naziv Cita se pise se
& (N) konjunkcija i A&B (AN B)
Vv disjunkcija ili AV B
— negacija ne A
- implikacija ...povlaci ... A= B
...implicira . ..
ako ...onda ...
iz ...sljjedi ...
— ekvivalencija | ...je ekvivalentno sa ... A< B
...ako i samo ako ...
..onda i samo onda ...

Operacije konjunkcije, disjunkcije, implikacije i ekvivalencije su binarne (dje-
luju na dva suda), a negacija je unarna operacija (djeluje na samo jedan sud).

Definicija logickih veznika dana je ovom semantickom tablicom ili tabli-
com istinitosti (redom za konjunkciju, disjunkciju, implikaciju i ekvivalenciju te
posebno za negaciju):



UVOD U MATEMATIKU 3

A| B| AAB| AVB| A= B| A+ B
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1
Al A
0 1
1 0

Izjave X 1Y susemanticki jednake ako im se semanticke tablice podudaraju.
Tada pisemo
X=Y.

Prvi vazan primjer je negacija implikacije:

A =— B = A&B.

Rijecima: negacija izjave “A povlaci B” je izjava “vrijedi A i vrijedi negacija od
B”. To ¢e se tijekom studija cesto koristiti u ovom obliku. Konkretno: zelimo
provjeriti istinitost neke izjave koja je oblika A =— B. Ako to ne mozemo
uciniti direktno, tada napisemo negaciju te izjave i dokazemo da je ona lazna.
Ova metoda dokazivanja naziva se metoda suprotnog, a ¢esto govorimo i o

dokazivanju kontradikcijom.

Uvjerimo se sada u semanticku jednakost izjava A = B i A&B. Formiramo
tablicu:

A| B| A= B| A= B | B| AB
0] 0 1 0 1 0
0| 1 1 0 0 0
1|0 0 1 1 1
1| 1 1 0 0 0

Najprije uo¢imo da su prva tri stupca ista kao u definiciji logickih veznika. Pre-
ostala tri stupca su dobivena primjenom logickih veznika (negacije i konjunkcije)
na neke od prethodnih stupaca. Uoc¢imo da su stupci koji odgovaraju izjavama

A — B i A&B jednaki:

A = B | A4B
0
0
1

o = O O

0

To je upravo definicija semanticke jednakosti.
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Drugi vazan primjer je obrat po kontrapoziciji:
A= B = B = A
Rijec¢ima: uvjeriti se u istinitost izjave “A povlaci B” je isto kao i uvjeriti se
u istinitost izjave “negacija izjave B povlac¢i negaciju izjave A”. Kao i ranije
opisana metoda suprotnog, obrat po kontrapoziciji se takoder redovito koristi u
dokazivanju tvrdnji u matematici.

Istinitost obrata po kontrapoziciji pokazuje nam ova semanticka tablica:

A| B| A= B| A| B| B= A
0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0
1 1 1 0 0 1

Vidimo da su stupci koji odgovaraju izjavama A = B i B = A jednaki:

A= B| B= A
1 1
1 1
0 0
1 1

To je upravo definicija semanticke jednakosti.

Evo standardnog primjera za obrat po kontrapoziciji:

izjava
kisa pada = ulice su mokre
ima obrat po kontrapoziciji

ulice nisu mokre = kiSa ne pada.

U matematici, obrat izjave
A= B
je izjava
B = A
Uoc¢imo da izjave A = B i B = A nisu semanticki jednake:

A| B| A= B| B— A
0 0 1 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 1 1 1

Naime, stupci koji odgovaraju izjavama A = B i B = A nisu jednaki.

Zadatak 1.2. Napisite odgovarajucée semanticke tablice i uvjerite se u odgova-
rajuce semanticke jednakosti:
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(a) A&B = AV B,
(b) AVB = A&B,
(c) A<= B = (A= B)&(B = A).

Za izjavu kazemo da je tautologija ako je uvijek istinita bez obzira na istini-
tost njezinih sastavnih sudova.

Najjednostavniji primjer tautologije je izjava A V A. To pokazuje sljedeéa
tablica:
A A| AVA
0 1 1

Vidimo da su u zadnjem stupcu same jedinice, sto i treba biti za tautologiju.

Zadatak 1.3. Uvjerite se da su sljedeci sudovi tautologije:

() A = (B = A),

(b) A = AV B,

(c) A&B = B,

(d) (B = A) (A = B)

Promotrimo sljedece recenice:

oP(x)
Q(z,
R(x)

Takve recenice nisu sudovi. Nazivamo ih predikatima.

= “Prirodan broj z nije dJeIJ1V s 3.7
y) = “x iy zadovoljavaju y* < 3z.”
= “x zadovoljava z + 1 =0.”

Damo li neku konkretnu vrijednost varijabli x u prvom i tre¢em primjeru, od-
nosno = i y u drugom primjeru, dolazimo do sudova. Predikati P(z) i R(z) su
jednomjesni jer ovise samo o jednoj varijabli z, dok je predikat Q(z,y) dvo-
mjesni jer ovisi o varijablama z i y. Ovdje je vazno istaknuti da x i y nisu u
potpunosti odredeni i zato o gornjim re¢enicama ne mozemo govoriti kao o sudo-
vima. Ponekad se takve recenice nazivaju izjavne funkcije jer ovise o varijablama
koje nisu odredene (nemaju konkretnu vrijednost), a za odnos koji definiraju kaze
se da je predikat. No, mi ¢emo kratko govoriti samo o predikatima.

Primjer 1.4. (1) Za x =2, recenica P(x) glasi

P(2) = “Prirodan broj 2 nije djeljiv s 3.”

Tu recenicu smo dobili zamjenom (ili supstitucijom) varijable x sa 2 i to
je sud koji je ocigledno istinit.
(2) Za x =6, recenica P(x) glasi

P(6) = “Prirodan broj 6 nije djeljiv s 3.”

To je sud koji je ocigledno lazan.
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(3) Zax=11iy=2, recenica Q(x,y) glasi
Q(1,2) = “1 42 zadovoljavaju 2> < 3-1.”

Tu recenicu smo dobili zamjenom x sa 1 vy sa 2. To je sud koji je
oc¢igledno lazZan.
(4) Zax=21iy=1, recenica Q(x,y) glasi

2.1) = “2 41 zadovoljavaju 1> < 3-2.7
Q(2, javag

To je sud koji je ocigledno istinit.
(5) Za x =2, recenica R(x) glasi

R(2) = “2 zadovoljava 2+ 1=0."

Nju smo dobili zamjenom x sa 2. To je sud koji je ocigledno laZan.
(6) Za x = —1, recenica R(x) glasi

R(—1) = “—1 zadovoljava —1+1=0."
To je sud koji je ocigledno istinit.
Iz ovih primjera i iz dosadasnjeg matematickog iskustva jasno je da predikati
igraju vaznu ulogu u matematici. Medutim, nije moguce sve razumne sudove

dobiti iz predikata samo jednostavnom supstitucijom varijabli koje ulaze u opis
predikata kao u gornjim primjerima. Promotrimo sljedeci primjer:

“Za svaki prirodan broj x vrijedi x + 1 # 0.”
U ovom slucaju recenica nije predikat, ve¢ sud koji je ocigledno istinit. Ra-
zabiremo dalje da takav sud ne dolazi od predikata supstitucijom neke konkretne

vrijednosti za x jer gornja recenica govori o svim moguéim vrijednostima x =
1,2,3,4,...

Medutim, promotrimo sljede¢u recenicu:
T(x) = “x je prirodan broj i zadovoljava x + 1 # 0.”
Ova recenica nije sud ve¢ predikat iz kojeg se dobiju sudovi
T(1), T(2), T(3), T4),...,

tj. za svaki prirodan broj x = 1,2, 3,4, ... dobivamo konkretan sud kao u ranijim
primjerima.

Nas sud “Za svaki prirodan broj x vrijedi x+1 # 0.” nije niti jedan konkretan
od sudova T'(1), T'(2), T'(3), T'(4), ..., vec je on dobiven spajanjem svih tih sudova
logickim veznikom “&”. Dakle,

“Za svaki prirodan broj x vrijedi x + 1 #£ 0.”

moze se napisati kao

T &T2)&TE)&TMA) & ...

Jasno je da je ovaj zapis nepraktican, ali koristec¢i
univerzalni kvantifikator V (koji se ¢ita: za sve ili za svaki),

nas sud
“Za svaki prirodan broj x vrijedi x + 1 # 0.”
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moze se elegantno zapisati u obliku
(V)T ()
ili raspisano

(Vx)(“x je prirodan broj i zadovoljava x + 1 # 0.7).

Dakle, drugi nacin gradenja sudova iz predikata je dodavanje kvantifikatora
na sve varijable koje se pojavljuju u predikatu. Kvantifikatori su:

e univerzalni kvantifikator V  (koji se ¢ita: za sve ili za svaki)
e egzistencijalni kvantifikator 3  (koji se ¢ita: postoji).

Postoji jos jedan egzistencijalni kvantifikator: 3! (koji se ¢ita: postoji jedins-
tven ili postoji tocno jedan).

Studij matematike se sastoji od provjere istinitosti sudova koji se grade od
predikata dodavanjem kvantifikatora (najcesée) ili supstitucijom varijabli.

Primjer 1.5. (a) (3x) (x je prirodan broj, x +1 = 2).
Ovaj sud, koji se cita

“Postoji prirodan broj x takav da je x +1 = 2.7
dobiven je iz predikata
P(x) = “z je prirodan broj, v +1 =27

dodavajuci egzistencijalni kvantifikator 3.
(b) (Vz) (In) (x je realan broj, n je prirodan broj, n > x).
Ovaj sud, koji se cita

“Za svaki realan broj x postoji prirodan broj n takav da je n > x.”
dobiven je iz dvomjesnog predikata
P(z,n) = “z je realan broj, n je prirodan broj, n > z”

dodavajucéi univerzalni kvantifikator ¥V i egzistencijalni kvantifikator 3. Ako,
kao sto je wobicajeno u matematici, sa R odnosno N oznacimo skup svih
realnih brojeva odnosno skup svih prirodnih brojeva, onda se gornji sud
moZe napisati 1 na ovaj uobicajeniji nacin

(Vo € R)(In € N)(n > x).

c) Iz osnovne skole znamo da je mnoZenje realnih brojeva asocijativno:
I skol da j Zenj Inih broj jati
(ab)e = a(bc).

Ovdje se radi o tromjesnom predikatu

Q(a,b,c) = “(ab)c = a(bc)”,
a sama asocijativnost je sud

(Va € R)(Vb € R)(Ve € R)Q(a, b, c)
il
(Va € R)(Vb € R)(Ve € R)((ab)e = a(be)).
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Ponekad cemo radi jednostavnosti kratko pisati
(ab)c = a(bc), Ya,b,c e R
ili sasvim kratko, ne pisuci kvantifikator ¥, ali ga podrazumijevajuci:

(ab)c = a(bc), a,b,c € R.

U predikatima mogu sudjelovati i logicki veznici kao Sto pokazuje sljedeci pri-
mjer:

Primjer 1.6. (Vx e R)(Vy eR)(z >0& y >0 = zy > 0).

U ovom slucaju govorimo da je sud zadan formulom koja se sastoji od logickih
veznika, kvantifikatora i predikata. Veéina sudova s kojima ¢emo se sretati u ovom
kolegiju moci Ce se zapisati na ovaj nacin.

Znamo da svaki sud mozemo negirati. Prilikom dokazivanja raznih tvrdnji ¢e
nam posebno vazna biti negacija sudova zadanih formulom. Kod negiranja suda
zadanog formulom, kvantifikator 3 prelazi u V, dok V prelazi u 3. Kvantifikator 3!
izveden je od J and V, pa se njegova negacija svodi na opisane negacije. Detalje
negacije kvantifikatora 3! ne¢emo iznositi.

Primjerice, promotrimo sud (istinit)
(Vo € R)(z* > 0).
Njegova negacija je sud (lazan)
(3r € R)(2* < 0).

Ovdje je negiranjem kvantifikator V presao u 3, dok je predikat x? > 0 presao u
suprotnu tvrdnju z? < 0.

Zadatak 1.7. Napisite negaciju sljedecih sudova zadanih formulom:

(a) (Vz eR)(z <z +1),
(b) (Vz € R)(3y € R)(z <),
(¢) 3z € R)(Fy € R)(zy < 0).

Ponovo se sjetimo negacije implikacije:
A= B = A&B.
Rekli smo da se na semantic¢koj jednakosti sudova A —> B i A&B zasniva me-
toda suprotnog: sud A = B dokazujemo (utvrdujemo njegovu istinitost) tako
da pretpostavimo suprotno (tj. negiramo ga) i njegovu negaciju, koja je semanticki
jednaka sudu A& B, dovedemo u kontradikciju s nekom ve¢ ustanovljenom istinom.

Tako zakljucujemo da je negacija suda A = B laz, pa je A = B istina.

Negiranjem suda oblika

(V) (Vy)(P(x,y) = Q(z,y))
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dobije se sud
(32)(3y)(P(z,y) & negacija od Q(z,y)).

Primjerice, promotrimo sud
Vr)(Vy)(x >0& y >0 = xy < 1),

u kojem je
Pz,y)=“c>0&y>0"

Qz,y) = “oy < 17.
Kod negacije (Vz) prelazi u (3z), (Vy) prelazi u (Jy), predikat P(z,y) ostaje isti,
— prelazi u &, a Q(z,y) se zamjenjuje svojom negacijom, tj. sa xy > 1. Dakle,
negacija danog suda je

(Fz)3Fy)(x >0& y >0 & zy > 1).

Sjetimo se sada i obrata po kontrapoziciji:
A= B = B = A

Metoda dokazivanja koja se zasniva na ovoj semantickoj jednakosti se koristi kada
je istinitost suda B = A jednostavnije provjeriti negoli istinitost suda A =
B. Kod obrata po kontrapoziciji kvantifikatori ostaju isti. Tipican primjer je
sljedeci sud:

(V) (Vy)(P(z,y) = Q(z,y))
Ciji je obrat po kontrapoziciji:

(Vz)(Vy)(negacija od Q(z,y) = negacija od P(x,vy)).

Konkretno, sud
(Vz)(Vy)(z # y = 22 # 2y)
ima obrat po kontrapoziciji

(Va)(Vy)(2z = 2y = = =y),

¢iju istinitost jednostavno vidimo: naime, ako je 2x = 2y, onda dijeljenjem s 2
odmah dobivamo x = y. Tako smo jednostavno dokazali istinitost polaznog suda
(s tim u vezi vidite definiciju 5.1 i komentar iza nje).

Jos jednom naglasimo, obrat po kontrapoziciji daje tvrdnju koja je semanticki
jednaka originalnoj, sto znaci da su istovremeno ili istinite ili lazne, dok metoda
suprotnog daje tvrdnju ¢ija je istinitost suprotna od one u originalnoj tvrdnji.
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2. SKUPOVI

U matematici se pojmovi precizno definiraju uvodec¢i novi pojam preko do
tada definiranih (matematickih) pojmova. Medutim, taj proces svodenja pojma
na jednostavniji mora zavrsiti u konacnom broju koraka. Na taj nac¢in dolazimo
do pojmova koji se ne definiraju preko jednostavnijih. Pojmovi koji dolaze "na
pocetku” moraju biti toliko jednostavni da ih intutivno dobro razumijemo i ne-
mamo problema s njihovim prihva¢anjem. U geometriji su takvi pojmovi tocka,
pravac i ravnina; oni se u geometriji ne definiraju, ve¢ geometrija polazi od tih
pojmova kao pojmova o kojima imamo jasnu intuitivnu predodzbu te gradi teoriju
i ostale definicije polaze¢i od njih.

U matematici je jedan od najfundamentalnijih pojmova skup. Skup se u ma-
tematici ne definira, ali svatko ima sasvim jasnu predodzbu o tome $to je skup
(skup svih studenata PMF-a, skup rjeSenja jednadzbe z® + 1 = 0, skup prirodnih
brojeva itd.).

Skupove najcesce oznacavamo velikim slovima A, B, C, ..., X,Y, Z. Intuitivno
nam je jasno da se skup sastoji od svojih elemenata te razumijemo Sto znaci:

x pripada skupu S (pisSemo: z € S),
y ne pripada skupu S (pisemo: y & S).

Skupove najcesée opisujemo (kazemo: definiramo) preko nekog predikata P(x)
(vidite 1. poglavlje):

S = {z | x zadovoljava svojstvo P(x)}.

Primjer 2.1. (1) S={x | = je student PMF-a},
(2) S ={x | = je realan broj, x > 3}.

Medutim, nekada jednostavno mozemo popisati sve elemente danog skupa.
Primjerice, skup S sastavljen od elemenata a, b, ¢, d pisemo kao

S ={a,b,c,d}.

Smatramo takoder da postoji jedan i samo jedan skup koji nema niti jedan
element. Takav skup nazivamo prazan skup i oznac¢avamo sa ().

U razvoju nase male matematicke teorije imali smo kao osnovne pojmove:
pojam skupa, elementa skupa te pripadanja skupu. Sada ¢emo pomocu njih izgra-
diti slozen pojam sastavljen od ovih pojmova kao osnovnih elemenata. Evo kako
izgleda jedna stroga matematicka definicija:
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Definicija 2.2. Neka su S 1 T skupovi. KaZemo da je S podskup skupa T ako
vrijedi

(Vz)(x e § = z€T).
U tom slucaju pisemo S CT. Takoder kaZemo da je T nadskup skupa S.

Iz ove definicije razabiremo da je pojam ”biti podskup” definiran preko ranije
uvedenih matematickih pojmova.

U matematici ne bismo daleko stigli da imamo samo definicije. Matematika
takoder iskazuje tvrdnje koje su sudovi (izjave) o uvedenim pojmovima u kojima
opisuje njihovu strukturu ili medusobni odnos. Izjave u matematici se dokazuju
strogom logickom dedukcijom iz prije dokazanih sudova (koristedi logicka pravila
iz. 1. poglavlja). Kao i kod definiranja pojmova, tako i ovdje imamo tvrdnje koje
dolaze “na pocetku teorije” i koje se ne dokazuju ve¢ ih smatramo toc¢nim i iz-
van svake sumnje te koristimo kao temelj izgradnje matematicke teorije. Takve
tvrdnje nazivaju se aksiomi. Primjerice, u geometriji Euklidov peti aksiom (ak-
siom o paralelama) kaze da zadanom tockom izvan zadanog pravca prolazi toéno
jedan pravac paralelan danom pravcu. To je tvrdnja koja se ne dokazuje, veé je
prihvac¢amo kao istinitu iako ju je tesko eksperimentalno provijeriti.

Kada se odrede aksiomi neke matematicke teorije, onda se ostale tvrdnje doka-
zuju logickom dedukcijom. Ostale tvrdnje u matematici nazivaju se lema, propo-
zicija, teorem i korolar. Lema je obi¢no pomoc¢ni tehnicki korak u dokazivanju
slozenijih tvrdnji propozicija i teorema. Propozicijom se naziva tvrdnja u nekoj
cjelini koja je po vaznosti izmedu leme i teorema. Teorem je najvaznija tvrdnja
neke cjeline. Korolar je posljedica, najcesée direktna, neke leme, propozicije ili
teorema. Cesto je vrlo individualno §to autor naziva lemom, propozicijom, teore-
mom ili korolarom.

Svaki teorem / propozicija / lema / korolar ima pretpostavke (uvjete koji se
moraju provjeriti prije primjene teorema) i zakljucke.

Prisjetimo se, Pitagorin teorem glasi:
Ako je trokut ABC pravokutan s pravim kutom pri vrhu C,
tada za duljine a, b, ¢ njegovih stranica vrijedi a® + b* = %

U ovom teoremu je pretpostavka: “trokut je pravokutan”, a zakljucak: “za duljine

29

a,b, ¢ njegovih stranica vrijedi a® + b* = ¢ Jasno je da Pitagorin teorem ne

smijemo primjenjivati na trokute koji nisu pravokutni (jer za njih nije ispunjena
pretpostavka teorema).

Dakle, svaki teorem / propozicija / lema / korolar je izjava oblika
A = B,

pri cemu je sud A pretpostavka, a sud B zakljucak.
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Obrat tog teorema je izjava
B = A
i ovdje je B pretpostavka, a A zakljucak.
Konkretno, obrat Pitagorinog teorema je teorem:
Ako za duljine stranica a, b, ¢ trokuta ABC vrijedi a® + b* = ¢,
tada je trokut ABC' pravokutan s pravim kutom pri vrhu C.

Ovdje je pretpostavka: “za duljine stranica a, b, ¢ trokuta ABC' vrijedi a® + b* =

c?”, a zakljucak: “tada je trokut ABC pravokutan s pravim kutom pri vrhu C”.

Jasno, ako je A = B istina, ne mora biti istina i B = A (uspore-

dite semanticke tablice). Drugim rije¢ima, postoje teoremi ¢iji obrat ne vrijedi
(pronadite primjere).

Teoremi u kojima se pojavljuje fraza “ako i samo ako” (ili krace: “akko”) su
oblika A <= B i u sebi zapravo sadrze dvije tvrdnje: A =— Bi B = A jer
je

A<~ B = (A= B)&(B = A4)

(provjerite).

Sada ¢emo iskazati i dokazati nasu prvu tvrdnju.

Propozicija 2.3. Neka je T skup. Tada je O C T tj. prazan skup je podskup

svakog skupa.

Dokaz. Primjenjujuéi definiciju 2.2 na slucaj S = (), nalazimo da treba dokazati:
Vz)(z el = zeT).

Medutim, ne postoji niti jedan = € () te je stoga implikacija trivijalno ispunjena
(jer nema elementa za provjeriti pripadnost skupu 7). O

Definicija 2.4. KaZemo da su skupovi S + T jednaki ako je S CT i T C S.

Kod provjere jednakosti skupova S i T treba provjeriti da je S podskup od
T i T podskup od S. Po definiciji 2.2, za provjeru izjave “S je podskup od T”
moramo vidjeti da vrijedi

(Vz)(z eSS = zeT),
dok za provjeru izjave “T" je podskup od S” moramo vidjeti da vrijedi
(Vz)(x e T = z€9).

Kombinirajuéi jedno i drugo, zakljucujemo da kod provjere jednakosti skupova S
i T moramo provjeriti da vrijedi

(V)(z e S <= xz€T).

Definicija 2.5. KaZemo da je skup S pravi podskup skupa T ako je S C T, ali
S#T. PisemoSCT ili SCT.
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Primjer 2.6. (a) {1,2,3} ={2,3,1},

(b) {1,2} # {1,2,3},
(c) {1,2,3} € {1,2,3,4,5},

(d) {1,1} = {1}.

Vezano uz (d) u primjeru 2.6, naglasimo da na skup nema utjecaja ako neki
element ponovimo u popisu elemenata skupa.

Primjer 2.7. Uocimo da je O # {0} jer s lijeve strane imamo skup 0 koji nema
niti jedan element, ali s desne strane imamo skup {0} koji nije prazan veé ima
kao svoj jedini element prazan skup.

Zadatak 2.8. Dokazite {0} # {{0}}.

Neka je S skup. Partitivni skup skupa S, u oznaci P(S), je skup svih
podskupova skupa S. Ponekad se partitivni skup skupa S oznacava i sa 2°.

Svaki skup S ima dva ocigledna podskupa, a to su ) i S. Zato je uvijek
0,5 e P(S).
Ti podskupovi su razliciti ako i samo ako je S # (). Dakle, ako je S neprazan skup,

skup P(.S) ima barem dva elementa.

Primjer 2.9. (a) S=0 = P(S) = {0},
(b) §={1} = P(S) ={0,{1}},
(c) §={1,2,3} = P(5) = {(b’ {14 {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3},{2,3}, {1, 2, 3}}.

Zadatak 2.10. Odredite partitivni skup skupa S ako je:

(d) 5= {0},
(e) 5= {{0}},
(f) S ={0,{0}}.

U odredenom matematickom razmatranju potrebno je gledati samo podsku-
pove nekog skupa. U tom slucaju takav skup nazivamo univerzalni skup. Pri-
mjerice, u planimetriji je univerzalni skup ravnina, a u stereometriji je univerzalni
skup prostor.

Vazno je naglasiti da kolekcija svih skupova nije skup. Sljede¢i paradoks,
tzv. Russelov paradoks, to objasnjava. Ako bi svi skupovi tvorili skup, recimo S,
onda bismo pomocu predikata mogli opisati skup

T ={A| Ajeskup, ali A & A}.
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Dakle, skup T se sastoji od svih skupova koji nisu svoji elementi. Primjerice,
{1} € T'jer {1} ¢ {1} (jasno je da 1 € {1} vrijedi!). U sljedeéem koraku mozemo
se zapitati je li skup T svoj element. Tada imamo:

(1) Ako je T € T, onda T mora zadovoljavati predikat koji definira skup 7', a
to je:
A je skup, ali A € A.
Dakle, za A = T, dobili bismo T ¢ T'. Dakle, polazeéi od T" € T dobili
smo T &T.
(2) Ako T' ¢ T, onda T ne zadovoljava predikat koji definira T. Dakle, za
A =T, dobili bismo T € T

Prema tome, za skup 7T ne vrijedi niti jedna od izjava T'€ T'iT ¢ T. Ovo
je paradoks i takve moguénosti iskljucujemo. Dakle, svi skupovi ne tvore skup,
radije govorimo o kolekciji svih skupova.

Sada definiramo Boolove operacije na skupovima. Smatramo da radimo
s podskupovima univerzalnog skupa U.

(1) Unija skupova A i B:
AUBdg{xEU | x € Aili z € B},

(2) Presjek skupova A i B:

ANB™ (zeU |z AizeB).

(3) Razlika (ili diferencija) skupova A i B:
A\BY {(zeU |zecAixgB).
(4) Simetricna razlika (ili simetricna diferencija) skupova A i B:
AAB™ (A\B)U(B\ A).
(5) Komplement skupa A (u skupu U ):

AY zeU | z¢ A}

Naglasimo sljedece:

(1) x € AU B ako i samo ako je x € Aili x € B,
(2) ¢ AUB ako isamo ako jex ¢ Aix & B,
(3) € AN B ako isamo ako jex € Aix € B,
(4) v ¢ AN B ako i samo ako je x ¢ Ailix ¢ B.

Za skupove A i B kazemo da su disjunktni ako je AN B = 0.

Uoc¢imo: AN B C A. Naime,
(Vz)(xr€e ANB) = (x€AirxeB) = z € A
Analogno, AN B C B.
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Nadalje, A C AU B jer
(Vz)(r € A) = (x€AilixeB) = z€ AUB.
Analogno je B C AU B.

Zadatak 2.11. Dokazite sljedece tvrdnje:

(i) AC A, VA,
(i) ACBiBCC = ACC,
(i) A=BiB=C = A=C.

Propozicija 2.12. Neka su A i B podskupovi skupa U. Neka su A¢ i B¢ redom
komplementi skupova A i B u skupu U. Tada vrijedi:

A\ B=AnNDB".
Dokaz. Treba dokazati da je A\ B podskup od AN B°ida je AN B¢ podskup od
A\ B.
Najprije dokazimo da je A\ B podskup od AN B¢. Treba dokazati
(Vx)(r € A\ B) = x € AN B
Zaista,

r€A\B = zc€Aix¢gB = vc€AireB® = ze€ ANDB".

Sada dokazimo da je AN B¢ podskup od A\ B. Treba dokazati
(Vz)(x € ANB°) = z € A\ B.
Zaista,
r€A\B° = z€AdireB° = rz€Aix¢gB — vz A\B.

Ovim je propozicija dokazana. U

Sada ¢emo iskazati glavni rezultat ovog predavanja. Prisjetimo se, takve re-
zultate nazivamo teoremi.

Teorem 2.13. Neka su A, B, C podskupovi skupa U. Neka su A¢, B¢ i C° redom
komplementi skupova A, B i C' u skupu U. Tada vrijede sljedece tvrdnje:

(i) (asocijativnost) (AUB)UC = AU(BUC) i (ANB)NC =AnN(BNQC),

(ii) (komutativnost) AUB=BUAiANB=BNA,

(iii) (distributivnost) AU (BNC) = (AUB)N(AUC) it An(BUC) =
(ANB)U(ANC),

(iv) AUA=U i An A° =),

) AUD=A i ANU = 4,

(vi) AUU=U i AnD =10,

(Vu) (de Morganove formule:) (AU B)¢ = A°N B¢ i (AN B)°= A°U B¢,

i) Us=0i0c=U

ix) (zdempotentnost) AUA=AiANA=A,

) (A% =
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(xi) AU(ANB)=AiAN(AUB) = A.

Dokaz. Dokazi ovih tvrdnji sliéni su onima u propoziciji 2.12. Dokazat ¢emo (vii),
a ostalo ostavljamo za zadacu.

Dokazimo prvo (AUB)¢ = A°N B°. Treba dokazati da je lijeva strana podskup
desne i obratno.

Najprije, ako je x € (AU B)°, onda vrijedi x ¢ AU B. Po definiciji unije,
to znaci da vrijedi x € Aix ¢ B. Dakle, x € A°i x € B°. Stoga, po definiciji
presjeka, z € A°N B°. Dakle, (AU B)¢ C A°N B°.

Obratno, ako je x € A°N B¢ onda, po definiciji presjeka, nalazimo r € A€
iz € B° Dakle, x ¢ Aix & B. Stoga, po definiciji unije, x ¢ AU B. Dakle,
z € (AU B)°. Ovim je dokazano A°N B° C (AU B)°.

Druga jednakost (AN B)¢ = AU B¢ dokazuje se slicno. U ovim dokazima je

73 «s
1

bilo klju¢no sjetiti se da kod negacije prelazi u “ili” i obratno. O

Definicija 2.14. Neka su A i B neprazni skupovi. Neka je a € A 1 b € B.
Ureden par (a,b) je skup {{a},{a,b}}. Nadalje, a se naziva prva koordinata, a
b druga koordinata u uredenom paru. Skup svih uredenih parova (a,b), pri éemu a
prolazi skupom A a b prolazi skupom B, nazivamo Kartezijev produkt skupova
Ai B, 1.

Ax B {(a,b) | a€ A, be B},

Iz osnovne skole poznat nam je pojam uredenog para, ali tek sada imamo
strogu definiciju. Takoder nam je poznata i tvrdnja sljede¢eg teorema, ali tek
sada dajemo strogi dokaz.

Teorem 2.15. Neka su A i B neprazni skupovi. Neka su a,a’ € A i b b € B.
Tada vrigedi:

(2.16) (a,0) = (d',bV) <= a=d ib=V.

Dokaz. Ovaj dokaz koristi semanticko pravilo uvedeno zadatkom 1.2 (3). Preciz-
nije, zbog “ <= " u (2.16) moramo dokazati "dva smjera”:

: U ovom smjeru treba dokazati da (a,b) = (a/,0') povladi a = d’ i
b ="V. Zaista, ako je (a,b) = (a/,V'), onda prema definiciji 2.14 imamo sljedeéu
jednakost skupova:

(2.17) {{a} {a,0}} = {{d'}, {d", 0} ).

Najprije, ako je a = b, onda lijeva strana u (2.17) postaje (vidite komentar iza
primjera 2.6)

{{a},{a,0}} = {{a},{a,a}} = {{a}, {a}} = {{a}}.

Dakle, u ovom slucaju lijeva strana u (2.17) ima samo jedan element. Stoga i
desna strana u (2.17) mora imati samo jedan element. Dakle, mora biti ' = ¥'.
Sada, slicno kao gore, desna strana postaje {{a’}}.
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Stoga je (2.17) u ovom slucaju oblika

{{a}} = {{d'}}.

Primjenjuéi definiciju jednakosti skupova dolazimo do
{a} = {a.
Primjenjuéi definiciju jednakosti skupova jos jednom, zaklju¢ujemo
a=a.

Dakle, ako je a = b, tada je a = b = a’ = V. Ovo zavrSava analizu slucaja a = b i
u tom slucaju je zeljena tvrdnja dokazana.

Neka je sada a # b. Sada se lijeva strana u (2.17) sastoji od skupa koji ima dva
elementa (koji su po svojoj prirodi opet skupovi): {a} i {a,b}. Zbog jednakosti
skupova, svaki od elemenata desne strane u (2.17), a to su {a'} i {a’,V'}, mora
biti jedan od onih na lijevoj strani, a to su {a} i {a,b}. Ocito je {a'} = {a}, jer
{d'} = {a,b} zbog a # b nije moguce. Sada, iz {a'} = {a} slijedi a = a’. Takoder,
{a, b} se mora pojaviti na desnoj strani, ali kako ve¢ imamo {a'} = {a}, mora biti

(2.18) {a,b} = {d',V'}.
Kako smo ve¢ dokazali a = a/, to (2.18) pisemo u obliku
{a,b} = {a,V'}.

Konacno, kako je a # b, iz jednakosti skupova zakljucujemo b = &'. Ovim je
“ =" provjereno.

Ostaje jos dokazati obratan smjer:

: Treba dokazati da a = @’ 1 b = ¥ povlaci (a,b) = (a/,V'). Medutim, to
je ocigledna tvrdnja. U

Primjer 2.19. Neka je A ={1,2} i« B ={1,2,3}. Tada imamo:

Ax B = {<17 1)? (172)7 (173)7 (27 1)7 (272)7 (273>}7

BxA=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}.

Jasno je da A x B i B x A uvijek imaju isti broj elemenata (jednak produktu
broja elemenata skupa A i broja elemenata skupa B). Medutim, kao sto pokazuje
primjer 2.19, opcenito je A x B # B x A.

Definicija 2.20. Neka je A neprazan skup. Kartezijev kvadrat (ili samo kva-
drat) skupa A je skup

A2 A« A

Dijagonala skupa A je skup {(a,a) | a € A}. Ocito je dijagonala skupa A
podskup skupa A?.
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Mi smo do sada definirali uredene parove, ali mozemo definirati redom i
uredene trojke, cetvorke itd. Primjerice, neka su A, B i C neprazni skupovi.
Neka sua € A, b € Bice C. Tada mozemo definirati uredenu trojku na ovaj
nacin:

(a,b.¢) & (a, (b,)),
odnosno kao ureden par kojemu je prva koordinata a, a druga koordinata ureden
par (b, c). Vrijedi ova posljedica (korolar) teorema 2.15:

Korolar 2.21. Neka su A, B i C neprazni skupovi. Neka su a,a’ € A, byt € B i
c,d € C. Tada vrijedi:

(a,b,¢) = (' V,d) <= a=dib=bic=/<.

Dokaz. Smjer “<=" je trivijalan. Dokazimo “ = 7. Iz (a,b,c) = (a',V, ),
koristeci definiciju uredene trojke, dobivamo

(a7 (b> C)) = (&/7 (b/> C/))'
Primjenjujuci teorem 2.15, zaklju¢ujemo da ovi uredeni parovi imaju jednake prve
koordinate tj.

a=a

i jednake druge koordinate:

(2.22) (b,c) = (b, ).

Konaé¢no, primjenjujuéi jos jednom teorem 2.15, ali sada na (2.22), zaklju¢ujemo
b=bic=/C. O

Sada kada smo definirali uredenu trojku, spremni smo definirati Kartezijev
produkt skupova A B i C":

AxBxC™ (a,b,c) | a€ A, be B, ce C}.

Analogno definiramo i uredenu n-torku (za bilo koji prirodni broj n), a pomoc¢u
nje i Kartezijev produkt n skupova Ay, As, ..., A,.
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3. RELACUE

Neka su A i B dva skupa. Relacija je svaki podskup p Kartezijevog produkta
A X B.

Za element a € A kazemo da je u relaciji p s elementom b € B ako je (a,b) € p.
Krace pisemo: a pb.

Pojam “relacija” se Cesto rabi u svakodnevnom zivotu oznacavajuc¢i neki odnos
ili vezu. Kao sto vidimo, sli¢no znacenje ovaj pojam ima i u matematici: a p b znaci
da su a i b u izvjesnoj vezi, a ta veza je (a,b) € p.

Primjer 3.1. (a) Prazan skup je relacija koju nazivamo prazna relacija. Vri-
jedi: ) € A x B za sve skupove A i B (vidite propoziciju 2.3).
(b) Ako je A ={1,3,5} i B ={a,b}, tada je

Ax B={(1,a),(1b),(3,a),(3,b), (5 a),(50b)}

Neka je p1 = {(1,a),(5,a),(3,b)} i po = {(3,a)}. Tada primjerice imamo:
(17b> ¢ P1; (1,@) < P (37b> ¢ P2-

Binarna relacija na skupu A je svaki podskup p C A x A.

Evo nekoliko primjera binarnih relacija na skupu R s pripadnim geometrijskim
znacenjima.

Primjer 3.2. p = {(z,y) € R? |y < 3z — 2} poluravnina.
Primjer 3.3. p = {(z,y) € R? |2 + y? < 1} otvoreni krug K(0,1).
Primjer 3.4. p = {(z,y) € R?| ’;—; + % = 1,2y = 1} éetiri tocke ravnine.

Sljedeéi primjer binarne relacije smo veé susreli (definicija 2.20).

Primjer 3.5. Dijagonala A = {(z,z) |z € A} C A x A je binarna relacija na
skupu A.

Sada istaknimo neka vazna svojstva koja binarna relacija moze imati.

Definicija 3.6. Neka je p binarna relacija na skupu A. KazZemo da je relacija p :
(i) refleksivna ako je
(x,z) € p, Vz € A;
(ii) simetriéna ako

V(r,y) e Ax A, (x,y) €p = (y,2) € p;
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(iii) antisimetriéna ako
V(z,y) e Ax A, (r,y)€p& (y,x) €Ep = z=1y;
(iv) tranzitivna ako

V(z,y),(y,2) € Ax A, (zv,y)€p&(y,2) €p = (v,2) €p.

Uocimo da je binarna relacija p na skupu A refleksivna ako i samo ako sadrzi
dijagonalu A od A tj. ako i samo ako je A C p.

Primjer 3.7. (a) Neka je binarna relacija p C R? definirana sa
p={(z,y) eR*|z <y}, tj. zpy<=az<y.
Owa relacija ima sljedeéa svojstva:
(i) refleksivnost:
r<xr = xpz,
(i) antisimetricnost:
zpy&ypr = rx<y&ky<zr = xr=y,
(iil) tranzitivnost:
zpy&ypr = r<y&ky<z = <z = xpz.
(b) Neka je binarna relacija p C N? definirana sa
p={(m,n) € N* [ m|n}.
Uoc¢imo:
m|n<= (Fk e N)(n=m-k).
Dakle,
mpn <= (3k e N)(n=m k).
Ova relacija ima sljedeéa svojstva:
(i) refleksivnost:
m=m-1 = mpm;
(ii) antisimetricnost:
mpn & npm
povlaci
(FkeN)(n=m- k)& (A eN)(m=n-I);
sada imamo

n=m-k=mn-l)-k=n-(l-k) = |- k=1,

a kako su k,l € N, zakljucujemo k =1 =1, odakle slijedi m = n;
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(iil) tranzitivnost:
mpn & npp
povlaci
GkeN)(n=m-k) & Bl eN)(p=n-1);
slijedi
p=n-l=m-k)-l=m-(k-1),
a kako su k,l € N, to jei k-1 €N, pa je mpp.

Vidimo da binarna relacija “<” (“manje ili jednako”) na skupu R i binarna
relacija “|” (“biti djelitelj”) na skupu N formalno zadovoljavaju ista svojstva:
refleksivnost, antisimetricnost i tranzitivnost.

Definicija 3.8. Relacija parcijalnog uredaja “<” na skupu X je binarna
relacija na X koja ima sljedeca svojstva:

(i) refleksivnost tj. (Vx € X)(z < x),
(i) antisimetricnost tj. (Vx,y € X)((z <y & y<z) = z=1y),
(iii) tranzitivnost tj. (Vr,y,z € X)(z <y &y <z) = x < 2).

Dakle, binarne relacije “<” (“manje ili jednako”) na skupu R i “|” (“biti
djelitelj”) na skupu N su relacije parcijalnog uredaja.

Uocimo da se u definiciji relacije parcijalnog uredaja ne zahtijeva
(Vo,y € X)(z <yiliy <z),

Sto znaci da je moguce da postoje “neusporedivi” z,y € X, tj. oni za koje nije niti
r<yiliy <.

Primjer 3.9. (a) Parcijalni uredaj “<” na skupu R je parcijalni uredaj u ko-
jem su svaka dva elementa od R usporediva, tj. (Vr,y € R)(x < yiliy <
((| ”

(b) Parcijalni uredaj na skupu N je parcijalni uredaj u kojem postoje ne-

usporedivi elementi od N: primjerice, nije niti 2 | 3 niti 3 | 2.

Definicija 3.10. Parcijalni ureday “<” na skupu X je ureday ili totalni uredaj
ako (Vx,y € X)(z <yiliy <uz).

Dakle, binarna relacija “<” na skupu R je totalni uredaj, a binarna relacija
“|” na skupu N nije totalni uredaj.
Ako je “<” totalni uredaj, tada za razlicite x,y € X vrijediili z < yiliy < x,
ali ne i jedno i drugo (zbog antisimetri¢nosti).

Propozicija 3.11. Neka je S bilo koji skup. Binarna relacija “<” na skupu P(S)
definirana sa
(VA,Be P(S))(A<B<= ACB)

je relacija parcijalnog uredaja.
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Dokaz. (i) Refleksivnost:
ACAVAeP(S) = A<A

(ii) Antisimetri¢nost:
VA, BeP(S))(ACB&BCA) — A=B
(sjetimo se da je upravo to definicija jednakosti medu skupovima).
(iii) Tranzitivnost:
(VA,B,C € P(S))(AC B&BCC(C)
— (Vz)(r€e A = 2z€B) & (My)lyeB = yeC)
= (Vz)(r€e A = 2z€B = z€()

= (Vz)(re A = 2ze€(C) = ACC.
U

Primjer 3.12. Ako je S ={1,2}, tada je P(S) = {0,{1},{2},{1,2}}. Promotri-

mo binarnu relaciju “<” na P(S) definiranu kao u propoziciji 3.11, tj. sa
(VA,BeP(S)) (A< B<= ACB).

Uocimo da nije niti {1} < {2} niti {2} < {1}, dakle {1} i {2} su neuspore-

divi! Prema tome, parcijalni uredaj “<” na skupu P(S) nije totalni uredaj. No,
primijetimo da je O < {1} < {1,2} i 0 < {2} < {1,2}.

Definicija 3.13. Neka je (X, <) parcijalno ureden skup te neka je S C X nepra-
zan.

Kazemo da je m € X donga meda skupa S ako je m < x za svaki x € S.

Za skup S kaZemo da je odozdo omeden ako postoji barem jedna donja meda
skupa S.

Kazemo da je inf S € X infimum ili najveéa donja meda skupa S ako
ima sljedeca svojstva:

(i) inf S je donja meda skupa S,
(ii) za svaku donju medu m skupa S vrijedi m < inf S.

Za element min S € S kaZemo da je minimum ili nagmangi element skupa S
ako je min S donja meda skupa S.

Ako infimum i minimum postoje, tada su jedinstveni, sto dokazujemo u slje-
dec¢oj propoziciji. Time opravdavamo oznaku inf S za infimum skupa S i min S za
minimum skupa S.

Propozicija 3.14. Neka je (X, <) parcijalno ureden skup te neka je S C X
neprazan skup. Tada vrigede sljedece tvrdnje:

(i) Ako postoji infimum skupa S, tada je on jedinstven.
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(ii) Ako postoji minimum skupa S, tada je on jednak infimumu, pa je jedins-
tven.

Dokaz. (i) Neka su my i mg infimumi skupa S. Tada vrijedi:

(1) my i mg su donje mede skupa S,
(2) za svaku donju medu m skupa S vrijedi m < my i m < ma.

Ukoliko u (2) stavimo m = mg, zakljutujemo my < myq, a stavimo i m = my,
zakljucujemo m; < mo. Sada iz me < my 1 my < my slijedi m; = msy zbog
antisimetri¢nosti. Dakle, infimum skupa S' je jedinstven.

(ii) Kako je inf S donja meda skupa S, to je inf S < z za svaki x € S. Obzi-
rom da skup S ima minimum min S, to za £ = min.S dobivamo inf S < min S.
Medutim, inf S je najvec¢a donja meda skupa S, a min .S donja meda od S, pa je
min S < inf S. Antisimetri¢nost konac¢no povla¢i min S = inf S. O

Zadatak 3.15. Neka je (X, <) parcijalno ureden skup te neka je S C X neprazan.

Definirajte pojam gornje mede skupa S, pojam odozgo omedenog skupa, pojam
supremuma ili najmanje gornje mede skupa S (oznaka: supS) te maksimuma
skupa S (oznaka: max.S).

Dokazite jedinstvenost supremuma, ukoliko postoyu.

Dokazite da je max S = sup S ako skup S ima maksimum.

Sada se opet vratimo na binarne relacije.

Definicija 3.16. Binarnu relaciju p na skupu S nazivamo relactja ekvivalen-
cije (ili relacija klasifikacije) ako ima sljedeca svojstva:

(i) refleksivnost tj. (Vx € X)(z px),
(i) simetricnost tj. (Vx,y € X)(xpy = ypz),
(iii) tranzitivnost tj. (Vx,y,z € X)((zpy & ypz) = xpz).

Primjer 3.17. Neka je X = {skup studenata u ovoj predavaonici}.
Na X definiramo relaciju p sa:

ApB <= Ai B imaju istu boju ociju.

Uoc¢imo da je p relacija ekvivalencije na X. Ona prirodno daje particiju (podjelu)
studenata u klase 1 svaki student pripada tocno jednoj klasi. Ovo opravdava naziv
“relacija klasifikacije”. Dakle, relacija p dijeli skup X na disjunktne podskupouve.

Primjer 3.18. Neka je Z = {0,+1,£2,...} skup svih cijelih brojeva te neka je
n zadani prirodni broj (o prirodnim i cijelim brojevima se govori u 8. poglaviju).
Tada

(VmeZ)((FqeZ) & 3re{o,l,....n—1}))(m=n-q+r),
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kazemo da je q kvocijent pri dijeljenju m sa n, a r ostatak pri dijeljenju m sa n.
Primgjerice, zan =5 je:

38=5-T+3,tj.q=T7Tir=3,
odnosno

—38=5-(—8)+2, tj. ¢g=—-8ir=2.
Kako smo dosli do ovih prikaza?
5.-7<38<5-8dajeq=7,ar=m—-n-q=38—-5-7=23,
odnosno
5-(—=8) < —-38<5-(—=7)dajeq=—-8, ar=m—-n-q=-38—=5-(—8)=2.
Dakle, najprije nademo q € Z takav da vrijedi
n-g<m<n-(qg+1).

Egzistenciju takvog q € 7Z mije jednostavno dokazati v to ostavljamo za kasnije
(vidite teorem 8.16 i njegov dokaz). Sada je

0<m-—n-q<n.
Stavimo li r =m —n - q, imamo
0<r<n.

Kako jer € Z, to jer € {0,1,...,n — 1}. Dakle, m = n-q+r, gdje je ¢ € Z i
ref0,1,....,n—1}.

Sada dokazimo jedinstvenost takvog prikaza. Neka su q1,q2 € Z i 11,79 €
{0,1,...,n—1} takvidajem=n-q +1r im=n-q+ry. Tada je

n-q+rL=mn-qs+ 7o,

odakle slijeds

n-(q—q) =rs—r1.
Pretpostavimo q, # q2. Bez smanjenja opéenitosti smijemo uzeti q1 > qo. Kako
Su q1,q2 € Z, to je g1 — q2 > 1. Slijedi n - (¢1 — q2) > n. Medutim, kako vrijedi
0 <ry,ry<mn, tojers—ry < ry <mn. Prema tome, n-(q1 —qz) # ro —1r1. Obratom
po kontrapoziciji zakljucujemo da n - (¢ — q2) = 2 — 11 povlaci 1 = qo i Stoga
1 =To.

Ako je ostatak pri dijeljenju m sa n jednak nuli, tada je m = n - q; u tom
sluc¢aju kazemo da je m djeljiv sa n i piSemo n | m. Posebno, ako 2 | m, kazemo
da je m paran, inace je neparan. Navedimo neka svojstva djeljivosti. Ocigledno
je nula djeljiva svakim prirodnim brojem jer je 0 = n - 0. Dalje, ako n | m, tada je
m=mn-q za neki q € Z, pa je —m =n-(—q) i stogan | —m. Akon | m in | p,
tada jem =n-qip=mn-r za neke q,r € Z, pa je m +p =n-(q+r), odakle
zakljucujemo n | m + p.

Na skupu Z. definiramo relaciju “ = (mod n)” sa:

a=b(modn)<=mn|a—>o.

14

Relacija “ = (mod n)” je relacija ekvivalencije na skupu 7
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(1) refleksivnost: za svaki a € Z vrijedi
n|0=a—a, pajea=a (modn),
(2) simetricnost: za sve a,b € Z imamo
a=b(modn) = nla—b = n|b—a = b=a (modn),
(3) tranzitivnost: za sve a,b,c € Z imamo
a=b(modn)&b=c(modn) = n|la—b &n|b-—c,
odakle slijedi
nl(a—b)+(b—-c)=a—-c = a=c(modn).
Neka n | a —b. Zapisimo
a=n-q+rib=n-s+t, gdjesur,te{0,1,...,n—1}.
Tada je
a—b=Mn-g+r)—(n-s+t)=n-gq—n-s)+(r—t)=n-(¢—s)+(r—1t)

odnosno
r—t=a—b—n-(qg—s).

Obzirom damn | a—"b, ton |r—t. Kako jer —t € {—(n—1),...,0,...,n—1}, to
jer —t =0, tj. r =t. Drugim rijecima, a @ b imaju isti ostatak pri dijeljenju sa
n.

Prema tome,
n|a—b = aibimaju isti ostatak pri dijeljenju sa n.

Obratno, ako jea=mn-q+r ib=n-s+r, tada jea—b=n-(q—s) djeljiv sa n,
pa vrijedi © obrat, tj.

a i b imaju isti ostatak pri dijeljenju san = n|a—b.
Dakle, dokazali smo

nla—b <= aibimaju isti ostatak pri dijeljenju sa n.

Za zadani n € N, relacija “= (mod n)” dijeli skup Z na n disjunktnih pod-
skupova obzirom na ostatak pri dijeljenju sa n, koji moze biti 0,1,...,n — 1.

Sada se vratimo na opéi slucaj:

Teorem 3.19. Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu X. Za v € X neka je
[] ={y € X |y ~ z}. Tada vrijede sljedece turdnje:

(i) = € [2] 4. [2] #0,
(ii) 2 ~y = [z] = [y],
(i) ey = [z]N]y] =0.
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Dokaz. (i) Kako je ~ refleksivna, to je x ~ x, pa je z € [z].
(ii) Neka je x ~ y. Dokazimo da su skupovi [z] i [y] jednaki.

Neka je z € [z]. Tada je z ~ x. Iz 2z ~ x 1  ~ y zbog tranzitivnosti slijedi
z ~y tj. z € [y]. Dakle, [z] C [y].

Obratno, neka je z € [y]. Tada je z ~ y. Medutim, simetri¢nost iz = ~ y
povlaci y ~ x, pa imamo z ~ y i y ~ x. Konacno, tranzitivnost daje z ~ x
tj. z € [x]. Dakle, [y] C [z].

(iii) Dokaz provodimo obratom po kontrapoziciji, tj. dokazujemo:
[Ny #0 = z~y.

Kako je [z] N [y] # 0, to postoji z € [x] N [y]. Znaci da je z ~ x i z ~ y. Zbog
simetricnosti imamo x ~ z, pa tranzitivnost iz x ~ z i z ~ y povlaci x ~ y. O

Definicija 3.20. Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu X. Za x € X, skup
] = {y € X |y ~ z} se naziva klasa ekvivalencije odredena elementom z.
Skup X/ = {[z]|z € X} se naziva kvocijentni skup skupa X obzirom na
relaciju ~ .

Ako u primjeru 3.17 izaberemo jednog studenta smedih ociju, tada on pred-
stavlja svoju klasu tj. skup studenata smedih oc¢iju. Znaci da taj student svojom
bojom ociju odreduje svoju klasu.

U primjeru 3.18, za zadani n € N, relacija “= (mod n)”, dijeli skup Z na n
klasa ekvivalencije: [0],[1],...,[n — 1], pa je kvocijentni skup skupa Z obzirom
na relaciju “= (mod n)” jednak {[0],[1],...,[n — 1]}. Broj 0 predstavlja brojeve

djeljive sa n, broj 1 predstavlja brojeve koji pri dijeljenju sa n daju ostatak 1 itd.

Zadatak 3.21. Neka je E zadana ravnina, a X = {p|p C E pravac}. Na FE
definirajmo relaciju ~ sa:
p~q+=7llg.
Owa relacija se naziva “paralelnost pravca”. Prisjetimo se,
pllg=p=qiipng=>0.

Dokazati da je ~ relacija ekvivalencije na X. Skup X/N se naziva smjer odreden
praveem p.

Zadatak 3.22. Neka je T skup suvih trokuta w ravnini. Na skupu T definiramo
relacije ~q, ~g 1 ~3 Sa:
A ~; A" <= povrsina(A) = povrsina(A'),
A ~y A" < trokuti A i A'su sukladni,
A ~3 A" < trokuti A i A'su slicni.
Dokazati da su relacije ~1, ~o 1 ~3 relacije ekvivalencije. Takoder dokazati da je
~g C ~oy i~y C g te da obratne inkluzije ne vrigede, ali da vrijedi ~ N ~g=rvy .
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4. FUNKCIJE

Definicija 4.1. Neka su D i K neprazni skupovi. Funkcija ili preslikavangje
f: D — K (¢ita se: “funkcija f sa D u K7”) je svaka relacija f C D x K sa
svojstvom da za svaki x € D postoji jedinstven y € K takav da je (x,y) € f.

Dakle, funkcija je poseban slucaj relacije. Preciznije, relacija f C D x K koja
ima svojstvo

(Ve € D)(3ly € K)((z,y) € )

naziva se funkcija.

Uoc¢imo da se svaki x € D pojavljuje kao prva koordinata jednog i samo jednog
uredenog para (z,y) € f. Znadi da je druga koordinata jedinstveno odredena
prvom te zato o funkciji f sa D u K govorimo kao o “pravilu” koje svakom x € D
pridruzuje to¢no jedan y € K. Pisemo

y = [f(z),
a samo pridruzivanje oznacavamo sa
r—y=f(z), ili z— f(x).
Prema tome,
y=1[fz) <= @y el

Kratko, ali matematicki manje precizno, o funkciji govorimo kao o uredenoj
trojci (D, K, f) koja se sastoji od:

(1) nepraznog skupa D koji se naziva domena funkcije

(2) nepraznog skupa K koji se naziva kodomena funkcije

(3) pravila f koje svakom elementu skupa D pridruzuje totno jedan element
skupa K: z — y = f(x).

Relaciju koja strogo definira pojam funkcije oznacavamo sa I'y umjesto sa f i
nazivamo graf funkcije:

Iy ={(z, f(z)) | v € D}.

Primjer 4.2. Neka je D skup svih studenata u ovoj predavaonici, a K neka je
skup svih prirodnih brojeva. Funkciju f : D — K definiramo sa

f (student) = starost.

Radi jednostavnosti pretpostavimo da je

D = {Anita, Pero, Ivo, Ana, Maja}
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te da vrijedi

f(Anita) = 18,
f(Pero) = 18,
f(Ivo) = 19,
f(Ana) = 18,
f(Maja) = 20.

Tada je graf funkcije dan sa
I'y = {(Anita, 18), (Pero, 18), (Ivo, 19), (Ana, 18), (Maja, 20) }.

Definicija 4.3. KaZemo da su preslikavanja f : D — K i g : D' — K’ jednaka
ako vrijedsi:

e domene su jednake: D = D',
e kodomene su jednake: K = K,
e pravila su jednaka: f(x) = g(x) za svaki v € D = D’.

Primjer 4.4. Preslikavanja

fiR=>R, f(z)==x
g:R—=R, g(z)=2?

imagju iste domene i kodomene, ali razlicita pravila jer je f(2) =2 # 4 = g(2).

Primjer 4.5. Neka je f : R — R, f(x) = 2*. Znamo da je x* > 0 za svaki v € R.
Zato je preslikavange

g:R—=1[0,+00 >, g(x)=a?

dobro definirano. Preslikavangja f i g imaju iste domene i pravila, ali je kodomena
funkcije f jednaka R, a kodomena funkcije g je jednaka [0,+o0c >. Dakle, ove
funkcije nisu jednake.

Primjer 4.6. Neka su dana preslikavanja:

[ N>R, f(r)=2?
g:R—=R, g(x)=22

U ovom slucaju su kodomene i pravila ista, ali su domene razlicite. Dakle, ove
funkcije nisu jednake.

lako su preslikavanja iz primjera 4.6 razlicita, ona ipak nisu posve neveza-
na. Uocimo da je domena funkcije f podskup domene funkcije g dok su pravila
i kodomene iste! U tom sluc¢aju kazemo da je f restrikcija funkcije g na skup N.
Opcenito imamo ovakvu definiciju.
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Definicija 4.7. Neka su Dy, Dy 1 K neprazni skupovi. Pretpostavimo da vrijedi
D, C D,y. KazZemo da je preslikavanje f, : Dy — K restrikcija preslikavanja
fo: Dy — K na skup Dy ako vrijeds

fi(z) = fo(x), Vx € Dy.

Ponekad se govori da je fo prodirenge (ili ekstenzija) preslikavanja fi na
skup Ds.

Primjer 4.8. Neka je © € R. Oznacimo sa |x] najveéi cijeli broj koji je mangi
ili jednak x. Primjerice, |4.567] = 4, jer je 4 < 4.567 < 5, |—4.567] = —5 jer je
—5 < —4.567 < 4, dok je |x]| = x za svaki cijeli broj x: |0] =0,|1] =1,|—-1]| =
1

Dakle, | | je funkcija sa R u R ¢ija je restrikcija na Z dana sa x +— x.
Ponekad se u literaturi koristi i oznaka [z] za |z].

Zadatak 4.9. Neka je x € R. Oznacimo sa [x] najmangi cijeli broj koji je veéi
ili jednak x. Koja je veza izmedu |x| i [x]? Razmotrite funkciju [ | u svjetlu
primjera 4.8.

Definicija 4.10. Neka je U (univerzalan) skup i@ A C U njegov podskup. Ka-
rakteristiéna funkcija skupa A u skupu U je funkcija xa : U — {0,1} zadana

sa
(2) 1, ze€A,
xTr) =
x4 0; zeU\A.

Zadatak 4.11. Odredite xp 1 xv-

Zadatak 4.12. Neka je U (univerzalan) skup i A, B C U njegovi podskupouvi.
Dokazite sljedece tvrdngje:

(i) A= B ako i samo ako su funkcije x4 i xp jednake,
(i) xa(z)+ xac(x) =1 za svaki x € U,
(iil) xans(z) = xa(z) - xB(z) 2a svaki x € U,
(iv) xaus(z) = xa(x) + x5(x) — XanB(T) 2za svaki x € U,
(v) xauB(z) = xa(z) + xB(2) za svaki v € U ako i samo ako su A i B
disjunktni (tj. ANB=10).

Definicija 4.13. Neka su dana preslikavanja f : D — K i g : K — L takva
da je kodomena preslikavanja f jednaka domeni preslikavanja g. Kompozicija
preslikavanga f i g je preslikavanje h ¢ija je domena jednaka domeni preslikavanja
f, a kodomena je kodomena preslikavanja g (dakle, h : D — L) i ¢ije je pravilo
dano sa

h(z) = g(f(z)), Vx e D.

Takvo preslikavange h se oznacava sa go f.
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U praksi je uvjet da je kodomena preslikavanja f jednaka domeni preslikavanja
g previse restriktivan. Zapravo je za definiciju kompozicije dovoljno da za svaki
x € D vrijednost f(z) pripada domeni preslikavanja ¢g. Zato dajemo sljedeéu
definiciju:

Definicija 4.14. Neka je dano preslikavanje f : D — K. Slika preslikavanja
f, woznaci f(D), je skup svih vrijednosti funkcije f tj.

f(D) ={f(z) | z € D}.

Odmah vidimo da je slika funkcije f sadrzana u kodomeni K te funkcije.
Nadalje, vidimo da se, za dane funkcije f : D — K i g : M — L, funkcija
h: D — L moze zadati pravilom

h(z) = g(f(x)), VoeD
ukoliko
(Vz)(x € D = f(x) € M)
tj.
f(D) € M.

Opet takvu funkciju oznac¢avamo sa h = g o f i nazivamo kompozicijom funkcija

fig.

U sljede¢im primjerima ¢emo raditi s kompozicijom funkcija danom definici-
jom 4.13, ali citatelj ¢e lako utvrditi da sva svojstva vrijede i za ovu opcenitiju
definiciju.

Primjer 4.15. Neka su f : R - R ig: R — R zadane sa f(zr) = 2z +1 14
g(z) = 2% za svaki v € R. Tada je kompozicija go f : R — R dana sa

(go f(z) =g(f(z)) = (2 +1)* = 42® + 4z + 1.

Nadalje, nalazimo da je © kompozicija f o g : R — R takoder definirana te da
vrijedi

(fog)(x) = f(g(x)) = 22 + 1.
lako su im domene i kodomene jednake, preslikavanja f o g i g o f nisu jednaka
jer im pravilo nije isto jer je, primjerice,

(fog)(1)=3, (gof)(1)=09.

Ovaj primjer pokazuje da kompozicija preslikavanja opéenito nije komutativna
tj. nije fog = go f. Medutim, u sljedecoj propoziciji dokazujemo da je kompozicija
preslikavanja asocijativna (ukoliko su sve kompozicije definirane).

Propozicija 4.16. Neka su dana preslikavanja f - D - K, g: K — L ih: L —
M. Tada su sve kompozicije go f : D — L, ho(go f): D — M, hog: K - M
i(hog)o f:D — M dobro definirane. Nadalje, funkcije ho(go f): D — M i
(hog)o f: D — M su jednake.
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Dokaz. Da su sve navedene kompozicije dobro definirane slijedi odmah iz definicije
4.13. Kako preslikavanja ho (go f): D — M i (hog)o f: D — M imaju iste
domene i kodomene, za njihovu jednakost treba utvrditi da im je pravilo isto: za
svaki x € D imamo

((hog)o f)(z) = (hog)(f(x)) =hg(f(z)))
O

Definicija 4.17. Neka je D neprazan skup. Identiteta na D, u oznaci 1p, je
preslikavange 1p : D — D zadano sa 1p(x) = = za svaki x € D.

Identiteta je, dakle, preslikavanje koje svakom elementu domene pridruzi njega
samog, pa je pravilo preslikavanja uvijek isto (neovisno o domeni). Medutim,
preslikavanja 1p i 1x su jednaka ako i samo ako je D = K.

Propozicija 4.18. Neka su D @ K i neprazni skupovi © neka je f : D — K
preslikavanje. Tada su kompozicije folp : D — K i 1go f : D — K dobro
definirane 1 vrijedi da su oba preslikavanja jednaka preslikavanju f : D — K.

Dokaz. Da su sve navedene kompozicije dobro definirane slijedi odmah iz definicije
4.13. Nadalje, za svaki x € D je

(folp)(x) = f(1p(x)) = f(z),
(I o f)(x) = 1p(f(z)) = f(2).

Dakle, propozicija slijedi iz definicije jednakosti dva preslikavanja. U

U sljedecoj definiciji prosirujemo definiciju 4.14.

Definicija 4.19. Neka su D i K neprazni skupovi i neka je f : D — K preslika-
vanje. Slika skupa X C D je skup svih vrijednosti koje f poprima na skupu X,
tj.

fX) ={f(z) | z € X}.
Inverzna slika (ili praslika) skupaY C K je skup svih vrijednosti u domeni
kojgi f preslikava u'Y, tj.

V) ={zeD | flx) €Y}

Oznaka f~! koristi se i za oznaku inverzne funkcije kojom é¢emo se baviti u
7. poglavlju. Zato moramo paziti u kojem kontekstu se ta oznaka koristi. U okviru
prethodne definicije oznaka f~!(Y) nije u vezi s inverznom funkcijom f~!.

Uoc¢imo da je za X = D skup
f(D)
slika funkcije f definirana u definiciji 4.14.
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Nadalje, za X = () imamo
f0) =0,

jer je po definiciji f(0) = {f(x) | x € 0}, a taj skup je prazan jer uvjet z € () nije
ispunjen niti za jedan x € D.

Isto tako, za Y = K nalazimo da je
fHK) =D,
jer je po definiciji funkcije

fUK)={zeD | f(z)e K}=D.

Nadalje, za Y = () imamo

jer je po definiciji

[0 ={xeD] f(z) €0} =0.
Primjer 4.20. Neka je f:{1,2,3,4} — {0, 1,2} preslikavanje zadano sa f(1) =
F(2) =0, f(3) = f(4) = 1. Nekaje A = {1,2,3} i B = {3,4}, te E = {0,1},
F ={2} i G ={0}. Tada imamo

D =1{1,2,3,4}, K=1{0,1,2}

1 vrigeds
fA) ={f(z) | z € A} ={f(1), f(2), f3)} = {0,1},
fB)=A{f(z) [ e Bt ={f(3). f(4)} ={1,1} = {1},

f(E)
[F)={zeD| fa)e F}={z e D | f(z) =2} =0,
(@) r)eGy={reD | f(x) =0} ={1,2}.

Zadatak 4.21. Neka je f : {1,2,3,4,5} — {0,1,2,3} preslikavanje zadano sa
f(1) = f(2) =0, f(3) = f(4) =114 f(5) = 2. Odredite slike skupova {1,2},
{1,2,3,5} @ {1,2,4,5} . Odredite inverzne slike skupova {1,2},{0,1,2},{0,3} i
{3}.

Sljedeci teorem daje daljnja svojstva slike i inverzne slike. Njih ¢emo cesto
sretati tijekom studija.
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Teorem 4.22. Neka su D i K neprazni skupovi i neka je f : D — K preslikavange.
Neka su A,BC D i E,F C K bilo koji skupovi. Tada vrijedi:

f(AUB) = f(A)U f(B),
fLANB) € f(A) N f(B),
FANf(B) € F(A\ B),
fFUEUF) = fT(E)U fI(F),
fTUENF) = fTH(E)NfH(F),
TH(ENF) = fTUE)\ fUE),

Dokaz. Dokazimo najprije f(AU B) = f(A) U f(B). Ovdje se radi o jednakosti
skupova

f(AUB) i f(A)U[f(B).

Jednakost ovih skupova dokazujemo tako da dokazemo sljedece dvije tvrdnje

(4.23) F(AUB) C f(A) U f(B),
(4.24) J(A)U f(B) € f(AUB).

Imamo redom:

ye f(AUB) < (Jz€ AUB) (y = f(z))

< (Jrx e Ailidz € B) (y = f(x))

< (Gred) (y=f(z)ili (3z € B) (y= f(z))
= ye f(A)iliye f(B)

= ye f(AUf(B).

Implikacije “ =" dokazuju (4.23), dok implikacije “<=" dokazuju (4.24).
Dokazimo sada f(AN B) C f(A)N f(B). Imamo redom:

ye€ f(ANB) = (Fzr € ANDB) (y= f(x))
— (Fz)(x€AizeB) (y= f(x))

= (Jz €A (y=f(z))i(Jxr € B)
— ye f(A)iye f(B)

= y € f(A) N f(B).

(y = f(2))

Dokazimo sada f(A)\ f(B) C f(A\ B). Akojey € f(A)\ f(B), tada imamo
y € f(A)iy & f(B). Sada po definiciji slike skupa zaklju¢ujemo da postoji x € A
takav dajey = f(z). Akojex € B, tadaje f(x) € f(B)tj.y € f(B). Obratom po
kontrapoziciji zakljucujemo da y ¢ f(B) povlaci x ¢ B. Dakle, imamo y = f(z),
gdjejex € Aix ¢ B. Toznaciy = f(x) zanekiz € A\ B, tj. y € f(A\ B).
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Dokazimo f"Y(EUF) = f~YF)U f~(F). Imamo redom:
r€ fY(EUF) < f(zr)€ EUF
— f(z)e Eili f(x)e F
— vec fHE)ilirve fH(F)
— xe fHE)Uf(F).
Slican argument dokazuje i tvrdnje
FUENF) = (BN F ),
fHENF) = fTUE)\ fTU(EF).
Tvrdnja A C f~1(f(A)) se dokazuje ovako:
r€A = f(z) € f(A) = zef(f(A).

Konacno, tvrdnja f(f~'(E)) = EN f(D) se dokazuje na sljede¢i nacin:
y € J(f7HR) = (BrefH(D) (y=f(z))
< yeFiye f(D) < ye Enf(D).

(Netko moze pomisliti da u predzadnjoj ekvivalenciji imamo samo y € FE, ali kako
je y = f(x) to mora biti iy € f(D)!) O

Primjerom pokazujemo da jednakosti u f(A N B) C f(A) N f(B) i
f(A)\ f(B) C f(A\ B) ne vrijede opéenito.

Primjer 4.25. Neka je f : {1,2,3} — {0,1} preslikavanje zadano sa f(1) =
F(2) = f(3) =0. Nekaje A={1,2} i B={3}. Tada je

fA) ={f(x) | = € A} ={/F(1), f(2)} = {0,0} = {0},
f(B)={f(z) [ € B} ={f(3)} = {0}.
Dakle, imamo
fA) N f(B) = {0} n{0} = {0}.
S druge strane, AN B = () i stoga
f(AnB) = 0.
Dakle,
fLANB) € f(A)N f(B).
Takoder, imamo A\ B = A = {1,2}, pa je
f(A\ B) = f(4) ={0}.
Nadalje,
FA)\ f(B) = {0} \ {0} = 0.
Dakle,
FLANF(B) C f(A\ B).
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Teorem 4.26. Neka su dana preslikavanja f - D — K i g : K — L. Tada za
svaki podskup E C L vrigedi slijedeca jednakost inverznih slika

(go f)HE) = (g (E)).

Dokaz. Imamo redom:
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5. NEKE ELEMENTARNE FUNKCILJE; JEDNADZBE I NEJEDNADZBE (PRVI DIO)

U 4. poglavlju smo se bavili opéenitom definicijom funkcija. Ovdje ¢emo se
podsjetiti nekih elementarnih funkcija koje smo ucili u srednjoj skoli. Kasnije, u
10. poglavlju, sustavno ¢emo uvesti funkcije poput ”drugog korijena” i opcéenito
"n—-tog korijena”. Nadalje, potpun prikaz teorije polinoma sadrzaj je 12., 13. i
14. poglavlja, dok je sustavan prikaz teorije racionalnih funkcija sadrzaj 15. po-
glavlja.

Definicija 5.1. Neka je f : D — K funkcija. KaZemo da je f funkcija realne
varijable ako je domena D podskup skupa realnih brojeva R. KaZemo da je f realna
funkcija ako je kodomena K podskup skupa realnih brojeva. Na kraju, f je realna
funkcija realne varijable ako je i njena domena podskup skupa realnih brojeva i
njena kodomena podskup skupa realnih brojeva.

U ovom poglavlju su sve funkcije s kojima radimo realne funkcije realne vari-
jable, pa to ne¢emo uvijek iznova naglasavati.

Dakle, domene i kodomene funkcija koje proucavamo su podskupovi skupa
realnih brojeva R. Realne brojeve ¢emo detaljno proucavati u 10. poglavlju. Za
sada navedimo neke istaknute podskupove skupa R.

Neka su a,b € R, a < b.

o 0,0 Y {zeRla<z <),
e (a,b déf{xER]a<x§b},
o [a,b)dg{$€R|a§$<b},
) a,b)déf{:vE]R\a<x<b},

{xr eR|z > a},

Skup [a, b] zovemo zatvoreni interval ili segment, skup (a,b) se naziva otvo-
reni interval, a skupovi (a,b] i [a,b) poluotvoreni intervali.
Definicija 5.2. KaZemo da f raste na skupu S C D ako vrijedi
Vo, 20 €S, 21 <9 = f(x1) < f(22).
Isto tako, kazZemo da f strogo raste na skupu S C D ako vrijedi
Ve, 29 €5, 11 <19 = f(x1) < f(x2).
Kazemo da [ pada na skupu S C D ako vrijedi
Vay,x0 €S, 21 <z = f(x1) > f(22).
Isto tako, kaZemo da [ strogo pada na skupu S C D ako vrijeds

Vo, 29 €5, 11 < x9 = f(x1) > f(x2).
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Nadalje, ako funkcija raste ili pada, kaZemo da je monotona, a ako strogo raste
ili strogo pada, kaZemo da je strogo monotona.

Funkcija f ima minimum na skupu S u tocki ¢ € S i on iznosi f(c) ako
vrijedi
f(@) = fle), Vres.

Funkcija f ima strogi minimum na skupu S u tocki ¢ € S i on oznosi f(c) ako
vrijedsi

flz) > f(c), Vexels v#ec
Funkcija f ima maksimum na skupu S u tocki ¢ € S i on iznosi f(c) ako vrijedi

flx) < f(e), Vzelb.

Funkcija f ima strogi maksimum na skupu S u tocki ¢ € S i on iznosi f(c) ako
vrijedi

flz) < f(e), Vrel, z#ec
Kazemo da funkcija f ima ekstrem na skupu S u tocki ¢ € S ako u ¢ ima

minimum ili maksimum.

Ukoliko je u bilo kojoj od gornjih definicija S = D, onda govorimo o rastu,
padu, strogom rastu, strogom padu, minimumu, maksimumu, strogom minimumu
te strogom maksimumu funkcije f.

U kolegijima iz diferencijalnog ra¢una ¢e se uvedeni pojmovi sustavno proucavati,
a mi ¢emo o njima govoriti samo za neke klase elementarnih funkcija.

Zadatak 5.3. Dokazite da funkcija f (strogo) pada na nekom skupu S ako i

samo ako —f (strogo) raste S, te da minimum funkcije f na S postaje maksimum
funkcije —f na S i obratno.

Graf realne funkcije realne varijable prikazujemo u Kartezijevom koordinat-
nom sustavu R? u ravnini. Po definiciji, graf takve funkcije je skup

Py=A(y)lzeD, y=flz)}

Graf nam omogucuje predociti mnoge informacije vezane za funkcije.

Slijedi ilustracija strogog pada funkcije.
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Evo i ilustracije strogog rasta funkcije.

4(*»)1'
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Dalje slijede ilustracije pojmova strogog minimuma i strogog maksimuma funk-
cije.
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TS

Sljedeca definicija je poseban sluc¢aj opé¢ih definicija iz 4. poglavlja.
Definicija 5.4. Za svaki S C D, slika skupa S pri preslikavanju f je skup
f(8) ={f(x) |z €S}

Slika funkcije f je skup f(D). Za svaki T C K, inverzna slika (ili praslika)
skupa T pri preslikavanju [ je skup

fHT)={zeD|f(x) T}
Ocigledno je f~*(K) = D.

Definicija 5.5. Nultocka funkcije f je realan broj x € D takav da je f(x) = 0.

Definicija 5.6. KazZemo da je f injekcija (injektivno preslikavange) ako
(Va1,20 € D)(21 # 20 = f(1) # f(22)).

Za f kaZemo da je surjekcija (surjektivno preslikavange) ako
(Vy € K)(3z € D)(y = f(x)).

Za f kazemo da je bijekcija (bijektivno preslikavange) ako je i injekcija i
surjekcija.

Ukoliko je funkcija f : D — K bijekcija, onda ¢itamo ”f je sa D na K
bijekcija”. Nadalje, iz gornje definicije je ocito da je f bijekcija ako i samo ako za
svaki y € K postoji jedan i samo jedan x € D takav da je

y = f(x).
Stoga mozemo definirati novu funkciju g : K — D koristedi
Vye K, gly) =z < y= f(z).

Funkcija ¢ naziva se inverzna funkcija funkcije f i oznacava sa f~!. Na ovom
mjestu napominjemo da citatelj ne smije pomijesati oznaku za inverznu funkciju s
oznakom za prasliku skupa (vidite definiciju 5.4). Funkcija f~! takoder je bijekcija.
Napomenimo da se graf inverzne funkcije dobije zrcaljenjem oko pravca y = x grafa
funkcije f.
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Propozicija 5.7. Neka je f: D — K bijekcija. Tada vrijede sljedeée tvrdnje:

(i) ako je f strogo rastuca, onda je f~' takoder strogo rastuda;
(ii) ako je f strogo padajuca, onda je f~' takoder strogo padajuéa.

Dokaz. Dokazimo (i) jer se (ii) dokazuje sli¢no. Sjetimo se da je
r=["y) = y=[(2).
Obzirom da zelimo dokazati da f~! strogo raste, moramo dokazati
Vyi,ye € K, 41 <y = a1 < T2,

gdje je y1 = f(z1) 1 yo = f(x2). Ako nije tako, tada postoje yi,y2 € K, 11 < yo,
takvi da je

No, tada je

jer f raste. Dobivamo
Y2 < Y,
sto je u kontradikciji s pretpostavkom y; < ys. O

U ovoj tocki ¢emo proucavati konkretne primjere funkcija iz definicije 5.6. U
7. poglavlju ¢emo prikazati opéu teoriju ovih funkcija.

Sada prelazimo na pregled nekih elementarnih funkcija.

1. Konstantna funkcija. Neka je b € R zadan. Tada definiramo konstantnu
funkciju f : R — R formulom:

f(z) =0, VxeR.
Ova funkcija je rastuca jer imamo
Vo, xg € Rz <29 = f(11) = f(x2) =0 = f(z1) < f(z2).
Ona je takoder padajuca jer vrijedi

Vry,xe € Riay < a9 = f(21) = f(a2) =b = f(21) > f(x2).



UVOD U MATEMATIKU 41

Konstantna funkcija nije strogo rastuca niti strogo padajuca. Sliéno se vidi da
konstantna funkcija ima minimum i maksimum u svakom ¢ € R, ali nema strogog
minimuma niti strogog maksimuma. Graf konstantne funkcije za b = 2 prikazan

T?

je na sljedecoj slici.

4 () "i

>

Odredimo slike, praslike i nultocke konstantne funkcije. Neka je S C R. Po
definiciji racunamo

f(S) ={f(z)]z € 5} = {b}.
Posebno, slika funkcije je
f(R) = {b}.

Za svaki T' C R, inverzna slika (ili praslika) skupa 7" pri preslikavanju f je skup

fHUT)={z eR|f(x) €T} (jer je uvijek f(z) =b)

0 ako bg T

={zeR|beT}=
R ako beT.

Konstantna funkcija nije injekcija jer sve elemente domene D = R prevodi u
b. Isto tako nije surjekcija jer niti jedan element kodomene K = R, osim b, nije u
slici konstantne funkcije. Konstantna funkcija stoga nije ni bijekcija.

2. Linearna funkcija. Neka su a,b € R, a # 0. Linearna funkcija je funkcija
f iR — R zadana formulom

f(z) =ax+0b, VoeR.

Ovdje smo iskljucili slucaj a = 0, jer se tada funkcija svodi na konstantnu funkciju
iz prethodne tocke. Ponekad se u literaturi ovakva funkcija naziva afina funkcija,
a poseban slucaj b = 0 naziva se linearna funkcija. Mi ¢emo je radi jednostavnosti
zvati linearna funkcija u oba slucaja. Dokazujemo sljede¢u propoziciju:

Propozicija 5.8. Neka je f : R — R zadana sa f(x) = ax + b, a # 0. Tada
vrijede sljedece tvrdnje:

(i) funkcija f strogo raste ako je a > 0;
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(i) funkcija f strogo pada ako je a < 0;
(iii) funkcija f nema niti minimuma niti maksimuma.

Dokaz. Dokazimo (i). Treba dokazati da, uz pretpostavku a > 0, funkcija f strogo
raste tj. treba dokazati
Ve, 29 € Rz < xg = f(11) < f(22).
Uzmimo bilo koje x1, x5 € R takve da je 1 < x5. Tada imamo
f(z2) — f(x1) = (axe + b) — (azx1 + b) = a(zy — x1) > 0.
Naime, z9 > x; povlaci x9 — 21 > 0 i konacno imamo
a>01 x9—121>0 = a(xs—1x1) >0,

Ovim smo (i) dokazali. Dokaz tvrdnje (ii) je analogan. Uz pretpostavku a < 0,
moramo dokazati

Ve, 29 € Rizy < xg = f(21) > f(2).
Uzmimo bilo koje z1, x5 € R takve da je x1 < x5. Tada imamo
f(z2) — f(x1) = (axe + b) — (azy + b) = a(xg — x1) <0,
obzirom da je x5 > x7 te je stoga x9 — x; > 0 i konac¢no
a<0ixs—11>0 = a(xs—1x1) <0,

Ovim smo (ii) dokazali. Zadnja tvrdnja propozicije kaze da f nema niti minimuma
niti maksimuma. Ta tvrdnja je posljedica ¢injenice da f strogo raste ili strogo pada
i ostavljamo je citatelju za vjezbu. O

Graf linearne funkcije je pravac y = ax + b ¢iji je koeficijent smjera jednak a,
a odsjecak na osi y jednak b. Sljedece slike pokazuju dvije moguénosti: a > 0 i
a < 0.

1»3
40)= axeb
b (a.?")
‘#
X
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Jedina nultocka linearne funkcije je broj —g jer je

b
f(z) =0 <= ar+b=0 <~ z=—-.

Propozicija 5.9. Neka su a,b € R, a # 0. Funkcija f : R — R zadana sa
f(z) = ax + b je bijekcija. Njena inverzna funkcija dana je formulom

)= Lo 2

a a

Dokaz. Dokazimo da je f injekcija. Treba dokazati da za sve x1,29 € D = R
vrijedi

Ty £ x9 = f(11) # f(72).
Opcenito, tvrdnju ovakvog tipa jednostavnije je dokazati obratom po kontrapozi-
ciji (vidite 1. poglavlje):

Vl’l,l‘g € D,f(xl) = f(CCQ) — I = T2.

Dakle, ako je f(x1) = f(x2), onda nalazimo
flz1) = f(xe) = axy +b=azxys+b = ax; = axy er je 470 T, = To.
Ovim smo dokazali da je linearna funkcija injekcija.

Dokazimo da je f surjekcija. Treba dokazati da za svaki y € K postoji x € D
takav da je y = f(x). Neka je y € K. Jednadzbu f(x) = y rjesavamo po z:
1 b
fle)=y = ar+b=y — x=-y— —.
a a
Moramo na kraju provjeriti da je dobiveno rjesenje u domeni funkcije f, medutim

to je ocigledno jer je D = R. Dakle, z € D. Ovim smo dokazali da je f surjekcija.

Ostaje izracunati inverznu funkciju. Prisjetimo se definicije inverzne funkcije
koju smo dali nakon definicije 5.6:

VyeK, [y =2 < y=fl(a)

Imamo

1 b 1 b
y=f(z) = y=ar+b = zs=—y——- = [Hy)=r=-y—-.
a a a a
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Dakle,
1 b
—1 _ _
oy =-y-—.
Konac¢no, zamjenjujuéi y sa x, dobivamo formulu
1 b
—1 _ _ 2
f(x)= it

Propozicija 5.10. Neka su |o, 8], [v,0] C R segmenti. Tada vrijedi:
(i) Slika segmenta |cv, B] pri preslikavanju f je segment

laac+b,aB +b] ako je a>0
[af + b,acc +b] ako je a <O.

f (e, B]) = {

(ii) Inverzna slika segmenta |7y, 6] pri preslikavanju f je segment

. [(y—b)/a, (6 —b)/a] ako je a >0
,0]) =
F= () {[(5—@/@,(7—5)/@] ako je a < 0.

Dokaz. Razmotrimo u (i) slucéaj a < 0. Sluc¢aj a > 0 tretira se analogno. Po
definiciji, vrijedi
flew B) ={f(2) |z € [a, B}

Medutim, za x € [«, ] vrijedi
a<z<p.

Kako funkcija f pada za a < 0 (vidite propoziciju 5.8), to imamo
a<z<f = f(8) < @) < (o)
— af+b< f(z) <aa+b = f(z) € [af + b,ac + b].
Drugim rije¢ima, dokazali smo
f ([, B]) € laf + b, aa +b].
Dokazimo i obratnu inkluziju, tj.
[af + b,acc +b] C f ([, 5]) -
Te dvije inkluzije dokazivat ¢e tvrdnju (i) u slucaju a < 0. Neka je
y € [aB + b,ac + b).

Stavimo i

vrijedi
y=azr+b= f(x).
Ostaje nam dokazati
z € [, f]
jer je tada y € f (|, B]). Imamo:

y€laf+baa+b = af+b<y<aa+b

zbog a < 0
—

—b
— af <y—-b<aa a<—— < B,
a
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pa je

Dokazimo sada (ii). Po definiciji je
v € [ ([1,0]) <= flz) €[,
Medutim, vrijedi
fl@)e,d <= 7<f(x)<d <= v<ar+b<.
Nadalje,

(v=b)/a<z<(0—0b)/a akoje a >0

<
vy<ar+b<d <— -
(0—b)/a<z<(y—b)/a akoje a <0.

Sve skupa imamo

(0 —b)/a akoje a>0

ve [ () (y—b)/a akoje a <0,

a to je tvrdnja (ii). O

Zadatak 5.11. Odredite:

(i) sliku segmenta [—1,2] pri preslikavanju f zadanom formulom

fa)=20—172,

(ii) sliku segmenta [0, 3] pri preslikavanju f zadanom formulom
fla) = —3c— 1,

(iil) snverznu sliku skupa [1,4] pri preslikavanju f zadanom formulom
f() =22 -2,

(iv) inverznu sliku skupa [—2, 1] pri preslikavanju f zadanom formulom
f(z) = =3z +1.

Zadatak rijesite bez uporabe zakljucka prethodne propozicije, ali koristec¢i metode
uporabljene u njenom dokazu.

3. Kvadratna funkcija. Neka su a,b,c € R, a # 0. Kvadratna funkcija je
funkcija f : R — R zadana formulom f(z) = ax? + bx + c.

Nadopunjavanjem do potpunog kvadrata dolazimo do formule koja odreduje
nultocke kvadratne funkcije:

flx) = aa:2+b:p—|—c:a(x2+9m)+c
a

= a|z?+2 ix—k b 2 +c—a b 2
N 2a 2a 2a

b\° -4
(5.12) - a(:c—i——) - «“.

2a 4a
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Odatle nalazimo poznatu formulu za nultocke:!

—b+b? — 4dac
2a '

T2 =

Imamo tri slucaja ovisno o tome kakva je diskriminanta D “ 2 — ac kva-
dratne jednadzbe:

D >0 = x1, 29 su realni i razliciti
b

D=0 = xz1=29= —5, realan broj
a

D <0 = 1, x5 su kompleksno konjugirani.

Sada se bavimo rastom, padom i ekstremima kvadratnih funkcija.

Propozicija 5.13. Neka je kvadratna funkcija dana formulom f(x) = ax®+bx+c,
gdje su a,b,c € R, a # 0. Tada vrijedi:

(i) Ako je a > 0, onda funkcija f strogo pada na (—oo, —%} i strogo Caste na
[—L, +o0). Utockiz = —L funkcija f ima minimum jednak —¥=29<.

(ii) Ako je a <0, onda funkcija f strogo raste na (—oo, —%i i strogo pada na
[—%, +00). U tocki x = —% ima maksimum jednak —b;—jac.

Dokaz. Dokazimo (i). Tvrdnja (ii) se dokazuje analogno, a moze se dobiti i iz (i)
promatranjem funkcije —f (vidite zadatak 5.3).

Neka je a > 0. Dokazimo da f strogo pada na (—oo, —£]. Treba dokazati

‘v’xl,xg € <—OO, —i], T < To — f(l'1> > f(ZL’Q)

2a
Zaista, imamo

f(x2) = f(@) = (axg + bxo + c) — (ax% +bxy + c)
= a(2d—23) +b(v2 — 21)
= a(ry—x1) (r2+21) +b(29 — 21)
(5.14) = (23— x1) (a(zy+71) + ).
Vrijedi

Ccar -t = o4 <( b)+( b) b

< - T+ - — - ) =—-

! 2= 94 ! 2 2a 2a a
jerjea >0

— x1~|—a:2+g <0 = <a(352+x1)—|—b> < 0.
Isto tako
T < Ty = x9— a1 > 0.
Sve skupa daje:
(22 — 1) (a(xg +21) +b) < 0.
Dakle, (5.14) povlaci
f(x2) = f(21) <0
odnosno

f(x1) > f(x2).

IBgzistencija drugog korijena iz nenegativnog realnog broja biti ée dokazana u teoremu 10.4
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b

5-]. Slicno se vidi da f strogo

Ovim smo dokazali da f strogo pada na (—oo,
raste na [—2, 0o) ako je a > 0.

Za zavrsetak dokaza tvrdnje (i) treba vidjeti da se u —% postize minimum
funkcije f i da je taj minimum upravo

b b? — 4ac
/ <‘2—) BT

U tu svrhu koristimo prikaz funkcije f iz (5.12):

b\% b — dac

Zbog a > 0 za svaki z € R vrijedi

b\? b2 — dac b2 — dac b
- _ — > — —_— .
Jlz)=a (m * 2a) da 4a / < )

Ovim je (i) dokazano. O

Graf kvadratne funkcije je parabola ¢ije je tjeme u tocki

_i _b2 — 4ac
2a’ 4a '

Os simetrije ove parabole je pravac

a parabola je otvorena prema gore ako je a > 0, a dolje ako je a < 0. Sljedeca
slika ilustrira grafove kvadratnih funkcija.
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,e;-_»_J | (40 )

Iz grafova ovih funkcija vidljivo je da kvadratna funkcija nikada nije injekcija

niti surjekcija. Ipak njezina restrikcija na (—oo, —2] ili [-4, +00) je bijekcija
na < —oo, —bQZjaC] ako je a < 0 odnosno na [—2 —lac 50 > ako je a > 0, kao §to

iz slike mozemo naslutiti.

Zadatak 5.15. Neka je dana kvadratna funkcija f(z) = 2* — 3z + 2. Nacrtajte
graf te funkcije i odredite:

(=2, -1]),
[0,3/2]),
(1/2,3)),
[4,6]),
- 1/4 2)),
~=1,2)).

(
(
(
(

Zadatak 5.16. Odredite (ako postoje) minimum i maksimum danih kvadratnih
funkcija te odredite u kojim tockama se postiZu. Nacrtajte grafove tih funkcija.

(i) f(x) = —22% + 5z + 7,
(i) f(x) =2 — 2z + 3.

Zadatak 5.17. Rijesite nejednadzbe:
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(x+4)(x+5)>z+5,
z—11

4. Opca potencija. Neka je n prirodan broj. Funkcija f : R — R zadana sa
f(x) = 2™ naziva se opca potencija.

Propozicija 5.18. Neka je n neparan prirodan broj tj. n € {1,3,5,7,...}. Tada
je funkcija f : R — R zadana sa f(x) = z" strogo rastuca bijekcija. Nadalje, f je
neparna funkcija tj. f(—x) = —f(z) za svaki x € R.

Dokaz. Najprije dokazimo da je f neparna funkcija. Kako je n neparan prirodan
broj, to za svaki x € R vrijedi

f(=x) = (=2)" = (=1)"2" = —2" = — f(x).
Sada dokazimo da funkcija f strogo raste na R tj. da vrijedi

v <z = f(21) < f(22).

Razmatramo nekoliko moguénosti:

(i) Za 0 < 27 < x5 imamo
flxo) = flan) = a5 — ) = (v — 1) (257" + 2521 + -+ @2y >+ 2771) >0,
jer je zo — x1 > 0, a drugi izraz je strogo pozitivan zbog 0 < x1 < 4.

(ii) Ako je 1 < 0 < x9, tada je f(z2) = 2% > 0, ali f(x1) < 0 jer mnozimo
neparan broj puta x; < 0 sa samim sobom.

(iii) Ako je x1 < x9 <0, tada je
0< —x9 < —x1.
Stoga prema (i) zakljucujemo

fl=x2) < f(=z1).

Kako je f neparna funkcija, imamo

f(=z2) < f(—21) = —f(22) < —f(z1) = [(21) < f(2).

Ovim je dokazano da je funkcija f strogo rastuca. Svaka strogo rastuca funkcija
je injekcija (zasto?). Dakle, preostaje dokazati da je f surjekcija, tj. da za svaki
y € R postoji z € R takav da je y = 2". Ovo pitanje je suptilno i zadire u samu
strukturu skupa realnih brojeva, pa to ostavljamo za 10. poglavlje (vidjeti teorem
10.5 i korolar 10.6). O

Sljedeca slika ilustrira slucaj n = 3. Graf te funkcije naziva se kubna parabola.
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#

3
4¢,\=X

Dokaz sljedece propozicije analogan je dokazu propozicije 5.18(vidjeti takoder
teorem 10.5 i korolar 10.6) i prepustamo ga Citatelju:

Propozicija 5.19. Neka je n paran prirodan broj tj. n € {2,4,6,8,...}. Tada je
f R = R zadana sa f(x) = 2™ parna funkcija tj. f(—z) = f(x) za svaki z € R.
Na (—o0, 0] funkcija f strogo pada, a na [0, co) funkcija f strogo raste. U x =0
funkcija f ima minimum.

Zbog uvjeta parnosti, funkcija f nikada nije injekcija pa zato ne moze biti niti
bijekcija, ali njezina restrikcija na [0, 00) je strogo rastuca bijekcija sa [0, 00) na
[0, 00).

Zaklju¢imo:

(i) Ako je n neparan, tada funkcija f : R — R definirana sa f(x) = 2™ ima
inverznu funkciju f~!: R — R.

(ii) Ako je n paran, tada funkcija f : [0,00) — [0, 00) definirana sa f(z) =z
ima inverznu funkciju f : [0, 00) — [0, 00).

n

U oba slu¢aja funkciju f~! zovemo n-ti korijen i ozna¢avamo sa
fHa) = Yo =a'm

Uoc¢imo da propozicija 5.7 povlaci da je n-ti korijen rastuc¢a funkcija.

Za funkciju koja je zadana nekom formulom njezina prirodna domena je skup
svih x € R takvih da formula ima smisla i da je f(z) realan. Primjerice,

f(a:)zé—k\/g%—\g/ﬁ.

Vidimo da je prvi sumand definiran za = # 0, drugi sumand za z > 0, a treéi za
sve x € R. Dakle domena ove funkcije je

D = (0, 00).

Zadatak 5.20. Odredite prirodnu domenu funkcije:
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5. Apsolutna vrijednost. Apsolutna vrijednost je funkcija f : R — R dana sa
x akojex >0
flz) = la] = .
—x ako je x < 0.
Vidimo da je
flz)=|z| >0, VxeR.
Primjerice,
f(=5) =|=5]==(=5) =5, f(0)=10[=0, f(5)=]5]=5.
Ocito je funkcija f parna tj. f(—z) = f(z) za svaki z € R. To povlaci da f

nije injekcija, zato f nije niti bijekcija. Slika funkeije f je skup [0, oo). Graf ove
funkcije dan je na sljedecoj slici.

IOk W

Zadatak 5.21. Rijesite jednadzbe:
(i) [z + 2 =1,
(ii) |2z — 1| = 3,
(iii) |4z — 1| =22 = 3| + |z + 2| =0,
(iv) |z|+ |z + 1| +]z+2|=9.

Zadatak 5.22. Rijesite nejednadzbe:

(1) [z +2] > [z,

(i) |z 43| — |22+ 1] > 0,

(ili) |z + 3|+ |z — 1] + |z — 3] < 10,

(iv) |z +2| = |z + 1|+ |z] — [z — 1| + |z — 2] > 2.

Zadatak 5.23. Nacrtajte graf funkcije i odredite sliku funkcije
(i) f(x) = [z +2],
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(z) = |z + 3] = 2z + 1],

(z) = |z + 3]+ |z — 1| + |z — 3],
()=lz+2|—|z+ 1|+ |z|— |z =1+ |z —2|.

=
= =

6. Eksponencijalna i logaritamska funkcija. Neka je a # 0. Tada potencije
broja a imaju ova svojstva:

a’ =1,

a' = a,

ama" = a™™" za sve cijele brojeve m,n € 7Z,
1 . .

a "= p za sve cijele brojeve n € Z.

Ukoliko je a > 0, tada imamo n-te korijene
a'/" = {/a  za sve prirodne brojeve n € N.

To nam omogucuje da potenciju definiramo i za sve racionalne brojeve:

£ . . . .. .
am/m & (C/a)m za sve prirodne brojeve n € N i sve cijele brojeve m € Z.

Ovako prosirena potencija ima svojstva:
a =1,
a = a,
a"a? = a"" za sve racionalne brojeve r,q € Q,
1

a”" = — za sve racionalne brojeve r € Q.
a

Neka je a > 01 a # 1. Kao sto smo ranije rekli, stroga definicija i egzistencija
n—tog korijena zahtijeva dodatna razmatranja (koje éemo provesti kasnije u 10. po-
glavlju). Definicija broja a” za proizvoljni realan broj slijedi ista razmatranja, ali
njih ne¢emo provoditi u ovom kolegiju; ona se oslanjaju na aksiom potpunosti iz
10. poglavlja.

Teorem 5.24. Neka jea > 0, a # 1. Tada je funkcija f : R — (0, oo) definirana
sa f(x) = a® bijekcija i to strogo rastuca ako je a > 1, odnosno strogo padajuéa
ako je 0 < a < 1. Nadalje, funkcija f zadovoljava ova svojstva:

a’ =1,
a = a,

a“a¥ = a"Y Vzr,y € R,

1
a®=— Vel
a:p

Gornji teorem opisuje svojstva eksponencijalne funkcije x — a*. U izrazu a”
broj a naziva se baza, a x eksponent. Grafovi eksponencijalnih funkcija prikazani
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su na sljede¢im slikama. Uoc¢imo da je f(x) > 0 za svaki z € R, pa zato graf
funkcije lezi iznad osi x.

40 oo
(o)

/ /———TX
—_— ’

Inverzna funkcija eksponencijalne funkcije f(x) = a” je logaritamska funkcija

fHy) =log,(y)-
Vrijedi:
y=a" < z =log,y.

Ukoliko je baza a = e = 2,71828..., onda govorimo o prirodnom logaritmu i
umjesto log, pisSemo In. Takoder se za bazu a = 10 piSe log umjesto log.

Iz definicije inverzne funkcije odmah dobivamo:

log, (a®) =z, zasvex € R,
(5.25)

a%%a® = . zasve r € <0, oo >.

Teorem 5.26. Neka jea > 0, a # 1. Tada je funkcijalog, : (0, co) — R bijekcija
i to strogo rastuca ako je a > 1, odnosno strogo padajuca ako je 0 < a < 1.
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Nadalje, funkcija log, ima sljedeca svojstva:

log,1 =0,

log,a =1,

log, (z71) = —log, (x), Y € (0, oo),
log, (") = nlog, (), Vx € (0, o), n € Z.

Dokaz. Teorem 5.26 dokazujemo pomocu teorema 5.24. Jasno je da je log, bijekcija
jer je inverz bijekcije (to ¢emo dokazati opéenito u 7. poglavlju). Funkcija log,
je strogo rastuca funkcija jer je inverz strogo rastuce funkcije (vidite propoziciju

5.7).

Identiteti iz ovog teorema posljedice su onih za eksponencijalnu funkciju i
¢injenice da je log, inverzna funkcija funkcije x — a®. Kako je a® = 11 a' = a,
to odmah dobivamo log,1 = 01 log,a = 1. Nadalje, koristec¢i drugu jednakost u
(5.25), nalazimo

alo8a (xy) — Ty = al08a T logay — log, aHlog,y
Kako je eksponencijalna funkcija injekcija, gornja jednakost daje
log, (zy) = log, = +log, y.
Ovim je dokazana treéa jednakost teorema. Ako u nju stavimo y = 2=, dobivamo
0 =log, 1 = log, (xzx~ ') = log, v + log, 2~ ".
Odatle slijedi ¢etvrta jednakost. Ako je n = 0, posljednja jednakost slijedi iz prve.

Ako je n > 1, onda se posljednja jednakost dobiva uzastopnom primjenom trece
jednakosti. Dakle imamo

log, (") = nlog, (x),
zan=0,1,2,.... Ako jen <0, onda je —n > 1 i prema gore dokazanom vrijedi
loga (w—n) - —TLlOga (ZE)

Konacno, ¢etvrta jednakost daje

log, (#") = —log, (z7") = — (=nlog, (x)) = nlog, ().

Grafovi logaritamskih funkcija dobiveni su zrcaljenjem oko osi y = x odgova-
rajucih grafova eksponencijalnih funkcija.
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f‘"

g=log x
(a7\)
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6. NEKE ELEMENTARNE FUNKCLJE; JEDNADZBE I NEJEDNADZBE (DRUGI DIO)

Ovo poglavlje je nastavak prethodnog poglavlja.

7. Trigonometrijske funkcije. Zanima nas put koji tocka na obodu kotaca pre-
vali prilikom vrtnje kotaca. Obod kotaca predstavljamo kruznicom K = k(O,1)
sa srediStem u ishodistu O Kartezijevog koordinatnog sustava i polumjerom koji
je jednak jedini¢noj duzini koordinatnog sustava; ta kruznica se zove jedini¢na
kruznica i njen opseg je 2.

Uocimo da tocka na obodu kotaca prilikom vrtnje prevali put koji moze biti
mnogo veci od opsega kotaca. Zato na kruznicu prislonimo pravac p koji dodiruje
kruznicu K u tocki Tp(1,0) tj. pravac p je tangenta na kruznicu K u Tp(1,0) i na
njega smjestimo realne brojeve tako da se nula nalazi u tocki Ty, a pozitivni realni
brojevi na dijelu pravca koji je iznad osi x.

?
ECD e x

/ -
[2) T,

Pravac p sada namatamo na kruznicu (kao da se radi, primjerice, o uzetu) i
to tako da dio pravca (polupravac) s pozitivnim brojevima namatamo suprotno
gibanju kazaljke na satu (tzv. gibanje u pozitivnom smjeru), a polupravac s ne-
gativnim brojevima u smjeru gibanja kazaljke na satu (tzv. gibanje u negativnom
smjeru). Pritom na svaku tocku kruznice K padne beskonatno mnogo tocaka s
pravca p. Konkretno, u tocku 7 padne i broj 0 i brojevi 2w, —27, 47w, —4m, ...
tj. brojevi oblika 2k7, k € Z. Svaki realni broj x na opisani na¢in smjestimo na
kruznicu K.

Za razliku od obi¢ne kruznice, na ovu kruznicu su smjesteni realni brojevi i
zato se zove brojevna ili trigonometrijska kruznica.

Preslikavanje koje realnom broju x pridruzi tocku na trigonometrijskoj kruznici
K oznac¢imo sa E. Dakle, ' : R — K. Ovo preslikavanje nazivamo namatanje
pravca na kruznicu.
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Uoc¢imo da je E surjekcija, tj. I je funkcija sa R na K, jer na svaku tocku
kruznice padne neka tocka pravca p odnosno neki realni broj. Ta tocka ocito nije
jedinstvena jer za svaki x € R vrijedi

E(z) = E(x + 2km), Yk € Z.

Naime, ako se neki x € R preslika u tocku T' € K, tada se i brojevi = + 27,
x—2m, x+4n, x —4rw, ..., oplenito brojevi oblika x + 2kn, k € Z, preslikaju u
tocku T'. Prema tome, funkcija F sa R na K nije injekcija. Obzirom da se u istu
tocku T' = E(x) kruznice K preslikaju samo oni realni brojevi ¢ija je medusobna
udaljenost jednaka nekom (cjelobrojnom) visekratniku opsega kruznice K, brojevi
oblika x + 2km, k € 7Z, su jedini brojevi koji se preslikaju u 7. Znaci da je praslika
tocke T'= E(x) skup
ENT) ={x +2kn |k € Z}.

Prethodna razmatranja nas motiviraju uvesti pojam periodicke funkcije.

Definicija 6.1. Za funkciju f kaZemo da je periodicka s periodom 1 # 0 ako
vrijedi:

(i) ako je x iz domene funkcije f, tada je i x + T iz domene funkcije f,
(i) za svaki x iz domene funkcije f vrijedi f(x + 1) = f(x).

Najmangi takav T > 0 (ako postoji) zove se temeljni period funkcije f.

Dakle, preslikavanje £ : R — K, tj. namatanje pravca na kruznicu, je peri-
odicka funkcija s temeljnim periodom 27. Preslikavanje E je surjekcija, ali nije
injekcija, pa nije niti bijekcija.

No, ako promatramo restrikciju E|j2r : [0,27) — K, tada je ona bijekcija jer
prolaskom z po intervalu [0, 27) tocka E(z) prolazi kroz svaku tocku kruznice (u
pozitivnom smjeru) samo jednom:

(VT € K)3lz € [0,27))(E(z) = T).

Kao i svaka bijekcija, tako i E|jg2r) ima inverznu funkciju. To je funkcija sa K
na [0,27) i ona sluzi kao mjera kuta kojeg zatvaraju pravac OTj i pravac OFE(z):
kazemo da taj kut ima x radijana. Uoc¢imo da je z duljina luka kruznice K od Tj
do E(x) u pozitivhom smjeru (jer na taj luk namotamo interval [0, z]).

Osim u radijanima, kutovi se mjere i u stupnjevima: ako kut ima z radijana,

. (¢} . . . .
tada ima 282 stupnjeva, a ako ima z stupnjeva, tada ima

5 x radijana.
™

o
360°

Trigonometrijska kruznica je, prisjetimo se, smjeStena u Kartezijev koordi-
natni sustav i to tako da joj je srediste u ishodistu O, a polumjer jednak jedini¢noj
duzini koordinatnog sustava. Stoga svakoj tocki T' trigonometrijske kruznice pri-
druzujemo uredeni par (zr,yr) realnih brojeva; realan broj x7 se naziva apscisa,
a realan broj yr ordinata tocke T.
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Svakom x € R preslikavanje E pridruzuje tocku E(z) na trigonometrijskoj
kruznici. Primjerice,

BO) = (1,0), E(3)=(0,1), Ex)=(-10)

E(%”) = (0,-1), B(2r)=(1,0), E(-3r)=(-1,0),...

Apscisa tocke E(z) zove se kosinus broja x i oznacava sa cosz, a ordinata
tocke E(x) zove se sinus broja x i oznacava sa sin z. Tako smo definirali funkcije

cos : R — R, sin : R — R.

Pomocu funkcija kosinus i sinus definiraju se funkcije tangens i kotangens
redom sa

Funkcije sinus, kosinus, tangens i kotangens se zovu trigonometrijske funkci-
je.

Iz definicije sinusa i kosinusa, Pitagorinog teorema i ¢injenice da je trigono-
metrijska funkcija jedinicna odmah zakljucujemo da je

2y =1, Vr € R.

sin®  + cos
Iz definicije tangensa i kotangensa imamo:

tgx - ctgr =1, Vz € R za koje je sinx # 0, cosx # 0.

Sve tocke na jedini¢noj kruznici sa sredistem u ishodistu imaju koordinate
(cost,sint) za neki t € [0, 27), pa kazemo da je

x = cost, y =sint (t € [0,27))
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parametarska jednadzba kruznice.

Geometrijsko znacenje tangensa i kotangensa. Neka je, kao i ranije, tocka O
ishodiste koordinatnog sustava, a tocka Ty tocka s koordinatama (1,0). Neka je p
tangenta na trigonometrijsku kruznicu K = k(0,1) u tocki Ty. Neka je x realan
broj te neka je F(x) tocka kruznice K u koju se z preslika namatanjem na kruznicu.
Sa A(z) oznacimo tocku s koordinatama (cosz,0), a sa B(z) sjeciste pravca p i
pravca OFE(x), tj. onog kraka kuta x koji ne lezi na osi apscisa. Uoc¢imo da su
trokuti OTyB(z) i OA(z)E(z) sliéni prema K-K-K teoremu o slicnosti (kut pri
vrhu O im je zajednicki, a sukladnost ostalih kutova slijedi iz sukladnosti kutova
uz transverzalu paralelnih pravaca). Odatle slijedi

[ToB(x)| _ [Az)E(x)|
0T [OA(x)]

a kako je |OTp| =11

to je

Sada sa T" ozna¢imo tocku s koordinatama (0, 1), sa C'(z) oznac¢imo sjeciste
tangente na K u tocki 7" i pravca OE(x), tj. onog kraka kuta x koji ne lezi na osi
apscisa, a sa D(x) ozna¢imo sjeciSte one paralele s osi apscisa koja prolazi kroz
E(z) i osi ordinata. Trokuti OC(x)T" i OE(xz)D(z) su slicni (K-K-K teorem o
slicnosti, obrazlozite), pa je

[T'C(z)| _ |D(x)E(z)]
OT"| |0D(z)|
a kako je |OT'| = 1, |D(z)E(x)| = |OA(z)| = cosz i |OD(z)| = |A(x)E(x)| =

sinz, to je

|T'C(z)| = ctgz.
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< Cx})
Gy |- —— ECx1

Trigonometrija pravokutnog trokuta. Neka je ABC' pravokutan trokut s pravim
kutom pri vrhu C' te neka je mjera siljastog kuta pri vrhu A jednaka x. Neka su a i
b duljine kateta, a ¢ duljina hipotenuze tog trokuta. Definirajmo trigonometrijske
funkcije kuta x:

. a b
sinx = —, cosT = —, tgx = ctgr = —.
a

c c b’
Opravdajmo uvedene oznake sin x, cos z, tg z, ctg x, tj. dokazimo da se zaista radi
o ranije definiranim funkcijama sinus, kosinus, tangens i kotangens kuta x.

Rabedi iste oznake kao i ranije, uocavamo da su trokuti ABC i OE(z)A(x)
slicni prema K-K-K teoremu o slicnosti. Odatle zaista slijede sljedece jednakosti:

|BC|  |E(x)A(z)| sinz

AB| ~ |0E(@)| 1
|AC|  |OA(z)|  cosx
[AB| ~ JOE@)] 1 "
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|BC|  |E(x)A(z)]  sinxz
|AC| — |OA(x)]  cosz
|AC|  |OA(x)|  cosz
|BC|  |E(z)A(z)]  sinz

T,

= ctgx.

Dakle, u pravokutnom trokutu za siljasti kut vrijedi:
Sinus kuta je omjer nasuprotne katete i hipotenuze.
Kosinus kuta je omjer prilezece katete i hipotenuze.
Tangens kuta je omjer nasuprotne i prilezec¢e katete.

Kotangens kuta je omjer prilezece i nasuprotne katete.

Neka svojstva trigonometrijskih funkcija.
Teorem 6.2. Trigonometrijske funkcije imaju sljedeca svojstva:

(i) Nultocke funkcija sin i tg su km, k € Z. Nultocke funkcija cos i ctg su
T4 kn kel
(ii) Domena funkcija sin i cos je R, a slika [—1,1]. Domena funkcije tg je
R\ {5 +kr|k € Z}, domena funkcije ctg je R\ {k7|k € Z}, a slika i
funkcije tg i funkcije ctg je R.
(iii) Funkcija cos je parna, a sin, tg i ctg su neparne funkcije.
(iv) Funkcije sin i cos su periodicke s temeljnim periodom 27, a tg i ctg su
periodicke s temeljnim periodom .
(v) Funkcija sin je strogo rastuéa na [— 5 g], cos je strogo padajucéa na [0, 7],
tg je strogo rastuca na < -5 §>, ctg je strogo padajucéa na (0, 7).
Dokaz. (i) Znamo da je cosz = 0 za one x € R za koje je apscisa tocke E(x)
jednaka nuli. Znaci da je v = 7 + km, k € Z. Takoder, sinz = 0 za one v € R
za koje je ordinata tocke F(x) jednaka nuli. Slijedi z = k7w, k € Z. Uocimo da
funkcija tangens ima iste nultocke kao i funkcija sinus, a funkcija kotangens ima
iste nultocke kao i funkcija kosinus.

(ii) Uoc¢imo da su funkcije sinus i kosinus definirane na ¢itavom skupu realnih
brojeva, tj.
D(sin) = R, D(cos) = R.

Funkcija tangens je definirana za sve realne brojeve z za koje je cosz # 0, a
funkcija kotangens za sve realne brojeve x za koje je sinxz # 0. Prema tome,
domene funkcija tangens i kotangens su

D(tg):R\{g+kw|k€Z}, D(ctg) = R\ {kr |k € Z}.

Kako je sinus ordinata, a kosinus apscisa tocke na jedini¢noj kruznici, to je slika
obje funkcije segment [—1,1]. Funkcije tangens i kotangens mogu poprimiti bilo
koju realnu vrijednost (vidite geometrijsko znacenje ovih funkcija), pa je njihova
slika citav R.



62 DIJANA ILISEVIC I GORAN MUIC

(iii) Za svaki z € R, tocke E(x) i E(—z) imaju istu apscisu, a ordinate su im
suprotne. Zakljucujemo da je

cos (—x) = cosz, sin (—z) = —sinz.
Odatle slijedi
tg(—z) = sin (—x) _ —sinz _tgz,
CoS —& CoS T
ctg(—z) = o8 (=2) - T —ctgm.
sin —x —sinx

Dakle, kosinus je parna, a sinus, tangens i kotangens neparne funkcije.
(iv) Iz definicije funkcija sinus i kosinus vidimo da za svaki € R vrijedi
sin (x + 27) = sinz, cos (x + 2m) = cos x.

Broj 27 je najmanji pozitivan broj 7 za koji je sin (z + 7) = sinx za svaki x € R.
Naime, za x = 0 dobivamo sin 7 = sin 0 = 0, pa je 7 nultocka funkcije sinus i stoga
oblika k7 za neki k € Z. Jedini takav 7 sa svojstvom 0 < 7 < 27 je 7 = 7. Kada

bi bilo 7 = 7, tada bismo za x = § imali sin (§ + ) = sin § odnosno —1 = 1, §to

nije. Sli¢no bi se dokazalo i za funkciju kosinus.

Nadalje, iz definicije funkcija tangens i kotangens vidimo da za svaki x € R
vrijedi

tg (v +7) =tgux, ctg (v + ) = ctg .

Ako je T pozitivan broj za koji je tg(rx+7) = tgx za svaki x € R, tada je
tgT = tg(0+7) = tg0 = 0, pa je 7 = km za neki k € Z. Najmanji takav 7
je upravo 7. Sli¢no i za funkciju kotangens. Kod funkcija tangens i kotangens
treba voditi ra¢una da im domena nije ¢itav R, pa treba provjeriti i zahtjev (i) iz
definicije 6.1. Znamo da je

x € D(tg) = z+ 7€ D(tg)
ekvivalentno sa
r+7m ¢ D(tg) = x ¢ D(tg).
To je istina jer
r+m ¢ D(tg) :>(E|k:€Z)(:v+7r:g+k7r)
— (GkeZ)(z= g +kr) = 2 ¢ Dtg).
Analogno za funkciju kotangens.

(v) Iz definicije trigonometrijskih funkcija. O

Periodicke funkcije nisu injekcije: ako je 7 # 0 period funkcije f, tada za svaki
x iz domene funkcije f vrijedi f(z + 7) = f(x) iako je x + 7 # x. Dakle, trigo-
nometrijske funkcije nisu injekcije. Medutim, mozemo ih suziti tako da dobivena
suzenja budu injekcije. Suzavamo ih u skladu s tvrdnjom (v) iz teorema 6.2.

Oznacimo sa S
Sin : [— BL 5] — [-1,1],
Cos : [0, 7] — [—1,1],
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™ T
T5: (- I) R

Ctg: (0,m) - R

redom restrikcije funkcija sinus, kosinus, tangens i kotangens. Ove funkcije su
bijekcije, pa svaka od njih ima inverznu funkciju.

Inverzna funkcija funkcije Sin se oznacava sa arcsin i naziva arkus sinus,
inverzna funkcija funkcije Cos se oznacava sa arccos i naziva arkus kosinus,
inverzna funkcija funkcije Tg se oznacava sa arctg i naziva arkus tangens, a
inverzna funkcija funkcije Ctg se oznacava sa arcctg i naziva arkus kotangens.
Ove cetiri funkcije se jednim imenom zovu ciklometrijske funkcije.

Kako su Sin i Tg strogo rastuce funkcije, to su i arcsin i arctg strogo rastuce, a
kako su Cos i Ctg strogo padajuce funkcije, to su i arccos i arcctg strogo padajuce.
To slijedi iz propozicije 5.7 dokazane u poglavlju 5.

Naglasimo:

arcsin : [—1,1] — [— g,g},

arccos : [—1,1] — [0, 7],
T

¢ :R—><——,—>,
arctg 55

arcctg : R — (0, ).

_r
272
svaki x € [—1,1]. Drugim rije¢ima, funkcije arcsin osin i sin o arcsin su identitete,

Uocimo: arcsin(sinz) = = za svaki x € | ], dok je sin(arcsinz) = x za

ali s razlicitim domenamal

Teorem 6.3. Vrijede sljedece adicijske formule:

(i) cos(x £ y) = coszcosy Fsinxsiny,
(ii) sin (x £ y) = sinx cosy =+ cosx siny,
)
)

(i) te (£ y) = 12085
. t t
(iv) ctg(z ty) = %'

Dokaz. Zbog periodi¢nosti je dovoljno uzeti x,y € [0,27). Pretpostavimo da je
x >y. Neka je A = (cosz,sinz) i B = (cosy,siny). Tada je

|AB|* = (cosz — cosy)? + (sinz — siny)?

S druge strane, ukoliko zarotiramo os apscisa za kut y, u tom novom koordinatnom
sustavu je A = (cos (x —y),sin(z —y)) 1 B = (1,0), pa je

|AB)? = (cos (z — y) — 1)* + sin® (z — y).
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R Sp
A}
RS

Slijedi
(cos (x —y) — 1)% +sin’® (z — y)® = (cosz — cosy)? + (sinz — siny)?,
odnosno, koristed sin? z + cos?z = 1 za svaki x € R,
—2cos(x —y)+2=2—2cosxcosy — 2sinzsiny
odakle zakljucujemo
cos (x —y) = cosx cosy + sinxsiny.

Ukoliko umjesto y stavimo —y i iskoristimo parnost funkcije kosinus i nepar-

nost funkcije sinus, dobivamo

cos (r +y) = cosxcosy — sinz siny.

Sli¢no se dokazuju i ostale formule. O

Zadatak 6.4. Dokazite sljedece formule za dvostruke kutove:

2

(i) cos2r = cos’x —sin?x = 2cos?x — 1 =1 — 2sin’ 7,

)
(ii) sin2x = 2sinz cosx,
(iii) tg2e = i,
) ctg? z—1
2ctgx

(iv) ctg2x =

Zadatak 6.5. Dokazite sljedece formule za polovicne kutove:

i) cosz = cos® 2 —sin?Z =2cos?2 —1=1—2gin’%
(i) 5 5 2
(ii) sinx = 2sin ”2” cos 5

(iii) tg 2%2%,

(IV) C _ ctg 771

2(:‘ng2 ’
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Zadatak 6.6. Dokazite sljedece formule redukcije

™ . . (T
cos (— —|—x> = —sinz, sin (— +x> =cosx

2 2
i formule komplementirangja
(5-) =sinz. sin(G-s)
cos | = —z) =sinx, sin{— —x) =cosx
2 2

te ih komentirajte na trigonometrijskoj kruznici. Takoder, izvedite formule reduk-
cije © komplementiranja za tangens i kotangens.

Teorem 6.7. Vrijede sljedece formule za pretvaranje produkta u sumu trigonome-
trigskih funkcija:

(i) sinz cosy = 3 (sin (z + y) + sin (z — y)),
(i) sinzsiny = 1(cos (z — y) — cos (z +y)),
(iii) coszcosy = 3(cos (z —y) + cos (z +y)).

Dokaz. Zbrajanjem obiju formula iz tvrdnje (ii) teorema 6.3 dobije se formula u
(i), a analogno bi se dobile i ostale. O

Teorem 6.8. Vrijede sljedece formule za pretvaranje sume i razlike kosinusa od-
nosno sinusa u produkt:

(i) cosz + cosy = 2 cos “F¥ cos Y,
(ii) cosz — cosy = —2sin T¥ sin LY,
(iii) sinz + siny = 2sin % cos %Y,
(iv) sinz — siny = 2sin £5¥ cos Y.
Dokaz. Stavimoz:%“’iw:xg;y. Tada jex =2+ w iy = 2z — w, pa imamo

cosx + cosy = cos (z + w) + cos (z — w)

= (coszcosw — sin zsinw) + (cos z cosw + sin z sin w)
rT+y r—y
cos :
2 2

Analogno se izvode i ostale formule. O

= 2coszcosw = 2cos

Zadatak 6.9. Dokazati sljedece formule za sumu i razliku tangensa i kotangensa:

(i) tgz + tgy = 2w,

(ii) ctgz + ctgy = + 5= ixsiy;7
(iii) tgz + ctgy = = imsi_ny;’

: _ — cos(@+ty)
(IV) Ctg xz tg Y= sinz cosy

Grafouvi trigonometrijskih i ciklometrijskih funkcija. Zbog periodi¢nosti je do-
voljno znati skicirati grafove funkcija sin i cos na [0, 27], a tg i ctg na [0, 7]. No,
zahvaljujuci formulama redukcije i komplementiranja, trigonometrijske funkcije je
dovoljno znati skicirati na [O, %]
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Trigonometrijske jednadzbe i nejednadzbe. Ideja je svesti trigonometrijsku jed-
nadzbu na neki od oblika: sinx = a, cosz = a, tgx = a, ctgx = a. Odmah
uocavamo da jednadzbe sinx = a i cosz = a nemaju rjeSenja ako je a < —1 ili
a > 1 (tj. ako je |a| > 1). Jednadzbe tgz = a i ctgx = a imaju rjesenje za svaki
a € R.

Ako je —1 < a < 1, rjesenje jednadzbe sinz = a je v = (—1)F arcsina+km, k €
Z, a rjeSenje jednadzbe cosx = a je x = +arccosa + 2km, k € Z.

Arcding, T — afcarg,
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F

J I y\

acec cosa

Rjesenje jednadzbe tgx = a je x = arctga + km, k € Z, a jednadzbe ctgzr = a
je x = arcctga + km, k € Z.
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Primjer 6.10. Rijesimo jednadzbu

T
cos§ =1+ cosz.

Uocimo da je desna strana jednadzbe jednaka 2 cos? 5, pa se jednadzba svodi na
o T x

2cos> = — cos = = 0
COS B COS2

odnosno na

z x
COS§(2(ZOS§ — 1) = 0.

Ako je cos 5 =0, tada je § = 5 +km, k € Z, tj. v = 7 + 2km, k € Z.

Ako je2cos 5—1 =0, tada je cos § = %, pa je 5 = *tarccos %+2[7r =+Z 427
i konacno x = i%” + 4w, | € Z.

Zadatak 6.11. Rijesite jednadzbe:

(i) 2sin®z = cos4x + 2,

(i) (tg?x + 1)(sin2z +1) =1,
(iii) tgx + 2ctga = 3,

(iv) sinx + sin 2z + sin 3z = 0,
(v) cosw 42 =2tg 3.

Kao i rjesavanje trigonometrijskih jednadzbi, rjesavanje trigonometrijskih ne-
jednadzbi se svodi na rjesavanje onih elementarnih. Elementarne trigonometrijske
nejednadzbe su oblika

flz)>a i f(z)<a,
gdje je a € R, a f trigonometrijska funkcija. U rjeSsavanju elementarnih trigono-
metrijskih nejednadzbi nam pomazu grafovi trigonometrijskih funkcija ili trigono-

metrijska kruznica.
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Primjer 6.12. Rijesimo nejednadzbu

2
cos“x < 3
Dowoljno je ovu nejednadzbu rijesiti za x € [0, 27]. Nejednadzbu cos® x < % mozZemo
zapisati u obliku
2 2
——— < cosx < -

2
Uocimo da se u ovom slucaju zapravo u zadanoj nejednadzbi krije jedan sustav

kojgi se sastoji od dvije trigonometrijske nejednadzbe:

V2 V2
cos T > —7, cosT < 7

Sada promotrimo graf funkcije kosinus il trigonometrijsku kruznicu.

Zakljucujemo: x € <§, %’T> U %’r, %’T>, pa je konacno rjesenje

3 5 7
x € UkeZ(<% + 2k, f + 2/€7T> U <I7T + 2km, Zﬂ + 2k7r>)

sto se krace moZe zapisati kao
T 3T
T € ngz(<z +k7‘(‘,z +k?7T>).

Zadatak 6.13. Rijesite nejednadzbe:

(i) 2|sinz| —1 >0,
(ii) cos2x > sinz,
(iii) tgx > tg 3,

(iv) sinz + cos?z < 1,
(v) ctg 3z —3) > 1.

8. Hiperbolne i area funkcije. Hiperbolne funkcije definiraju se redom na

sljededi nacin:
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Sinus hiperbolni sh : R — R definiran je sa

61‘ —Z

th:_Te, Vr € R.

Kosinus hiperbolni ch : R — R definiran je sa

chr=— >0, Vx eR

Zato je domena tangensa hiperbolnog cijeli R. S druge strane, jedina nultocka
sinusa hiperbolnog je x = 0. Zaista, imamo

sh(z) =0 <=

Zato je domena sljedece funkcije R\ {0}:

Kotangens hiperbolni cth : R\ {0} — R definiran je sa

chzx
they = — R )
cthe = =—, Vo e R\ {0}

Zadatak 6.14. Koristeéi gornje definicije, dokaZite ove identitete:

sh(—xz) = —shuz, ch (—z) = chuz,
th (—z) = —thuz, cthz = —cthuz,
sh(x +y) =shazchy+ chaxshy, ch(x+y) =chxzchy+shzshy,
sh(x —y) =shazchy —chxshy, ch(x —y) =chaxchy —shxshy,
th(x—i—y):%, th(m—y):%,
sh2x =2shxzchuz, ch2z = ch? z 4+ sh?z,

ch?z —sh?z = 1.

Usporedite ove identitete s onima za sinus i kosinus. Uocite razlike u formu-
lama. Naziv hiperbolne funkcije dolazi od toga sto je x = cht iy = sht, t € R,
parametarski prikaz dijela istostrane hiperbole 22 — 32 = 1, koja se nalazi desno
od osi y.
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Prisjetimo se da je x = cost i y = sint, t € [0,27), parametarski prikaz
jediniéne kruznice z2 + y? = 1.

Zadatak 6.15. Koristeéi zadatak 6.14, dokaZite ove idenititete

1

shzshy = i[ch(x+y) —ch(z —y)],
1

chzchy = 5 [ch (x 4+ y) + ch (z —y)],
1

shxzchy = i[sh(quy) +sh(x —y)].

Teorem 6.16. Funkcije sh, th i cth su neparne, a ch je parna. Nadalje, imamo

(i) sh ¢ th strogo rastu na R. Za x > 0 vrijedi shax > 0 i tha > 0.
(ii) Za svaki x € R wrijedi ch(z) > 1. Funkcija ch strogo pada na (—o0,0], a
strogo raste na [0, 00).
(iii) Funkcija cth strogo pada na (—o0,0) i na (0, 400).

Dokaz. Zadatak 6.14 pokazuje da su funkcije sinus hiperbolni, tangens hiperbolni
i kotangens hiperbolni neparne, a kosinus hiperbolni je parna funkcija. Dokazimo
(i). Uo¢imo da mozemo pisati
()
e ==,
e

te da je 1/e < 1. Prema teoremu 5.24, funkcija x — e~* strogo pada. Dakle,
r — —e ¥ strogo raste. Kako i x + e” strogo raste, zbog

et —e "
shx = —

sh je suma dvije strogo rastuce funkcije te zato strogo raste. Posebno, za x > 0
imamo

shz >sh0=0.
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Ovo dokazuje (i) za sinus hiperbolni. Dokazimo strogi rast za th. Za x; < 9
Imamo
shzy  shzy  shxychazy —chzyshay

thze —thz, = — =
2 ! chxzy chay ch z; chxs

~ sh(zg — 1)
~ ch(z;) ch (zy) >0

koristeci zadatak 6.14 i ¢injenicu da
Ty <xyg = x9—x1 >0 = sh(zg —27) >sh0=0,
te da su vrijednosti kosinusa hiperbolnog uvijek pozitivne. Ovim je (i) dokazano.

Kako je chx > 0 za svaki x, prema zadatku 6.14 vrijedi

ch () = 4/1 +sh®(z) > 1.

Kako prema (i) imamo shz > sh0 = 0 za svaki z > 0, to zakljucujemo da sh®z
strogo raste na [0, 00). Dakle,

ch(z) = /1 +sh? ()

strogo raste na [0,+00). Kako je ch parna funkcija, odatle odmah slijedi da ch
strogo pada na (—o0,0]. Ovim je (ii) dokazano.

Za dokaz tvrdnje (iii) uo¢imo da je

1
the = —.
e thz
Tvrdnja sada slijedi iz (i), detalje ostavljamo ¢itatelju. O

Propozicija 6.17. Slika funkcije sh je R. Sinus hiperbolni je strogo rastuca bi-
jekcija sa R na R. Inverzna funkcija naziva se area sinus hiperbolni i dana je
sa

Arshz =In(x + Va2 +1).

Dokaz. Sinus hiperbolni je strogo rastuca bijekcija prema prethodnom teoremu.
Posebno, zato je injekcija. Neka je y € R. Dokazat ¢emo da jednadzba

et —e

2
ima jedinstveno rjesenje po z. To ¢e dokazivati surjektivnost i dati formulu za

—T

y=shzx =

inverznu funkciju. Stavimo ¢ = ¢*. Onda gornja jednadzba postaje
t—t!

2
Odatle rjesavanjem kvadratne jednadzbe dobivamo

t=y+t+y?>+1,
ef=y+\y*+1.

Medutim, e* > 0, pa mora biti

e=y+vVy*+1 = z=In(y+Vy>+1).

Zamjenom mjesta x i y nalazimo formulu za inverznu funkciju. U

—y = t* =2yt —1=0.

pa je
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Propozicija 6.18. Slika funkcije ch je [1,00). Restrikcija kosinusa hiperbolnog,
u oznaci Ch, na [0,00) je strogo rastuca bijekcija na [1,00). Inverz te restrikcije
naziva se area kosinus hiperbolni i dan je sa

Archz =In(x + V2?2 —1).

Dokaz. Sliéno prethodnoj propoziciji. Samo ra¢unamo inverz (i dokazujemo da je
Ch surjekcija sa [0, 00) na [1, 00)).

Neka je y € [1,00). Dokazat ¢emo da jednadzba

y=chxr = —5
ima jedinstveno rjesenje po z > 0. Stavimo t = e¢*. Onda gornja jednadzba
postaje
t+tt

2
Odatle rjesavanjem kvadratne jednadzbe zaklju¢ujemo

ew:yi\/ﬁ.

Medutim, e* > €® = 1, pa mora biti

E=y+Vy -1 = z=In(y++y>—1).

Zamjenom mjesta x i y nalazimo formulu za inverznu funkciju. O

=y <= t2—2t+1=0.

Zadatak 6.19. Slika funkcije th je (—1,1). Tangens hiperbolni je strogo rastuca
bijekcija sa R na (—1,1). Inverzna funkcija naziva se area tangens hiperbolni

i dana je sa

Arthlelnl—i_x
2 1

_x.

Uputa. Koristec¢i formulu

shx e*—e™®
tha = = ,
chx e*+4e®

izracunamo e* kao u prehodnim zadacima. O

Zadatak 6.20. Slika funkcije cth je (—oo, —1)U(1, 00). Restrikcija kotangensa hi-
perbolnog, u oznaci Cth, na (0, 00) je strogo padajuéa bijekcija na (1,00). Inverzna
funkcija naziva se area kotangens hiperbolni i dana je sa

1 1
Arcthz = —lnx+ )
2 x-—1

Uputa. Koristite prethodni zadatak i formulu

the = —.
e thx

Naziv area funkcije dolazi od intepretacije parametra t kao polovice povrsine
oznacene na prethodnoj slici. Grafovi hiperbolnih funkcija su sljedeéi.
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7. EKXVIPOTENTNI SKUPOVI

Definicija 7.1. Neka je f : D — K preslikavanje. Za f kaZemo da je injekcija
(injektivno preslikavange) ako

(Voy, 29 € D)(11 # 72 = f(21) # f(22)).
Za [ kaZemo da je surjekcija (surjektivno preslikavange) ako
(Vy € K)(3z € D)(y = f(x)).

Za f kazemo da je bijekcija (bijektivno preslikavange) ako je i injekcija i
surjekcija.

Dakle, f je injekcija ako razlicite elemente domene preslikava u razlicite ele-
mente kodomene. Obzirom na neprakticnost ove definicije (jer najcesée nismo
u stanju gledati sve razlicite moguénosti), koristit ¢emo ekvivalentnu definiciju
injekcije dobivenu obratom po kontrapoziciji:

(VIl,I'Q € D)(f(xl) = f(l’g) —— I = I’Q).

Preslikavanja koja nisu injekcije imaju restrikcije koje su injekcije (uz izbor odgo-
varajuceg podskupa domene).

Ispitivanje surjektivnosti preslikavanja f se svodi na rjesavanje jednadzbe y =
f(z). Uocimo da je preslikavanje f surjekcija ako i samo ako ima svojstvo da mu
je slika jednaka kodomeni. Zato se ¢esto za surjektivno preslikavanje f : D —
K kaze da je preslikavanje sa D na K. Svako preslikavanje postaje surjekcija
ako za njegovu kodomenu uzmemo sliku tog preslikavanja. Medutim, sliku nekog
preslikavanja obi¢no nije lako odrediti.

Ako je f: D — K bijekcija, tada
(Vy € K)(Jw € D)(y = f(x)).
Naime, kako je f surjekcija, takav x postoji, a kako je i injekcija, takav z je

jedinstven.

Primjer 7.2. Neka je f: R — R preslikavanje zadano formulom f(x) = 2z + 1.
Nagprije ispitajmo injektivnost preslikavangja f:

f([El) = f<$2) = 21 +1=204+1 = 221 =220 = 11 = T9.

Sada ispitagmo surjektivnost preslikavanja f. Uzmimo y € R i pokusajmo rijesiti
jednadzbu y = 2x + 1. Imamo:

1
y=2r+1 = 2r=y—1 = xzi(y—l).

Vidimo da smo jednadzbu y = 2z 4+ 1 mogli rijesiti po x. Znaci da za svaki y € R
postoji x = 3(y — 1) € R takav da je f(x) =y. Zakljucujemo da je [ surjekcija.

Prema tome, preslikavange f : R — R definirano sa f(x) = 2x+1 je bijekcija.
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Kako dokazati da neko preslikavanje nije injekcija odnosno nije surjekcija? Za
opovrgavanje injektivnosti treba negirati sud

(Var, 20 € D)(21 # 20 = f(21) # f(22)).

Negacijom se dobije sud

(Fz1, 22 € D) (21 # 22 & f(21) = f(22)).

Za opovrgavanje surjektivnosti negiramo sud

(Vy € K)(Jz € D)(y = f(z))
i dobivamo

By € K)(Vo € D)(y # f()).

Primjer 7.3. Neka je f : R — R preslikavanje zadano formulom f(z) = x2. Kako
je f(1) =1 = f(—1), preslikavanje f nije injekcija. Kako za —1 € R jednadzba
—1 =22 tj. 22 + 1 = 0 nema rjesenje u R, to f nije niti surjekcija.

Medutim, ako promatramo preslikavanje g zadano istom formulom, tj. sa g(x)
22, ali za domenu i kodomenu tog preslikavanja uzmemo [0, +00), dobili smo bi-
jekciju (to ée slijediti iz teorema 10.4).

Neka je f : D — K bijekcija. Definirajmo funkciju g : K — D sa g(y) = x ako
je y = f(x). Uocimo da je definicija dobra jer za svaki y € K postoji jedinstven
x € D takav da je y = f(x), obzirom da je f bijekcija. Takvo preslikavanje g se
naziva inverzno preslikavanje preslikavanja f i oznacava sa 1.

Uocimo: f~Hy) =z <=y = f(x).

U 4. poglavlju smo napomenuli da se oznaka f~! koristi i za prasliku i za
inverznu funkciju, pa je potreban oprez (praslika je skup, a inverzna funkcija je
funkcija). Medutim, ako je f bijekcija, tada je praslika jednoclanog skupa takoder
jednoclan skup i vrijedi

) = {2} = flo)=y <= [y =2

Propozicija 7.4. Ako je f : D — K bijekcija, tada je i f~1 : K — D bijekcija.

Dokaz. Neka su yi,y, € K takvi da je f~'(y1) = f " (y2). Neka je 21 = f~1(yy)
i 2y = (). Znaci daje yi = f(z1) i o = f(x). Obzirom da je f~1(y;) =
fH(y2), imamo x; = o, paje f(xy) = f(xs) odnosno y; = yo. Dakle, f je injekcija.

Neka je z € D zadan. Stavimo y = f(z) € K. Tada je f~!(x) = y. Dakle,
postoji y € K takav da je f~!(z) =y, pa je f surjekcija.

Dakle, f je bijekcija. U

Prisjetimo se da je identiteta na nepraznom skupu D preslikavanje 1p : x +— x.

Sljedec¢a propozicija je ocigledna:
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Propozicija 7.5. Neka je D neprazan skup. Preslikavanje 1p : D — D je bijek-
cija 1 samo sebi inverzno preslikavange.

Sada ¢emo dokazati neka vazna svojstva bijektivnih funkcija.

Teorem 7.6. Neka su f : D — K i g: K — L bijekcije. Tada vrijede sljedece
tordnje:

(i) go f : D — L je bijekcija,
(i) (go f)t=f"tog™
s 1, f

Dokaz. (i) Stavimo h =go f: D — L.

Neka su z1,22 € D takvi da je h(z1) = h(zs). To znaci da je g(f(z1)) =
g(f(z2)). Kako je g injekcija, odatle slijedi f(z1) = f(z2), a kako je i f injekcija,
zakljucujemo x; = x5. Dakle, h je injekcija.

Neka je z € L zadan. Kako je g surjekcija, to postoji y € K takav da je
g(y) = z. No i f je surjekcija, pa za y € K postoji z € D takav da je f(z) = v.
Sada je g(f(z)) = g(y) = 2 tj. h(z) = z. Dakle, h je surjekcija.

(ii) Stavimo h =go f: D — L.
Neka je z € Ltenekajey =g '(z) € Kix = f~!(y) € D. Imamo:
(flog ) =119 '() =" =1

Medutim,
y=g9'z) =gy =2 1 a=[f"y <= flr)=y
Odatle je
h(z) = (go f)(x) = g(f(z)) = g(y) = =,
pa je

r=h"(2).
Slijedi (f~'og™1)(2) = h™!(z) za svaki z € L. Dakle, f~1og™! = h~L
(iii) Neka je z € D te neka je y = f(z). Znaci da je x = f~!(y). Sada imamo
(ftof)@) = (f(x) = fH(y) == = 1p(x),
Kako ova jednakost vrijedi za svaki € D, to je f~to f = 1p.
(iv) Neka je y € K te neka je x = f~(y). Znaci da je y = f(x), pa imamo
(fof D) =F(f" )= fle) =y =1k(y).

Obzirom da to vrijedi za svaki y € K, zakljucujemo fo f~1 = 1. O

Naglasimo daje f~lof: D — D,a fof~': K — K. Iako su oba preslikavanja
identitete, opéenito imaju razlicite domene / kodomene, pa se radi o razlic¢itim
preslikavanjima (osim, naravno, ako je D = K).



UVOD U MATEMATIKU 79

Definicija 7.7. Neka je S neprazan skup. Permutacija skupa S je svaka bi-
jekcija f S — S.

Iz propozicije 7.4, propozicije 7.5 i teorema 7.6 odmah slijedi:

Korolar 7.8. Neka je S neprazan skup. Tada vrijede sljedeée tvrdnje:
(i) ako je f permutacija skupa S, tada je i f~' permutacija skupa S,

(ii) 1g je permutacija skupa S,
(iii) ako su f i g permutacije skupa S, tada je i g o f permutacija skupa S.

Ponekad permutacije skupa oznacavamo i grékim slovima o, 7, 01, 09, ..., 71,
T2y oo

Definicija 7.9. Neka je n € N. Sa S,, oznacavamo skup svih permutacija skupa
{1,2,...,n}.

Drugim rije¢ima, S, je skup svih bijekcija sa skupa prvih n prirodnih brojeva
na njega samog.

Primjer 7.10. (a) Za n =1 promotrimo sve moguce permutacije skupa {1},
dakle sva moguca bijektivna preslikavanja o : {1} — {1}. Imamo samo
jednu mogucénost: o(1) =1, pa pisemo:

o (1),

Opcenito, u prvom retku popisujemo redom sve elemente skupa {1,2,... n},
a 1spod svakog od njih biljezimo pripadnu vrijednost koju mu pridruzuje bi-
jekcija o. Prema tome, gorngi zapis zapravo znaci o(1) = 1.
(b) U sluéajun = 2 promatramo sve permutacije skupa {1, 2}, tj. sva bijektivna
preslikavanga o : {1,2} — {1,2}. Ovdje imamo vise mogucénosti.
Prvi slucaj: (1) =1, 0(2) = 2. Tako dobivamo permutaciju

(12
= \1 2/

Drugi sluéaj: o(1) =2, 0(2) = 1. Imamo permutaciju:

(12
27 \2 1)

(¢) Za n =3 gledamo sve permutacije skupa {1,2,3} :

(123 (12 3 (123
T=\1 23) 27\ 31 2) BT\ \23 1)

Uocimo:
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1 2 3

02 009 = 9 3 1 03,
1 2 3

03003 = 3 1 9 = 09,
1 2 3

09 O 03 — 1 2 3 =01,
1 2 3

03 009 = 1 2 3 = 01.

1 — -1
, 09 = 03 .

Posebno, vrijedi: o3 = g9~
Dobivene rezultate mozZemo zapisati u sljedecu tablicu:

o0y 09 O3

01|01 02 O3
02| 02 03 01
03|03 01 02

Evo i preostalih permutacija:
(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
=13 2) 7 \213) OT\32 1)

Prema tome, skup svih permutacija skupa {1,2,3} je skup

83 - {017 02,03,04, 05, 06}'

Zadatak 7.11. Popunite tablicu do kraja:

0|01 09 03 04 05 O0Og
01101 O9 O3
02| 02 03 01
03|03 01 02
04
05
06

Primjer 7.12. Neka je o € S; zadana sa:

(1234567
754612 3)
Kako odrediti o' ? Prisjetimo se:
y=o(z) = 1=0""(y).
Dowvoljno je tablicu okrenuti naopako:
(1546123
~\1 234567
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(12 7
77 \5 6 1)

Zadatak 7.13.  (a) Ako jeo = < i) 4) , odredite 1.

1 sloZiti je redom:
4 5
3 2

=~ O

3
7

1

2
4 2 3

. 1 2 3 4
(b) Ako je T = (1 49 3
11 1 -1

(¢) Ako su o i T kao gore, odredite: coT, o7 ' o7tor™ o7t or ToO,

1o o, 1o 0_1, Too L.

> , odredite 771,

Teorem 7.14. Neka je n € N. Tada je broj elemenata skupa S,, u oznact #S,,
jednakn!=1-2-----(n—1)-n.

Dokaz. Trebamo popuniti donji redak:

Gt

Prvi element, a to je o(1), mozemo birati na n nacina medu elementima skupa
{1,2,...,n}, zatim 0(2) mozemo birati na n—1 nacin jer smo jedan element skupa
{1,2,...,n} veé uzeli, itd., na kraju o(n) mozemo izabrati samo na jedan nacin (to
je zadnji preostali element skupa {1,2,...,n}). Ukupno imamo 1-2-----(n—1)-n
moguénosti i to je broj svih moguéih permutacija skupa {1,2,...,n}. O

Tako smo u primjeru 7.10 za n = 1 dobili samo jednu premutaciju, za n = 2
smo dobili dvije, a za n = 3 Sest permutacija.

Primjer 7.15. Preslikavanje f : R — R zadano sa f(z) = 23 je bijekcija (permu-
tacija,).

Neka su x1,79 € R takvi da je f(x1) = f(xs). To znaci da je x1° = 393,
odnosno

1313 - $23 =0.
Rastavljanjem na faktore dobivamo
(fEl — .1'2)(1'12 + T1T2 + 1'22) = O

Pretpostavimo x1 # xo. Tada je

2 2
1"+ 1T + Zo =0

sto mozZemo napisati u obliku
1 \2 3
<ZL’1 + §ZE2> + 11’22 = 0.
Slijedsi

l'1+§l'2:l‘2:0,

odnosno x1 = w9 = 0, §to je u suprotnosti s pretpostavkom xy # xo. Zakljucujemo
da je x1 = x9. Dakle, f je injekcija, sto nije bilo tesko dokazati.
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Medutim, nije jednostavno dokazati ¢injenicu da je f surjekcija, tj. dokazati
(Vy € R)(3z € R)(z* = y).

Ova tvrdnja ce slijediti iz korolara 10.6.

Definicija 7.16. Za skupove S i T kaZemo da su ekvipotentni i pisemo S ~ T
ako postoji bigekcija f S — T.

Teorem 7.17. Neka su S, T, R neprazni skupovi. Tada vrijede sljedece tvrdnje:

(i) S~ S,
(i) S~T = T~ 85,
(iii) S~T &T~R = S~ R.
Dokaz. (i) Prema propoziciji 7.5, preslikavanje 1g : S — S je bijekcija.

(ii) Kako je S ~ T, to postoji bijekcija f : S — T. Propozicija 7.4 povlaci da
jetadai f~!: T — S bijekcija. Dakle, T ~ S.

(iii) Kako je S ~ T 1 T ~ R, to postoje bijekcije f : S - T ig:T — R.
Prema teoremu 7.6 je tadai go f : S — R bijekcija. Prema tome, S ~ R. O

Prema teoremu 7.17 je ~ relacija ekvivalencije na kolekeiji svih skupova (sje-
timo se iz 2. poglavlja: kolekcija svih skupova nije skup!).

Klasa ekvivalencije kojoj pripada skup S se naziva kardinalni broj skupa
S i oznacava sa | S| ili card S.

Kazemo da je skup S konacan ako postoji n € N takav da je S ~ {1,...,n}.

Kazemo da je skup S prebrojiv ako je S ~ N.
Primjer 7.18. DokaZimo da je N ~ Z. Sve prirodne brojeve trebamo bijektivno
preslikati na sve cijele brojeve. To cemo uciniti na sljedeci nacin:

1—=1 32 53 74,
tg. 2k — 1 — k za k € N, 1 dalje
2—0, 4— -1, 6— -2, 8 —3,

tj. 2k — 1 —k za k € N. Dakle, skup Z je prebrojiv.

Primjer 7.19. Dokazimo da je R ~ (—1,1).

Za svaki x € R stavimo

I —|z| < x < |z| slgedi =1 — |z| < z < 1+ |z|, pa je =1 < _1f|m| <1
tj. —1 < f(x) < 1. Dakle, f : R — (—1,1).

Preostaje dokazati da je f bijekcija.



UVOD U MATEMATIKU 83

Najprije dokazimo da je f injekcija. Neka su x1,z9 € R takvi da je f(x1) =
f(z2). Imamo sljedeéi niz ekvivalentnih jednakosti:

flx1) = f(z2),

T Ty
L+[n] — T+wf
(L4 |za|) = @21+ [21]),
T+ 11| = w9 4 Ta|2,

Ty — Ty = Xo|my| — x1|T1a].

Da bismo dokazali da je x1 = x5, dovoljno je dokazati da je xa|xi| — x1|z2| = 0.

Uocimo da iz
X X2

sligeds

T 1

To 1 + ‘%2’
pa je ili x1,x9 > 0 ili x1,29 < 0. U oba slu¢aja je xs|x1| — z1|x2| = 0. Dakle,
T, = X9, pa je [ je injekcija.

Sada dokazimo da je f surjekcija. Neka je —1 < y < 1 zadan. Pitamo se

postogi li © € R takav da je y = —*—. Uocimo da, ako takav x postoji, tada ima

1+|z|”
isti predznak kao iy (jer je nazivnik 1 + |x| uvijek pozitivan).
1—|ic|x|

svodi na y = i7; imamo
Y

y:_x S YT TY =TS r—TYy=Y<—Sr=_—.
1+ 1—y

xT

Ako je y > 0, tada se jednadzba y =

Ako je y < 0, tada se jednadzba y = %le svodi na y = 75=; 1mamo
Y= <:>y—a:y:x<:>x+:cy:y<:>xzi.
1—x 1+y

Naglasimo da je —1 < y < 1, pa posebno promatramo slucaj kada je —1 <y <
0 ¢ slucaj kada je 0 <y < 1.
Ako je —1 <y < 0, tada definiramo x = ﬁ < 0. Vrijeds

f) - L T3

€Tr) = = = = = .
Tl T-2o 1-& (ty -y "’
Ako je 0 <y < 1, definiramo x = ﬁ > 0. Vrijedi
x x = Y
1-y
xr) = = = = = .
/(@) Ttz 14z 1+75 (I-y)+y Y
Dakle, za svakiy € (—1,1) postoji x € R takav da je y = 1f\x|' Zakljucujemo

da je f @ surjekcija.

Spomenimo (bez dokaza) da skup R nije prebrojiv, tj. N = R.

Sada mozemo zakljuciti i da (—1, 1) nije prebrojiv skup. Naime, ako pretpos-
tavimo suprotno, tj. da je (—1, 1) prebrojiv, tada je (—1,1) ~ N. No, ~ je relacija
ekvivalencije, pa iz R ~ (—=1,1) i (—1,1) ~ N slijedi R ~ N, sto je kontradikcija.
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8. PRIRODNI I CIJELI BROJEVI

Od ranije znamo da, zbog svoje vaznosti u matematici, skup prirodnih i skup
cijelih brojeva imaju svoje posebne, stalne oznake.

Pisemo

N=1{1,23...}
za skup prirodnih brojeva i
Z ={0,4£1,£2,4+3,...}
za skup cijelih brojeva. Pisemo i
No=Nu{0} ={0,1,2,3,...}

za skup prirodnih brojeva zajedno s 0.

Na skupu prirodnih i cijelih brojeva imamo uobicajene operacije zbrajanja i
mnozenja ¢ija svojstva dobro znamo jos iz osnovne Skole. Strogu aksiomatsku
izgradnju ovih struktura moguce je napraviti na osnovi tzv. Peanovih aksioma
za skup prirodnih brojeva. Zainteresirani mogu citati o tome u prvom poglavlju
knjige S. Mardesi¢, Matematicka analiza u n—dimenzionalnom realnom prostoru.
Mi ovdje necemo izloziti tu teoriju ovdje. Za nas ¢e biti vazan samo aksiom
matematicke indukcije (koji je jedan od Peanovih aksioma).

Aksiom matematicke indukcije. Neka S C N ima sljedeca dva svojstva:

(a) 1 €S,
(b) (VneN)(neS = n+1e€)).

Tada je
S=N

Aksiom matematicke indukcije je intuitivno prihvatljiv. Najprije, zbog (a)
imamo 1 € S. No, tada (2) povlaci najprije 2 € S, zatim 3 € S itd. Dobivamo
redom

1,2,3,...€ 8.
Dakle
NC&S.

Kako je jos i § C N, to zakljucujemo
S=N.

Ovo je samo intuitivno obrazlozenje aksioma matematicke indukcije i nije do-
kaz. Prisjetimo se, aksiomi se ne dokazuju, ve¢ ih smatramo istinitim tvrdnjama
koje su nam manje-vise intuitivno prihvatljive, pa je gornje obrazlozenje i izlozeno
s namjerom lakseg intuitivnog prihvac¢anja istinitosti aksioma matematicke induk-
cije.

Obicno se govori da je (a) baza indukcije, a (b) korak indukcije. Za valja-
nu upotrebu aksioma indukcije i (a) i (b) moraju vrijediti. Aksiom matematicke
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indukcije koristi se za dokazivanje brojnih tvrdnji, a temelji se na sljede¢em prin-
cipu.

Teorem 8.1 (Princip matematicke indukcije). Neka je P(n) neka turdnja koja

ovisi o prirodnom broju n. Prepostavimo da je

(baza ind.) P(1) istina, te
(korak ind.) iz pretpostavke da je P(n) istina za neki n slijedi da je i P(n + 1) istina.

Tada je

P(n) istina za svaki prirodan broj n.

Dokaz. Definirajmo skup
S ={n €N | P(n) je istina}.
Tada imamo S C N. Nadalje, S zadovoljava sljedeca dva svojstva:

(a) 1 € S zbog (baza ind.),
(b) (VneN)(ne S = n+1¢€S)zbog (korak ind.).

Dakle, prema aksiomu matematicke indukcije vrijedi
S=N

To znaci da je P(n) istina za svaki prirodan broj n. O

Primjer 8.2. Dokazimo da za svaki prirodan broj n vrijeds

1
Oznacimo ovu jednakost sa P(n). Zan =1, P(1) glasi
RES)
2

te je zato P(1) istina. Ovim smo provjerili bazu indukcije. Pretpostavimo da je
sada P(n) istina za neki n tj. pretpostavimo da vrijedi

n(n—i—l).

(8.3) 14+2+--+n= 5

Treba dokazati da je P(n + 1) istina tj. da je
(n+1)((n+1)+1)

(8.4) 1424+ ---+n+(n+1)= 5
Zaista, iz (8.3) slijedi
1+2+---+n+(n+1):w+(n+l)
:n(n—|—1)+2(n—l—1) _ (n+2)(n+1) _ (n+1)((n+1)+1)
2 2 2 ’

§to dokazuje (8.4) tj. istinitost jednakosti P(n 4+ 1). Owvim smo provjerili i ko-
rak indukcije. Dakle, prema principu matematicke indukcije dane u teoremu 8.1,
zakljucujemo da je P(n) istina za svaki prirodan broj n.
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Naglasimo da je prilikom koristenja principa matematicke indukcije potrebno
provjeriti i bazu i korak indukcije. Iako je bazu indukcije najcesée vrlo jednostavno
provjeriti, taj dio se ne smije izostaviti, kao Sto pokazuje sljedec¢i primjer:

Primjer 8.5. Svakom je jasno da je 2 + 2% + --- 4+ 2" # 2" — 1 jer je s lijeve
strane paran broj dok je s desne strane neparan broj. Dakle, tvrdnja P(n) dana sa
2422 4. 42" =27t 1 ngje istinita niti za jedan prirodan broj n!

Medutim, korak indukcije formalno vrijedi jer iz pretpostavke da je P(n)
istina za nekin, tj. 1z
2+22++2n:2n+1_1
sligeds
2424 420420 = (20— 1) 2t = (27 2 -
—9. 2n+1 - 1= 2(n+1)+1 —1.
Dakle, iz istinitosti jednakosti P(n) dobili smo istinost jednakosti P(n + 1).

Baza indukcije ne vrijedi jer je 2 # 2171 —1 = 3.

Zadatak 8.6. Matematickom indukcijom dokaZite
1424224 42m=2"" _1

za svaki prirodan broj n. Nadalje, dokazite da za dani x # 1 vrijedi

an+1 -1

l+z+22 4+ +a" =
rz—1

za svaki prirodan brojn. Uocite da za x = 2 dobivamo prvu tvrdnju.

Ako jednakost iz zadatka 8.6 napisemo u obliku
" 1= (-1 "+ 1),

onda ona vrijedi i za z = 1. Stavljaju¢i x = §, gdje je b # 0, dobivamo

a\"tl a a\”" a\n—1 a
) =G0 (G G ()
(3) b ( 5) b )"
MnozZeéi lijevu i desnu stranu sa 0" ! = b - b", dobivamo
(8.7) a" =" = (a—b)(a" +a" b+ ab" T+ b).

Naglasimo da je (8.7) dobiveno pod pretpostavkom b # 0. Medutim, za b = 0 se
(8.7) svodi na a"™ = a - a" §to je istina. Dakle, (8.7) vrijedi za sve a, b i n.

Istaknimo
n=1 = a®*—b*=(a—b)(a+b) (razlika kvadrata)
n=2 = a®— b= (a—b)(a®+ ab+b?) (razlika kubova).

Zadatak 8.8. Matematickom indukcijom dokaZite (8.7).

U praksi je nekada potrebno primijeniti princip poopcéene indukcije koji se
temelji na sljedecoj propoziciji:
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Propozicija 8.9. Neka je dan prirodan broj ng. Pretpostavimo da skup T C N
zadovoljava sljedeca dva svojstva:

(a) ng €T,
(b) (VneN)(neT = n+1eT).

Tada je
{no,n0+1,n0—|—2,...}gT

tg. T sadrzi sve prirodne broje n vece ili jednake ng.

Dokaz. Zadajmo skup S sa
S = {1,2,...7710}UT.
Tada je S C N. Nadalje, S zadovoljava sljedec¢a dva svojstva:

i) 1€,
(ii) (VneN)(neS = n+1ec)).

Odmah vidimo da (i) vrijedi iz same konstrukcije skupa S. Provjerimo (ii).
Nekajen € S. Tadajen € {1,2,...,n0} ilin € T jer je S unija ova dva istaknuta
skupa. Akojen € {1,2,...,np}, tadajeilin < mng—1ilin = ng. Akojen < ng—1,
ondajen+1<mngtj. n+1€{1,2,...,n0} tj. n+1€S. Ako je n = ng, onda je
takoder ng € T jer vrijedi pretpostavka (a) nase propozicije. Sada iz pretpostavke
(b) nase propozicije zakljuéujemo ng + 1 € T te je zato i ng + 1 € S. Znadi da i
u sluéaju n = ng imamo n + 1 € S. Na kraju, ako je n € S i ako je n > ng onda
jen € T. Sada (b) povlacin+1 € T. Stogajein+ 1€ S. Ovim je (ii) potpuno
provjereno.

Dakle, prema aksiomu matematicke indukcije vrijedi
S=N.
Drugim rijec¢ima,
{1,2,...,n0}UT:N.

Posebno, svaki prirodan broj n je sadrzan u jednom od skupova {1,2,...,n0} i T
(jer je N unija ova dva skupa). Ako je n prirodan broj sa svojstvom n > ng, on
nije element skupa {1,2,...,n0}, pa mora biti element skupa 7T". Dakle,

{no+1,ng+2,...} CT.
Kako je ng € T zbog pretpostavke (a) nase propozicije, to kona¢no zaklju¢ujemo
{no,no+1,no+2,...} CT.
O

Zadatak 8.10. Koristeéi propoziciju 8.9, formulirajte i dokaZite odgovarajuci
princip matematicke indukcije po uzoru na onaj dan teoremom 8.1. Koristeci
taj princip dokazite da za svaki prirodan broj n > 3 vrijedi nejednakost

ol > 4 1.



88 DIJANA ILISEVIC T GORAN MUIC
Uputa. Najprije formulirajmo princip.

Neka je dan prirodan broj ng i neka je P(n) neka tvrdnja koja ovisi o prirodnom
broju n > ng. Prepostavimo da je

(baza ind.) P(ny) istina, te
(korak ind.) iz pretpostavke da je P(n) istina za neki n slijedi da je i P(n + 1) istina.
Tada je
P(n) istina za svaki prirodan broj n > ny.
Sada dokazite istinitost tvrdnje
Pn)... 2" '>n+1

za svaki n > 3. Baza indukcije se sastoji u provjeri istinitosti tvrdnje P(3). O

Postoje brojne druge varijacije principa matematicke indukcije. One su sadrzaj
sljede¢ih zadataka.

Zadatak 8.11. Pretpostavimo da skup T C Ny zadovoljava sljedeca dva svojstva:
(a) 0€T,
(b) (VneNy)(neT = n+1eT).
Tada je
T = Np.

Formulirajte i dokaZite odgovarajuci princip matematicke indukcije.

Uputa. Zbog (a) imamo 0 € T'. Dakle, pretpostavka (b) povlacidajel = 0+1 € T.
Definirajmo skup S sa

S={neT | neN}

Koriste¢i aksiom matematicke indukcije dokazite da je S = N. Odatle i iz (a)
odmabh slijedi da je T' = Nj. U

Zadatak 8.12. Pretpostavimo da je P(n) neka tvrdnja koja ovisi o prirodnom
broju n. Prepostavimo:

(baza ind.) P(1), P(2) su istinite, te
(korak ind.) za n > 2, iz pretpostavke da su turdnje P(n — 1)i P(n) istinite za neki n
slijedi da je i P(n + 1) istina.

Tada je
P(n) istina za svaki prirodan broj n.
Uputa. Definirajmo skup
S ={n €N | tvrdnje P(1),..., P(n) su istinite}.
Tada imamo S C N. Nadalje, S zadovoljava sljedeca svojstva:

(i) 1€ 5,
(ii)) (VneN)(ne S = n+1€09).
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Zaista, (i) vrijedi zbog toga Sto baza indukcije ukljucuje pretpostavku da je
P(1) istina. Ostaje dokazati (ii). Neka je n € S. Treba dokazati da jen +1 € S.
Razlikujte dva slucaja: n =1in > 2. Akojen =1, onda jen+1 = 2, pa je
P(2) istina zbog toga $to baza indukcije ukljucuje pretpostavku da je P(2) istina.
Dakle, imamo da su P(1) i P(2) istinite §to znaci da je n +1 = 2 € S. Slucaj
n > 2 ostavljamo za vjezbu.

Sada (i) i (ii) prema aksiomu matematicke indukcije povlace S = N. Posebno,
imamo da je P(n) istina za svaki prirodan broj n. d

Promotrimo jedan primjer u kojem koristimo princip indukcije iz zadatka 8.12.

Primjer 8.13. Neka je S skup. Niz u skupu S je preslikavanje a : N — S.
Umgjesto a(n) pisemo a, za svaki n € N, a niz a oznacavamo sa (a,). Ako je
S =N, govorimo o nizu prirodnih brojeva.

Neka je (a,) niz prirodnih brojeva zadan sa a3 = 2, ay =6 @ apy1 = Ay + g
zan > 2. Dakle, svaki ¢lan niza osim prva dva je suma prethodna dva: 2, 6, 8,
14, 22 itd. Dokazimo da je a, paran za svaki n € N.

Zaista, oznacimo tu tuordnju sa P(n). Kako je ay = 2 i ay = 6, nalazimo da su
P(1) i P(2) istinite. Ovo je baza indukcije. Pretpostavimo sada da jen > 2 i da su
i P(n—1) i P(n) istinite tj. da su a,_1 i a, parni. Tada je i a,,1 = an+a,_1 paran
jer je suma dva parna broja. Dakle, P(n + 1) je istina. Ovo je korak indukcije.

Zavrsimo ovaj dio s jo§ jednim primjerom principa matematicke indukcije.

Zadatak 8.14. Pretpostavimo da neka je P(n) neka tvrdnja koja ovisi o prirodnom
broju n. Prepostavimo da je

(baza ind.) P(1) istina, te
(korak ind.) iz pretpostavke da su tvrdnje P(1), P(2),..., P(n) istinite za neki n slijedi
da je i P(n + 1) istina.

Tada je

P(n) istina za svaki prirodan broj n.

Uputa. Postupajte slicno kao u zadatku 8.12. U

Sada prelazimo na primjenu aksioma matematicke indukcije na dokazivanje
vaznih rezultata vezanih za skupove prirodnih i cijelih brojeva.

Prisjetimo se pojma minimuma iz definicije 3.13.

Ako je (A, <) parcijalno ureden skup, minimum (ili minimalni element) skupa
Aje a € A sa svojstvom a < b za svaki b € A. Ukoliko takav a postoji, on je
jedinstven (propozicija 3.14) i ozna¢avamo ga sa min A. Primjerice,

minN = 1.

Opcenito, egzistenciju takvog elementa dokazujemo u sljede¢em teoremu:
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Teorem 8.15. Svaki neprazan podskup A C N ima minimalni element.

Dokaz. Pretpostavimo da neprazan skup A C N nema minimalni element. Defini-
ramo skup S C N sa
S={neN|n<a,Vaec A}
Dokazat ¢emo da S zadovoljava sljedec¢a svojstva:
(i) 1 € S,
(ii) (VvneN)(neS = n+1e€0).

Zaista, 1 € S jer za svaki a € A (kao i za svaki prirodan broj) imamo a > 1.
Medutim, 1 € A jer smo pretpostavili da A nema minimum pa ne moze sadrzavati

1. Dakle, 1 € S, tj. vrijedi (i).
Pretpostavimo sada da je n € S tj. pretpostavimo da je
n<a, VYa€A.
Kako je n prirodan broj, odatle zakljuc¢ujemo
n+1<a, VacA.

Ako bi za neki a € A vrijedila jednakost, onda bi n+ 1 morao biti minimum skupa,
ali takav po nasoj pretpostavci ne postoji, pa imamo strogu nejednakost za svaki
a € A, tj.
n+1<a, VaéeA.

Ovo dokazuje da je n+1 € S. Dakle vrijedi (ii). Sada prema aksiomu matematicke
indukcije zakljuc¢ujemo

S =N,
ali takvo sto je nemoguce, jer bi onda bilo

ACS,

Sto nije jer se S sastoji od elemenata koji su strogo manji od svakog elementa iz
A. O

Sada ¢emo primijeniti teorem 8.15 na proucavanje aritmetike u skupu prirod-
nih i cijelih brojeva. O tvrdnji sljedeCeg teorema je veé bilo rijec¢i u primjeru
3.18.

Teorem 8.16 (o dijeljenju s ostatkom). Neka je m € Z in € N. Tada postoje
jedinstveni g € Z i r € {0,1,...,n — 1} takvi da vrijedi

m=n-q+r.

Iz primjera 3.18 se prisjetimo da se ¢ naziva kvocijent, a r ostatak pri di-
jeljenju cijelog broja m prirodnim brojem n. Ukoliko je r = 0 onda je m = n - g;
kazemo da je m djeljiv sa n i pisemo n | m. U primjeru 3.18 smo vidjeli da za
m = 38 i n =5 imamo

38=5-T+3,tj. q=Tir =23,

azam=—381n =25 1imamo

—38=5-(—8)+2, tj. g=—8ir=2.
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Kako smo dosli do ovih prikaza?
5. 7<38<5-8dajeq=7,ar=m—-n-q=38—-5-7=23,
odnosno

5-(—8) < —-38<5-(—7)dajeq=—-8, ar=m—-—n-q=—-38—=5-(—8) =2.

Dokaz teorema 8.16. Egzistenciju brojeva ¢ € Z i r € {0,1,...,n — 1} takvih da
vrijedi
m=n-q-+r

dokazujemo kao $to smo objasnili u gornjem prikazu. Najprije, ako je m = 0, onda
stavimo ¢ = 0 i r = 0 jer je tada

0=n-040.

Razmotrimo nadalje slucaj m > 0. Tada nademo ¢ takav da vrijedi
n-g<m<n-(q+1).

Kako dokazati egzistenciju g € Z s gornjim svojstvom? U primjeru 3.18 to nismo
dokazivali jer nam je nedostajalo znanje o tvrdnji teorema 8.15. Definiramo skup

A={seN|n-s>m}.

Skup A je neprazan jer je npr. m+ 1 € A. Zaista, m € Zim > 0 dajem € N

n-(m+1)>1-(m+1)=m+1>m.

Prema teoremu 8.15 neprazan skup A ima minimalan element, taj element
oznac¢imo sa p. Vrijedi

n-p>m>n-(p-—1).
Nejednakost n - p > m vrijedi jer je p € A. Dokazimo m > n - (p — 1). Ako je
p = 1, ova nejednakost vrijedi zbog m > 0. Ako je p > 1, ova nejednakost vrijedi
jer je p — 1 prirodan broj, ali nije u A (zbog p = min A). Stavimo ¢ = p—1 € Ny.

Dakle, za m > 0 postoji ¢ € Ny takav da je
n-g<m<n-(qg+1).
Odatle slijedi da za r =m —n - ¢ € Z vrijedi
0<r<n,

pajer € {0,1,...,n—1}. Prema tome, dokazali smo da za m > 0 postoje g € Ny
ire{0,1,...,n— 1} takvi da je

m=mn-q+r.
Preostaje razmotriti slucaj m < 0. Tada je —m € N, pa prema dokazanom
postoje ¢1 € Noir € {0,1,...,n — 1} takvi da vrijedi
—m=n-q +r.

Odatle slijedi

m=-—n-q—ri=n-(—q)+(=r).
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Kako je r; € {0,1,...,n — 1}, to je —r; € {0,—1,...,—(n — 1)}. Takav r; nije
ostatak, osim ako je r; = 0. Dakle, ako je —r; € {—1,...,—(n — 1)}, onda je
n—rie{n—1,....n—(n—-1)=1} Cc{0,1,...,n—1}.
Konacno,
m=n-(—q)+(=r)=n-(-@)+m-—r)—n=n-(—q—1)+@n-r).
Dovoljno je stavitig=—q¢ —1€Zir=n—mr €{0,1,...,n—1}. Tada je
m=n-q+r
trazeni prikaz. Ovim se zavrSava dokaz egzistencije.

Dokaz jedinstvenosti pogledajte u primjeru 3.18. U

Kao sto smo ve¢ rekli, ako su m € Z i n € N takvi da je m = n - ¢ za neki
q € Z, kazemo da je m djeljiv sa n i piSemo n | m. Ova definicija ima smisla i
ako su m,n € Z. Nadalje, ako su m,n € N takvi da n | m, kaze se jos i da je m
visekratnik od n; tada jei g € N, pa je
me{l-n,2-n,3-n,...};

posebno je n < m.

Definicija 8.17. KaZemo da je prirodan broj p prost ili prim broj ako vrijedi:

(i) p>1,
(ii)) VneN)(n|p = n e {1,p}).

Prirodan broj koji nije prost, a strogo je vecéi od 1, naziva se sloZen.

Evo prvih nekoliko prostih brojeva:

p=235711,13,17,19,23, ...

Teorem 8.18. Svaki sloZen broj je produkt barem dva prosta broja. Posebno, svaki
prirodan broj n > 1 ima prostog djelitelja.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji slozen broj koji nije produkt barem dva prosta
broja. Onda je skup A definiran sa

A = {n | n nije produkt barem dva prosta broja}

neprazan. Prema teoremu 8.15, skup A ima minimum, oznacimo ga sa m. Kako
je m € A, to je m slozen broj. Znaci da postoji n € N\ {1,m} takav da n | m.
Slijedim =n-qgzanekiq € N,pajen <miqg<m.Tadan ¢ Aiq¢ A, sto znaci
da je n produkt barem dva prosta broja i g je produkt barem dva prosta broja.
No, tada je i m = n - ¢ produkt barem dva prosta broja, sto je u kontradikciji sa
m € A.

Ako je n prirodan broj veéi od 1, tada je ili prost ili slozen. Ako je prost,
tada ocigledno ima prostog djelitelja (sebe samog). Ako je slozen, tada je produkt
barem dva prosta broja, pa ima prostog djelitelja. O
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Konstrukcija niza prostih brojeva temelji se na principu da prost broj p nije
visekratnik niti jednog prirodnog broja veéeg od 1 (osim u trivijalnom sluc¢aju 1-p)
te na c¢injenici da svaki prirodan broj n > 1 ima djelitelja koji je prost broj:

je prost, ali 2-p, 3-p,... nisu prosti.

Prvi po redu prost broj je p; = 2. Dakle, niti jedan od brojeva
2:2=4,2-3=6, 2-4=28, ... nije prost.

Prekrizimo te brojeve u skupu prirodnih brojeva:

[p1=2] 3, A 5, 6, 7,8, 9,40, 11, A2, 13, 14, 15,...

Najmanji preostali broj je po = 3 i mora biti prost. Sada prekrizimo visekratnike
od 3:

L A5, B, TR, P, A0, 11, A2, 13, 14, 5,...

’P1:2 p2 =3

Y

Najmanji preostali broj je ps = 5 i mora biti prost itd.

Ovaj algoritam trazenja prostih brojeva nazivamo Eratostenovo sito.

Zadatak 8.19. Koristeéi Eratostenovo sito nadite sve proste brojeve manje od 50
1 sve proste brojeve manje od 100.

Eratostenovo sito daje nam konstrukciju rastuéeg niza prostih brojeva:
P1=2<p=3<p3=0<py=7<....

Mozemo se zapitati je li taj niz konacan ili beskonacan? Odgovor daje poznati
Euklidov teorem.

Teorem 8.20. Postoji beskonacno prostih brojeva.

Dokaz. Zaista, ako to nije istina, prostih brojeva ima kona¢no mnogo, recimo
P1, D2, -+ - Pp- Stavimo

Kako je n > 1, to prema teoremu 8.18 broj n ima prostog djelitelja, dakle djelitelja

medu elementima skupa {p1,ps,...,p,}; neka je to p;. Tada je n = p; - ¢ za neki
q € 7Z, paje

L=n—pip2--pr=pi(q—p1- PiciDis1" " Py)
odakle slijedi p; = 1, pa p; nije prost; kontradikcija. O
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Prosti brojevi su vrlo rijetki u skupu prirodnih brojeva. Moze se pokazati da
ako pisemo m(n) za broj prostih brojeva < n da je onda 7(n) priblizno n/In(n)
Sto je znatno manje od n kada n raste preko svih granica. Ovo je vrlo slozen
teorem za dokazati. Ipak, zamislimo da smo uzeli bilo koji prirodan broj n > 1.
Podsjetimo da je n! = 1-2---n. O¢cito vrijedi da 2 < n! + 2 i 2 dijeli n! 4 2 jer
dijeli n!, 3 <n!'+ 31 3 dijeli n! + 3 jer dijeli n! itd. Dakle, svi uzastopni brojevi

n'+2n!'4+3,...,nl+n

su slozeni brojevi. Ovo pokazuje da postoje po volji dugacki nizovi uzastopnih
prirodnih brojeva od kojih nije niti jedan prost!

Bez dokaza navodimo profinjenje teorema 8.18.

Teorem 8.21 (Osnovni teorem aritmetike). Za svaki prirodan broj n > 1 postoje
jedinstvent prosti brojevi qu < --- < q @ prirodni brojevi ay, . .., qq takvi da

al oo

n=q"q’ g

Definicija 8.22. Najveéa zajednicka mjera cijelih brojeva m,n € Z \ {0} je
prirodan broj k, u oznaci k = M (m,n), koji ima sljedeéa svojstva:

(i) k|m ik |n,

(ii) ako l € Z zadovoljava l | m il | n, ondal | k.

Najveéa zajednicka mjera cijelih brojeva m,n € Z\ {0} je jedinstvena. Zaista,
ako su ky 1 ko dvije takve onda zbog (ii) mora biti ky | ko 1 ko | k1. Dakle, za neke
prirodne brojeve a i b imamo ky = a-ky i ke = b- ky. Zato je

k:1:a~k2:a~(b-k1):(a~b)-k1 = a-b=1 = a=b=1 = k| = ks.

Definicija 8.22 pokazuje da je
M(—=m,—n) = M(—m,n) = M(m,—n) = M(m,n),
Sto pokazuje da se prilikom odredivanja najvece zajednicke mjere mozemo ogra-

niciti na prirodne brojeve. Najveca zajednicka mjera se u tom slucaju odreduje
Euklidovim algoritmom (koji pokazuje da mjera postoji).

Euklidov algoritam. Neka su m,n € N. Uzastopno primjenjujemo teorem 8.16
o dijeljenju s ostatkom dok ne dostignemo nulu; zadnji nenul ostatak je najveca
zajednicka mjera M (m,n):

m = n-q+r, 0<r <n,
n o= ri-q+ry, 0<ry<rg,
re = To-qz+trs, 0<r3 <y,

Tic1 = TiQiy1 + Tit1, 0< Tig1 < T5.
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Kako je gornji niz ostataka strogo padajuc¢i, mora postojati indeks ¢ takav da
je r; > 0, ali Tit1 = 0:
TL>T1>T2>"'>T¢>T‘Z‘+1:0.

Tada je
M(m,n) =r;.

Valjanost Euklidovog algoritma je jednostavno dokazati. Naime, iz definicije
najvece zajednicke mjere odmah slijedi da je

M(m,n) = M(n,r;) ako jer; #0,
odnosno
M(m,n) =n ako jer; =0.
Sada ponavljamo ovu proceduru s ostalim ostacima:

M(m,n) = M('n’?”l) = M(T’l,rz) == M(ri,hri) =7;.

Primjer 8.23. Odredite M (12345,993). Imamo redom

12345 = 993 - 12 + 429, 7, = 429,
993 = 429 - 2 4 135, ry = 135,
429 =135 -3+ 24, 1y = 24,

135 =24-5+ 15, ry =15,
24=15-1+9, r5=0,
15=9-1+6, rg=6,
9=6-1+3, r,=3,

6=3-240, [rs=0]

Dakle, M(12345,993) = 3.

Zadatak 8.24. Odredite M (12345,450) ¢ M (11111111, 456).

Kazemo da su m,n € Z relativno prosti ako im je najveca zajednicka mjera
jednaka jedan. Primjerice, lako provjerimo da je M(26,15) = 1, pa su 26 i 15
relativno prosti brojevi.

Zadatak 8.25. Neka su dani prirodni brojevi m i n.

(a) Dokazite da je M(m,n) =1 ako jem =1 ilin=1.

(b) Neka je m,n > 1. Tada m i n moZemo rastaviti na proste faktore kao u
osnovnom teoremu aritmetike. Dokazite da su m i n relativno prosti ako i
samo ako nemaju niti jedan prosti faktor koji se pojavljuje u oba rastava.
Nadalje, dokaZite da je najveca zajednicka mjera M(m,n) jednaka produktu
brojeva p*, gdje p prolazi po svim prostim brojevima p koji se pojavijuju u
rastavu 1 od m 1 od n, dok je a odreden kao manji od eksponenata od p
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koji se pojavljuju u rastavima od m i n. Primjerice, ako sum = 23 -5%.7
in=>5"-T% onda su moguéi parovi (p,a) = (5,2),(7,1). Dakle
M(m,n) =5%-7.

Napomenimo da naé¢in odredivanja najvece zajednicke mjere opisan u (b) nije
jako efikasan jer njemu prethodni slozeniji problem faktorizacije prirodnog broja
u proste faktore. Euklidov algoritam ne zahtjeva faktorizaciju.
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9. RACIONALNI BROJEVI

U 8. poglavlju smo proucavali skupove brojeva N i Z. U ovom predavanju
proucavat ¢emo svojstva skupa racionalnih brojeva:

Q:{% \ m,nEZ,n#O},

koje znamo jos iz osnovne Skole. Zbrajanje, mnozenje i uredaj na skupu Q defini-
rani su na sljedeéi nacin:

m' mn +m'n

m
n n’ nn'
/ /
m m mm
(90 =0T
n n nn'
! ! ! !
m _m m m  m'n—mn
—<— = ———=——2>0 < (mn—mn)(nn') > 0.
n n' n' n nn'
Vrijedi
ZCQ
uz identifikaciju
T
T = —.
1

Poznata svojstva zbrajanja, mnozenja i uredaja na QQ sada ne¢emo ponavljati.
Umjesto toga pokazat ¢emo konstrukciju skupa racionalnih brojeva iz skupa ci-
jelih brojeva te kako se zapravo strogo definiraju operacije dane sa (9.1). Na
kraju predavanja iskazat ¢emo teorem u kojem se dokazuju ve¢ poznata svojstva
zbrajanja, mnozenja i uredaja na Q.

Konstrukcija skupa Q. Intuitivno, racionalni brojevi su kvocijenti
r:%, m,n € Z,n # 0
te bi svakom racionalnom broju r trebao odgovarati ureden par cijelih brojeva
(m,n), n#0 tj. (m,n)€Z x (Z\{0}).

Taj par nije jedinstven; ako je takoder

m/
r=—, m',n €Zn #0,

Y
n/

tada je

Ova intuitivna razmatranja nam pokazuju kako strogo zasnovati racionalne
brojeve. Najprije, na skupu danom Kartezijevim produktom

Z x (2\{0})
definiramo relaciju

(m,n) ~ (m',n') <= mn' =m'n.

Lema 9.2. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu Z x (Z \ {0}).
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Dokaz. Za definiciju relacije ekvivalencije vidite definiciju 3.16. Provjerimo redom
svojstva koja se zahtijevaju:
Refleksivnost: (m,n) ~ (m,n), V(m,n) € Z x (Z\ {0}). Ovo je jasno, jer po
definiciji vrijedi
(m,n) ~ (m,n) <= mn=mn.

Simetri¢nost: (m,n) ~ (m',n') = (m/,n’) ~ (m,n), Y(m,n),(m',n') € Z x
(Z\ {0}). Imamo:

(m,n) ~ (m',n') = mn'=m'n = m'n=mn’ = (m',n’) ~ (m,n).

Tranzitivnost: (m,n) ~ (m/,n’) i (m',n’) ~ (Mm",n") = (m,n) ~ (M",n"),
V(m,n), (m',n'),(m",n") € Z x (Z\ {0}). Imamo:

(m,n) ~ (m',n') = mn' =m'n,
(m/7n/) ~ (m//,n//) _ m/n// — m//n/‘
Ako je m’ = 0, onda je iz prve jednakosti mn’ = 0, a to povlaci m = 0 jer je

n' # 0, dok iz druge jednakosti sli¢no zaklju¢ujemo m” = 0. Dakle, ako je m' = 0,
onda vrijedi m = m” = 0. Zato imamo

mn”" =0=m"n = (m,n) ~ (m",n").
Ako je m’' # 0, onda mnozenjem gornjih jednakosti dobivamo
(mn")(m'n") = (m'n)(m"n’) = (m'n")(mn" —m'"n) =0
= mn" —m"'n=0 = mn" =m"'n = (m,n) ~(m",n").
Ovim je tranzitivnost provjerena.

Dakle, relacija ~ je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna te je stoga relacija
ekvivalencije na skupu Z x (Z \ {0}). O

Sada definiramo racionalne brojeve kao klasu ekvivalencije za relaciju ~ (vidite
definiciju 3.20):

Definicija 9.3. Neka je (m,n) € Z x (Z\ {0}). Racionalan broj ™ je klasa
ekvivalencije odredena sa (m,n), tj.

% = [(m,n)] ={(m’,n') € Zx(Z\{0}) | (m,n) ~ (m',n) tj. mn’=m'n}.

Skup racionalnih brojeva Q je skup svih takvih klasa ekvivalencije.

Primjer 9.4. 3 = {(m/,n') € Z x (Z\ {0}) | (3,1) ~ (m/,n') tj. 3n' =m'} =
{Bn/;n') | n' € Z\ {0}}.

Primjer 9.5. 2 = {(m/,n') € Z x (Z\{0}) | (0,5) ~ (m/,n') tj. 0=5m'} =
{(0,n") | n" € Z\{0}}.

Primjer 9.6. 2 nije definirano jer (5,0) & Z x (Z\ {0}).
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Primjer 9.7. = {(m/,n') € Z x (Z\{0}) | (1,2) ~ (m/,n’) tj. n' =2m'} =
{(m/,2m") | m" € Z\ {0}}.

Primjer 9.8. =2 = {(m/,n) € Z x (Z\ {0}) | (=3,—4) ~ (m',n’) tj. (=3)n' =
(—4)m'} = {(m/,n') € Z x (Z\{0}) | 3n' =4m/} = 3.

Sljedeca lema dokazuje da je kra¢enje koje smo naucili u osnovnoj skoli korek-
tno definirano:

6 2-3 3
A" 2.2 2
Lema 9.9. Neka je k € Z\ {0}. Tada je

k-m_m
k-n

T n
za svaki € Q.
Dokaz. Imamo redom

k-m

= W) € Zx (ZN{O}) | (k-m.k-n) ~ (m',n')}
= {(m/,n") e Zx (Z\ {0 kmn' = km/n
{(m,
= {(m',n")eZ x(Z\ {0 mn' =m'n} = 2.
( i
Naglasimo da zbog k£ # 0 imamo
kmn' = km'n <= k(mn’—m'n) =0 <= mn' —m/n=0 < mn' =m'n.

U

Iz leme 9.9 posebno slijedi

-m _ (=1)-m m

- (=)-n n’
Zato uvijek mozemo zapisati racionalan broj u obliku
m

Y

n
gdje je brojnik m € Z, a nazivnik n € N. Dakle,

Qz{% | meZ,neN}.

U sljede¢em teoremu ¢emo dokazati da svaki racionalan broj mozemo zapisati
u obliku ™, gdje sum € Z i n € N relativno prosti brojevi (vidite definiciju ispred
zadatka 8.25).

Teorem 9.10. Za svaki racionalan brojr € Q, r # [1)7 postoji jedinstveni cijelt
broj m 1 jedinstveni prirodan broj n koji su relativno prosti takvi da je

r=—.
n
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Dokaz. Napisimo
m
r=—,
n/
gdjesum’ € Zin' € N. Kako je r # %, to je m’ # 0. Stoga je najveca zajednicka
mjera M(m/,n') € N brojeva m’ i n’ definirana (vidite definiciju 8.22). Tada
M(m/,n’) dijeli i m' i n’, pa moZemo pisati

m' = M(m',n')-m, meZ; n'=M(m',n')-n, neN.

Ove jednakosti pokazuju da je najveca zajednicka mjera brojeva m i n jednaka 1
(tj. oni su relativno prosti) jer je M(m’,n’) najveca zajednicka mjera brojeva m’
in'. Sada je, prema lemi 9.9,

m'  M(m',n')-m m
n

w o M n)-n

Ovim je egzistencija barem jednog prikaza dokazana.

Ostaje dokazati jedinstvenost. Neka je

m mq
— = — < mn; = mn,
n ny

gdje su m, my cijeli brojevi razliciti od nule (jer je r # 2), n,n; € N, takvi da je
M(m,n) = M(mqy,n;) = 1.
Moramo dokazati da vrijedi

m=mq 1 n=nj.

Kako je
mn; = mn,

to sum im; istog predznaka (sjetimo se da su razli¢iti od nule te da sun,ny > 0 jer
su to prirodni brojevi. Dakle, eventualnim mnozenjem te jednakosti s —1, mozemo
pretpostaviti da su m i m; prirodni brojevi. Brojeve m,n,my,n; rastavimo na
proste faktore kao u osnovnom teoremu aritmetike (teorem 8.21). Kako je mn; =
min, to je

(rastav na proste faktore od m) - (rastav na proste faktore od n;) =
= (rastav na proste faktore od m,) - (rastav na proste faktore od n).
Kako je M (m,n) = 1, to prema zadatku 8.25 (b) brojevi m i n nemaju niti jedan

prosti faktor koji se pojavljuje i u rastavu od m i u rastavu od n; analogno za m,
iny. Znaci da je m = mq i m+ = ny. O

Sada prelazimo na definiciju zbrajanja, mnozenja i uredaja u Q. One su dane
sa (9.1). Jedino moramo provjeriti da tako definirane operacije ne ovise o izboru
predstavnika klase. Zapocinjemo sa zbrajanjem i mnozenjem:
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Lema 9.11. Neka su (m,n), (m/,n’), (my,ny1), (my,n}) € Z x (Z\ {0}).

(m7n) ~ (mhnl) i (m/7n/) ~ (m,hn/l); onda je
(mn’ 4+ m/n,nn’) ~ (myn}| +ming, nn’),

(mm/,nn’) ~ (mym7, nin}).

Prije samog dokaza leme 9.11, objasnimo njezino znacenje. Stavimo

m  my m my

Rezultat mora biti isti tj.

mn' +m'n myn) +min

nn/ ning
Gornja jednakost je ekvivalentna sa

(mn' +m'n,nn') ~ (min} +miny, niny).

Slicno vrijedi i za produkt r - ¢. Imamo dva prikaza:

m m mm
rq=-——= 7
n n nn

my omy mym)

ny  njy ning
koji moraju davati isti rezultat:

mm’  mym}

nn’ niny
Prethodna jednakost je ekvivalentna sa

(mm’,nn’) ~ (mymf, niny).

101

Ako je

Dokaz leme 9.11. Kako je (m,n) ~ (my,ny) i (m',n') ~ (m),n}), to imamo

mny = myn, m'n} =min’.

Najprije dokazimo
(mm/,nn') ~ (mymy, nin}),
Sto je ekvivalentno sa
(n1ny)(mm’) = (nn')(mim).
Ova jednakost slijedi mnozenjem jednakosti mn, = myn i m'n| = min”:

(mna)(m'ny) = (man)(min’) <= (mni)(mm’) = (nn)(mam}).
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Sada dokazimo
(mn' 4+ m/n,nn’) ~ (min] +ming, ninl).
To je ekvivalentno sa
(nanf)(mn’ +m'n) = (nn')(min] + min,),
pa racunamo
(niny)(mn' +m/n) — (nn')(min| + ming)
= mn'nin] + m'nnin} — myninn’ — minnn’
= (mn/nin] — maninn') + (m'nnin — mininn’)
= (n'n}) (mny — mqn) + (nng) (m'n} —min’)
= (n'n})-0+ (nny)-0=0.

Ovim je i (mn' +m/'n,nn’) ~ (myn} + miny, nin!) dokazano. d

Sada provjeravamo da uredaj definiran tre¢om relacijom u (9.1) ne ovisi o
izboru predstavnika. Kao i ranije, stavimo

m  my m' my
r=— = —7 q = —/ = —,
non n ny

Prema (9.1), uredaj moze biti definiran na dva nacina:
!/
m _m
r<q <= — < — <= (m'n—mn)(nn) >0
n - n
m /
r<q <= —< 1 (miny — myny)(niny) > 0.
Moramo dokazati da su ti nacini ekvivalentni. To je sadrzaj sljedec¢e leme.

Lema 9.12. Neka su (m,n), (m/,n’), (my,n1), (m},n}) € Z x (Z\ {0}). Ako je
(mvn) ~ (mhnl) i (mﬂn’) ~ (mllvn/1>7 onda je

(m'n —mn')(nn') > 0 < (miny —myny)(nin}) > 0.
Dokaz. Kako je (m,n) ~ (mq,nq) i (m/,n') ~ (mf,n}), to je
mny = min, m'n] =min’.
Sada imamo
m'n — mn')(nn')(nyn))?
nn'nyny)(m'nnin| — mn'nin)

(
(

= (nn'nan}) ((m'n}) (nng) = (mny)(n'n}))
(nn'nant) ((min')(nny) — (man)(n'n}))
(n

= (nn')*(nany)(ming — many).
Kako su n,n’,ny,n} # 0, odatle slijedi
(m'n —mn')(nn') >0 <= (m'n —mn')(nn')(nn))* >0
< (nn)*(mn))(mng —mun}) >0 <= (m\ny —mn})(nin}) > 0.

Ovim je lema dokazana. O
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Ostaje nam "smjestiti” Z u Q. Mi ¢emo identificirati skup Z s podskupom
skupa Q preko preslikavanja:

x
Sljedeca lema pokazuje da su svojstva zbrajanja, mnozenja i usporedivanja ocuvana.
Isto tako, mozemo identificirati x i f(x) = { jer je f injekcija pa razlicite elemente
skupa Z preslikava u razlicite elemente skupa Q.

Lema 9.13. Preslikavanje f : Z — Q definirano sa f(x) = T je injektivno te
zadovoljava

fla+y) = f@) +fw) 4 T =T+Y veyez,
fay)=f@)-f) 4. = =11 Veyel
r<y = f@) <) 4 7<T

Dokaz. Dokazujemo samo injektivnost dok se ostala svojstva jednostavno provjere
iz definicije zbrajanja, mnozenja i uredaja na Q.

Za dokaz injektivnosti treba provjeriti

(Vo,y € Z) (f(r) = f(y) = z=y).

U sljedeéem teoremu ¢emo popisati svojstva koja zadovoljava (Q,+, -, <).
Napomenimo da navedena svojstva definiraju matematicku strukturu koju na-
zivamo uredeno polje.

Teorem 9.14. Za (Q,+, -, <) vrijede sljedece turdnje:

(1) (asocijativnost zbrajanja) (v +y) +z=x+ (y+2), Vz,y,z¢€ Q;
(2) (postojanje neutralnog elementa za zbrajanje) v+ 0=0+z =2z, VreQ,
ef 0
gdje je 0 <
(3) (postojanje suprotnog elementa) x + (—z) = (—z)+x =0, Ve Q,
gdje je —xdéfﬂ akojex:@;
n n

(4) (komutativnost zbrajanja) +y =y +x, Vr,y € Q;
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(5) (asocijativnost mnozenja) (r-y)-z=x-(y-z2), Vr,y,z € Q;
(6) (postojanje jedinice za mnoZenje) z-1=1-z=x, VreQ,

ef 1
gdje je 1 = T

(7) (postojanje inverznog elementa) x-x ' =z '-x=1, Vo€ Q\ {0},

ef T . m
gdje je v W ko je xr = —;
m n

(8) (komutativnost mnozenja) x-y=vy-x, Vr,y € Q;

(9) (distributivnost mnoZenja prema zbrajanju) (xr+y)-z=x- 24y -z,
V,y,z € Q;

(10) (refleksivnost uredaja) x <z, V€ Q;

(11) (antisimetricnost uredaja) x <y iy<zx = xz=vy, Vr,y € Q;

(12) (tranzitivnost uredaja) * <y iy <z — y <z, Vr,y,z€ Q;

(13) (usporedljivost) = <y iliy <z, Vx,y e Q;

(14) (uskladenost uredaja i zbrajanja) v <y — x+z<y+z, Vr,y,z€ Q;

(15) (uskladenost uredaja i mnozenja) x <y = x-z<y-z,

Vr,y,2 € Q, z>0.

Uocimo da tvrdnje (10)-(13) pokazuju da je struktura (Q, <) totalno ureden
skup (vidite definiciju 3.10).

Teorem 9.15 (Gustoca skupa racionalnih brojeva). Za sve x,y € Q sa svojstvom
x <y postogi z € Q takav da je x < z < y.

Dokaz. Aritmeticka sredina z = % € Qi zadovoljava z < z < y. O

Razmjestaj racionalnih brojeva na brojevni pravac. Neka je 7w ravnina i
p C 7 bilo koji pravac. Izaberimo na pravcu p tocku O i neku drugu tocku E # O.

[zborom tocaka O i F konstruiramo razmjestaj racionalnih pravaca na brojevni
pravac. “Razmjestaj” je preslikavanje f : Z — p konstruirano na ovaj nacin:

Korak 1. Stavimo f(0) =01 f(1) = E.

Korak 2. Konstrukcija tocaka f (}1) kada n prolazi po prirodnim brojevima
n > 2.

Ovdje smo iskljucili n = 1 jer je taj slucaj razmatran u prethodnom koraku.

Neka je stoga n > 2 dan. Ovaj korak se zasniva na podjeli duzine OF na n jed-
nakih dijelova (detalji u kolegiju Elementarna geometrija). Akosu Ey, Es, ..., E, =
E tocke koje duzinu OF dijele na n jednakih dijelova, tada je f(1) = Ej.

Korak 3. Konstrukcija tocaka r = 7, gdje je m € Zin € N,

Pretpostavimo da je m # 0 tako da je r # 0. Uzmimo da su m i n relativno
prosti (te zato i jedinstveno odredeni prema teoremu 9.10). Neka je By = f(£).
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Ako napisemo

m 1
T:—:m-—’
n n

tada je tocka f(r) dobivena nanoSenjem duzine OFE;

e m puta od O u smjeru u kojem se nalazi E; ako je m > 0,
e (—m) puta od O u smjeru suprotnom od onog u kojem se nalazi E; ako je
m < 0.
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10. REALNI BROJEVI

Promotrimo kvadrat ¢ija stranica ima duljinu 1. Ako duljinu dijagonale tog
kvadrata ozna¢imo sa x, iz Pitagorinog teorema slijedi 22 = 12412 odnosno z? = 2.
Mozemo li ovu jednadzbu rijesiti u skupu racionalnih brojeva? Sljedeé¢i rezultat
daje negativan odgovor na ovo pitanje.

Propozicija 10.1. Jednadzba x? = 2 nema rjesenja u skupu Q.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji x € QQ takav da je
r? = 2. Ocigledno je x # 0 i (—x)? = 2® = 2, pa bez smanjenja opéenitosti
smijemo pretpostaviti x > 0.

Prema teoremu 7.10, za taj x postoje jedinstveni m,n € N takvi da je z =

iM(m,n)=1.
o .2 m\°>  m?
=X g —_— e —
n n?’

pa je m? = 2n2. Odavde najprije slijedi 2 | m?, a zatim 2 | m. Dakle, postoji k € N

Sada imamo:

takav da je m = 2k. Tada je
2n? = m?* = (2k)? = 4k°

odakle slijedi n? = 2k?. Odavde zakljutujemo 2 | n? i kona¢no 2 | n. Dakle, 2 | m
i2|n,paje M(m,n)# 1. Kontradikcija.

Prema tome, jednadzba 22 = 2 nema rjesenja u skupu racionalnih brojeva. [

popuniti brojevni pravac. Elementi skupa R se zovu realni brojevi.

Sada dokazimo sljedecu tvrdnju:
(10.2) (Vr € Q)(3n € N)(r < n).

Ako je r < 0, tvrdnja je trivijalna jer se bilo koji prirodni broj moze uzeti za
takav n. Zato pretpostavimo da je r > 0 i stavimo r = g, gdje su p,q € N.

Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom (teorem 6.16), postoje jedinstveni a € Z i
be{0,1,...,q— 1} takvi da je

p=qa-+b.
Slijedi
b
r:E:a+—<a+1.
q q

Bit ¢e dovoljno dokazati da je a + 1 € N jer tada mozemo uzeti n = a + 1. Ako
jea < —1, tada je ga < —q, pajeqa+b < —qg+ b < 0, odnosno p < 0; to je u
kontradikciji sa p € N. Kako je a € Z, zakljucujemo da je tada a € NU{0} i stoga
a+1 € N, sto je i trebalo dokazati.

Uocimo da smo zapravo dokazali da za svaki p € Z i svaki ¢ € N postojin € N
takav da je n - ¢ > p. Naime, dokazali smo da za r = § € Q postoji n € N takav
dajen>r,pajen-q>r-q=np.
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Definirajmo sljedece skupove:
A={r €Qlr >0, %<2},
B={r,€Q|ry>0,r?>2}.
Neka su 7, € Airy € B izabrani po volji. Vrijedi 72 < 2 < r52. Slijedi
0 <7r® =12 = (rg —r1)(r1 +72).

Kako su ry,7m9 > 0, to je r; +ro > 0, pa iz gornje nejednakosti slijedi ro —ry > 0
odnosno r; < ry. Drugim rijec¢ima, svaki element skupa A je manji od svakog
elementa skupa B.

Sada ¢emo dokazati da ne postoji r € Q takav da je r; < r < ry za svaki
e A i svaki To € B.

Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da takav r € Q postoji. Kako je
r. > 0 zasvaki r; € A, to jeir > 0. Pretpostavimo r € A. Znaéi da je r? < 2. Za
svaki n € N imamo

1\? 2 1 2% 1 2 + 1
(r—l——) :r2+—r+—2§r2+_r+_:r2+ r+
n n n n n n

Uoc¢imo da postoji ny € N takav da je desna strana gornje nejednakosti manja od

2. Naime, 7?2 + 22—? < 2 je ekvivalentno sa % < ng, a kako je r € Q, to je i

2
Zril € Q, pa (10.2) povladi egzistenciju takvog prirodnog broja. No, tada je i

2—r2

a obzirom da je r + % > 0, odatle slijedi r + nio € A. Medutim, r < r za svaki
r1 € A. Posebno, r + nio < r; kontradikcija. Prema tome, r ¢ A.

Sada pretpostavimo r € B. Slijedi r? > 2. Za svaki n € N imamo
1\° 2 1 2
(r——) T I

Uzmimo ny € N takav da je desna strana gornje nejednakosti veca od 2. Dovoljno
je uzeti ny € N takav da je 7,22—12 < ng, obzirom da je ova nejednakost ekvivalentna

sa r? — 2 > 2. Slijedi
1 2
(r — —) > 2.
No

Osim toga, iz 0 < T2212 < ng slijedi nio < ’”22:2, pa je
1 r?—2 r?242
r——>7r— = > 0.
no 2r 2r

Dakle, r—nio € B. No, r < ryzasvakiry € B; posebno je r < T—nLO; kontradikcija.
Prema tome, r ¢ B.

Dosli smo do zakljucka r ¢ AU B. Uoc¢imo:
rc AUB <= r*<2ilirt>2 <<= r?#£2

Prema tome,
r¢é¢ AUB <= r*=2.
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No, tada propozicija 8.1 povlaéi r ¢ Q, a to je u kontradikciji s pretpostavkom
r € Q. Dakle, ne postoji r € Q takav da je r; < r < ry za svaki r; € A i svaki
ry € B.

Upravo smo vidjeli ozbiljan nedostatak racionalnih brojeva. Realni brojevi
imaju sva svojstva koja imaju i racionalni brojevi, a koja su navedena u teoremu
9.14, no realni brojevi se razlikuju od racionalnih po tome Sto za njih vrijedi
sljede¢i aksiom:

Aksiom potpunosti. Neka su A i B neprazni podskupovi od R sa svojstvom
a < bzasvaki a € Aisvaki b € B. Tada postoji ¢ € R takav da je a < ¢ < b za
svaki a € Aisvaki b€ B.

Ponovo, neka je
A= {7"1 €Q|’I“1 > 0, ’f‘12 < 2},
B:{TQ €@|7’2 >O, 7’22 >2}

Dokazali smo da je r; < 79 za svaki ry € A i svaki ro € B i dokazali smo da ne
postoji 7€ Q takav da je r1 < r < 1y za svaki r; € A isvaki vy € B. Medutim,
prema aksiomu potpunosti, postoji takav re R.

Opcenito, ¢ € R iz aksioma potpunosti ne mora biti jedinstven (aksiom pot-
punosti daje samo njegovu egzistenciju, ali ne i jedinstvenost).

Evo prve posljedice aksioma potpunosti.

Teorem 10.3 (Arhimedov aksiom). Neka su z,y € R, x > 0. Tada postoji n € N
takav da jen -z > y.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo
(Vn e N)(n-z <y).
Definirajmo sljedece skupove:
A={n-z|n €N},

B={beR|(n -z <b)(VneN)}

Skup A je ocigledno neprazan, a zbog nase pretpostavke je y € B, pa je i skup B
neprazan.

Uocimo da je a < b za svaki a € A i svaki b € B. Prema aksiomu potpunosti,
postoji ¢ € R takav da je a < ¢ < b za svaki a € A isvaki b € B. Kako je x > 0,
to je c —x < ¢, pa ¢ — x nije element skupa B. Znaci da postoji n € N takav da je
n-x > c—x, §to je ekvivalentno sa ¢ < (n+1)-x. No, (n+1) - je element skupa
A, paje (n+1)-x < ¢. Tako smo dosli do kontradikcije. Prema tome, postoji
n € N takav da jen-x > y. O
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Primijetimo da smo u (10.2) direktno dokazali poseban slucaj Arhimedovog
aksioma kada jex e Niy € Z.

Sada promotrimo neke daljnje posljedice aksioma potpunosti.

Teorem 10.4. Neka jey € R, y > 0. Tada postoji jedinstven x € R, x > 0, takav
da je 2% = .

Dokaz. Egzistencija. Definirajmo skupove

A={a€R|a>0,ad <y}

B={beR|b>0,0b" >y}
Najprije dokazimo da su A i B neprazni skupovi. Ako je y < 1, tada je y* < y, pa
jey € A; takoder je (i)2 > 1>y, paje % € B. Ako je y > 1, tada je (i)2 <1<y,
pa je i € A, azbog y* > yjey € B. Ako je y = 1, tada je primjerice % € Ai
2eB.

Uocimo da je a®? <y < b? za svaki a € Aisvaki b€ B. Tada je 0 < b> — a? =
(b—a)(b+a),pajeb—a>0,tj.a<bzasvaki a € Aisvaki b € B. Aksiom
potpunosti povlaci egzistenciju realnog broja ¢ sa svojstvom a < ¢ < b za svaki
a € Aisvaki b€ B. Kako su svi elementi skupa A pozitivni, to je ¢ > 0.

Pretpostavimo ¢? < y. Tada za svaki n € N vrijedi
1 9  2c+1
n

1N, 2 1, 2
c+=) =+=+5<F+=+ :
n n n n

Prema Arhimedovom aksiomu postoji ng € N takav da je

2c+1
ng - 1 5
—c
Sto je ekvivalentno sa
5 2c+1
¢+ Y.
no

Slijedi (¢ + %)2 < y. Kako jec> 0, to jeic+ nlo > (. Dakle, c+ % € A. No, tada
mora biti ¢ + nlo < ¢; kontradikcija.

Pretpostavimo ¢? > y. Tada za svaki n € N imamo
1\? 2c 1 2c
(c——) =C-=4+=>"-=

Prema Arhimedovom aksiomu postoji ng € N takav da je

2c
ng > 3 .
=Yy
To je ekvivalentno sa
5 2c
A—=>uy.
o
Slijedi (¢ — nlo)2 > y. Uoc¢imo da iz ng > cffy > 0 slijedi % < 622;3’, pa je
2 2
c—ni >c—- St = € > 0. Dakle, c — - € B. No, tada je ¢ < ¢ — +;
0 c 2c no ng
kontradikcija.

Zaklju¢ujemo ¢? = y. Prema tome, dovoljno je staviti x = c.
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Jedinstvenost. Neka su 21,22 € R, 21,29 > 0, takvi da je 12 = y i 292 = v.
Slijedi 0 = 212 — 9% = (71 — 22) (71 + 22). Kako je w1, 5 > 0, to je 1 + 29 > 0 i
stoga mora biti z; — x9 = 0, tj. 1 = xs. O

Za dani pozitivni y € R, jedinstveni pozitivni x € R sa svojstvom 2% = y

naziva se drugi korijen iz y i oznacava sa /.

Analogno teoremu 10.4 bi se dokazao i sljede¢i teorem.

Teorem 10.5. Neka jen € N 1y € R, y > 0. Tada postoji jedinstven v € R,
x > 0, takav da je z" = y.

Neka je n € N. Za dani pozitivni y € R, jedinstveni pozitivni x € R sa
svojstvom z" = y naziva se n-ti korijen iz y i oznacava sa {/y.

Korolar 10.6. Neka je n € N neparan i y € R. Tada postoji jedinstven v € R
takav da je x™ = y.

Zadatak 10.7. Dokazati korolar 10.6 primjenom teorema 10.5.

Teorem 10.5 i korolar 10.6 kompletiraju dokaz Propozicija 5.18 i 5.19.

Primijetimo da smo korolarom 10.6 uspjeli zavrsiti primjer 7.15 (preciznije,
dokazati surjektivnost preslikavanja z + x?® sa R na R) jer iz ovog korolara posebno
slijedi (Vy € R)(Jz € R)(2® = y).

Rekli smo da realni brojevi zadovoljavaju sva svojstva navedena u teoremu 9.14
za racionalne brojeve. Posebno, relacija “<” na skupu R je relacija parcijalnog
uredaja. Ranije smo za parcijalno ureden skup definirali njegovu gornju i donju
medu, supremum i infimum, maksimum i minimum (vidite definiciju 3.13 i zadatak
3.15). Znaci da ovi pojmovi imaju smisla za sve neprazne podskupove skupa R.

Istaknimo jo$ jednom odgovarajuce definicije.

Definicija 10.8. Neka je S C R neprazan skup.

(a) Kazemo da je skup S odozgo omeden ako postoji M € R takav da je
s < M za svaki s € S. Takav M € R se naziva gornja meda skupa S.

(b) Kazemo da je skup S odozdo omeden ako postoji m € R takav da je
m < s za svaki s € S. Takav m € R se naziva donga meda skupa S.

(¢) Nagmanja gornja meda skupa S se naziva supremum skupa S i oznacava
sa sup S.

(d) Nagveéa donja meda skupa S se naziva infimum skupa S i oznacava sa
inf S.

(e) Nagveéi element skupa S je M € S sa svojstvom s < M za svaki s € S.
Takav M € S se naziva maksitmum skupa S i oznacava sa max.S.
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(f) Nagmanji element skupa S je m € S sa svojstvom m < s za svaki s € S.
Takav m € S se naziva minimum skupa S © oznacava sa min S.

Sljededi vazan rezultat je posljedica aksioma potpunosti (usporedite ga s pro-
pozicijom 3.14 i zadatkom 3.15). On opravdava oznake sup S, inf S, max .S i min S
za supremum, infimum, maksimum i minimum skupa S, redom.

Teorem 10.9. Neka je S C R neprazan skup. Tada vrijede sljedece turdnje:

(i) Ako je S odozgo omeden skup, tada postoji supremum skupa S i on je

jedinstven.

(ii) Ako je S odozdo omeden skup, tada postoji infimum skupa S i on je jedins-
tven.

(iii) Ako postoji maksimum skupa S, tada je on jedinstven i jednak supremumu
skupa S.

(iv) Ako postoji minimum skupa S, tada je on jedinstven i jednak infimumu
skupa S.

Dokaz. (i) Neka je
A=S, B={beR|bjegornja meda skupa S}.

Po pretpostavci su A i B neprazni skupovi. Ocigledno je a < b za svaki a € A i
svaki b € B. Prema aksiomu potpunosti postoji ¢ € R takav da je a < ¢ < b za
svaki a € Aisvaki b € B. Jasno, c¢ je gornja meda skupa A = S. Pretpostavimo da
¢ nije najmanja gornja meda, tj. pretpostavimo da postoji gornja meda M skupa
A takva da je M < c. Po definiciji skupa B vrijedi M € B. No, tada je ¢ < M;
kontradikcija. Dakle, ¢ je najmanja gornja meda skupa A = S tj. supremum skupa

S.

Ako su M; i M, supremumi skupa S, tada je M; < M, (jer je M; najmanja
gornja meda, a Ms je gornja meda) i My < M (jer je M, najmanja gornja meda,
a M, je gornja meda). Slijedi M; = M,. Prema tome, supremum skupa S je
jedinstven.

(ii) Analogno kao (i), pri ¢emu se definira:

A = {a € R|a je donja meda skupa S}, B=S5.

(iii) Neka je M = max S € S. Tada je s < M za svaki s € S. Ako postoji
M’ € S takav da je s < M’ za svaki s € S, posebno je M < M’ (jer je M element
skupa S, a M’ maksimum skupa S) i M’ < M (jer je M’ element skupa S, a M
maksimum skupa S). Dakle, M = M.

Jasno, M je gornja meda skupa S. Dokazimo da je najmanja. Ako nije, tada
postoji gornja meda L skupa S takva da je L < M. Sada imamo: s < L < M za
svaki s € S. Posebno je M < L < M; kontradikcija. Dakle, M = sup S.

(iv) Analogno kao (iii). O

Primjer 10.10. Neka su a,b € R, a <b.
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o Skup [a,b] = {z € R|a < x < b} ima minimum a i maksimum b.

o Skup (a,b] = {z € R|a < x < b} ima infimum a i maksimum b; nema

o Skup [a,b) = {z € R|a < x < b} ima minimum a i supremum b; nema
maksimum.

o Skup (a,b) = {x € R|a < x < b} ima infimum a i supremum b; nema ni
minumum ni makstmum.

o Skup (a,+o0) = {z € R|x > a} ima infimum a; nema supremum; nema
MANIMAUM.

o Skup (—o0,a) = {x € R|z < a} ima supremum a; nema infimum; nema
maksimum.

o Skup [a,4+00) = {x € R|x > a} ima minimum a; nema supremum.

o Skup (—oo,a] = {zr € R|z < a} ima maksimum a; nema infimum.

Skup [a,b] zovemo zatvoreni interval ili segment, skup (a,b) se naziva
otvoreni interval, a skupovi (a,b] i [a,b) poluotvoreni intervali.

Ako je S C R iodozdo i odozgo ogranicen, tada on ima i infimum i supremum
i vrijedi inf S < s < sup S za svaki s € S. Stoga je S C [inf S, sup S].

Teorem 10.11. Za svaki x € R postojy jedinstven k € Z takav da je
k<z<k+1.

Dokaz. Egzistencija. Neka je x > 0 te neka je S = {n € N|z < n}. Prema
Arhimedovom aksiomu postoji n € N takav da je n-1 > x, pa je skup S neprazan.
Kako je S neprazan podskup od N, to prema teoremu 6.15 ima minimalni element;
taj element oznacimo sa m. Kako je m € S, to je x+ < m. Pretpostavimo li
m—1¢€ S, tada je m < m — 1 jer je m = min S; kontradikcija. Dakle, m —1 ¢ S
i stoga vrijedi x > m — 1. Sada imamo: m — 1 < x < m. Prema tome, dovoljno je
uzetik=m—1¢€Z.

Neka je sada x < 0. Prema dokazanom, za —z > 0 postoji m € Z takav da je
m < —x <m+ 1. Slijedi —m >z > —m —1. Ako je —m >z > —m — 1, stavimo
k=-m—1€Ziimamo k <z < k+ 1. Ako je x = —m, stavimo k = —m € Z.

Jedinstvenost. Pretpostavimo da su k,[ € Z takvi da je

k<xz<k+1 1 [<z<l+1.

Akojek < [, tadaje k <l < x < k+1, pase cijeli broj [ nalazi izmedu dva susjedna
cijela broja k i k + 1, §to ne moze biti. Ako jel < k,tadajel <k <x <l+1,
pa se cijeli broj k£ nalazi izmedu dva susjedna cijela broja [ i [ + 1, $to takoder ne
moze biti. Zaklju¢ujemo k = [. U

Za x € R, takav k € Z iz teorema 10.11 nazivamo najveci cijeli broj manji
ili jednak x i oznac¢avamo sa |z] ili [z]. O njemu smo ve¢ ranije govorili (vidite
primjer 4.8), a teoremom 10.11 smo dokazali da je x — |z| dobro definirano

preslikavanje sa R na Z. Restrikcija ovog preslikavanja na skup Z je identiteta na
7.
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U sljede¢em teoremu promatramo niz segmenata (za definiciju niza vidite pri-
mjer 8.13).

Teorem 10.12 (Cantorov aksiom). Neka je (A,), gdje je A, = [an,b,] za svaki
n € N, niz segmenata sa svojstvom Ay D Ay D -+ . Tada je

mneNAn 7& @

Dokaz. Neka je

A={a,|neN}, B={b,|neN}
Neka su m,n € N. Ako je n < m, tada zbog A, D A,, imamo a, < b,,. Ako je
m < n, tada zbog A,, D A,, imamo a,, < b,,. Dakle, a,, <b,, za sve m,n € N.

Drugim rijecima, a < b za svaki a € A i svaki b € B. Prema aksiomu potpu-
nosti, postoji ¢ € R takav da je a < ¢ < b za svaki a € A i svaki b € B. Posebno,
a, < c<b,zasvakin € N, pa je c € A, za svaki n € N. Slijedi ¢ € Nyend,. O

Niz segmenata (A,) sa svojstvom A; O Ay D --- Cesto nazivamo silaznim
nizom segmenata. Prema Cantorovom aksiomu, svaki silazni niz segmenata ima
bar jednu zajednicku tocku.
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11. DECIMALNI ZAPIS REALNOG BROJA

Dekadski brojevni sustav je brojevni sustav s bazom 10, Sto znaci da ima
ukupno 10 znamenaka (to su: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9), pri cemu vrijedi:

1 = 0+1,
2 = 1+1,
3 = 241,
9 = 8+1.

U dekadskom brojevnom sustavu vrijednost znamenke ovisi o njenom polozaju u
zapisu broja. Sljedbenik broja 9 ima zapis 10, dakle

10=9+1.

Svaki prirodni broj ima jedinstven zapis u dekadskom brojevnom sustavu, sto
¢emo dokazati u sljedeé¢em teoremu.

Teorem 11.1. Neka jen € N. Tada postoje jedinstveni m € NU{0} i ag, ay, ..., an
€ {0,1,...,9}, a,, #0, takvi da je

n=10" a,+ 10" an_1+---+10- a1 + ao.

Dokaz. Ako je n € {0,1,...,9}, dovoljno je staviti ag = n; pri tome je m = 0.

Neka je sada n > 10. Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom (teorem 6.16),

postoje jedinstveni ny € Z i ag € {0,1,...,9} takvi da je

n=10-n1 + ap.
Tada je

n a n

=———>——12>0
MTW 10 10 T

jer je ag < 10 i n > 10. Kako je ny € Z, to zakljucujemo ny; € N.

Ako je n; <9, tada stavimo a; = ny, pa smo gotovi; pri tome je m = 1. Ako
je ny > 10, nastavljamo postupak: postoje jedinstveni no € Nia; € {0,1,...,9}
takvi da je

ny =10 -ne + aq,
pa je
n=10-n; +ay=10-(10-ny +a;) + ag = 10* - ny + 10 - a; + ao.
Ako je ny <9, tada stavimo ay = ngy i gotovi smo, a ako je ny > 10, nastavljamo
postupak sve dok ne dodemo do zapisa
n=10" n,, + 10" a,_1+---+10-a; + ao,
pri ¢emu je n,, < 9. Preostaje staviti a,, = n,,, pa imamo

n=10" a, + 10" ' a,_ 1+ -+ 10 - ay + ao.
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Dokazimo jedinstvenost takvog zapisa. Pretpostavimo da postoje m € NU{0}
iag,...,am €{0,1,...,9}, a,, # 0, takvi da je

n=10"-a,, +---+ ag
te da postoje k € NU {0} 1 b, ..., b € {0,1,...,9}, by # 0, takvi da je

n =10 by + -+ by.
Bez smanjenja opcenitosti smijemo pretpostaviti m < k. Imamo

n=10" by + -4+ 10™ - by, + -+ + by.
Slijedi
10™ - Gy 4 -+ ag = 107 by + -+ 4+ 10™ - by, + -+ - + by,
odnosno
105 by + -+ +10™ T by + 10™ - (byy — @) + -+ - + 10 - (by — ay) + by — ag = 0.
Odatle slijedi
10+ (105" b+ -+ + (b — a1)) = ag — by,
odnosno 10 - p = ag — by, gdje je
=101 b+ 4 (b —ay) € Z.

Znaci da 10 | ag—bg. Zbog ag, by € {0,1,...,9} imamo by—ag € {—9,...,0,...,9}.
Stoga 10 | ag — by ako i samo ako je ag — by = 0, odnosno by = ay. Odatle slijedi
p = 0, odnosno

10-(10k’2-bk+-~—|—(b2—a2)):al—bl.
Dakle, 10 - ¢ = ay — by, gdje je
q:10k_2-bk—|—-~~+(bg—a2)GZ.

Slijedi 10 | a; — by, pa je by = ay. Nastavimo postupak sve dok ne zaklju¢imo
b; = a; za svaki i € {0,1,...,m}. Ako je k # m, tada nam ostaje

10k:—m—1 bk+ .- 4+10 -bm+2+bm+l =0

pa 10 | by1 € {0,1,...,9}, odakle slijedi b,,, 11 = 0; analogno nastavimo postupak
sve dok ne zakljucimo b, = 0; kontradikcija. Dakle, &k = m, a ve¢ smo dokazali
da je b; = a; za svaki i € {0,1,...,m}. Tako smo dokazali jedinstvenost danog
zapisa. U

Prema teoremu 11.1, prirodan broj n mozemo zapisati u obliku
n = a,padm—-1---Qo
n=10"" a, + 10" a1+ +10-a; + ag,
gdje je m € NU{0} i ag,aq,...,a, €{0,1,...,9}, a,, # 0. U tom sluc¢aju kazemo

da prirodni broj n ima m+1 znamenaka odnosno kazemo da je (m+1)-znamenkast.

Primjer 11.2. n = 41352 = 10*-44+103-1+102-3+10-5+2; n je peteroznamenkast
broj.
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Ako je n negativan cijeli broj, tada je —n € N, pa je mogué zapis oblika
—1N = AmQm—1...0Qg

odakle slijedi

n = —amnmamn—-1...aq.

Brojeve oblika

"= 10 (gdjejen € Z, p e N)

nazivamo decimalni brojevi.

Pretpostavimo r > (. Tada je n € N. Prema teoremu 11.1, postoje jedinstveni
m € NU{0} i ag,aq,...,a, €{0,1,...,9}, a,, # 0, takvi da je

n=10" a,+ 10" an_1+ -+ 10- a1 + ao.

Tada je
r= 1%) = 10™P - gy + 10™ P gy b+ 10YP 1077 - a.
Uoc¢imo da su svi eksponenti broja 10 oblika i —p zai=m,m —1,...,0. Kako je

zadnji medu ovim eksponentima jednak —p, dakle negativan je, to znaci da postoji
k€ {m,m—1,...,0} takav da su svi eksponenti od k£ — p do —p negativni. Ako
je k < m, tada je

r=amnlm—1...0+1 -0 ... Qg,
a ako je k = m, tada je
r=0.a,,...aq.
Pri tome se eventualne nule na kraju zapisa (iza decimalne tocke) obi¢no izosta-
vljaju. Dakle, decimalni brojevi imaju kona¢an decimalan zapis (tj. zapis pomoc¢u
znamenaka 0,1,...,9 i decimalne tocke, pri ¢emu se iza decimalne tocke nalazi
kona¢no mnogo znamenaka).

Ako jer < 0, tada je —r > 0, pa prema dokazanom —r ima konacan decimalan
zapis oblika

—Tr = amam—-1---0gs+1 -0k ... 0AaQ,

odakle slijedi

= —0mlm—-1.-.-04+1 -0 ...04a0.

Ocigledno vrijedi i obrat, tj. brojevi oblika

r = (£)amGm_1 - ki1 -0k --- Qo

su decimalni brojevi.

Primjer 11.3.

2453291 = 10%2-2+10"-4+5+107'-34+102-24+10%-9+107*-1
3 2 9 1
= 102-2410" 445+ — 4 — 4+ — 4+ —.
+ + +1o+1o2+103+104
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Svaki decimalan broj je po definiciji racionalan.

Sada se bavimo odredivanjem decimalnog zapisa realnog broja z. Ograni¢imo
se samo na slucaj z > 0. Ako je x < 0, tada gledamo —zx.

Neka je n = [z] € Ny (za objasnjenje oznake [x] vidite tekst iza teorema 10.11
i primjer 4.8). To zna¢i da je

n<zr<n+l1

odnosno
0<xr—n<1

Stavimo li y =  — n, imamo
0<y<l.

Ne znamo je li y decimalan broj tj. ne znamo ima li konacan decimalan zapis.
Sljedeci algoritam pokazuje kako to ispitati.

1. korak: Neka je by = [10y]. Kako je
by <10y < by + 1,

vrijedi
by by +1
— <y <
10=-7"10
odnosno ;
1
1
L ARTRET

2. korak: Neka je by = {100(3; — %)} Tada je

b
b2§100<y—1—8><bg+1,
pa je
by by by +1
2 <y— L <
100 =Y 710 100
odnosno ; ,
1
0<py— — - 2
SYT 707 102 S 10
Ttd.

Opcenito u m-tom koraku definiramo

bl bm—l
b o= [10™ (g — 2L — ... — .
m lw (y 10 10m—1)}

Imamo
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pa je
b, by by by, 41
Moy — .
om =Y 10 10m1 = 10m
Slijedi
bl bmfl bm 1
0<y— L ... _Om
=Y 7 10m-1  10m ~ 10m

Moguca su dva slucaja:

1. slucaj. Za neki m € N se u m-tom koraku dobije

bl bmfl bm o
Y710 1071 10m
Tada je
bl bm—l bm
= = —_— e — — bbmfbm
x n—+y n+10+ +10m—1+10m n.o 1
tj. = je decimalan broj.
2. slucaj. Za svaki m € N je
bl bmfl bm
A Imel 0
10 10m=t  10™ 70,
preciznije
bl bm—l bm ]_
0<y———--- — < :
Y710 107~ 10m ~ 10m
Slijedi da za svaki m € N imamo
bbb e B B Oy bt
10 " 10 10m " 1om VS 10 7T 102 10m " 10m

pa y nije decimalan broj.

Uoc¢imo da u 2. slucaju nije mogucée da broj y zavrSava repom devetki tj. ne
postoji k € N takav da je b,, = 9 za svaki m > k.

Zasto? Pretpostavimo da je y = 0.9999--- = 0.9. Tada je
9 9 9
R T TZAS TR
Za svaki n € N stavimo
9 9 9
R [ TR T
-2 <1+i+ - )
10 10 1071
S el T
10 1—4
_ oL
10m

Uzimajuéi sve veci i veéi n, broj v, je s jedne strane sve blizi broju y, a s druge

strane je sve blizi broju 1 (jer je -1 sve blizi nuli). Slijedi y = 1, pa je y decimalan

107
broj.
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Ako pretpostavimo da je y = 0.by...bx_1b£999. .., pri ¢emu je b, < 9, tada je

y = 0.by...b5_10£999...
= 0.by...bs_10s+0.0...09

k
T 1 .
- 1
= 0.by...bp_1by + 1_0k

= 0.by...bp_1(br +1).
Kako je by, < 9, to je by +1 < 9, pa je y decimalan broj.

Napomenimo da gornji racun zapravo pokazuje da se svaki broj oblika

Yy = O-bl cee bk_lbk999 ceey

pri ¢emu je by < 9, moze zapisati u obliku

0.by .. bp_1 (b + 1),

dakle decimalan je.

Primjerice,

0.57399999 - - - = 0.5739 = 0.574.

Prethodnim razmatranjima smo dokazali sljedeci teorem.

Teorem 11.4. Svaki x € R ima ili konacan decimalan zapis, tj. zapis oblika

T :n.bl...bm_lbm,
ili ima beskonacan decimalan zapis, tj. zapis oblika
T :n.blbg...,

pri cemu ne postoji k € N takav da je b, =9 za svaki m > k.

Naglasimo: ako realan broj x ima konacan decimalan zapis, tada je x decima-
lan broj, a ako ima beskonacan decimalan zapis koji ne zavrsava repom devetki,
tada z nije decimalan broj (medutim, takvi se brojevi ¢esto nazivaju opéi deci-
malni brojevi).

Primjer 11.5. Ako je x = %, tada je

Neka je by = [10 : %] = [13—0] = 3. Imamo

3<1<4
10 3 10
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Vrijeds
b 1 3 10-9 1 1
10 3 10 30 30 3-10
Nekajebgz[lOO-rll()}:[Lg)}:3. Imamo
3 1 4
_<— —_

1 vrijeds
by by 1 3 3 1 3 10-9 1

10 102 3 10 102 3-10 102 3-102 3-102

Dalje neka je by — [1000- 1 } _ [%] — 3. Vrijedi

3102
3 1 4
10° < 3-102 © 109
kao 1
g b 13 33 ] 3 10-9 1

10 102 103 3 10 102 103 3-102 103 3-103 3-103

by = =by =3, y—%—lb_(;_..._lb&:?)jom-
Imamo
e (R RN | B [T LY Y
Dalje je
by b b b1 1 3 10-9 .
S 10m  10m+ - 3.10m  10mFL 3. 10mFL 3. 10mHL

Tako smo matematickom indukcijom dokazali da za svaki m € N vrijedi b, = 3

by by b 1
10 102 0™  3.10m

Za svaki m € N ocigledno vrijeds

3 1 _ 4
10mF1 7 3.10m  10m

pa je
3 - by by b, - 4
10m YT 10 102 10m = 10+
odnosno, uzevsi u obzir da je y = % 1 by, = 3 za svaki m € N|
3 1 3 3 3 4

0" <3710 102 T0m = Tomt
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Prema tome, za svaki m € N imamo

3.3 .3 .3 1.3 .3 3 4
10 102 10m = 10m+1 3 10 102 10m  10m+t’

sto znaci da je nastupio 2. slucaj iz teorema 11.4.

Dakle, broj % nije decimalan, ali ga mozZemo prikazati pomocu repa trojki:

1 )
3= 0.33333--- =0.3.

Opcenito: kazemo da realan broj x ima periodican decimalan zapis ako je
oblika

x:n.a1...anbl...bpbl...bpbl...bp...,

gdijejen€Ziay,...,anb,...,b,€{0,1,...,9}.

Primjerice,
7

1 )
o1 +-==0.25+0.33333--- = 0.58333 - - - = 0.583.

1
3
Vrijedi sljedeéi teorem:

Teorem 11.6. Realan broj x je racionalan ako i samo ako ima periodican deci-
malan zapis.

Primjer 11.7. Broj v/2 nije racionalan (vidite propoziciju 10.1), pa nema peri-
odican decimalan zapis.

Primjer 11.8. Kako je broj % racionalan, to tma periodican decimalan zapis.
Odredimo ga. Stavimo y = 2.

Neka je by = [10 . g] = 7. Tada je

Neka je by = [100 . %} = [%} = 1. Tada je
by by 1 1 3

10 100 70 100 700
Neka je by = [103 . 7—80} = [%} = 4. Tada je

bl 62 bg . 3 4 . 2
Y770 107 10 700 10°  7-10%
Neka je by = [104 . L} = [%} = 2. Tada je
by by b3 by 2 2 6
10 102 103 10*  7-103 10% 7-10%
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Neka je by = [105~ $ } = [6—70} = 8. Tada je

b by by b b 6 8 4
Y770 7102 10 107 108 7-100 105 7-105°
Neka je bg = [106 . L} = [%} = 5. Tada je
b by by by by by 4 5 5
4 - 106~ 7-106°

10 102 103 10* 105 10 7-10°

Neka je by = [107~ 7,1506} = [%} =17, a vidimo da je to isto sto 1 by.

Sada je dovoljno wociti da je

10 102 10% 105 106

pa se cijeli postupak ponavlja.

Krace:

5:7=0.714285. ..

50

10
30
20
60
40
50

Dakle,

; = 0.714285714285... = 0.714285.

Sljede¢im teoremom je dan obrat prethodnih razmatranja.

Teorem 11.9. Neka je ay € N znamenka i (a,,) niz znamenaka (tj. a,, € {0,1,...,9}
za svaki n € Ny), pri éemu ne postoji k € N takav da je b,, = 9 za neki m > k.
Tada postoji jedinstven realan broj x > 0 takav da je

ag < x <ag+1,

aq
— <<
ao—i-lo_l‘ ag + 10 s

B g+t
Qa, — — x Qa —
TR T 10 " 102

T B U
a — PR — x a/ — .o
T 10 10n = " 10 10n

Decimalan zapis broja x je dan sa ag.aias . . .
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Dokaz. Stavimo
Ay = [ag, ap + 1],

a a; +1
AQZ[GO—F—l,GO—F . ]7

10 10
opc¢enito za svaki n € N:

ai An—1 ay an_1+1
A, = s B e ot S
|:CL0+1O+ +1On_1 CL0+1O+ + 10”_1 :|
Vrijedi:
AL DAy D ...

Prema Cantorovom aksiomu (teorem 10.12) postoji x € NyenA,. Dakle, do-
kazali smo egzistenciju takvog x € R.

Sada dokazimo jedinstvenost. Neka je y € NyenA,, pri cemu je y # x. Tada
imamo: x,y € A, za svaki n € N odnosno

Lo e gt B +1
a — PEEEE) x a JE— o o o —
" 70 11 =B Y =9%"T1, 1071

Dakle, vrijede sljedece nejednakosti:

a1 Ap—1 ai ap—1 +1
Bt <xr< T T i L e
R T T T e TV T T
_ Ayl e < = Bt
R T T N R T T
Zbrajanjem gornjih nejednakosti slijedi da za svaki n € N vrijedi
1 < < 1
J— x J— [
TR e T
Sto je ekvivalentno sa
1
0< |z -yl < .

Uzimajuéi sve veéi i veéi n, pozitivan broj 10”%1 postaje sve blizi nuli. Slijedi
x —y| = 01 konaéno y = x. Prema tome, takav x € N,en4, je jedinstven. O
Y Y € Je
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12. KOMPLEKSNI BROJEVI

Skup C je Kartezijev produkt skupa R sa samim sobom:
C=RxR
(za definiciju Kartezijevog produkta vidite definiciju 2.14). Prema teoremu 2.15,

(z,y)=y) = z=2"1y=y"

Za bilo koja dva uredena para (x1,41), (z2,y2) € R x R definiramo operacije
zbrajanja i mnozenja na sljede¢i nacin:

(w1, 91) + (22, 92) = (21 + 22, Y1 + ¥2),

(x1,91) - (T2, y2) = (T1 - T2 — Y1 - Yo, T1 - Y2 + T2 - Y1).

Moze se provjeriti da ove operacije imaju svojstva (1)-(9) iz teorema 9.14.

Preslikavanje f : R — R x {0} definirano sa f(x) = (z,0) je bijekcija, pa
mozemo identificirati skupove R i R x {0}. Posebno, skup R mozemo smatrati
podskupom skupa C. Umjesto (z,0) pisemo jednostavno x i to je realan broj.

Kompleksan broj (0, 1) zovemo imaginarna jedinica i oznacavamo sa i.

Neka je z = (z,y) € C. Kako je
(.T,y) = (33’0) + (an) = (.T,O) + (07 1) ) (y,O),

to je

z =T+ 1y.
Zapis x + 1y kompleksnog broja z se naziva standardni zapis kompleksnog
broja. Broj x se naziva realni dio od z i oznacava sa Rez, a y se naziva imaginarni

dio od z i oznacava sa Imz. Dva kompleksna broja su jednaka ako i samo ako imaju
jednake realne i jednake imaginarne dijelove.

Sada odredimo trigonometrijski zapis kompleksnog broja z = z+iy # 0.

Preslikavanje z — (x, y) svakom kompleksnom broju pridruzuje tocku u Karte-
zijevoj koordinatnoj ravnini. Udaljenost te tocke od ishodista oznacavamo sa r, a
kut koji zatvaraju os x i pravac odreden ishodistem i tockom (z,y) oznacavamo
sa ¢. Jasno je da jer > 01 ¢ € [0,27). Broj r se naziva modul kompleksnog
broja z i ¢esto oznacava sa |z|, a ¢ se naziva argument kompleksnog broja z.

Primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta zakljucujemo da je x = r cos ¢
iy = rsinp. Slijedi
z=r(cosp+isiny).
Ovakav zapis kompleksnog broja se naziva trigonometrijski zapis kompleks-
nog broja.
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Uoc¢imo da vrijedi
T=rcosp, y=rsing = 2°+y*=1r> = r=+/22+92

v y

COS Y = \/ﬁ
Dakle, r i ¢ su jedinstveno odredeni sa x i y.

sin @ =

Primjer 12.1. Odredimo trigonometrijske zapise nekih kompleksnih brojeva:

zlzl—i—z’:\/_(——i—z—) —\/§<COSE+isinz),

V2 V2 4 4
1+, 7r+‘, T
29 = — +1— = cos — +isin —
T2 3 3’
1 3 2 2
23:—§+igzcos§+isin§,
1 3 5 5
z4:1—i\/§:2<§—i§):2<cos§+zsm§).

Neka je z; = r1(cos p1+isin¢) 1 2o = 19(c08s pa+i sin ¢y ). Odredimo trigonome-
trijski zapis produkta i kvocijenta kompleksnih brojeva z; i zs:

Za produkt imamo

21+ 25 = 1Tr2(cosyy + isin 1) (cos pg + i sin o)
= 117r2(CO8 @1 COS Py — Sin ¢y Sin @y + 7 8in Y1 COS Yo + 1 COS (P1 Sin P9)

= rira(cos (o1 + @2) +isin (g1 + ¢2)).

Za kvocijent imamo
21 1 COS 1+ 1SinY; C€OS g — 1SN Yy
29 Ty COS (9 4 1SIN Yy COS Pg — 1 SIN Yy
71 COS (P COS Yo + SIN V1 SIN (P9 + 7 SIN (P71 COS Yo — & COS (1 SiN Y9

) cos? g — i2sin? py

r ..
= T—l(cos (p1 — @2) +isin (¢ — 902)).
2

Napomenimo da ¢ —1—902 odnosno @1 —py ne moraju biti argumenti kompleksnih
brojeva z1-2; odnosno 2. Naime, moguce je da 1+, ¢ [0, 27) ili 01—y & [0, 27).
U tom slucaju im treba dodati / oduzeti odgovarajuéi visekratnik od 27 tako da
se dobije kut u intervalu [0, 27).

Za z = |z|(cosp + isinp) primjenom upravo izvedene formule za produkt
dobivamo

= |2|*(cos 2¢ + i sin 2¢).
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Matematickom indukcijom dokazimo da je
2" = |z|"(cos ny + isin nep)
za svaki n € N. Baza indukcije je upravo trigonometrijski zapis broja z.

Ako gornja jednakost vrijedi za neki n € N, tada primjena formule za produkt
kompleksnih brojeva daje

2= 2z = 2| |2] - (cosng + i sin ng)(cos p + i sin @)

= [2["(cos (n+ 1)+ isin(n+ 1)p).

Tvrdnja sada slijedi iz principa matematicke indukcije.

Ako je —n € N, tada imamo redom

2" = |z|7"(cos (—ng) +isin (—ny)),
27" = |z|7"(cosnp — isinngp),
n n 1
cosny — isinng
n n 1 cos n + i sin ng
2t =z .

cosny —isinng cosny + isinng’
2" = |z|"(cosng + isinny).

Takoder, 2° = 1 = |2]°(cos 0 + i sin 0).

Prema tome, dokazali smo da za svaki n € Z vrijedi
2" = |z|"(cosnp + isinnyp).

Ova formula se zove Moivreova formula za potenciranje.

Definicija 12.2. Neka je w € C i n € N. Skup svih rjesenja jednadzbe 2™ —w = 0
se naziva skup n-tith korigena iz w.

Ako je w = 0, tada imamo:

2" =0<=|2z|"(cosnp +isinng) =0 <= |z] =0 <= 2z =0.

Sada pretpostavimo da je w # 0 i zapisimo kompleksne brojeve w i z u trigo-
nometrijskom obliku:

w = |w|(cosa +isina), «€[0,27),
z = |z|(cosp +ising), ¢ € [0,2m).
Tada iz 2™ = w slijedi
|z|"(cos np + isinny) = |w|(cos o + isin a),
pa usporedba realnih i imaginarnih dijelova daje

|2|" cosny = |w|cosa, |z]"sinny = |w]|sina.
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Slijedi
12> = (|2]" cos n)? + (Jz|" sinng)? = (Jw| cos a)? + (Jw|sin a)? = |w|?,
pa je |z| = {/|w| i stoga mora biti cosng = cosa i sinng = sina. To povlaci

ne = a+ 2kmw, k € Z, odnosno ¢ = %, k € 7Z. Kona¢no imamo

2k 2k
z= \"/]w]<cosu+isinu>, keZ.
n

n

Primjenom Moivreove formule za potenciranje odmah slijedi da vrijedi i obrat,
tj. gornja jednakost povlaci 2" = w.

Uocimo: kako se k € Z prema teoremu o dijeljenju s ostatkom (teorem 8.16)
moze jedinstveno prikazati u obliku k = ng+r, gdje je r € {0,1,...,n— 1}, to je
a+2kr a+2ngr+2rm a+2rm

= = + 2qm
n n n

i vrijedi

a+2rm _ 2 +2(n— )

0< = 27,

n n
pa je argument kompleksnog broja z jednak %, gdje jer € {0,1,...,n —1}.

Prema tome, razlic¢ite vrijednosti n-tog korijena iz nenul kompleksnog broja w
dobijuse zar=20,1,...,n— 1.

Dakle,
2 2
2y = \"/|w|(cosu+isinu), r=0,1,...,n—1
n n

su svi n-ti korijeni iz w; ova formula se naziva Moivreova formula za korjeno-
vanje.

Kako je |z.| = {/|w| za svaki r € {0,1,...,n — 1}, to se svi n-ti korijeni iz
w # 0 nalaze na kruznici polumjera {/|w|.

Vrijedi
a+2(r+1)r a+2rm 27
n n 0
Sto znaci da se argumenti dva "susjedna” korijena z, i 2., razlikuju za %’T Dakle,
20, 21, - - -, Zn—1 Su vrhovi pravilnog n-terokuta.

Primjer 12.3. (a) Rijesimo jednadzbu z* +1 = 0. Tada jen = 4 i w = —1.
Argument o kompleksnog broja w je jednak w. Moivreova formula za korjenovanje
daje

2 2
zT:cosH—W—f—isinH—m, r=20,1,2,3,
4 4
pa je

VBB VB

Zo = 5 Z2> = 5 127
V2 V2 V2 V2

= —— —f— 23 = — —1—.

2Ty T BT
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Pritom su zg, z1, 22, z3 vrhovi kvadrata.

(b) Sada rijesimo jednadzbu 23> —1 = 0. Imamo n = 3 i w = 1. Dakle, a = 0.
Moivreova formula za korjenovanje daje

zT:cos%—ﬂjLisin%—W, r=20,1,2,
3 3
pa je
1 V3 1 V3
20 = ]_, 21 = _§+277 Z9 — —5 —27.

Pritom su zg, 21, 22 vrhovi jednakostranicnog trokuta.
(¢) Na kragu rijesimo jednadzbu z* —1 = 0. Imamo n =4 i w = 1. Ponovo je
a = 0. Moivreova formula za korjenovanje daje

2 2
z,,:cos%—l—isin%, r=20,1,2,3.

Slijedi
20 — 1, Z1 = i, Z9 = —1, Z3 = —1.

Kompleksni brojevi zy, 21, 22, 23 su vrhovi kvadrata.
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13. PRSTEN POLINOMA U JEDNOJ VARIJABLI

Neka je K jedan od skupova brojeva Z, Q, R ili C. Funkcija
f:K—K
zadana formulom
f(@) = apz™ + ap_12" '+ -+ ayx + ag,

gdje su ag, a,...,a, € Kin € Ny, naziva se polinom.

Konstante ag, aq, ..., a, € K, koje odreduju polinom, nazivaju se koeficijenti
polinoma. Kako su koeficijenti iz K, to vidimo da vrijedi:

reK = f(z) €K,

jer se vrijednost f(x) dobije iz  mnozenjem i zbrajanjem (oduzimanjem) eleme-
nata iz K konacan broj puta. Ovo pokazuje da je gornja funkcija dobro definirana.
Skup svih takvih funkcija oznacavamo sa

i nazivamo prsten polinoma u jednoj varijabli. Pojam prstena polinoma ¢emo
objasniti malo kasnije. Ovdje je vazno naglasiti da su polinomi najjednostavnije,
ali netrivijalne funkcije i zbog toga su vrlo vazne u matematici.

Najjednostavniji polinomi su potencije od x:

=1 2t=z P=x-z, 2P=2x, .2 =2""x, ...

Napomenimo da u ra¢unima s polinomima uvijek stavljamo da je 0° = 1.

Monom je polinom oblika

f(x) = ca®,
za neki c € Kik € Nyg. Ako je ¢ = 0, onda govorimo da je f nul monom. Svaki
polinom je suma monoma. Polinom f(z) = a,2" + a, 12" ' + -+ + a1x + ag je
suma monoma

ap = apx’, axt = a1z, axx’, asx®, ..., a,z".

Broj ag se naziva slobodan ¢lan polinoma f.

Polinom f je nul polinom ako vrijedi
ag=a; =---=a, =0.

Ako f nije nul polinom, tada postoje monomi a;z° u njegovom izrazu takvi da
a; # 0. Jasno, oni monomi a;z’ za koje je a; = 0 nisu od interesa i najcesce se
ispustaju. Dakle, ako f nije nul polinom, onda u izrazu koji ga definira mozemo
pretpostaviti da je

a, # 0.
Radi se o tome da smo izabrali najveéi n € Ny takav da je a, # 0. Tada se a,z"
naziva vodeéi monom, a koeficijent a, se naziva vodeéi koeficijent. Ako je
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vodedi koeficijent jednak jedan (a,, = 1), onda kazemo da je polinom f normiran.
Stupanj ne nul polinoma je indeks n vodeé¢eg monoma, piSemo

deg (f) = n.

Korolar 13.3 iskazan nize osigurava da je stupanj dobro definiran.

Uoc¢imo da za stupanj nenul polinoma f vrijedi deg (f) € Ny. Posebno:

(1) Polinom stupnja nula je oblika f(x) = ag, gdje je ag # 0, uz napomenu
da je konstantan polinom oblika f(z) = ag, pri ¢emu dozvoljavamo da
jeiag =0. Ako je ap = 0, onda imamo nul polinom i njegov stupanj ne
definiramo. Napomenimo da neki autori definiraju stupanj nul polinoma
kao —oo ili kao —1.

(2) Linearan polinom je polinom stupnja jedan: f(z) = a1z + ag, gdje je

a17é0.

(3) Kvadratni polinom je polinom stupnja dva: f(z) = asz?+ a1z +ag, gdje

je as # 0.
(4) Kubni polinom je polinom stupnja tri: f(z) = asz® + asx? + ayx + ay,

gdje je az # 0.
(5) Polinom stupnja etiri: f(z) = ayx*+a32®+ a2 +a12+ag, gdje je ay # 0,

itd.

Primjer 13.1. Neka je f : Z — 7 zadan sa
fx)=0-2"+2° +22* — v+ 23.
Monom 0 - 27 nema nikakav utjecaj na polinom te zato moZemo pisati
f(z) =2° +22° — x + 23.
U ovom polinomu je
ag =23, a1 =—1, as =2, ag=a4 =0, a5 = 1.

Dakle, slobodan koeficijent je ag = 23, a wvodeci koeficijent je a5 = 1. Zato je
stupanj polinoma jednak 5:

deg(O-x7+$5+2x2—x+23):deg(x5+2x2—x—l—23):5.

Kako je
7ZcCcQcCcRcCC,
to mozemo smatrati
Z[z] C Q[z] C R[z] C C[z].

Primjerice, kada pisemo Z[z] C Q[z] onda identificiramo Z[x] sa skupom svih
polinoma iz Q[z] koje imaju cjelobrojne koeficijente (takvi polinomi nazivaju se
cjelobrojni polinomi). Primjerice, polinom

[:Z—=7Z, flx)=z-1,
identificiramo s polinomom koji je dobiven prosirenjem na Q:

f:Q—=Q, flz)=2z-1
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Dakle, svi polinomi u ovom smislu pripadaju skupu Clz|. AkojeK € {Z,Q, R},
te f € C[x] ima koeficijente iz K, onda f identificiran sa svojom restrikcijom pri-
pada skupu K[z].

Ocigledno je polinom nul funkcija (tj. f(z) = 0 za sve z € K) ako je nul
polinom tj. ako su mu svi koeficijenti jednaki nuli. Sljede¢a propozicija pokazuje
da vrijedi i obrat.

Propozicija 13.2. Neka je f : K — K, f(z) = ao+ a1z + - - + a,z". Ako je
flx)=ap+ax+ - +a,x" =0, Vrek

onda je ag =ay = --- = a, = 0.

Dokaz. Objasnimo ideju dokaza pod pretpostavkom da je K = R.
Pretpostavimo suprotno tj. f(z) = ag + a1z + - - - + a, 2™ nije nul polinom, ali
vrijedi
ag+arx+---+ax” =0, VreR.
Kako f nije nul polinom, mozemo pretpostaviti da je a, # 0 tj. da je a, upravo
vodedi koeficijent. Neka je x # 0. Podijelimo gornji izraz sa x™. Imamo

1 1
ao—n+a1 n_1+"‘+an71_+anzo —
x x x
1
Qp— t+a1—— + T+ Ap1— = —0p.
x x x

Ako se ogranicimo na x > 0 i zamislimo da x raste preko svih granica, primjerice

x = 10,10%,10%,...,10%9 .. 109 j tako do u beskonac¢nost, tada svaki od
%, s l%n postaje po volji malen pozitivan i blizak nuli. Dakle, za jako velike x,

1
GOE + aq

1
+...+an_1_
x

xn—l
je po volji blizu nuli. S druge strane je to uvijek jednako
—a, # 0.

Jasno, ovo je nemoguce. Koriste¢i Arhimedov aksiom (teorem 10.3), ovaj argument
bi se mogao strogo napisati.

U sluéaju K = Q ili K = Z dokaz ne zahtijeva nikakav “grani¢ni proces” (x
ide u 00) 1 moze se provesti ovako. Najprije uo¢imo: ako je

flz) =ao+a1x+ -+ aza”

nenul polinom s racionalnim koeficijentima te ako je cijeli broj ¢ produkt nazivnika
svih a,, napisanih u obliku a,, = z—", Pn €7, q, €N, tj. ¢ =¢q1---q,, onda je

q- f(z) = (qao) + (qay)x + - - + (ga,)z"
polinom s cjelobrojnim koeficijentima, jer su
qag, qay, ..., qan € 2.

Konkretno, za
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imamo
g=1-2-1-7=14.
Dakle
q-flx)=14- (1 + %x — gx‘c}) =14+ Tz — 102° € Z[x].
Na taj nacin se dokaz za K = Q svodi na dokaz za K = Z. Konac¢no tvrdnju
dokazujemo za K = Z.

Neka su ag, ay, ..., a, € Z takvi da vrijedi
fle) =ap+az+---+a,2" =0, VreZ

Moramo dokazati da je f nul polinom. Ako nije, onda mozemo pretpostaviti da
je a, # 0 tj. da je a, upravo vodedci koeficijent. Sada gledamo redom ag, aq, ...
dok ne naidemo na prvi a,, # 0. Gornja jednakost onda postaje

™ + -+ a,x” =0, Vr e Z,
— xm~(am+am+1x+---+anx”’m):0, Vx € 7,
= a4y + i x+ - Fa,x"" =0, YereZ,x#0.

Dakle, imamo a,, # 01 G, + Gpy1x + -+ + a2 ™ = 0 za sve x € Z, x # 0.
Ako je m = n, ta jednakost se svodi na a, = a,, = 0 $to je kontradikcija. Ako je
n > m, onda imamo

—Qyy, = T - (am—i-l 4+ -+ anxn—m—l) ]

Odatle vidimo da je cijeli broj a,, # 0 djeljiv sa svakim prirodnim brojem z =
1,2,3,...,1000,...,1000000,.... Ocigledno smo dosli do kontradikcije. U

Korolar 13.3 (o jednakosti polinoma). Nenul polinomi

f(z) =ao+ a1z + -+ a,z™, gdjeje a, # 0,

g(x) =by+ bz + -+ bpx™, gdje je by, #0,
su jednaks, t.

f(z) =g(x), Vzek,
ako i samo ako su im stupnjevi jednaki, 1.
n=m

te odgovarajuci koeficijenti jednaksi, tj.

CLQIbO, alzbl, ...,am:bm.

Dokaz. Bez umanjenja opéenitosti pretpostavimo n > m. Razliku polinoma
f(z) = g(z)
napisimo ovako:
e ako je n > mu:
(ag —bo) + (a1 — by)x + -+ (A — b)) 2™ + Q2™ 4 -+ anz”,
e ako jen =m:

(ag — bo) + (a1 — b))z + -+ + (an — by)z".
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Iz pretpostavke korolara nalazimo da je razlika jednaka nuli za svaki x € K. Prema
propoziciji 13.2, zbog a, # 0, prvi slucaj nije mogué¢. Primjena propozicije 13.2
na drugi slucaj daje tvrdnju korolara. U

Sada ¢emo objasniti §to znaci prsten polinoma K|z]. Pojam prstena polinoma
vezan je za svojstva zbrajanja i mnozenja polinoma.

Zbrajanje i mnozenje polinoma definiramo na uobic¢ajen nacin. Neka su f, g €
K[z]. Definiramo funkciju
h:K—K

formulom

h(z) = f(z) + g(x), zeK
Takvu funkciju nazivamo zbroj funkcija f i g i oznacavamo sa h = f +g. Za sada,
pojam zbroja funkcije je vrlo opéenit i a priori nema nikakve veze s polinomima,
ali u nasem slucaju je h polinom iz K[z|. To lako vidimo ako napisemo f i g u
obliku

f(x) =ag+aw + -+ ayr™,

g(x) = by + bz + -+ + by,

gdje smo na “pocetak” ili na eventualna “prazna mjesta” od f i g dodali dovo-
ljan broj monoma 0 - ¥ kako bismo postigli da se pojavljuju iste potencije od .
Primjerice,

f(z) =1+ 32> =14 0x + 32* + 02° + 02" + 02°,
g(x) =3 —x+ 2> +2° =3 -2+ 02% + 2% + 02 + 2°.
Vrijedi
h(z) = f(z) + g(z) = (ap + bo) + (ay + by)x + -+ - + (apr + bar)z™.
Dakle, vidimo da je h € K[z]. U nasem primjeru, u kojem je
f(x) =1+ 32" =14 0z + 32 + 02 + 02* + 027,
gx) =3 —a+2*+2° =3 -2+ 02> +2° + 02" + 2°,
imamo
f(x) +g(x)
= (1+3)+(0—-1Dz+(B3+0)2*+ (0+ 12> + (04 0)z* + (0 + 1)z°
= 4—z+32° +2° +2°.

Neka su f, g € K[z]. Definiramo funkciju
h:K—K
formulom

h(z) = f(z) - g(x), veK.

Takvu funkciju nazivamo produkt funkcija f i g i oznacavamo sa h = f-g. Za
sada, kao i kod zbroja, pojam produkta funkcija je vrlo opcéenit i a priori nema
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nikakve veze s polinomima, ali u nasem slucaju je h polinom iz K[z]. To lako
vidimo na sljedeci nac¢in. Ako je f ili g nul polinom, onda je

h(z) = f(z) - g(z) =0, VxeK
Dakle, h je nul-polinom. Neka su sada f i g nenul polinomi. Tada mozemo pisati
flz)=ay+ a1z +---+a2", a,#0,
g(x) =by + bz + -+ bpx™, by, #0.
Zato imamo direktnim mnozenjem
W) = f(z)-g(z)
=(ap+ @z + -+ apx") (b +byx+ -+ bpa™)
= (agby) + (aoby + arbo)x + (agby + arby + agb)x? + - - - + (anbp )™ ™.
Ovo pokazuje je produkt polinoma opet polinom. Nadalje,
an, #0, b, #0 = a,b, #0

pokazuje da koeficijent uz ™™ nije nula. Dakle, primjenjuéi propoziciju 13.2,
vidimo da produkt dva nenul polinoma nije nul polinom te da je njegov stupanj
jednak n + m tj. vrijedi

deg (f - g) = deg (f) + deg (g9).

Ovim smo dokazali ovaj vazan rezultat:

Lema 13.4. Produkt dva nenul polinoma f i g iz K[z]| je opet nenul polinom iz
K[z], a njegov stupanj jednak je zbroju stupnjeva polinoma f i g.

Gornja definicija mnozenja korisna je za teorijska razmatranja, ali u praksi mi
postupamo na sljedeéi nacin (ili neki slican).

Primjer 13.5. Neka je
flx)=a" —2° +22° + 32° + 2 + 1,
g(x) = 2* + 2% + 2.
Tada tmamo mnoZenjem clan po clan
f@)-gz) = (a" =2 +22°+ 3" + 2+ 1) (2" +2° +2)
= (¢"—2"+22°+32° + 2 +1) -2
(2" —2® +22° + 32% + 2 4+ 1) - 2
(2" =2’ + 20" + 32 + 2 +1) -2
= (2" =2+ 227 +32% + 2° + 2¥)
+ (2° — 2" + 22° + 32" + 2° + 2?)
+ (2.7:7 —22° + 42® + 627 + 27 + 2)
= o'+ 32"+ 32° + 2° + 42 + 52 + T2 4+ 22 + 2.

+
+
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Sljedeéi teorem daje neka svojstva uvedenih operacija na K[z]. Napomenimo
da 0 oznacava nulpolinom, a 1 konstantni polinom dan sa 1(x) = 1 za svaki x € K.

Teorem 13.6. Neka je K € {Z,Q,R,C}. Onda za sve f,g,h € K[z| vrijedi:
(1) (asocijativnost zbrajanja) (f +g)+h=f+ (g9+ h),
2) (postojanje neutralnog elementa za zbrajanje) f+0=0+ f = f,
3) (postojanje suprotnog elementa) f+ (—f)=(—f)+ f =0,
4) (komutativnost zbrajanja) f+ g =g+ f,

(2)

(3)

(4)

(5) (asocijativnost mnozenja) (f-g)-h=f-(g-h),

(6) (postojanje jedinice za mnozenje) f-1=1-f=f,

(7) (komutativnost mnozZenja) f-g=g- f,

(8) (distributivnost mnozenja prema zbrajanju) (f +g)-h=/f-h+g-f,
(9)

9) (nema djelitelja nule) f-g=0 = f=01ilig=0.

Dokaz. Svojstva (1)—(8) provjere se direktno i vrijede za sve funkcije sa K u K uz
ranije definirana mnozenja i zbrajanja funkcija:

(f +9)(@) = flz) +g9(x), Ve eK, (f-g)(@)=[(z) g(z), VoK
a dolaze iz svojstava koja zadovoljavaju skupovi brojeva (vidite primjerice teorem

9.14). Svojstvo (9) je suptilnije svojstvo i slijedi iz leme 13.4 obratom po kontra-
poziciji. U

Svojstva (1)—(8) definiraju komutativan prsten s jedinicom 1. Otuda
naziv prsten polinoma za K[z]. Ako vrijede svojstva (1)—(9), onda se govori o in-
tegralnoj domeni. Uoc¢imo da su takoder (Z,+,-), (Q,+,), (R,+,-) i (C,+,-)
integralne domene. Zapravo, (Q,+,-), (R,+,-) i (C,+,-) su polja jer zadovolja-
vaju analogone svojstava (1)—(9) iz teorema 9.14. Za razliku od njih, (Z,+,-)
zadovoljava svojstva (1)—(6) i (8)—(9), ali ne i (7) jer inverzni elementi ! eleme-
nata x € Z\ {0} opcenito nisu iz Z. Struktura (K|[z], +,-) je ipak sli¢nija (Z, +, )
nego ostalim navedenim jer teorem 13.6 pokazuje da analogoni tvrdnji (1)-(6) i
(8)—(9) teorema 9.14 vrijede, ali ne i (7). Konacno, (K[z],+,-) i (Z,+,-) su oba
integralne domene.

Kazemo da je f € K[z] djeljiv sa g € K[z] (ili kazemo da ¢ dijeli f) i piSemo
g | f ako postoji h € K[z| takav da je

f=g-h.
Lema 13.7. Neka su f, g € K[z]| nenul polinomi za koje vrijedi g | f i f | g. Onda
postoji c € K, ¢ # 0, takav da je f = c-g. Nadalje, ako je K = Z, onda je ¢ = +1.

Dokaz. 1z g | f slijedi da postoji h € K|z] takav da je

f=g-h
Isto tako iz f | g slijedi da postoji hy € K|x] takav da je
g=1r-h.
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Mnozenjem gornjih jednakosti dobivamo

f-g=(g-h)-(f-m) = (f-9)-(1=h-h)=0.
Kako je f,g # 0, imamo f - g # 0 prema lemi 13.4. Zato iz

(f-9)- (L=h-h)=0,
opet prema lemi 13.4, slijedi
1—h-h; =0
odnosno
h-hy =1.
Opet lema 13.4 daje
deg (h) 4+ deg (hy1) = deg (h - hy) = deg (1) = 0.

Kako je deg (h) > 01 deg (hy) > 0, to zakljucujemo deg (h) = deg (hy) = 0. Dakle,
h i hy su konstantni nenul polinomi, tj. postoje ¢, ¢; € K\ {0} takvi da je h(z) = ¢
i hi(z) = c; zasve x € K. Zbog h - hy = 1 imamo cc; = 1. Ako je K = Z, onda
imamo ¢ = +1. Na kraju,

f=g-h=g-c=c-g.

Sada ¢emo pokazati da postoje jos neke analogije izmedju Z i K[z], ali samo
za K # 7. Usporedite sljedeéi teorem s teoremom 8.16.

Teorem 13.8 (o dijeljenju s ostatkom). Neka je K € {Q,R,C}. Tada za sve
f,9 € Klz], g #0, postoje jedinstveni q,r € K[z] takvi da vrijedi

f=g-a+r,

r =0 i deg(r) < deg(g).

Dokaz. Egzistencija. Ako je f = 0, onda stavimo ¢ = r = 0. Za f # 0 tvrdnju
dokazujemo indukcijom po stupnju deg (f). Ako je f polinom sa svojstvom

0 < deg(f) < deg(g),
onda stavimo g =01ir = f.
Neka je sada deg (f) > deg (g). Napisimo
f(x)=ao+az+---+a2", a,#0
g(x) =by+ bz + -+ bpa™, by, #0.

Tada je n > m. Zato je
&_n n—m
b
monom. Stoga mozemo definirati polinom

an n—m
F = f—b—:c g

an -
= (anl — Ebml) Xz ! + -
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Kako je stupanj svih preostalih monoma manji od n — 1, to je deg (F) < n — 1.
Na polinom F' primijenimo induktivnu pretpostavku. Dobivamo

g-Q—i—R:F:f—Z—nx"_mg.

Odatle je
An  n—m
Lako vidimo da mozemo uzeti

q:Q—i—Z—nx”_m, r=R.

Ovim se dokaz egzistencije zavrsava.

Jedinstvenost. Neka je uz

f=g-q+m
r=0ili deg(r) < deg(g),

jos i

f=g9-d+7r,

' =01ili deg(r') < deg(g).
Tada imamo

g q+r=f=g-¢d+1" = g-(¢—¢)=r—71"
Ako je r — 1’ = 0 onda teorem 13.6 (9) povlaci ¢ — ¢’ = 0, te jedinstvenost slijedi.
Ako je r — r’ # 0, onda usporedujuéi stupnjeve zaklju¢ujemo
deg (g) + deg (q — ¢') = deg (r — ') < max (deg (1), deg(r'))

jer je razlika dva polinoma ili nulpolinom ili polinom stupnja ne veceg od stupnja
svakog od tih polinoma. Kako je, nadalje, deg (r) < deg(g) i deg (r') < deg(g),
to imamo

deg (g) < deg(g) + deg (¢ — ¢') = deg(r —1')
< min (deg (r), deg(r)) < deg (g).
To je kontradikcija. O

Jos jednom naglasimo da u teoremu 13.8 pretpostavljamo K # Z!

Dokaz sljedeceg teorema ostavljamo ¢itateljima (vidite dokaz teorema 13.8).

Teorem 13.9 (o dijeljenju s ostatkom za Z). Neka je K = Z. Tada za sve
f.g € Z[zx], gdje je g # 0 i vodeéi koeficijent od g jednak je +1, postoje
jedinstveni q,r € Zlx| takvi da vrijedi

f=9-q+r,

r =0 i deg(r) < deg(g).

Dokaz egistencije u teoremima 13.8 i 13.9 je zapravo nama dobro poznat al-
goritam dijeljenja polinoma. Prisjetimo se tog algoritma u sljede¢em primjeru.
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Primjer 13.10. Neka je
f(z) = 32* — 102® + 222* — 242 + 10,
g(x) = 2* — 22 + 3.

Odredimo kvocijent q i ostatak r pri dijeljenju f sa g.

1. korak: Kako je deg (f) = 4 > deg(g) = 2, to gledamo monom dobiven dijelje-

njem vodecih monoma
3t

_ 2
Stavimo
fi=f—3a%g = (32" — 102° + 222* — 242 + 10) — 32*(2* — 2z + 3)

= —42° + 1322 — 242 + 10.

2. korak: Kako je deg (f1) = 3 > deg(g) = 2, to gledamo monom dobiven dijelje-
njem vodecih monoma

—43
2 = —4x.
Stavimo
fo=fi — (—4x)g = (—42® + 132% — 242 + 10) — (—4xz)(2* — 27 + 3)
= 5z — 12z + 10.

3. korak: Kako je deg (fy) = 2 > deg(g) = 2, to gledamo monom dobiven dijelje-

njem vodecih monoma
5
— =90
x
Stavimo
f3 = fo—5g = (5a* — 122+ 10) — 5(z* — 22 + 3)

= —2x — 5.

4. korak: Kako je deg(f3) =1 < deg(g) =2, to je
r=fy=-2r—5
1 vrijeds
fi=f-31" = f=fi+3a%,
fo=fi—(—4x)g = fi = fo + (—42)g,
fs=Jfa—59 = fo=[f3+5g.
Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo
fo= (32" —4dz+5)g+ fs
= (32 —4x+5)g+r
= (32° — 4z +5)g+ (—2z — 5).

Dakle,
q=32? — 4z +5.
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Kratko, ovaj algoritam provodimo ovako:
(3z* — 102® + 222 — 242+ 10) : (2* — 20 +3) =32° —4x + 5
—(3z* — 62° 4 92?)
— 42® 4+ 132° — 24z
— (—42® + 82 — 122)
5x% — 122+ 10
— (52 — 10z + 15)

sToP

jer smo dobili polinom manjeg stupnja od stupnja polinoma x> — 2z + 3.

Ponekad se moze odrediti ostatak bez provodenja cijelog postupka dijeljenja.
O tome govori sljedeé¢i primjer.

Primjer 13.11. Neka je
flx) = 2" +32% + 2% — 32+ 9,
g(x) = 2% + 27 — 3.

Odredite ostatak r pri digeljenju polinoma [ sa g. Koristeci teorem 13.8 ili teorem
13.9, zakljucujemo da je ostatak ili nul polinom r(x) = 0 ili polinom najvise prvog
stupnja (jer mora biti stupnja manjeg od deg(g) = 2). Takav polinom je oblika
r(z) = Az+B gdje su A i B (cjelobrojne) konstante. Prema teoremima o dijeljenju
s ostatkom mora postojati q € Zlx] tako da vrijedi

f(z) = g(x)q(z) +r(x) = (2* + 22 — 3)q(x) + Az + B
= (x —1)(z + 3)q(x) + Az + B.
Odatle vvrstavanjem x =1 1 x = —3 dobivamo
A+B=f(1)=11
—3A+ B = f(-3)=2T.
Dakle, A= —4 1 B =15.

Neka je K € {Z,Q,R,C}. Neka su f, g € K[z] razliciti od nule.
Najveéa zajednicka mjera polinoma f i g je svaki polinom h € K|z] koji
zadovoljava sljedec¢a dva uvjeta:

) h[f,1h]g,
(ii) ako k | fik | g zaneki k € K[z], onda k| h

(usporedite s definicijom 8.22).

Uocimo da najveca zajednicka mjera nije jedinstvena. Naime, ako polinom h
zadovoljava gornja svojstva, onda ih zadovoljava i polinom c- h gdje je ¢ € K\ {0}
ako je K # Z i ¢ = £1 ako je K = Z. Sljedeca lema dokazuje obrat.
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Lema 13.12. Neka su f, g € Klx| nenul polinomi. Ako najveéa zajednicka mjera
polinoma f i g postoji, onda je ona jedinstvena do na umnozak sa ¢ € K\ {0} koji
nuzno zadovoljava ¢ = +1 ako je K = Z.

Dokaz. Neka su h i h' dvije najveée zajednicke mjere polinoma f i g. Tada:

e hl|f hlg,

e ako k| fik| gzanekik € K[z], onda k | h,
o W f NWly,

e ako k' | f1k'| g za neki k' € K[z], onda k' | 1.

Uzimajuci gore k = h’' i k' = h, zakljucujemo
R h i h|HW.
Sada lema 13.7 povlaci tvrdnju. O

Odredivanje zajednicke mjere u Z[z] je relativno komplicirano i u ovom ko-
legiju se ne¢emo njime baviti. Neka je do kraja ovog predavanja K € {Q, R, C}.
Dakle, K # Z. Tada se najveca zajednicka mjera polinoma f, g € K[z|, f,g # 0,
odreduje Euklidovim algoritmom dijeljenja slicnim onom kojim smo odredivali
najvecu zajednicku mjeru cijelih brojeva (vidite kraj 8. poglavlja).

Euklidov algoritam.
f = g-q+r, rn=0ili0<deg(r;) <deg(g),
g = ri-q+rey, ro=0i1li 0 <deg(ry) < deg(r)

(

o= 7ro-qz+ry, 13 =01l 0 <deg(rz) < deg(ry),
i1 = T;-{i+1 —+ Tit1, Tit1 = O 111 0 S deg (T’H_l) < deg (T’Z)
Kako gornji niz ostataka razli¢itih od nul polinoma ima strogo padajuce stupnjeve,
mora postojati ¢ takav da je r; # 0, ali r;;; = 0. Dakle, imamo
f = g-q -+,
g = T1-Gq2+T,

L= T2-q3+ T3,
(13.13)
Ti—a = Ti-1°¢i+Ti
ri-1 = Tiqiy1.

Lema 13.14. Neka su f,g € Klx] nenul polinomi. Najveca zajednicka mjera
polinoma f i g je polinom r; (zadnji nenul ostatak) u Euklidovom algoritmu.

Dokaz. 1z zadnje jednakosti u (13.13) zakljuéujemo r; | 7;_1, a onda iz predzadnje
zaklju¢ujemo 7; | r;_5. Naime,

Tico =11 @ +1i= (1 Giy1) G +ri=1i (G+1- G+ 1) = 1| rica.
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Ponavljajuéi ovaj postupak zaklju¢ujemo redom:

T’Z"T'Z;l, T’i’T‘i,Q,...,Tz‘|T2, ri|7’1, Ti|g, Tz‘f

Obratno, ako k € K[z] dijeli f i g iz prve jednakosti u (13.13) vidimo da k|r{, a
onda iz druge vidimo da k|ry itd. Dakle,

ELfo klg, klry, klre, oo kv, [k 1)

Rezimirajmo
(1) Ti|f7 Ti|ga

(ii) ako k | fik | g zaneki k € K[z], onda k| r;.

Ovim je lema dokazana. O

Svaki od polinoma ¢ - r;, ¢ € K\ {0} takoder je najveéa zajednicka mjera
polinoma f i g i na taj na¢in su opisane sve najvece zajednicke mjere (vidite lemu

13.14).

Zadatak 13.15. Odredite najvecéu zajednicku mjeru polinoma

a2+ e+1 1 22—+ -2
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14. NULTOCKE POLINOMA, HORNEROV ALGORITAM I PRIMJENE

U prethodnom poglavlju u teoremima 13.8 i 13.9 smo studirali dijeljenje poli-
noma s ostatkom. Posebno vazan slucaj je dijeljenje polinomom prvog stupnja.

Teorem 14.1. Neka je K € {Z,Q,R,C}. Tada za svaki f € Klz] i svaki o € K
postoji jedinstven q € K[z] tako da vrijedi

f(z) = (x —a)-q(z) + f(@).

Dokaz. Dijelimo polinom f polinomom g(x) = = — « ¢&ji je vodeéi koeficijent
jednak 1. Dakle, prema teoremima 13.8 1 13.9 zaklju¢ujemo da postoje jedinstveni
q,r € Klz] takvi da vrijedi

flx) =(x—a)-q+r(x),

r=01ili deg(r) <deg(g) =1.
Vidimo, dakle, da je r konstantan polinom, ¢iju vrijednost mozemo izracunati iz
prve jednakosti, tj. iz

flz)=(r—a) q(z)+r, Vrek

uzimajuéi r = a:

Hornerov algoritam. Hornerov algoritam daje vrlo efikasan nacin odredivanja
polinoma ¢ i vrijednosti f(«) o kojima se govori u teoremu 14.1. Cijeli postupak se
temelji na metodi neodredenih koeficijenata koju ¢emo sada opisati. Zadan
je polinom

f(2) = ap2™ + ap 12"+ -+ ayx + ao,

gdje su ag, ay,...,a, € K, a, # 0 (tako da je f stupnja n), i zadan je

a e K.
Odredujemo
(1) = bppx™ + b1 2™ 4 -+ byx + by,
gdje su by, by, . .., b, € K nepoznati koeficijenti, te racunamo f(«). Otuda i naziv

metoda neodredenih koeficijenata.
Kre¢emo od jednakosti koju daje teorem 14.1:
f(z) = (z —a)-q(z) + f(a).
Uvrstimo gornje podatke i dobivamo:
A" + a2 4 a4+ g

= (bp™ + by 2™ b+ b)) (1 — ) + fla)
= bm+1flfm+1 + (bm—l — abm)xm + -+ (b() — abl):v + (f((lf) — bo)
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Prema korolaru 13.3 (koji govori o jednakosti polinomal), gornja jednakost vrijedi
za svaki x € K ako i samo ako vrijedi:

n = m + 1 — m=n-—1

Qp, = bn—l - bn—l = ap

ap—1 = bp_o — aby_y — bn—o = aby_1 + a1
a; = bo — Ozbl — bo = abl “+ aq

ap = fla) — aby — fla) = aby + ap.

Iz ove sheme koeficijente polinoma ¢ i f(a) ra¢unamo redom odozgo prema dolje
koristec¢i desni stupac. Hornerov algoritam zahtijeva samo da se ova tablica
zarotira za 90°:

Hornerov algoritam:

L | as || e | m |
a | bay by—s by bo f(a)
~~~ ~~~ ~~ ~~ —~—~
an aby_1+an_1 abs+as abi+ay abg+ag

Primjer 14.2. Koriste¢i Hornerov algoritam odredimo f(2) i kvocijent pri dije-
ljenju polinoma f sa g ako je:

f(x) =32° — 2* + 72* + 22 — 6,

g(x) =2 —2.

Nagprige, a to treba napraviti pazljivo jer je to naceséa greska:
T-a=1-2 =

Nadalje, racunamo

3 -t o | 7 | 2 | -6

3F(= 2570 1077 PR Ew) 256—6

a=2 ‘ 3 ‘ 23:( K ‘ =;:) ‘ :24; ‘ :5:3r ‘ =106
Rezultat:

g(x) = 32" + 52® + 102* + 27x + 56,
f(2) = 106.

Primjer 14.3. Koristeéi Hornerov algoritam odredimo kvocijent i ostatak pri di-
jeljenju f sa g ako je:

f(z) = 32° — 2* + 72* + 22 — 6,
g(x) =z +1.

Najprije odredimo o:

r—a=z+1 = H
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Nadalje, racunamo

3] -t | o0 | 7T | 2 | -6
N I B I L B B

a=—1 ‘
=

—4
Rezultat:

g(x) = 3" — 42® + 42 + 32 — 1,
fe=—5

Taylorov razvoj polinoma. U nastavku je takoder K € {Z,Q,R,C}. Svaki
polinom zapisan na standardan nacin

f(@) = anz™ + ap_12" ' + -+ ayx + ag,

gdje su ag,ai,...,a, € Kin € Ny, je razvoj po potencijama od z: 2°, 2! =

x, x2,... Medutim, potencije od x nisu ni po ¢emu posebne jer vrijedi:

Teorem 14.4 (Taylorov razvoj oko o € K). Neka je o € K. Tada za svaki
f(z) = anz™ + ap_ 12" + -+ ayx + ag € K[z], a, # 0, postoje jedinstveni

Ag, Aq,..., A, €K
takvi da vrijedi
flx)=A(z —a)" + Ap_1(x — )" T+ + A — a) + Ap.
Nadalje, A, = a, i Ag = f(a).
Dokaz. Ako je n = 0, onda je f(z) = ap i dovoljno je samo staviti Ay = a¢ da
se dobije trazeni razvoj. Neka je zato n > 1. Koristimo uzastopno teorem 14.1,
opazajuci da kvocijent uvijek ima isti vodeéi koeficijent kao polazni polinom f (a

to slijedi iz ranije diskusije oko Hornerovog algoritma). Dakle, dijelimo n puta sa
(x — a):

f(z) = (z — a)g(x) + Ay, Ao = f(a), deg(qo) =n—1,
q(x) = (r —a)qi(x) + A1, Ay = qof deg (¢1) =n — 2,
(2) = (x — a)qa(x) + A2, Ay = 1 deg (q2) =n —3,

a),
)

a)

Qn—?)(x) = (:E - a>Qn—2(x) + An—?v An—? = Qn—3(a)a deg (Qn—Z) = ]-7
Qn—Q(fL‘) = (ZE - Oé)‘bt—l(x) + An—lv An—l = Qn—Q(a)a deg (qn—l) =0.
Kako smo ve¢ istaknuli, svi kvocijenti qq, ¢1, . . ., ¢,—1 imaju isti vodeci koeficijent

jednak onom od f tj. jednak a,. Kako je polinom ¢,_; stupnja nula (vidite gornju
shemu dijeljenja), to mora biti jednak svom vodeéem clanu, tj. ¢,—1(x) = ay,.
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Stavimo A,, = a,. Uzimajuéi to u obzir, gornja shema dijeljenja izgleda ovako:
fz) = (z — a)qo(z) + Ao,
o(z) = (2 — @) (x) + Ay,
¢ (z) = (2 — a)ga(x) + Ay,

Gn-3(2) = (T — A)gn—2(z) + An_s,
Gn—2(x) = A - (r —a)+ Ay
Na kraju uvrstavamo odozdo prema gore:
Gn-3() = (r — a)gn—2(7) + Ap—2
=(r—a)(A,-(z—a)+ A1)+ Ans
=Ap(z—a)  + A (v —a)+ Ay,

() =Ap(z — )" 2+ A 1(x — )" P+ Ag(x — a) + Ay,
q(z) = (z — a)q(z) + Ay

Ap(x— )" P+ Api(z — )" 2+ 4 Ayl — a) + Ay,
f(@ (z — a)qo(z) + Ag
=Ap(z—a)"+ A1z — )"+ Al(z — a) + A

Ovim je egzistencija razvoja dokazana. Jedinstvenost slijedi iz jedinstvenosti u
teoremu o dijeljenju s ostatkom. U

U teoremu 14.4 smo izrazili A,, i Ay. Ostali koeficijenti A; se mogu izraziti preko
derivacija od f izracunatih u «, ali nas dokaz daje efikasan opéi nacin racunanja
koeficijenata A; temeljen na Hornerovom algoritmu.

Kada se metoda iz dokaza prethodnog teorema kombinira s Hornerovim algo-
ritmom, dobije se vrlo efikasan algoritam za odredivanje koeficijenata.

Primjer 14.5. Razvijte polinom f(x) = x* + 22% — 32? —4x + 1 oko a = —1.
Drugim rijecima, treba polinom razviti po potencijama od
r—a=c—(-1)=z+1.

Koristimo n = 4 puta Hornerovu shemu:

1 —3 —4 1
a=—1 1 —4 0 | Ay =1]
= -1 1 0 —4 (A =4
=-1 1 ~1 | Ay = 3]
=1 1 | A3 = —2]
a=-—1 Ay =1
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Rezultat:
f@)=(x+1)* =2 +1°=3@+1)*+4(x+1)+ 1.

Zadatak 14.6. Razvijte polinom f(x) = x* + 223 — 32* — 4o + 1 oko a = 1.
Drugim rijecima, treba polinom razviti po potencijama od v — o = x — 1.

Nultocke polinoma. Kazemo da je € K nultoc¢ka ili korijen polinoma
f € Klz] ako vrijedi f(a) = 0.

Propozicija 14.7. « € K je nultocka polinoma f € K[z| ako i samo ako x — « |

f(@) wK[z].
Dokaz. Prema teoremu 14.1, postoji ¢ € K[z] tako da vrijedi
f@)=(z—a)-q+ f(o).

Propozicija odmabh slijedi iz ove jednakosti jer je f(«) ostatak pri dijeljenju poli-
noma f sa xr — «. O

Kratnost nultocke. Neka je f € K[z|, f # 0. Definiramo kratnost ili red od
a € K, u oznaci v,(f), kao cijeli broj

m = Voa(f)v
odreden sa
(x =)™ [ f(z), (x—a)"" 1 f(2).
Ocigledno je broj m potpuno odreden ovom karakterizacijom. Zaista, imamo
(z—a)’=1]f(z) i (x—a)" 1 f(z), gdiejen=deg(f),

jer polinom stupnja n + 1 ne dijeli polinom stupnja n. Dakle, svakako postoji m
s trazenim svojstvom:

(x=a)’ =1 f(2), ..., (@=a)" | f(z), (x—a)" "} f(2), ..., (x—a)""" { f(2).
(Naime, niz pocinje djeljivoséu, pa je m definiran kao “posljednje mjesto” gdje
imamo djeljivost.)

Osnovna svojstva ovog pojma sadrzana su u sljedec¢oj lemi:
Lema 14.8. Neka su f € K[z|, f,g # 0. Neka je o € K. Tada vrijedi:

(i) Postoji q € K[z| takav da je
f(z) = (z — a)=Vq(z), q(a)#0.
(ii) Obratno, ako postoje m > 0 i q € K[z] takvi da je
flx) = (x —a)"q(x), q(a)#0,

onda je

Vo (f) =m.
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(iii) Ako je a € K nultocka polinoma f, onda vrijedi
vi(a) > 1.

(iv) va(f - 9) = va(f) + va(g)-

Dokaz. (i) Po definiciji vrijede sljedece tvrdnje:
(=)D | f(z), (z—a)=DH 1 f(e).

Iz prve tvrdnje zaklju¢ujemo da postoji ¢ € K[z] takav da je

f(z) = (z — )= Vq(z),

a iz druge zakljucujemo ¢(a) # 0, jer bismo inace prema propoziciji 14.7 imali
r—alqg(x), azatoi

(& — )= DH | f(x),
Sto nije moguce.
(ii) Kako je f(z) = (z — a)™q(z), to vrijedi (x — )™ | f(z). Ako (z — )™ |
f(z), onda za neki ¢; € K[z] vrijedi
fa) = (z — )" ().

Dakle,

(x —a)"q(z) = (2 — )" g1 (2)

(z —a)"(¢(z) = (z — a)q(x)) = 0

_—
= 4le) = (r — a)a (a)

Odatle slijedi g(a) = 0. Ovo je kontradikcija s pretpostavkom ¢(«) # 0. Dakle,
(x — o)™ f(x). Konacno zakljucujemo v, (f) = m.

(iii) Prema propoziciji 14.7 vrijedi © — a | f(x). Dakle, v,(f) > 1.

(iv) Prema (i), postoje q1, g2 € K[z] tako da je

Dakle,

f(z) - g(x) = (2 — ) PHUq (2)gy(2), q(a)- ala) #0.

Tvrdnja sada slijedi iz (ii). O

Korolar 14.9. Neka je f € K[z] polinom stupnja n > 1. Neka su oy, g, ...,
o, € K razlicite nultocke od f u K, redom s kratnostima ki, ... k. Tada
postoji polinom q € K[z] takav da je

f@)=(z =)™ (z = am) " q(@),

q(a;) #0 za svakii=1,...,m.
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Dokaz. Lema 14.8 (i) povlaci da postoji ¢; € K[z] takav da je
fl@) = (z —a)"q(z), @la)#0.

Nadalje, zbog leme 14.8 (iv), vrijedi

by = Voo (f) = Voo ((r = a1)"™) + vy (1) = 0+ vy (1) = vau(@1).

Lema 14.8 (i) povlaci
q(w) = (x — a2)? (), g2(a2) #0.

Uz to, vrijedi i

fla) = (z —a)"a(2) = (2 — )™ (2 — a2)?q2(2), ga(ar) # 0, ga(az) # 0.

Sada ovaj postupak ponavljamo dok ne iscrpimo sve ;. U

Teorem 14.10. Neka je f € K[z]| polinom stupnjan > 1. Neka suaq, aq, ..., o €
K razli¢ite nultocke od f u K, redom s kratnostima ki, ..., k,. Tada je

Posebno, polinom f € Kx] stupnja n > 1 ima najvise n razlicitih nultocaka u K.

Dokaz. Prema korolaru 14.9, postoji polinom ¢ € K[z| takav da je
f@) = (z—a)" (& — am) " q(2).
Usporeduéi stupnjeve, zakljucujemo
n = deg (f) = deg ((z — a1)™) + -+ + deg ((z — am)") + deg (¢())

=ky+ -+ ky + deg (¢(2))

Teorem 14.10 se cesto formulira na sljedec¢i nacin:

Polinom stupnja n ima najvise n nultocaka racunatih s kratnostima.

Hornerov algoritam daje nam efikasan algoritam za odredivanje kratnosti nul-
tocaka. Taj algoritam se temelji na sljede¢oj propoziciji ¢iji dokaz ostavljamo
citatelju.

Propozicija 14.11. Neka je f € K[z], f # 0, deg(f) = n te a € K. Neka
je f(x) = Ap(x — )"+ Ay 1(x — )" P+ + Ay(z — a) + Ay Taylorov razvoj
polinoma f oko tocke o. Tada je vi(a) najmangi indeks m sa svojstvom A, # 0.

Primjer 14.12. Dokazimo da je o = 1 nultocka polinoma

flx)=a° =22 4+ 23 + 2% =20 + 1
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1 odredimo njezinu kratnost.

2 I S S S O S B
a=1[ 1| =11] 0 1 —1 [ Ay = 0]
a=1] 1| 0|0 1 (A =0]
o= 1 1 | 1| [A=2

Rezultat:

Odredivanje cjelobrojnih nultocaka polinoma s cjelobrojnim koeficijen-
tima. Neka je f(z) = ap2™ + ap_ 12" ' + -+ +a1x + ag € Z[z], n > 1, a, # 0.
Neka je m > 0 najmanji indeks takav da je a,, # 0. Tada mozemo pisati

"+ ap 2" = 2" a2 b ay).

Vidimo da je o = 0 kratnosti m ako je m > 1. Na taj nacin problem odredivanja
racionalnih nultocaka svodimo na odredivanje racionalnih nultocaka polinoma

ajnxnfm 4 ajn_lxnfmfl +---+a,
u kojem je ay,a,, # 0. Taj polinom nema a = 0 kao nultocku. Zbog toga u

sljede¢em teoremu pretpostavljamo da je slobodan ¢lan razlicit od nule.

Teorem 14.13. Ako je a € Z nultocka polinoma f onda « | ag, tj. cjelobrojne
nultocke polinoma s cjelobrojnim koeficijentima nalaze se (ako postoje!) medu
djelitelyima slobodnog clana.

Dokaz. Po pretpostavci,
0=f(a) = apa™ + ap_ 10" '+ +aja+ag
= ay=—a- (anoz"_1 +ap_1@" al) .

Odatle slijedi « | ag u Z. O

Primjer 14.14. Odredimo cjelobrojne nultocke polinoma
flr)=2° 22" + 2% + 2% — 20 + 1.
Ovdje je slobodni ¢lan ag = 1. Njegovi djelitelji su elementi skupa
{-1,1}.

Racunamo Hornerovom shemom. (ali ne uzastopno veé uvijek radimo s koeficijen-
tima polinoma f):

I I O A O A
a=11]1]| =1 0] 1 1] [o0]
a=-1| 1] =3| 4| =3| 1 | [0]

Rezultat: sve cjelobrojne nultocke polinoma f su —1,1.
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Primjer 14.15. Odredimo cjelobrojne nultocke polinoma
f(x) =22 —32% —x — 2.
Ovdje je slobodni ¢lan ag = —2. Njegovi djelitelji su elementi skupa
{-1,1,-2,2}.

Racunamo Hornerovom shemom (ali ne uzastopno veé uvijek radimo s koeficijen-
tima polinoma f):

2 =3 —-1] -2
a=-—1 2 -5 4 —6
a=1 12| -1] —2| —4
a=-2| 2| 7] 13 | —-28
a=2 12| 1 1 0]

Rezultat: jedina cjelobrojna nultocka polinoma f je 2.

Odredivanje racionalnih nultocaka polinoma s cjelobrojnim koeficijen-
tima. Kao u prethodnoj tocki, kod odredivanja racionalnih nulto¢aka promatramo
samo polinome kojima je slobodan ¢lan razlicit od nule.

Prema teoremu 9.10, svaki racionalan broj « je ili jednak nuli tj. o = % ili je
a= ’a’, gdje su p € Z, q € N relativno prosti.

Teorem 14.16. Neka je f(x) = anz" + ap 12" ' + -+ ayx + ag € Z[x], n > 1,
a, # 0 1ag #0. Ako je a = %’, gdje sup € Z\ {0}, ¢ € N relativno prosti,
nultocka polinoma f, onda p | ag i q | a,.

Dokaz. Po pretpostavci,

Mnozenjem sa ¢" dobivamo
anp" + apap" g+ A apg™ T+ agg” = 0.
Odatle imamo
— app" = q(anap" T+ apg" T 4 agg"
—agq" = plapp" " + an-1p" g+ +ad" ).

Prva jednakost daje ¢ | a,p™, a kako su p i g relativno prosti, zaklju¢ujemo q | a,,.
Druga jednakost daje p | apq™, pa na isti nac¢in dolazimo do « | ag. U

Napomena 14.17. Ostanimo jos malo u oznakama i pretpostavkama dokaza te-
orema. Kako je § nultocka polinoma f(x) = apz"™ + ap_ 12" '+ -+ @17 + ag s
cjelobrojnim koeficijentima, to vrijedi

0:f<05) = Qn <E>n+anl (E)n_ +“‘+a1 (]—?) +CLO.
q q q



UVOD U MATEMATIKU 151
MnozZenjem sa ¢q" dobivamo ekvivalentnu tvrdnju
anp" + anap" g+ o+ apg" + agg” = 0.

To nam pokazuje da je cijeli broj p nultocka cjelobrojnog polinoma g(x) = a,x™ +
Ap_1gx™ 4+ - 4+ a1q" e + apq™. Lako vidimo da je ’é nultocka polinoma f ako
i samo ako je p cjelobrojna nultocka polinoma g. Ovo je ponekad korisno za
prakticnu provjeru je li § racionalna nultocka jer izbjegavamo racun s razlomcima
u Hornerovom algoritmu. Primjere cemo dati niZe.

Dokaz sljedec¢eg korolara prepustamo citatelju.

Korolar 14.18. Neka je f(x) = a,2™ + ap_12" "t + - + a1z + ag € Z[z], gdje je
n > 1, takav da a, = £1. Tada su sve racionalne nultocke cjelobrojne (jasno, ako
postoje!).

Hornerov algoritam. Uz oznake iz teorema 14.16, kod odredivanja racionalnih
nultocaka postupamo ovako:

(1) Napisemo sve djelitelje od ag u Z. To su kandidati za p.

(2) Napisemo sve djelitelje od a,, u N. To su kandidati za g.

(3) Formiramo sve moguce £ koristeci (1) i (2), a izmedu njih uzmemo one
koji su potpuno skraceni (jer p i ¢ moraju biti relativno prosti). Za svaki
takav o = P idemo na sljede¢ i korak

(4) Hornerovim algoritmom provjerimo vrijedi li f(a) =0 (moZemo postu-
pati kao u napomeni 14.17).

Primjer 14.19. Odredimo racionalne nultocke polinoma 223 +x*+x—1. Polinom
ima cjelobrojne koeficijente te su kandidati za racionalne nultocke g, pri cemu
pl—11iq|2 t. £1, i%. Direktnom provjerom Hornerovim algoritmom vidimo da
+1 nisu nultocke. Za % ne provjeravamo direktno veé koristimo napomenu 14.17.
Stavimo p = 1 1+ ¢ = 2 1 formiramo novi polinom s cjelobrojnim koeficijentima
g(z) = 22° + qz* + ¢*xr — ¢* - 1 = 223 + 22* + 4x — 8. Hornerovim algoritmom

provjerimo da je p = 1 cjelobrojna nultocka polinoma g. To pokazuje da je %
1
2
nultocka polinoma 223 +2%*+x—1. Dakle, % jedina je racionalna nultocka polinoma
203 + 22 + 1 — 1.

racionalna nultocka polinoma 223 + 2% + x — 1. Slicno provjerimo da —3 nije

Zadatak 14.20. Odredite racionalne nultocke polinoma 23 — x? + 10z — 5.

Zadatak 14.21. Odredite racionalne nultocke polinoma x3 + x> + x + 3.

Racionalne nultocke polinoma s racionalnim koeficijentima. Odredivanje
racionalnih nulto¢aka polinoma s racionalnim koeficijentima svodi se na prethodni
slucaj ako polinom pomnozimo primjerice s produktom nazivnika svih koeficije-
nata (ili s nekim drugim pogodnim cijelim brojem, pa u dobivenom polinomu
izlu¢imo najveéu zajednicku mjeru svih koeficijenata razli¢itih od nule); na taj



152 DIJANA ILISEVIC I GORAN MUIC

na¢in imamo cjelobrojni polinom koji ima isti skup nultoc¢aka kao i polazni poli-
nom. Primjerice,

1 1 1 1
§x3+5x2+3€<@[x] — 2-5-<§x3—}—5x2+3> = 52° + 22° 4+ 30 € Z[x].

Pogledajmo sada neke primjene.

Primjer 14.22. Dokazimo da je \/2 iracionalan. Zaista, \/2 je korijen polinoma
s cjelobrojnim koeficijentima danog sa x* — 2. Prema korolaru 14.18, jedine ra-
ctonalne nultocke tog polinoma su cjelobrojne i to su djelitelji od —2. Kandidati
su, dakle, +1,42. Direktnom provjerom vidimo da niti jedan od njih nije korijen
polinoma %> — 2. Prema tome /2 nije racionalan.

Primjer 14.23. Dokazimo da je /22 iracionalan. Zaista, /22 je korijen poli-
noma s cjelobrojnim koeficijentima danog sa 23 —22. Prema korolaru 14.18 jedine
racionalne nultocke su cjelobrojne @ to su djelitelji od —22. Kandidati su, dakle,
+1,+2,+11, +22. Direktnom provjerom vidimo da niti jedan od njih nije korijen
polinoma 3 — 22. Prema tome V2 nije ractonalan.

Zadatak 14.24. DokaZite da je /2 iracionalan.
Zadatak 14.25. DokaZite da je /7 iracionalan.

Teorem 14.26. Neka je a,n € N. Tada je ili a jednak n—toj potenciji nekog
prirodnog broja ili je /a iracionalan.

Dokaz. Prisjetimo se, /a je po definiciji jedinstveno pozitivno rjesenje jednadzbe
" —a = 0 (vidite teorem 10.5).

Pretpostavimo da je {/a racionalan. Svi racionalni korijeni su cjelobrojni
prema korolaru 14.18 i to su djelitelji od a. Neka je, dakle, p € Z djelitelj od a.
Ako je p" —a =0, onda je

Ako je n paran, onda zbog
(—=p)"=(-1)"p"=p"=a

mozemo uzeti da je p € N. Ako je n neparan, onda je nuzno p € N. Dakle, a je
n—ta potencija prirodnog broja p. Il
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15. OSNOVNI TEOREM ALGEBRE

Neka su ag, ay, . ..,a, € K, a, # 0. Neka je polinom f : K — K zadan sa
f(m)zanl'n+'--+a1:c+ao.

Ima li polinom f nultocku o € K? U prethodnom poglavlju smo odgovorili na ovo
pitanje u slucajevima K =7 i K = Q. Slucaj K = R je znatno kompliciraniji.

Promotrimo polinome stupnja 1 i 2:

n=1: f(z) = a1z + ag

Rjesavamo jednadzbu f(z) = 0:

ar+ag = 0,
air = —aop,
Qo
r = ——.
ai
Dakle, o« = —22 je nultocka polinoma f.
n=2: f(z) = agz® + a1 + ag
Rjesavamo jednadzbu f(z) = 0:
asx® + a1x +ag = 0,
a a
2+ —r+ =2 = 0,
) )

2 2
2 ay ay ay ag
2. — — — | — — =0
T 2a2x+ (2&2) <2a2) * a9 ’
2 2
aq —a1” + 4&0&2
—_ - " =0
(l' + 2a2) * 4&22 ’

2 2
—4
T+ a1 _ a1 aoaz‘
2&2 4(122

Realne nultocke se dobiju ako i samo ako je a;? — 4agas > 0. Tada je

a Va2 — 4daga
e Va 002
2(12 261,2
odnosno
_ —ay £ Vay? — dapay
N 20,2 '
Dakle, polinom f ima realnu nultocku ako i samo ako je a;% — 4agas > 0. Ako je
a2 —4agay = 0, tada f ima jedinstvenu nultocku o = —5, aako je a’—4agay > 0,

tada f ima dvije razlicite nultocke:

—ay +vVa1? — 4agas
)

2612

—ar — v a12 — 4&0@2

2&2

ap = Qg =
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Vidimo da se slucajevi n = 1 i n = 2 razlikuju - polinomi prvog stupnja
uvijek imaju realnu nultocku, dok medu polinomima drugog stupnja ima i onih
koji nemaju realnih nultocaka.

Moze se dokazati da vrijedi sljedeéi teorem:

Teorem 15.1. Svaki polinom neparnog stupnja s realnim koeficijentima ima bar
jednu realnu nultocku.

Sto je sa slu¢ajem K = C? Prema ranijem racunu, i polinom prvog stupnja i
polinom drugog stupnja imaju kompleksnu nultocku. Zapravo, polinom bilo kojeg
stupnja n > 1 ima kompleksnu nultocku. O tome govori osnovni teorem algebre
kojeg navodimo bez dokaza:

Teorem 15.2 (Osnovni teorem algebre). Neka je
f(x) = apa" + -+ - + a1 + a,

gdje su ag,aq,...,a, € C, a, # 0, polinom stupnja n > 1. Tada postoji zg € C
takav da je f(zy) = 0.

Polinom f(x) = a;x + ag prvog stupnja ima nultocku oy = —¢2. Uocimo da je

f@) = a (:c + @> = a1(z — o).

ai

Polinom f(z) = asz? + a1x + ap drugog stupnja ima nultocke

—a1 + v &12 — 4(10&2 —a; — vV Cl12 — 4(10&2
, .

a1 = =
2a9 2as
Uoc¢imo da je
aq Qg
artoag=—— 1 o1 -0Qg=—,
a2 a2
pa je
a a
f(x) =as <x2 + a—lx + a_o) = CLQ(IQ — (a1 + )+ o 'Oég) = as(x — 1) (x — an).
2 2

Posebno, ako je a; = g, mozemo pisati f(z) = as(x — ay)?.

Teorem 15.3. Neka je
f(x) =aux" + -+ + a1z + ay,

gdje su ag, ay,...,a, € C, a, # 0, polinom stupnja n > 1. Tada postoje jedinstveni
razliciti zq, ...,z € C inq,...,ng € N takvi da je

F(x) = ap(z — 2)™ - (z — 25)"

tny+ -+ ng =n.
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Dokaz. Prema osnovnom teoremu algebre, polinom f ima nultocku z; € C. Pro-
pozicija 14.7 povla¢i  — z; | f(x) odnosno postoji f; € Clz] takav da je

f(z) = (v — 21) fi(w).
Pri tome je f; polinom stupnja n — 1. Ako je n — 1 > 1, polinom f; ima nultocku
29 € C, pa x — 29| fi(x) i stoga postoji fo € C[z] takav da je

fi(x) = (x — z) fa(z).
Polinom f5 je stupnja n — 2. Slijedi

f@) = (x = 21)(x = 22) fo().

Postupak nastavimo sve dok ne dodemo do polinoma f, koji je nultog stupnja.
Znaci da postoji ¢ € C takav da je f,(z) = ¢ za svaki z € C. Tada je

fl@)=clx —2)(x — 2z2) - (x — 2,).

Polinom f ima vodedi koeficijent a,,, a polinom s desne strane jednakosti ima vodeci
koeficijent c. Iz korolara 13.3 slijedi ¢ = a,,. Preostaje grupirati iste faktore. [

Umjesto zapisa
f(@) = an(z —20)™ - (w = 2)"™
iz teorema 15.3, mozemo pisati i

k

flz) =a, H(a: — z)™.

i=1
Kako su u tom zapisu zq, . . ., 2x € C medusobno razliciti, to je n; kratnost nultocke
z (i=1,...,k). Dokazimo tu tvrdnju.

Prisjetimo se, u prethodnom poglavlju smo definirali kratnost nultocke o kao
cijeli broj m sa svojstvom

(@—a)" | f),  (@—a)""f f(a).

Za nultocku z; (i = 1,...,k) polinoma f ocigledno vrijedi (z — z;)™
(x — )™ T | f(x), tada postoji polinom g sa svojstvom

f(@) = g(@)(@ — z)" ",

f(z). Ako

pa je
(T — 21)™ - (2 = 2im1)" 7 (@ = 2)" (2 — )™ = g(2) (T — 2)
Posebno za x = z; dobivamo
an(2i — 21)™ - (20 — 2i1)" 7 (20— 2ign) " (20— )™ =0,

paje z; = zj zaneki j # . To je u kontradikciji s pretpostavkom da su svi 2y, .. ., 2
razliciti. Dakle, (x — )™t f(x), pa je n; kratnost nultocke z; za i = 1,..., k.

Sada nas zanimaju kompleksne nultocke polinoma s realnim koeficijentima.
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Lema 15.4. Ako je zg = a + ib, gdje su a,b € R, b # 0, nultocka polinoma
f(z) = apa™ + -+ a1z + ao,

gdje su ag,ay,...,a, € R, a, # 0, tada je 1 Zy = a — ib takoder nultocka polinoma
f
Dokaz. Kako je f(a+ib) =0, to je

an(a+ib)" +--- 4+ ay(a +ib) + a9 = 0.
Kompleksnim konjugiranjem se odavde dobije

an(a—1ib)" +---+ai(a—ib) + a9 =0
tj. f(a —ib) = 0. O

Lema 15.5. Ako je a + ib, gdje su a,b € R, b # 0, nultocka polinoma f € R[z],
tada z* — 2ax + a® + b* | f(2z) u R[z].

Dokaz. Kako je f(a+ib) = 0, propozicija 14.7 povlaci x — (a+1b) |
iz leme 15.4 slijedi i da je f(a —ib) = 0, pa vrijedi i  — (a — @b
f(z) je djeljiv sa
(z—(a+ib)(z—(a—ib)) = (z—a—ib)(z—a+ib)=(zr—a)—i’
= (z—a)’+b* =2® — 2ax + a® + b,

f(z). Medutim,
) | f(x). Dakle,

a to je polinom s realnim koeficijentima. U

Teorem 15.6. Neka je
f(z) = apx™ + -+ - + a1 + ay,
gdje su ag,ay,...,a, € R, a, # 0, polinom stupnjan > 1. Tada postoje jedinstveni
at, ..., €ERny, ... o €Nopr, oo eR gy, .. o,qr € Rymy, ..o ymy € N takw
da je
f(@) =an(z —a)™ ... (x —ap)"™ (2> + prz+q)™ ... (2> + pr + q)™;
pr—4¢;<0,i=1,....5; n=ny+---+np+2my +--+2my.

Teorem 15.6 slijedi iz teorema 15.3 i leme 15.5 (kvadratni faktori, tj. faktori
oblika 2% + p;x + ¢;, su dobiveni iz parova kompleksno konjugiranih nultocaka
polinoma f).

Prisjetimo se, ako je
f(.T) :an$n+---+a1x+a0,

gdjesuag,aq,...,a, € C,a, # 0, polinom stupnjan > 1, tada postoje a, ..., a, €
C (ne nuzno razliciti!) takvi da je

flz)=ap(x —ay) - (x — ay).

Pogledajmo sto mozemo zakljuciti iz ovog zapisa u slucajevima n =2 in = 3.
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n=2
ax® a1 +ag = ax(r —ay)(r — ay),
a a
as <:U2 + Lo+ —0) = ay (x2 — (a1 + ag)x + a1a2),

a2 a2

a a
4 e+ 2 = 22— (o + ag)T + .

Q9 (05}

Prema korolaru 13.3 (o jednakosti polinoma) imamo:

451
atay = ——,
a2
Qg
A1y = —.
a2
n=23
3 2
azx® + asx” + ar +ag = az(r —aq)(x — ag)(r — as,)
a a a
3 2 2 1 0 2
az(2*+ =2+ —z+ — ) = a3(¢” — (1 + @)z + araz) (z — a3),
as as as
. Q a a
3 2 2 1 0 3 2
4+ =+ —r+— = 27— (u+a+taz)r
as as as
+(061052 + oz + 063051).1' — (X1 (o(v3.
Slijedi
D)
a1 +og +a3 = -,
as
ay
10 + oy + azvy = —,
as
ao
10903 — ——.
as

Opcenito vrijede sljedece tzv. Vieteove formule:

an—1
ap+aQy+-ta, = — ;
(7%
Ap—2
a1 +apag 4+ -+ ooy + ey + oy + - a1y, = P
n
Ap—3
Q1003 + Q1Q20y + -+ Gy 20, 10y, = — )
ap,
Qo
n
ajag -, = (=1)"—.
an

Vieteove formule nam, medu ostalim, omogucuju odrediti neke veze medu
nultockama danog polinoma ne racunajuci efektivno te nultocke.

Primjer 15.7. Neka je f(x) = 22 — 2* + 2z — 5. Lzracunajmo o% + a% + a%), gdje
su a, (o, iz nultocke polinoma f.
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Prema Vieteovim formulama je
+ o+ ol
ot taz3=——==
1 2 3 9 27
Q10 + o3 + Qi3 =

-5
1oy = —7 =

N Ot N

Slijed

1 1 X 1 o Qo3 + 13 + Qo

(03] (6%) (0% Q103

ol =

ot Do
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16. RASTAV RACIONALNE FUNKCIJE NA PARCIJALNE RAZLOMKE

Neka su f, g € R[x] polinomi i neka g nije nulpolinom. Funkcija

f(z)
T )

se naziva racionalna funkcija; njena domena je skup

D= {xeR|g(x) #0}.

Primjer 16.1. (a) Racionalna funkcija

5
f(x):x—i-l

ima domenu D(f) ={z e Rlz+1#0} =R\ {-1}.

(b) Racionalna funkcija
20— 7
)= o ae o
ima domenu D(g) = {z € R|2* + 42+ 9 # 0} = R jer kvadratna jednadzba
22 + 42 + 9 = 0 nema realnih rjesenja.

Neka je m € R[z] najveéa zajednicka mjera polinoma f i g; prisjetimo se,
ona se odreduje Euklidovim algoritmom (vidite kraj 13. poglavlja). Tada postoje
relativno prosti polinomi fi,¢; € R[z] takvi da je f =m - fi i g =m - g;. Slijedi

f:m'flzﬁ.

g m-aq1 g1

Kazemo da je racionalna funkcija x — f(2) prava racionalna funkcija ako

9(z)
je f nulpolinom ili deg(f) < deg(g).

Ako je deg(f) > deg(g), tada prema teoremima 13.8 i 13.9 (o dijeljenju s
ostatkom) postoje polinomi g; i r takvi da je f = g - g1 + r i deg(r) < deg(g).
Slijedi

f_g-q+r
g g
Pritom je g; polinom, a g prava racionalna funkcija.

r
g

Primjer 16.2. Neka je
22+ 2r+1
A

Dijeljenjem polinoma x® + 2x + 1 sa 2? + 1 dobivamo kvocijent x i ostatak x + 1.
Dakle,
x+1

241

flz) =+
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Primjer 16.3. Neka je

2% + Tz — 8
r)=—"—7".
/(@) T+5
U ovom slucaju je nazivnik oblika x — o za o« = —5, pa ostatak pri dijeljenju

polinoma 2z + Tz — 8 sa x + 5 moZemo odrediti Hornerovom shemom:

Kwvocigent je polinom prvog stupnja, a njegove koeficijente redom procitamo iz
dongjeg retka: to su 2 i —3. Brojnik prave racionalne funkcije je f(—5) = 7. Slijedi
7

f(x):2x—3+x+5.

Prisjetimo se teorema 15.6: Svaki polinom ¢ € R[z| stupnja n > 1 se mozZe na
jedinstven nacin zapisati u obliku

g(x) = (x —z)™ - (x — z)™ (@ + prz+ @)™ - (° + pr 4+ @)™,

gdjesuxl,---,xkGR,nl,---,nkGN,pl,---,pZER,Q1,---,qlGR,ml,---,mle
N, p?—4q;<0zai=1,....5n=mny+ - +n,+2my+---+2m isviz—uz; (za
i=1,...,k) tesviz®+px+q (zai=1,...,1) sumedusobno razliiti.

Oslanjajuéi se na takav prikaz polinoma, pravu racionalnu funkciju mozemo
rastaviti na parcijalne razlomke:

Teorem 16.4. Neka je
g(x) = (x — )™ - (. — )™ (2 + pro + @)™ - (2 + px + @)™,

pri cemu je p? —4q; < 0 za 1 = 1,...,l. Neka je f € R[z] te neka je deg(f) <
deg(g). Tada je

x A A A
f() — 11 + 12 2+...+;
g(x) r—x1 (r—m) (x —aq)™
A A Apn
+ k1 + k2 4+t kg
r—1xr (v —xp)? (x — xp)™*
BH.T + 011 Blmlx + Clml
22+ px 4+ q (22 +prx+q)™
Bllx + 011 e Blmlﬂf + Clml
22+ px + q (22 +pz +q)""

gdje su Aj;j e R (i =1,...0k;j=1,...,n), Byp,Cupo € R (u=1,..., ;v =
1,...,my) konstante.

Dokaz. Zapisimo

g(x) = (x = 21)" g (2).
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Uoc¢imo da je g;(z1) # 0. Neka je Ay, = fl((zll)). Tada je
f(x) _ Alnl + f(x) o Alm
9(x) (z—az)m  g(z)  (z—x)m
A f(x) — Ay g1 ()
(z —zy)™ 9(x)

Kako je
(f = Aiugi) (1) = f(21) — A, g1(21) = 0,
tox — a1 | f — A1n, 91, pa postoji hy € R[z] takav da je

(f = A1) () = (z — 21) Iy ().

f(21)
g1(z1)
konstantu izabere ona vrijednost za koju polinom f(z) — Ay, 01(z) ima z; za

nultocku. Slijedi
(f —Amg)(x)  (x—z)h(z) ha(x)
9() (x —az)mgi(z)  (z—z)" tgi(x)
Sada postupak nastavimo tako da ulogu polinoma f preuzima polinom hq, a ulogu
polinoma g polinom x +— (z —x1)™ g, (z) kojemu je z; nultocka kratnosti n; — 1.

Sada je jasno zasto smo Aj,, definirali bas kao . Ideja je bila da se za tu

Tako ¢emo doc¢i do sumanda ( Aty 1 Nastavljaju¢i postupak, nakon konacno

z—xy)"1 1"
koraka dolazimo do sumanda x‘f—lzll i)tada ¢e ulogu polinoma g preuzeti polinom ¢y
kojemu su realne nultocke xs, ..., z;. Kada iskoristimo sve realne nultocke, dobili
smo sve linearne ¢lanove u prikazu. Tada prelazimo na kompleksne nultocke.
Znamo da se kompleksne nultocke polinoma pojavljuju kao parovi konjugirano
kompleksnih brojeva, pa se polinom g (koji je nakon iscrpljivanja svih realnih

nultoc¢aka preuzeo ulogu polinoma ¢) moze zapisati u obliku
ge(x) = (2% + pra + )™ g (2),
a to mozemo shvatiti kao
g(2) = (& = 20)(z = 20))"™ g (2),

gdje su z1, z; parovi kompleksnih nultocaka polinoma g;. Postupak za kompleksne
nultocke nastavimo na isti nacin kako smo to radili za realne, s tim da ovog puta
uvrstavamo bilo koju od dvije kompleksno konjugirane nultocke. Toc¢nije, imamo

h(z)  Biuma+ Cipy hz)  Bim@ + Cim,

gr(z) (P4 pz+q)™  gl(r) (24 px+q)™
o Blmlx + Clml h(x> — (Blmlx + Clm1>glc+1 (l‘)
(@2 pr )™ gr(x)

i sada se By, 1 Ci, odrede tako da brojnik drugog sumanda bude nula za 21, tj.

h(z1) — (Bimy 21 + Cimy ) grs1(21) = 0.

Obzirom da kompleksno konjugiranje ¢uva tu jednadzbu, brojnik drugog sumanda
je nula i za z7. Znaci da je taj brojnik djeljiv sa

(x—21)(x —Z1) = 2* + prv + qu,
pa nakon krac¢enja u nazivniku ostaje

(2% +prz+q1)™ L gpaa (z).
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Postupak nastavimo. Kada iskoristimo sve kompleksne nultocke, dobili smo sve
kvadratne ¢lanove u prikazu. Il

Primjer 16.5. Pravu racionalnu funkciju
3 —2
r(x+1)3
rastavimo na parcijalne razlomke:

3 —2 A B C D

t@H1P 7 atl @1 @wrlp

Treba odrediti konstante A, B,C, D € R. MnoZenjem gornje jednadzbe sa x(zx+1)3
dobivamo redom:
-2 = A(@w+1)?°+ Br(z+ 1)+ Cz(x + 1) + D,
-2 = A@@®+ 32+ 32+ 1) + B(@® + 22> + 1) + C(2* + v) + Du,
2 —2 = (A+B)2*+ (3A+2B+C)x* + (3A+ B+ C + D)z + A.
Primgjenom korolara 13.3 (o jednakosti polinoma) dolazimo do sustava:
A+B =1
3JA+2B+C = 0
3A+B+C+D = 0
A = =2
¢ija su rjeSenja A= -2, B=3, C =0, D = 3. Dakle,
3 —2 —2 3 3

vz +1)3  «x +x+1+(x+1)3'

Primjer 16.6. Pravu racionalnu funkciju

224 + 202 — bx + 1
r(z2 4+ +1)2

rastavimo na parcijalne razlomke:

2x4+2x2—5x+1_A Bz +C Dx+ FE

r(x2+2+1)2 oz +x2+m+1+(x2+x+1)2'

Slijedi

20 +22° —Bbr+1 = A@@*+2+1)°+ (Br+C)z(z* +x+ 1)
+(Dz + E)z,

20 + 227 —Br +1 = A(x* + 22 + 1422 + 227 + 22)
+(Ba* + C2® + B2® + C2® + Ba® + Ox)
+D2? + Ex,

20t + 202 — 50 +1 = (A+ B)a*+(2A+ B +0)a?
+(BA+B+C+D)x* +(2A+C + E)r + A.
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Usporedivanje odgovarajucih koeficijenata daje:
A4+B = 2
2A+B+C = 0
3A+B+C+D =

2A+C+FE = -5
A = 1
Rjesenja ovog sustava su A=1, B=1,C = -3, D=1, E = —4. Dakle,
2x4+2x2—5x+1_1 z—3 r—4

@rr 1?7 Prarl @rarle



