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Predgovor

Ova skripta namijenjena je radu na vjezbama iz kolegija Uvod u matematiku i samostalnom
uvjezbavanju gradiva. Nastala je uredivanjem rukopisnih biljezaka: srodni zadaci objedinjeni
su, rjesenja dopunjena, a gradivo rasporedeno od logike i skupova do polinoma i racionalnih
funkcija. Svako poglavlje donosi potreban teorijski podsjetnik, razradene zadatke te zadatke za
samostalan rad s kratkim odgovorima na kraju skripte.

Oznake i osnovni pojmovi uskladeni su sa skriptom za predavanja Uvod u matematiku Dijane
llisevi¢ i Gorana Muica (revizija, sijecanj 2023.). Ovaj materijal prati teme zastupljene u
biljeskama s vjezbi; za cjelovito teorijsko izlaganje treba se sluziti i skriptom za predavanja.

U rjesenjima se naglasava zasto je pojedini korak dopusten. Pri rjesavanju jednadzbi valja
zapisati uvjete definiranosti, a nakon kvadriranja provjeriti dobivene kandidate. Pri dokazivanju
svojstva treba obuhvatiti sve elemente zadanog skupa; za opovrgavanje opée tvrdnje dovoljan je
jedan protuprimjer.

Dogovori i oznake
« N={1,2,3,...}, No = NU{0}. Uobicajene oznake Z,Q, R, C oznacavaju cijele, racionalne,
realne i kompleksne brojeve.

o Negacija suda A zapisuje se A. Za slozenu formulu crta obuhvaéa cijelu formulu, primjerice
A N B. Oznaka = oznacava semanticku jednakost formula.

« Otvoreni interval zapisuje se (a, b), a poluotvoreni intervali [a, b) i (a, b]. Uredeni par zapisuje
se (a,b).

e A C B dopusta jednakost. Komplement skupa A oznacava se A€ i uvijek se promatra u
unaprijed zadanom univerzalnom skupu U; partitivni skup skupa S oznacava se P(S).

e f71(S) oznacava prasliku skupa S; ta oznaka ima smisla i kada funkcija f nema inverznu
funkciju.

e Kao na predavanjima, log oznacava logaritam s bazom 10, a In prirodni logaritam. Najveca
zajednicka mjera brojeva (i polinoma) a i b oznacava se M(a,b), a stupanj polinoma f s
deg f.

e U trigonometrijskim zadacima kutovi su u radijanima. Ako nije navedeno drukcije, jednadzbe
i nejednadzbe rjesavaju se u R.
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Poglavlje 1

Logika sudova i predikata

1.1 Sudovi

Definicija 1.1. Sud (ili izjava) je smislena izjavna recenica koja je ili istinita ili lazna, ali ne
istodobno i istinita i lazna.

Sudove oznacavamo velikim slovima P, Q, R, ... (ili A, B,C,...). Upitne recenice i recenice
kojima nesto naredujemo ili pozelimo nisu sudovi. Recenica ne mora biti istinita da bi bila sud;
vazno je samo da ima tocno jednu od dviju istinitosnih vrijednosti.

Za sud P s 7(P) oznacavamo njegovu istinitosnu vrijednost:
7(P) =1 ako je sud P istinit, 7(P) = 0 ako je sud P lazan.

Zadatak 1.2. Koje su od sljedeéih rec¢enica sudovi? Za sudove odredite istinitosnu vrijednost
kad god je to moguce.

a) Dan 11.9.2012. bio je utorak.

(a)
(b) Broj 13 jednak je broju 7.
(c)
(d
(e
(f

(g

1+14+1=2.
)
) Laku noé!
Koliko je sati?

Na stotom mjestu iza decimalne tocke u decimalnom zapisu broja v/2 nalazi se znamenka
9.

(h) Izra¢unajte 15 - 32 + /17!

)
)

Rjesenje. (a) Sud, istinit (11.9.2012. zaista je bio utorak).
(b) Sud, lazan.
(¢) Sud, lazan.

(d) Nije sud: recenica sadrzi varijablu z ¢ija vrijednost nije zadana, pa ne mozemo reéi je li
istinita. Takve reCenice zovemo predikatima (vidi odjeljak 1.5).

(e) Nije sud (recenica nije izjavna).

(f) Nije sud (pitanje).
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(g) Sud. Ta je recenica ili istinita ili lazna, iako njezinu istinitost ne mozemo provjeriti
napamet; to sto nam istinitosna vrijednost nije odmah poznata ne znaci da recenica nije
sud. (Racunalom se moze provjeriti da je na stotom decimalnom mjestu znamenka 7, pa
je sud lazan.)

(h) Nije sud (zahtjev). O

Napomena 1.3. Ni recenica ,,Broj 0.00001 je mali broj.” nije sud, jer ,,mali broj” nije precizno
odreden pojam, pa recenica nema jednoznacnu istinitosnu vrijednost.

1.2 Logicki veznici

Od jednostavnih sudova gradimo sloZene sudove pomocu logickih veznika:

oznaka naziv éita se zapis

A konjunkcija i PAQ

\% disjunkcija ili PvQ

B negacija ne P

= implikacija ako... onda...;... povla¢i... P=Q
— ekvivalencija ... ako i samo ako ... P=Q

Negacija je unarni veznik (djeluje na jedan sud), a ostali su veznici binarni (djeluju na dva
suda). Umjesto ,ako i samo ako” krace piSemo i ,,akko”.

Istinitost slozenog suda ovisi samo o istinitosti sudova od kojih je sastavljen. Veznike definira
sljede¢a semanticka tablica (tablica istinitosti):

P Q|P PAQ PVQ P=Q P+<=Q
1 1]l0 1 1 1 1
1 0/0 0 1 0 0
0 1{1 0 1 1 0
0 01 0 0 1 1

Rijec¢ima:
e Konjunkcija P A @ istinita je ako i samo ako su oba suda P i @ istinita.

e Disjunkcija P V @ istinita je kad je barem jedan od sudova P, istinit. Disjunkcija je
istinita i kad su oba suda istinita.

« Negacija P istinita je ako je P lazan, i obratno.
e Implikacija P = @ lazna je to¢no onda kad je P istinit, a @) lazan. Sud P zovemo
pretpostavkom, a sud Q zakljuckom implikacije.

« Ekvivalencija P <= (@ istinita je to¢no onda kad su P i ) oba istinita ili oba lazna.

Primjer 1.4. Neka je P sud ,Pariz je u Francuskoj”, a @ sud ,2+2 =5". Tada je 7(P) =11
7(Q) =0, pa je B
T(PAQ) =0, T(PVQ)=1, T(P) =0,
gdje je P sud ,Pariz nije u Francuskoj”.
Neka je sada P sud ,Pariz je u Engleskoj”, a @ sud ,2 + 2 =5". Tada je 7(P) = 7(Q) = 0,
pa je 7(P = Q) = 1. Takoder je istinit i sud ,,Pariz je u Brazilu ako i samo ako je 2+ 3 = 6",
jer su obje njegove strane lazne.
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Napomena 1.5 (Istinitost implikacije). Implikacija P = @ tvrdi samo sljedece: ako je P istinit,
onda je i Q istinit. Ako je P lazan, () moze biti bilo sto i implikacija je istinita. Drugim rijecima,
krenemo li od lazne pretpostavke, ispravnim zaklju¢ivanjem mozemo dodi i do istine i do lazi;
krenemo li od istine, ispravnim zaklju¢ivanjem dolazimo samo do istine.

Zadatak 1.6. Neka je P sud ,Hladno je”, a @ sud ,,Pada kisa”. Iskazite rijecima sljedece
sudove:

(a) P; (f) Qv P;

(b) PAQ; () PAQ;

(c) PV@; (h) P <= Q;

(d) P+ Q; (i) @;

(e) P=Q; G) (PAQ)=P

Rjesenje. (a) Nije hladno.
(b) Hladno je i pada kisa.
(c) Hladno je ili pada kisa.
(d
(e

(f) Pada kisa ili nije hladno.

Hladno je ako i samo ako pada kisa.

Ako je hladno, onda ne pada kisa.

)
)
)
)

(g) Nije hladno i ne pada kisa.
(h)

Hladno je ako i samo ako ne pada kisa.
(i) Nije istina da ne pada kisa, tj. pada kisa. Sud 5 ima istu istinitosnu vrijednost kao Q.
)

(j) Ako je hladno i ne pada kisa, onda je hladno. Taj je sud uvijek istinit: ako je pretpostavka
istinita, istinit je i P.

Uoc¢imo vezu nekih od ovih sudova s implikacijom P — @ (,,Ako je hladno, onda pada
kisa”). Sud (f) ,Pada kiSa ili nije hladno” ima istu istinitosnu vrijednost kao P = @) (oba su
lazna samo kad je hladno i ne pada ki$a), a isto vrijedi i za sud Q = P (,,Ako ne pada ki3a,
onda nije hladno”). Sli¢no, sud (e) ima istu istinitosnu vrijednost kao sud Q = P (,,Ako pada
kisa, onda nije hladno”). Takve sudove zvat ¢emo semanticki jednakima (odjeljak 1.3). O

Zadatak 1.7. Neka je P sud ,,Hladno je”, a Q sud ,Pada kisa”. Zapisite simbolima;:

a) Hladno je i ne pada kisa.

(a)
(b) Ako pada kisa, onda je hladno.

(c) Nije istina da je hladno ili da pada kisa.

(d) Hladno je ako i samo ako ne pada kisa.

Rjesenje. Redom dobivamo PAQ, Q = P, PV Qi P <= Q. U (c) crta negacije proteZe se

nad cijelom disjunkcijom jer se negira cijela tvrdnja ,hladno je ili pada kisa”. O

Zadatak 1.8. Odredite istinitost sljede¢ih sudova:

(a) Akoje3+2=7,ondajed+4=28.
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(b) Nije istina da vrijedi: 2 + 2 =5 ako i samo ako 4 4+ 4 = 10.

d

)
(c) Pariz je u Njemackoj ili je London u Francuskoj.
(d) Nijeistinadajel+1=3ii2+1=3.

)

(e) Nije istina da vrijedi: ako je Pariz u Njemackoj, onda je London u Francuskoj.

Rjesenje. U svakom podzadatku oznacimo jednostavne sudove s P i @ (redom kojim se pojav-
ljuju) i odredimo njihove istinitosne vrijednosti.

(a) 7(P)=0, 7(Q) =1, paje 7(P = @) = 1. Sud je istinit.

(b) 7(P)=0,7(Q) =0, paje7(P <= Q)=1i7(P<+= Q) =0. Sud je lazan.

(c) 7(P) =0, 7(Q) =0, paje 7(PVQ)=0. Sud je lazan.

(d) 7(P)=0,7(Q)=1,paje 7(PVQ)=1i7(PVQ)=0. Sud je lazan.

(e) 7(P) =0, 7(Q) =0, pa je (P = Q) = 1 (lazna pretpostavka) i 7(P = Q) = 0. Sud je
lazan. O

1.3 Semanticka jednakost i tautologije

Definicija 1.9. Sudovi (formule) X i Y semanticki su jednaki, u oznaci X =Y, ako im se
semanticke tablice podudaraju, tj. ako imaju istu istinitosnu vrijednost za svaki izbor istinitosnih
vrijednosti sudova od kojih su sastavljeni.

Sud je tautologija ako je uvijek istinit, bez obzira na istinitost sudova od kojih je sastavljen.
Sud koji je uvijek lazan zove se kontradikcija.

Najjednostavniji primjer tautologije je PV P, a kontradikcije P A P. Uo¢imo da je X =Y ako
i samo ako je X <= Y tautologija. Ako formula sadrzi n razli¢itih sudova, njezina semanticka
tablica ima 2™ redaka.

Zadatak 1.10. Pomoc¢u semantickih tablica provjerite zakone asocijativnosti i distributivnosti
za konjunkciju i disjunkciju:
PAQAR)=(PAQ)AR, PV(QVR)=(PVQ)VR (asocijativnost),
PANQVR)=(PANQ)V(PAR), PV(QAR)=(PVQ)AN(PVR) (distributivnost).

Rjesenje. Detaljno provjerimo posljednju jednakost. Tablica ima 23 = 8 redaka; pomoéne
stupce racunamo redom iz definicija veznika.

P Q R|QAR PV(QAR)|PVQ PVR|(PVQ)A(PVR)
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0
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Istaknuti stupci su jednaki, pa je PV(QAR) = (PVQ)A(PVR). Rije¢ima: formula PV (QAR)
istinita je ako i samo ako je istinita formula (P V Q) A (P V R).

Ostale tri jednakosti provjeravaju se na isti nac¢in. U sljedecoj tablici u svakom stupcu obje
formule iz zaglavlja imaju prikazanu (zajednicku) vrijednost:

b o | PA@QAR) PV@QVR)  PA@QVR)
@ (PAQAR (PVQ)VR (PAQ)V(PAR)
1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 1
1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 1 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0

Zbog asocijativnosti u izrazima poput PAQ AR i PV @V R zagrade mozemo izostaviti. [

Zadatak 1.11. Dokazite da je sud (P A (P = Q)) = @ tautologija, tj. da je istinit za sve
sudove P i Q.

Rjesenje. Sastavimo semanticku tablicu:

P Q\P:>Q PAN(P=Q) (PAN(P=Q))=Q
1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 O 1 0 1

Posljednji stupac sadrzi samo jedinice, pa je sud tautologija. Na toj se tautologiji temelji pravilo
zakljuc¢ivanja modus ponens: ako vrijede P i P = @, onda vrijedi Q). Kratko ga zapisujemo

P
P=qQ
Q
[
Zadatak 1.12. Dokazite da je sud (P = Q) <= (Q = P) tautologija.
Rjesenje. Sastavimo semanticku tablicu:
P Q|P=Q Q@ P Q=P (P=Q)< (Q=DP)
1 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
Posljednji stupac sadrZi samo jedinice. Dakle, (P = Q) = (Q = P): tvrdnja ,ako je P, onda
je Q7 semanticki je jednaka tvrdnji ,,ako nije ), onda nije P”. O
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Zadatak 1.13. Dokazite da je implikacija tranzitivna, tj. da je za bilo koja tri suda P, @, R sud
(P= Q)N (Q= R)) = (P = R)
istinit.

Rjesenje. Ozna¢imo F = (P = Q) A (Q = R).

P Q R|P=Q Q=R F P=R F—= (P=R)
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0 1 1
1 0 O 0 1 0 0 1
0O 1 1 1 1 1 1 1
0O 1 0 1 0 0 1 1
0O 0 1 1 1 1 1 1
0O 0 O 1 1 1 1 1

Posljednji stupac sadrzi samo jedinice, pa je sud tautologija. Odgovarajuce pravilo zakljucivanja
glasi

P=Q

Q=R

P—=R

Zadatak 1.14. Dokazite sljede¢e semanticke jednakosti:

(a) P=Q=PVQ; (d) P=Q=PAQ;
(b) PANQ=PVQ; (e) P<= Q= (PANQ)V (PAQ);
(c) PVQ=PAQ; (f) P=P.
Rjesenje. Jednakosti (a), (b) i (c) provjeravamo tablicom:
P Q|P=Q P PvQ|Q PvQ PAQ PAQ|PvVQ PVQ PAQ
1 1 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0
0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1

U svakom od triju blokova istaknuti stupci su jednaki.

Jednakost (f) slijedi izravno iz definicije negacije: dvostruka negacija vraca pocetnu vrijednost.
Jednakosti (d) i (e) ne moramo provjeravati tablicom, nego ih mozemo izvesti iz ve¢ dokazanih:

s ®F ©O= =50 ol

Za (e) koristimo P <= @Q = (P = Q) A\ (Q = P) (provjerite tablicom), a zatim (b) i (d):

P=0=P=0) (0=P2P=qvo=prPY

(PAQ)V (QAP).

Zbog komutativnosti konjunkcije posljednja je formula jednaka (P A Q) V (P A Q). O
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Jednakosti (b) i (c) zovu se De Morganovi zakoni; jednakost (d) daje negaciju implikacije. Sve
dokazane semanticke jednakosti, zajedno s komutativnoséu konjunkcije i disjunkcije, ubuduce
koristimo bez ponovnog dokazivanja. Primjerice, P <—= Q = (P = Q) N\ (Q = P) pokazuje
da dokaz tvrdnje oblika ,ako i samo ako” sadrzi dokaze dviju implikacija.

Zadatak 1.15. Pojednostavnite (P A Q) V (P A Q) i odredite negaciju formule (P V Q) = R.

Rjesenje. Distributivnost i ¢injenica da je Q V Q tautologija daju
(PAQ)V(PAQ)=PA(QVQ)=P.

Prema negaciji implikacije i distributivnosti,

(PVQ)=R=(PVQ)AR=(PAR)V(QAR). O

Negiranje slozenih izjava
Iz zadatka 1.14 dobivamo pravila za negiranje slozenih izjava:
PAQ=PVvQ, PVQ=PANQ, P=Q=PANQ, P=Q=(PANQ)V(PAQ).

Kod negiranja ,,i” prelazi u ,,ili” i obratno, a negacija implikacije nije implikacija, nego konjunk-
cija.

Zadatak 1.16. Negirajte sljedece izjave:

Broj 2 je prost i paran.

(a
(b
(c

(d) Broj 2 je prost ako i samo ako je paran.

)
) Broj 3 je prost ili paran.
) Ako pada kisa, onda su ulice mokre.
)
Rjesenje. (a) Izjava je oblika P A @, pa je negacija PV Q: Broj 2 nije prost ili nije paran.
(b) Izjava je oblika PV @, pa je negacija P A Q: Broj 3 nije prost i nije paran.

(c) Izjava je oblika P = @Q, pa je negacija P A Q: Pada kiga i ulice nisu mokre.

(d) Izjava je oblika P <= @, pa je negacija (P A Q) V (P A Q): Broj 2 je prost i nije paran, ili
broj 2 nije prost i paran je. O

1.4 Obrat i obrat po kontrapoziciji

Definicija 1.17. Sud Q = P zove se obrat suda P = Q. Sud Q = P zove se obrat po
kontrapoziciji suda P = Q.

Napomena 1.18. Sudovi P = @) i Q = P nisu semanticki jednaki:

P Q|P=Q Q=P
1 1 1 1
1 0 0 1
0 1 1 0
0 0 1 1




1. Logika sudova i predikata

Dakle, iz istinitosti implikacije ne smijemo zakljuciti da vrijedi i njezin obrat. Naprotiv, obrat
po kontrapoziciji semanticki je jednak polaznoj implikaciji (zadatak 1.12):

(P=Q)=(Q = P).
Zato implikaciju P = @ Cesto dokazujemo tako da dokazemo njezin obrat po kontrapoziciji.

Primjer 1.19. Tvrdnja ,Ako je prirodni broj djeljiv s 4, onda je djeljiv s 2” istinita je. Njezin
obrat ,,Ako je prirodni broj djeljiv s 2, onda je djeljiv s 4” nije istinit; protuprimjer je broj 2.
Obrat po kontrapoziciji glasi ,,Ako prirodni broj nije djeljiv s 2, onda nije djeljiv s 47 i istinit je,
jednako kao polazna tvrdnja.

Sli¢no, izjava ,,Ako pada kisa, onda su ulice mokre” ima obrat po kontrapoziciji ,,Ako ulice
nisu mokre, onda kisa ne pada”.

Zadatak 1.20. Dokazite: ako je kvadrat cijelog broja n paran, onda je i n paran.

Rjesenje. Dokazujemo obrat po kontrapoziciji: ako je n neparan, onda je n? neparan. Ako je n
neparan, postoji k € Z takav da je n = 2k + 1. Tada je n? = 4k? + 4k +1 = 2(2k* + 2k) + 1, pa
je n? neparan. Buduéi da je obrat po kontrapoziciji semanticki jednak polaznoj tvrdnji, i ona je
dokazana. 0

Napomena 1.21. Na negaciji implikacije P = Q = P A Q temelji se metoda suprotnog (dokaz
kontradikcijom): pretpostavimo da vrijedi P i Q te iz toga izvedemo nesto $to je u suprotnosti
s nekom poznatom istinom. Time je pokazano da je P = @ lazno, odnosno da je P —= @
istinito. Obrat po kontrapoziciji daje tvrdnju koja je semanticki jednaka polaznoj, a metoda
suprotnog promatra tvrdnju suprotne istinitosti.

1.5 Predikati i kvantifikatori

Recenice poput ,,Prirodni broj x nije djeljiv s 3” ili ,,x i y zadovoljavaju > < 3z” nisu sudovi jer
sadrze varijable ¢ije vrijednosti nisu zadane. Takve recenice zovemo predikatima i oznacavamo ih
P(z), Q(x,y) itd. Zamjenom varijabli konkretnim vrijednostima iz predikata dobivamo sudove:
primjerice, za P(x) = ,,Prirodni broj x nije djeljiv s 3” sud P(2) je istinit, a sud P(6) lazan.
Drugi nac¢in dobivanja sudova iz predikata jest dodavanje kvantifikatora.

Definicija 1.22. Simbol V zove se univerzalni kvantifikator i ¢ita se ,za svaki” (ili ,za sve”).
Simbol 3 zove se egzistencijalni kvantifikator i ¢ita se ,postoji”. Za predikat P(z) i skup S sud
(Vz € S) P(x) znaci da P(x) vrijedi za svaki € S, a sud (3z € S) P(z) znaci da P(x) vrijedi
za barem jedan z € S. Oznaka 3! ¢ita se ,postoji jedinstven” (ili ,,postoji to¢no jedan”).

Primjer 1.23. (a) ,Svaki prirodni broj n djeljiv je s 17 zapisujemo (Vn € N) 1 | n.

(b) ,,Postoji realan broj koji nije racionalan” zapisujemo (3x € R) = ¢ Q. Oba su suda istinita;
za drugi je primjer z = /2.

Zadatak 1.24. Zapisite pomocu simbola sljedece izjave:
(a) Za svaki realan broj postoji prirodan broj koji je veéi od njega.
(b) Postoji prirodan broj koji je djelitelj svakog prirodnog broja.

Rjesenje. (a) (Vx € R)(3In € N) n > z. Tvrdnja je istinita (to je Arhimedovo svojstvo skupa
R).

(b) (3In € N)(Vm € N) n | m. Tvrdnja je istinita: n = 1 dijeli svaki prirodni broj. O
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1. Logika sudova i predikata

Zadatak 1.25. Iskazite rijeCima i provjerite istinitost:

(a) (Vn e N)(3m € N) n < m;

(b) (3m e N)(VneN) n<m.

Rjesenje. (a) Za svaki prirodni broj postoji prirodni broj koji je veéi od njega. Sud je istinit:
za zadani n mozemo uzeti m =n + 1.

(b) Postoji prirodni broj koji je veéi od svakog prirodnog broja. Sud je lazan: kad bi takav m
postojao, za n = m dobili bismo m < m.

U prvom sudu izbor broja m smije ovisiti o n, a u drugom jedan te isti m mora odgovarati
svim n. ]

Napomena 1.26. Iz prethodnog zadatka vidimo da je redoslijed kvantifikatora bitan: zamjenom
Vi 3 mijenja se znacenje (i istinitost) suda. Kvantifikatori iste vrste smiju medusobno zamijeniti
mjesta.

Napomena 1.27 (Kako se provjerava istinitost kvantificiranog suda).

o Da bismo dokazali da je (Vz € S) P(z) istina, moramo pokazati da P(x) vrijedi za proizvoljan
x € S. Da bismo pokazali da je laz, dovoljan je jedan protuprimjer, tj. jedan x € S za koji
P(zx) ne vrijedi.

o Da bismo dokazali da je (3x € S) P(x) istina, dovoljno je naéi jedan x € S za koji vrijedi
P(x). Da bismo pokazali da je laz, moramo pokazati da P(x) ne vrijedi ni za jedan = € S,
Cesto pretpostavimo da takav x postoji i dodemo do kontradikcije.

Zadatak 1.28. Odredite istinitost sljede¢ih sudova. Ovdje je RT™ = (0, +o0) = {r € R | z > 0}.
JxeN)WVyeN)y>z

dJreR)(VyeR) y

Vy € RT)(3z € RT) zy = 1.

Y

) ( )

) ( ) x =% (8)
) (VzeR) x+1> 1 (h)
) ( )
) ( )

€L
€T

Y

(
(
(
dreR) x+2=ux; (i) (

Rjesenje. (a) Laz; protuprimjer je x = 2, jer 2 # 4.

(b) Istina, primjerice z = 0 (ili z = 1).

Laz: ne postoji najmanji realni broj. Za svaki kandidat x broj y = x — 1 zadovoljava y < x.
(i) Istina: za zadani y > 0 uzmemo x = % > 0. O

Zadatak 1.29. Zapisite formulama sljedece izjave:
(a) Svaki prirodni broj manji je od nekog prirodnog broja.
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1. Logika sudova i predikata

(b) Postoji prirodni broj veéi od svakog prirodnog broja.

Svaki prirodni broj koji je kvadrat parnog broja djeljiv je s 4.

(c
(

d) Svaki prirodni broj koji je djeljiv s 14 djeljiv je s 2 1 sa 7.

)
)
)
(e) Ako je produkt bilo kojih dvaju prirodnih brojeva djeljiv nekim prostim brojem, onda je
tim prostim brojem djeljiv barem jedan od tih dvaju brojeva.

Rjesenje. Neka P oznacava skup svih prostih brojeva.

(a) (Vn e N)(3m € N) n < m;

(b) (3n € N)(¥Ym € N) n > m;

(c) (VneN)((FaeN)(n=a?>A2]|a)=>4]|n) ili, krace, (Va € N) (2| a = 4 | a?);

(d) (VneN)(14|n= (2|nAT]|n));

(e) (VpeP)(Vn e N)(Vm e N)(p|nm = (p[nVp|m)).
U (e) treba paziti da i varijabla p bude vezana kvantifikatorom; u sudu ne smije ostati nijedna
slobodna varijabla. O

Negiranje izjava koje sadrze kvantifikatore

Primjer 1.30. (a) Izjava ,Svaki prirodni broj je paran”; tj. (Vn € N) n je paran, ima negaciju
,Postoji prirodni broj koji nije paran”, tj. (3n € N) n nije paran.

(b) Izjava ,Postoji prirodni broj koji je negativan”, tj. (In € N) n < 0, ima negaciju ,,Svaki
prirodni broj je nenegativan”, tj. (Vn € N) n > 0.

(c) Izjava (Y > 0)(3In € N) 1 < 2 ima negaciju (3z > 0)(vn e N) 2 >z

1
n

Propozicija 1.31 (Negiranje kvantifikatora).

(Vo € S)P(x) = (3x € S) P(x), (Jz € S)P(x) = (Vx € S) P(x).

Dakle, prilikom negiranja V prelazi u 3 i obratno, a predikat se zamjenjuje svojom negacijom.
Kod vise kvantifikatora mijenja se svaki od njih, a njihov redoslijed ostaje isti. Primjerice,

(Vz)(Yy) (P(z,y) = Q(z,y)) = (3z)(3y) (P(z,y) A Q(,y)).

Zadatak 1.32. Odredite istinitost i negirajte sljede¢e sudove:

(a) (FreN)z+1=8; (g) Vz€eQ) (z-0=0Az-1=ux);

(b) (Vx € N) z < 8; (h) (Ja e R") (a # -1 = a = —2);

(c) Bz eN)z+1>4; (i) (Va€Q)(VbeQ) 4 € Q;

(d) (Vx € R)(Jy € R) 22 + 52 > 4; () @neN) (n+1=nVvn—1=n),

(e) Bz eR)(Vy €R) 22 +y < y?; (k) (Vz €R) /z € R;

(f) (VreR) (r>0Vvr<0); (1) (Y;UER)(&;2—$20<:>(Q:§O\/$2
1)).

Rjesenje. (a) Istina, za = 7. Negacija: (Vo € N) x +1 # 8.
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1. Logika sudova i predikata

(b) Laz, protuprimjer je x = 8. Negacija: (Jz € N) = > 8.
(c) Istina, npr. za = 4. Negacija: (Ve € N) z +1 < 4.

(d) Istina: za svaki z moZzemo uzeti y = 2, jer je tada x? + 4 > 4. Negacija: (3z € R)(Vy €
R) 22 +y% < 4.

(e) Laz: za bilo koji = uvrstavanje y = 0 daje 22 < 0, §to nije moguce. Negacija: (Vz €
R)(Jy € R) 2® +y > o>

(f) Laz, protuprimjer je r = 0. Negacija: (Ir € R) (r <0Ar >0).
(g) Istina. Negacija: (3x € Q) (x-0#0Vx-1#x).

(h) Laz: za svaki a > 0 pretpostavka a # —1 je istinita, a zakljucak a = —2 lazan, pa je
implikacija lazna (npr. za a = 1). Negacija: (Va € R") (a # —1 Aa # —2).

(i) Laz: za b = 0 izraz ¢ nije definiran, pa nije racionalan broj. Negacija: (Ja € Q)(3I €

Q) % ¢ Q. (Kad bismo umjesto b € Q uzeli b € Q \ {0}, sud bi bio istinit.)
(j) Laz, jer jen+1#nin—1%#n za svaki n. Negacija: (Yn € N) (n+1#nAn—1%#n).

(k) Laz, protuprimjer je z = —1: broj —1 nema realni drugi korijen. Negacija: (3z € R) /x ¢
R.

(1) Istina: 22 —x = z(z — 1) > 0 to¢no onda kad su oba faktora istog predznaka ili je jedan od
njih 0, tj. za x < 0ili > 1 (vidi sliku). Negacija ekvivalencije P <= Q = (PAQ)V (PAQ)
daje

(EIxER)((mQ—xZO/\(x>O/\:E<1))\/(302—93<0/\(:v§0\/m21))).

Y

y=a"—x

Funkcija o — 22 — x nenegativna je toéno za x < 0 ili z > 1 (istaknuto na osi z).

Zadatak 1.33. Napisite obrat po kontrapoziciji sljede¢ih implikacija:

(a) (VneN)(2|n= 3k €Z) (n=4kVn=4k+2));
(b) (Vz,y e R)((z >0Ay >0) = xy > 0);

(c) (Vz,y e R)((2? >z Ay >0) = zy > y);

(d) (VzeR)(z?2-22<0= (z<2Az>0));

(e) (VneN)((3|nA2tn)=9|n?);

(f) (Ve eR)(z? -T2z +12> 0= z < 3).
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1. Logika sudova i predikata

Rjesenje. Kod obrata po kontrapoziciji kvantifikatori ostaju isti; negiramo zakljucak i pretpos-
tavku i zamijenimo im mjesta:

(a) (Vn e N)((Vk € Z)(n # 4k An # 4k + 2) = 2{ n);

(b) (Vz,y e R)(zy <0 = (z <0Vy<0));

(c) (Vo,y eR)(ay <y = (a? <aVy <0));

(d) (VzeR)((x >2Va<0)= 22 -2z >0);

(e) (VneN)(9tn? = (3fnV2]|n));

(f) (VzeR)(z >3 = 22— Tz +12<0).
Obrat po kontrapoziciji uvijek ima istu istinitost kao polazna tvrdnja. Tvrdnje (a), (b), (d) i
(e) su istinite, a (c) i (f) lazne: za (c) je protuprimjer x = —1, y = 1 (tada je 22 =1 > —11i
y>0,alizy=—-1<1),aza (f)z=>5 (tadaje 52 — 35+ 12 =2 > 0, ali 5 > 3). Isti su brojevi
protuprimjeri i za odgovarajuc¢e obrate po kontrapoziciji. O

1.6 Zadaci za samostalan rad

1.1. Provjerite tablicom da su sudovi P — (Q =— P), P — (PV Q)i (PANQ) = Q
tautologije.

1.2. Negirajte (Vz € R)(Jy € R)(Vz € R) z +y > z i odredite istinitost pocetne tvrdnje.
1.3. Pojednostavnite PV Q V (P A Q).

1.4. Odredite istinitost sudova (Vz € R)(JyeR) 2 +y=0i (Fy e R)(Vx e R) z +y = 0.
1.5. Dokazite: ako je kvadrat cijelog broja n neparan, onda je n neparan.

1.6. Negirajte sudove (Vz € R)(Jy € R) z <y i (3z € R)(Jy € R) zy < 0 te odredite istinitost
polaznih sudova.

1.7. Napisite obrat i obrat po kontrapoziciji tvrdnje (Vz € R)(z > 2 = 2 > 4). Koje su od
tih triju tvrdnji istinite?
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Poglavlje 2

Skupovi

2.1 Pojam skupa. Podskupovi i partitivni skup
Pojam skupa se ne definira. Skup opisujemo kao vise objekata shvaéenih kao cjelina. Ti se

objekti zovu elementi skupa. Ako z pripada skupu S, pisSemo z € S, a ako mu ne pripada,
pisemo x ¢ S. Za svaki objekt x sud ,,x € S” je ili istinit ili lazan; skup je potpuno odreden

svojim elementima.
istina, ako je x € S
r——— 9 <
laz, ako je x ¢ S

Skup mozemo zadati popisom elemenata ili svojstvom (predikatom) koje zadovoljavaju njegovi
elementi. Primjeri:

S =1{1,2,3}, N=1{1,2,3,4,...}, zZ=A...,-2,-1,0,1,2,...}.
Skup parnih prirodnih brojeva mozemo zapisati na vise nacina:
{n | n je paran prirodni broj} = {n e N| 2 |n} ={2k | k € N} ={2,4,6,...}.

Poredak elemenata u popisu i njihovo ponavljanje ne mijenjaju skup: {1,2,3} = {2,3,1} i
{1,1} = {1}. Postoji to¢no jedan skup koji nema nijednog elementa; zovemo ga prazan skup i
oznacavamo s &.

Definicija 2.1. Neka su A i B skupovi. Kazemo da je A podskup od B i pisemo A C B ako je
svaki element skupa A ujedno element skupa B. Simbolima:

AcB & (Vz)(zr € A= x € B).

Kazemo da su skupovi A i B jednaki i piSemo A = B ako vrijedi A C Bi B C A, tj. ako vrijedi
(Vx)(x € A<=z € B). Ako je AC Bi A # B, kazemo da je A pravi podskup od B i piSemo
A C B.

Dakle, jednakost skupova dokazujemo tako da dokazemo dvije inkluzije.

Zadatak 2.2. Ispisite sve podskupove skupa {1,2,3}.

Rjesenje. Podskupove razvrstavamo prema broju elemenata:

J; {1}, {2}, {3% {1,2}, {1,3}, {2,3% {1,2,3}.

Ukupno ima 8 podskupova. ]
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Definicija 2.3. Skup svih podskupova skupa S zovemo partitivni skup skupa S i oznac¢avamo s
P(S):
P(S)={A| ACS}.

Prema prethodnom zadatku,

P({1,2,3}) = {&, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Propozicija 2.4. Prazan skup je podskup svakog skupa.

Dokaz. Za skup A treba dokazati (Vz)(zx € @ = = € A). Ne postoji = za koji je z € &,

pa je pretpostavka implikacije uvijek lazna, a implikacija istinita. Isto se vidi iz obrata po

kontrapoziciji: tvrdnja (Vz)(x ¢ A = x ¢ @) ocito je istinita. O
Posebno, za svaki skup S vrijedi @ € P(S) i S € P(S).

Zadatak 2.5. Odredite P(@), P({a}) i P({a,b}), gdje je a # b.
Rjesenge.
P(@)={2},  P{a}) ={2,{a}},  P{a,b}) ={2,{a},{b},{a,b}}.
Uotimo da je P() = {@) # @: partitivni skup praznog skupa ima jedan element. 0

Napomena 2.6. Broj elemenata konacnog skupa S oznacavamo s |S| i zovemo kardinalitetom
skupa S. Ako skup S ima n elemenata, onda je

IS|=n = |P(S)|=2"

Naime, podskup od S zadajemo tako da za svaki od n elemenata neovisno odlu¢imo pripada li
tom podskupu ili ne; to su dvije moguénosti za svaki element, ukupno 2". (Strogi dokaz provodi
se matematickom indukcijom.)

Zadatak 2.7. Neka je A = {1,{1},@}. Odredite jesu li tvrdnje 1 € A, {1} € A, {1} C A,
@€ A1 @ C A istinite. Koliko elemenata ima A7

Rjesenje. Sve navedene tvrdnje su istinite. Tvrdnje 1 € A, {1} € A1 @ € A vrijede jer su 1,
{1} i @ navedeni kao elementi skupa A. Za {1} C A treba provjeriti da jedini element skupa
{1}, broj 1, pripada skupu A. Inkluzija @ C A vrijedi jer je prazan skup podskup svakog skupa.
Skup A ima tri elementa: broj 1, skup {1} i prazan skup. Uo¢imo da € i C izrazavaju razlicite
odnose. O

Zadatak 2.8. Dokazite: ako je P(A) = P(B), onda je A = B.

Rjesenje. Treba dokazati P(A) = P(B) = A = B. Koristimo metodu suprotnog: pretposta-
vimo da vrijedi P(A) = P(B) i A # B. Bududi da je A # B, vrijedi A € B ili B € A.

1° Ako A Z B, onda postoji z takav da je z € Aix ¢ B. Tada je {x} € P(A) i {z} ¢ P(B),
sto je u kontradikciji s P(A) = P(B).

2° Ako B ¢ A, onda postoji y takav da jey € Biy ¢ A. Tada je {y} € P(B) i {y} ¢ P(A),
Sto je opet u kontradikeiji s P(A) = P(B).

Dakle, pretpostavka je pogresna, pa vrijedi P(A) = P(B) = A = B.

Tvrdnju mozemo dokazati i izravno: iz A € P(A) = P(B) slijedi A C B, aiz B € P(B) =
P(A) slijedi B C A. Obrat tvrdnje ocito vrijedi, pa je P(A) = P(B) <= A= B. O
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Zadatak 2.9. Dokazite A C B <= P(A) C P(B).

Rjesenje. (—>) Neka je AC BiS € P(A). Tadaje SCAC B,pajeSC B,tj.SeP(B).
(<) 1z P(A) CP(B)iAecP(A)slijedi A € P(B), odnosno A C B. O

2.2 Operacije sa skupovima

U odredenom matematickom razmatranju cesto je dovoljno promatrati samo podskupove nekog
zadanog skupa. Takav skup zovemo univerzalnim skupom i oznacavamo ga s U. Primjerice, u
planimetriji je univerzalni skup ravnina.

Definicija 2.10. Za podskupove A, B univerzalnog skupa U definiramo

AUB={zeU|ze€ AVz e B} (unija),

ANB={zeU|ze€ ANz € B} (presjek),

A\B={zeU|xzec ANz ¢ B} (
A°={zeU|z ¢ A} (

razlika),

komplement skupa A u U).
Skupovi A i B su disjunktni ako je AN B = &.
Izravno iz definicija slijedi
ANBCACAUB, A\ B C A.

Primjerice, ako je x € AN B, onda je x € Aix € B, pa je posebno = € A.

Vennovi dijagrami

Skupove i operacije s njima zorno prikazujemo Vennovim dijagramima: pravokutnik predstavlja
univerzalni skup U, krugovi njegove podskupove, a osjencano podrucje trazeni skup. Dijagram
pomaze da uoc¢imo tvrdnju, ali nije dokaz; jednakosti i inkluzije skupova dokazujemo preko
pripadnosti elemenata.

A B] [A B] |A B
U U U
ANB AUB A\ B
B
U U A°
ACB Ac

Zadatak 2.11. Neka je U = {1,2,...,10} univerzalni skup, a A = {1,2,4,8}, B =1{1,3,5,7,9}
i C' ={2,3,5,7} njegovi podskupovi. Nacrtajte Vennov dijagram i odredite AUB, BNC, A\ C,
C\A CnA° (AUB), (A\B), C\(AUB), AUBUCiANnBNC.

Rjesenje. Svaki element skupa U upisujemo u ono podrucje dijagrama koje odgovara skupovima
kojima pripada:
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Iz dijagrama (ili izravno iz definicija) ¢itamo:

AUB =1{1,2,3,4,5,7,8,9}, (AU B)¢ = {6,10},

BNC ={3,57}, (A\ B) = {2,4,8}° = {1,3,5,6,7,9,10},
A\ C = {1,4,8}, C\(AUB) =

C\ A=1{357}, AUBUC ={1,2,3,4,5,7,8,9},

CNA°=Cn{3,56,7,9,10} ={3,5,7}, AnNnBNC=0.
Podrucja dijagrama u kojima nema brojeva ne sadrze nijedan element skupa U. O
Zadatak 2.12. Neka je U univerzalni skup i A, B C U. Dokazite da je A\ B = AN B°.
Rjesenje.
ANB =An{zeU|z¢B}={rcU|zec ANz ¢ B} =A\B. O
Navedimo osnovna svojstva skupovnih operacija (vidi skriptu s predavanja).
Propozicija 2.13. Za A, B,C C U wvrijedi:
(i) (asocijativnost) (AUB)UC =AU (BUC) i (ANB)NC=AN(BNC);
(ii) (komutativnost) AUB=BUA{iANB=DBNA;
(iii) (distributivnost) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)iAU(BNC)=(AUB)N(AUC);
(iv) (A)°=A, AUA°=U, ANA°=02
(v) (De Morganove formule) (AU B)¢ = AN B¢ i (AN B)¢ = A°U B°.

Dokaz. Svaka se tvrdnja svodi na odgovaraju¢u semanticku jednakost iz prvog poglavlja. Doka-
zimo, primjerice, prvu De Morganovu formulu:

€E(AUB)’ <= ¢ AUB <= z € AVzeB < (z¢ ANz ¢ B) < x € A°NB".

Ovdje smo koristili PV Q = P A Q. Dvostruki komplement (A¢)¢ = A odgovara dvostrukoj
negaciji P = P. Ostale se tvrdnje dokazuju analogno. O

Zbog asocijativnosti unije i presjeka zagrade u izrazima poput AUBUC i AN BNC ne
moramo pisati.

Zadatak 2.14. Neka je U univerzalni skup i A, B C U. Prikazite AN B i A\ B koriste¢i samo
uniju i komplement.

Rjesenje. Koristimo (X¢)¢ = X i De Morganove formule:
ANB = ((AnB)%) = (A°U B°)",
A\B=ANB"= (AN B9 = (A°U (B9)")" = (A°U B)“. O
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Zadatak 2.15. Postoji li A C N sa svojstvom (komplement promatramo u univerzalnom skupu

N):

A je konacan, a A°¢ beskonacan;

(a
(b
(c

(d) Ai A°su oba konac¢ni?

)
) A je beskonacan, a A¢ konacan;

) Ai A€ su oba beskonaéni;

)

Rjesenje. (a) Da, npr. A = {1}, A°={2,3,4,...}.
(b) Da, npr. A ={2,3,4,...}, A°={1}.

(c) Da, npr. A=1{1,3,5,7,...}, A°={2,4,6,8,...}.

(d) Ne. Pretpostavimo suprotno, da su A i A° konac¢ni. Tada je i N = AU A€ konacan kao
unija dvaju konac¢nih skupova, a znamo da je N beskonacan. To je kontradikcija. O

Zadatak 2.16. Neka su A, B C U. Dokazite da su A i B disjunktni ako i samo ako je A C B€.

Rjesenje. Situaciju prikazuje sljedeéi dijagram (osjencan je B€):

U

0l

BC

(=) Neka su A i B disjunktni. Treba dokazati A C B¢. Neka je z € A proizvoljan. Kad bi
vrijedilo = ¢ B¢, onda bi bilo z € B, pa bi z € AN B = g, sto je kontradikcija. Dakle, x € B¢,
paje A C B¢

(«<=) Neka je A C B¢. Pretpostavimo da A i B nisu disjunktni, tj. da postoji z € AN B.
Tada je x € Aixz € B. Buduéi da je A C B¢, vrijedi i x € B¢. Sada je x € BN B = &, sto je
kontradikcija. Dakle, AN B = &. O

Zadatak 2.17. Dokazite: A C C i B C C ako isamo ako je AUB C C.

Rjesenje. Treba dokazati (A C CAB CC) <= AUB C C, tj. dvije implikacije.

(=) Neka vrijedi A C C'i B C C. Dokazujemo AU B C C. Neka je x € AU B. Tada je
reAilixz e B. Ako je xz € A, onda je zbog A C C'ix € C. Ako je pak x € B, onda je zbog
B C Cix e C. Dakle, u svakom je slucaju z € C. Bududi da je x € AU B bio proizvoljan,
vrijedi AUB C C.

(<) Znamo da je AC AUBi B C AU B. Bududéi da je AU B C C, zbog tranzitivnosti
relacije C slijedi ACCiBCC. O

Napomena 2.18. Inkluzija je tranzitivna: ako je A C Bi B C C, onda je A C C. Doista, za
x € A iz prve inkluzije slijedi z € B, a zatim iz druge z € C.

Zadatak 2.19. Dokazite da vrijedi (A\ B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B).

Rjesenje. Vennovi dijagrami obiju strana su jednaki:
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2. Skupovi

U U
(A\B)U(B\ A) (AUB)\ (AN B)

Jednakost skupova dokazujemo pomocu dviju inkluzija.
(C) Neka jex € (A\ B)U(B\ A). Tadajex € A\ Biliz € B\ A.

1) Akojex € A\ B,ondajex € Aix ¢ B. Kako jex € A, to jex € AU B, a kako je z ¢ B,
tojex ¢ AN B (jer je AN B C B). Dakle, z € (AUB) \ (AN B).

2) Akojex e B\ A,ondajex € Bix ¢ A. Kakojex € BC AUB, to je z € AU B, a kako
jex ¢ A, tojex ¢ AN B. Dakle, z € (AUB) \ (AN B).

(D) Neka jex € (AUB)\ (ANB). Tadajex € AUB ix ¢ AN B. Imamo dvije mogué¢nosti:

1) ze Aixz ¢ AN B. Tada z ¢ B (u protivnom bi bilo x € Aixz € B, tj. x € AN B). Stoga
jex € A\ B.

2) zx € Bix ¢ AN B. Analogno slijedi x ¢ A, pa je x € B\ A.

U oba slucaja je x € (A\ B)U (B \ A). Time je tvrdnja dokazana. U dokazu smo koristili
inkluzije ANBC AC AUB. ]

Definicija 2.20. Simetricna razlika skupova A i B je skup
AAB =(A\B)U(B\ A).

Prema zadatku 2.19 je i AAB = (AU B) \ (AN B): simetri¢noj razlici pripadaju upravo oni
elementi koji pripadaju to¢no jednom od skupova A, B.

Zadatak 2.21. Dokazite da vrijedi A\ (BUC) = (A\ B)\C.

Rjesenje. Vennovi dijagrami obiju strana su jednaki:

A Bl |A B

C U C U
A\ (BUC) (A\B)\C

(C)Zax e A\(BUC) vrijediz € Aix ¢ BUC,atoznaliz € A, x ¢ Bix ¢ C. Zbogzr € A
ir¢ Bjexe A\ B,azbogxz ¢ Cjexec (A\B)\C.

(D) Zaxe (A\B)\Cvrijediz e A\Bix¢C,tj.x€cA,c¢Bix¢C. Tadajexc Ai
r¢ BUC,pajexec A\ (BUCQC). O

Napomena 2.22. Kada imamo uniju ili presjek vise skupova, zagrade ne moramo pisati:
(AUB)UC=AU(BUC)=AUBUC, (ANB)NC=AN(BNC)=ANBNC.

To se svojstvo zove asocijativnost. Oprez! Razlika skupova nije asocijativna. Opéenito vrijedi
samo (A\ B)\C C A\ (B\C):
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&
U

A\ (B\C)

Primjerice, za A = {1,2,3,5}, B=1{1,3,4,6} i C = {1,2,4,7} (brojevi upisani u dijagrame) je
(A\B)\ C = {2,5}\ C = {5}, dok je A\ (B\C) = A4\ {3,6} = {1,2,5}.

Nadalje, presjek i unija su komutativne operacije, AUB =BUAiANB = BNA, ali
razlika nije komutativna: opéenito je A\ B # B\ A (npr. za A= {1}, B=2 je A\ B={1},a
B\ A=92).

Zadatak 2.23. Odredite odnos skupova (A\ B)UC i (AUC)\ B. Vrijedi li jednakost
(A\B)UuC =(AuC)\ B?

Rjesenje. Nacrtajmo Vennove dijagrame obaju skupova:

A Bl |A B

C U C U
(A\B)ucC (AUuC)\ B

Dijagrami se razlikuju u podruc¢ju B N C, koje pripada prvom skupu, a ne pripada drugom.
Zato ocekujemo da opéenito vrijedi samo inkluzija (AUC)\ B C (A \ B) U C. Dokazimo je.

Neka jex € (AUC)\ B. Tadajex €c AUC iz ¢ B, tj. (x€ Ailiz e C) iz ¢ B. Imamo
dvije mogucénosti: x € Aix ¢ B,iliz € Cix ¢ B. U prvom jesluéajuz € A\ B C (A\B)UC,
audrugom z € C C (A\ B)UC. Dakle, ( AUC)\BC (A\B)UC.

Obratna inkluzija opcenito ne vrijedi. Primjer skupova za koje ne vrijedi jest A = {3},

B ={1}, C ={1,2}:
A\B={3}, (A\B)uC={1,2,3}; AuC={1,2,3}, (AuC)\B=1{2,3}.
Dakle, (A\ B)UC # (AU C) \ B. (Jednakost vrijedi to¢no onda kad je BNC = @.) O

Napomena 2.24. Uz distributivnost iz propozicije 2.13 vrijede i distributivnost presjeka prema
uniji i unije prema presjeku ,,s desne strane”:

(AUB)NC = (ANC)U(BNC), (ANB)UC =(AUC)N(BUQ).

Pomoc¢u njih i jednakosti X \' Y = X N Y® prethodnu inkluziju mozemo dobiti i ra¢unom:
(AUC)\B=(AuC)NB*=(ANB)U(CnNnB)=(A\B)U(C\B)C (A\B)uUC.

Zadatak 2.25. Za proizvoljne skupove A, B,C,D neka je S = (A\ B)U(C\D)iT =
(AUC)\ (BUD). Ispitajte vrijede li inkluzije S C T i T C S. Svoje tvrdnje dokazite.

Rjesenje. Kod cetiriju skupova treba biti oprezan s crtanjem: cetiri kruga ne ¢ine Vennov
dijagram, jer se ne mogu nacrtati tako da se pojavi svih 2% = 16 moguéih kombinacija pripadnosti
skupovima A, B, C, D. Zakljuc¢ak donesen iz takve slike moze biti pogresan. Vennov dijagram
za Cetiri skupa mozemo nacrtati pomocu cetiriju elipsa:
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S=(A\B)U(C\D) T=(AUC)\(BUD)

Iz dijagrama naslu¢ujemo da je T' C S, ali da opcenito ne vrijedi S C T

1. Dokazimo T' C S, tj. (Vz)(x € T = 2z € S). Nekajex € T. Tada jexz € AUC i
x¢ BUD,tj. (x€ Ailiz e C)i(x ¢ Bix¢ D). Imamo dvije moguénosti:

e xc€A x¢Bix¢D. Tadajex € A\ B, pajex € S.
e zeC,x¢Bix¢D. Tadajex € C\D,pajex€S.

2. Oboriti tvrdnju (Vz)(z € S = x € T') znaci dokazati njezinu negaciju (3x)(z € SAz ¢ T),
tj. na¢i protuprimjer. Uzmimo A = {1,2}, B=0, C =@, D = {2}. Tada je

S=(A\B)U(C\D)={1,2}ue ={1,2}, T=(AuC)\ (BUD)={1,2}\ {2} = {1},

paSEZT. O

Dodatni zadaci

Zadatak 2.26. Za A ={-2,-1,0,1,2}, B=1{0,2,4} i C = {—1,2,3} odredite (AU B) \ C i
AAB.

Rjesenje. Unija je AU B = {-2,-1,0,1,2,4}, pa je (AU B)\ C = {-2,0,1,4}. Nadalje,
A\ B={-2,-1,1}i B\ A= {4}, pa je AAB = {-2,—1,1,4}. O

Zadatak 2.27. Dokazite (AUC)\ (BUC)= A\ (BUC).
Rjesenje. Za proizvoljan x vrijedi

€ (AUC)\(BUC) <= (z€ AVvzeC)ANz ¢ BAx ¢ C
< x€ANx ¢ BANx¢C
<~ x€ A\ (BUQ).

Druga ekvivalencija vrijedi jer uz uvjet z ¢ C disjunkcija x € AV x € C vrijedi toéno onda kad
jex € A. O

Zadatak 2.28. Dokazite A\ (BNC)=(A\B)U(A\C)te A\(BUC)=(A\B)N(A\CO).
Rjesenje. Koristeéi X \ Y = X NY*¢, De Morganove formule i distributivnost dobivamo
A\ (BNC)=AN(BNC)=AN(B°UC)=(ANB)U(ANC) =(A\B)U(A\C).

Analogno, A\ (BUC) = ANB‘NC° = (ANB)N(ANC = (A\B)n(A\ ), jer je
ANA=A O

Zadatak 2.29. Slijedili iz AUC = BUC nuzno A = B? Sto ako dodatno vrijedi ANC = BNC?
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Rjesenje. Sama jednakost unija nije dovoljna: za A= @i B=C = {1} je AUC = BUC = {1},
a A # B. Ako vrijede obje jednakosti, onda je prema prethodnim zadacima

A\C=(AuC)\C=(BUC)\C=B\C.
Buduéidaje A= (A\C)U(ANC)iB=(B\C)U(BNC), dobivamo A = B. O
Zadatak 2.30. Odredite sve skupove X za koje je X UA = B.
Rjesenje. Buduéi da je A C X U A, nuzno je A C B; ako taj uvjet nije ispunjen, rjesenja nema.

Neka je AC B. Iz X C X U A = B slijedi X C B, a svaki element skupa B\ A mora pripadati
skupu X. Elementi skupa A mogu, ali ne moraju pripadati skupu X. Stoga su sva rjesenja

X =(B\A)US, SCA,
i za svaki takav X doista je XUA = (B\A)UA=B. O
Zadatak 2.31. Dokazite P(AN B) = P(A) NP(B). Vrijedi li analogna jednakost za uniju?

Rjesenje. Za svaki skup S vrijedi S € AN B ako i samo ako je S C AiS C B (jedan smjer
slijedi iz ANB C Ai AN B C B, a drugi iz definicije presjeka). To dokazuje prvu jednakost.
Za uniju uvijek vrijedi P(A) UP(B) C P(AU B), ali jednakost ne mora vrijediti: za A = {1} i
B = {2} skup {1, 2} pripada skupu P(A U B), a ne pripada skupu P(A) U P(B). O

2.3 Particije skupa

Definicija 2.32. Particija skupa S je skup medusobno disjunktnih nepraznih podskupova od
S ¢ija je unija jednaka S. Zapisujemo je kao S = {S; | i € I}, gdje je I skup indeksa (konacan
ili beskonacan), pri ¢emu vrijedi

S; C S, S £ o (\V/Z'GI), SiﬂSjIQ za i % j, USZ:S
i€l
Skupove S; zovemo blokovima particije.

Napomena 2.33. Koji je odnos particije i partitivnog skupa? Particija skupa S je podskup od
P(S): particija sadrzi neke podskupove od S, a P(S) sve podskupove od S. Skup opéenito ima
mnogo particija, a partitivni skup je samo jedan.

Zadatak 2.34. Odredite sve particije skupa {1,2,3}.

Rjesenje. Razvrstajmo particije prema broju blokova (jedan, dva ili tri):

{1,234 {1h {230, {{2h {634, {8h{L2hs {1} {2}, {3}}

Ima ih 5. Poredak blokova nije vazan. O

Zadatak 2.35. Koliko ima particija skupa {1,2,3,4,5} na dva bloka?

Rjesenje. Blokovi mogu imati 114 ili 2 i 3 elementa. Particija prvog tipa ima 5:
{{13,{2,3,4,5}}, {{2},{1,3,4,5}}, ..., {{5},{1,2,3,4}}.

Particija drugog tipa ima koliko i dvoélanih podskupova skupa {1,2,3,4,5}, tj. (‘;’) = 10:
{{1,2},{3,4,5}}, {{1,3},{2,4,5}}, ..., {{4,5},{1,2,3}}.

Ukupno ima 5 4 10 = 15 particija. (Drugi nacin: blok koji sadrzi 1 odreden je izborom bilo
kojeg podskupa preostala Cetiri elementa osim cijelog skupa {2, 3, 4,5}, jer drugi blok mora biti
neprazan; to daje 2 — 1 = 15 moguénosti.) O
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Zadatak 2.36. Koliko ima particija skupa {1,2, 3,4} na tri bloka?

Rjesenje. Veli¢ine blokova moraju biti 2,1, 1. Particija je odredena izborom dvoclanog bloka,

§to se moe uéiniti na (%) = 6 nacina: {{1,2}, {3}, {4}}, {{1,3}, {2}, {4}}, {{1,4}, {2}, {3}}
(42,30, {1 {43}, ({2, 43 {1}, {3}}, {{3, 4}, {1}. {2}}.

2.4 Kartezijev produkt

Definicija 2.37. Kartezijev produkt skupova A i B je skup
Ax B={(a,b)|ac A, be B}.

Ovdje je (a,b) uredeni par s prvom koordinatom a i drugom koordinatom b. (Strogo se uredeni

par definira kao skup (a,b) = {{a}, {a,b}}.)
Za uredene parove vrijedi
(a,b) = (¢,d) <= (a=cAb=4d).

Zato je za a # b uredeni par (a, b) razlicit od (b,a), dok je {a,b} = {b,a}. Skup R2 =R x R =
{(z,y) | x € R, y € R} predstavlja ravninu.

Primjer 2.38. Za A= {z,y} i B=1{1,2,3} je

Ax B ={(z,1),(z,2), (x,3),(y,1), (¥, 2), (y,3)}.
Napomena 2.39 (Intervali). Za a,b € R, a < b, oznac¢avamo

(a,by ={x eR|a<z<b} (otvoreni interval),
[a,b) ={zeR|a<z<b} (zatvoreni interval ili segment),
[a,b) ={zeR|a<z<b}, (a,b]={zreR|a<z<b} (poluotvoreni intervali).

Zadatak 2.40. Opisite i nacrtajte u ravnini skup A x B ako je

(a) A={1,2}, B={1,2};

(b) A={1,2}, B=[1,2];

(c) A= (1,2}, B=[1,2);

(d) A=[0,1]u{2}, B={0}U[L,2].

Rjesenje. (a) Ax B =1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} su Cetiri tocke.

(b) Ax B={(z,y) |z=11ilixz =2, 1 <y <2} su dvije okomite duzine (s krajevima).

(c) Ax B={(z,y) |1 <z <2 1<y <2} jekvadrat kojemu pripadaju donja i desna
stranica (bez krajnjih toc¢aka (1,1) i (2,2)), a ne pripadaju lijeva i gornja stranica.

(d) Ax B ={(z,y) | z € [0,1]U{2}, y € {0} U[1,2]} se sastoji od kvadrata [0,1] x [1,2],
duzina [0,1] x {0} i {2} x [1,2] te tocke (2,0).
Na slikama puna crta oznacava rub koji pripada skupu, a isprekidana rub koji mu ne pripada;
prazni kruzié¢i oznacavaju tocke koje ne pripadaju skupu.
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y y y y

2 . . 2 [ ] 2 0--- 2

1 o« . 1 1 : 1
12 7 o2 7 12 7 T
(a) (b) (c) (d)

Zadatak 2.41. Za A = {1,2} i B = {a, b} ispisite A x B. Opisite i nacrtajte [—1,2) x (0, 1].

Rjesenje. Ax B ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)}. Drugi produkt je skup {(z,y) | -1 <z <2, 0<
y < 1}, pravokutnik kojemu pripadaju lijeva i gornja stranica (bez to¢aka (—1,0) i (2,1)), a ne
pripadaju donja i desna stranica.

Zadatak 2.42. Je li Kartezijev produkt komutativan? Je li asocijativan?
Rjesenje. Kartezijev produkt nije komutativan. Primjerice, za A = {1,2}, B = {3,4} je

Ax B=1{(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)} #{(3,1),(3,2),(4,1),(4,2)} = B x A.

Ni asocijativan, u nacelu, nije: za A = {a}, B = {b}, C = {c} je
(AXB)XC:{((CL,I)),C)}, AX(BXC):{(G’7(676))}7

a ((a,b),c) i (a,(b,c)) nisu isti uredeni parovi (prve koordinate su im (a,b) i a). Medutim,
mozemo se dogovoriti da elemente Kartezijeva produkta triju skupova piSemo kao uredene
trojke:

AxBxC={(a,b,c)|ac A, be B, ceC}.

Uz taj dogovor produkt je asocijativan. (U skripti s predavanja uredena trojka definira se kao
(a,b,¢) = (a, (b,c)).) O

Zadatak 2.43. Dokazite da je A x (BUC) = (A x B) U (A x C). Formulirajte i dokazite
analogne tvrdnje za presjek i razliku.

Rjesenje. Za proizvoljan uredeni par (z,y) vrijedi

(,y) e Ax (BUC) <= z€ ANyeBUC <= € AN(ye BVvye()
< (xe€eANyeB)V(zrecANye()
<~ (z,y) € AXBV(z,y) € AX(C <= (z,y) € (Ax B)U(Ax ().
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U treéem koraku koristili smo distributivnost konjunkcije prema disjunkciji. Analogno vrijede
distributivnost prema presjeku i prema razlici:

Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC(C), Ax (B\C)=(AxB)\(AxC).
Prvaslijediizz € AN(ye BAyeC) < (x€ ANyeB)AN(ze€ ANy € C). Za drugu:
(r,y) € (AXxB)\(AXx(C) <= (x€ ANyeB)ANz € ANyeC

< (r€eANyeB)N(z¢ AVy¢C)
< € ANye BNy ¢(C < (z,y) € Ax (B\CO),

jer uz x € A disjunkcija x ¢ AV y ¢ C vrijedi to¢no onda kad je y ¢ C. Na isti se nacin
dokazuju i jednakosti (AUB) x C = (AxC)U(BxC),(ANB)xC=(AxC)Nn(BxC)i
(A\B)xC=(AxC)\ (BxC(). O

Zadatak 2.44. Dokazite (A x B)N(C x D)= (ANC) x (BN D).

Rjesenje. Par (x,y) pripada lijevoj strani ako i samo ako vrijedi z € A,y € B,z € Ciye€ D,
odnosno x € ANC' iy € BN D, a to znac¢i da pripada desnoj strani. ]

2.5 Zadaci za samostalan rad

2.1. Odredite P({2,{2}}).

2.2. Dokazite AN (B\C)=(ANB)\ (ANCQC).

2.3. Odredite sve skupove X C U za koje je X N A = B.

2.4. Neka A ima cetiri, a B tri elementa. Koliko elemenata imaju A x B i P(A x B)?

2.5. Dokazite da za neprazan skup C iz A x C = B x C slijedi A = B. Sto se dogada za
C=0?

2.6. Dokazite AAB =0 <= A=1B.
2.7. Nacrtajte Vennov dijagram skupa (AN B)U (C'\ A) i dokazite da je on podskup od BUC.
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Poglavlje 3

Relacije

3.1 Pojam relacije

Definicija 3.1. Neka su A i B skupovi. Relacija je svaki podskup p C A x B. Ako je (a,b) € p,
kazemo da je a u relaciji p s b i krace pisemo apb. Binarna relacijo na skupu A je svaki podskup
p CAXxA.

Dakle, bilo koji podskup Kartezijeva produkta jest relacija; primjerice, i prazan skup (prazna
relacija) i cijeli produkt A x B jesu relacije. Vazna binarna relacija na A jest dijagonala
Ayx ={(a,a) | ac A}

Primjer 3.2. Binarne relacije s kojima se stalno susre¢emo u matematici jesu < i < na
skupovima brojeva, paralelnost i okomitost pravaca u ravnini, inkluzija C na partitivnhom skupu
i djeljivost | na N ili Z. Umjesto (z,y) € < piSemo, naravno, x < y.
Primjer 3.3. Neka je C' = {Ana, Ivana, Jasna} i D = {Filip, Matija, Ante}. Bilo koji podskup
Q C C x D je relacija, primjerice

Q = {(Ana, Matija), (Ivana,Filip), (Jasna, Matija)}.

Buduéi da je (Ana, Matija) € O, mozemo pisati Ana®Matija. Ne smijemo, medutim, pisati
FilipQlIvana: par (Filip, Ivana) nije ni element skupa C x D, jer prva komponenta mora biti
iz C. Poredak u uredenom paru je bitan. Relaciju izmedu dvaju konac¢nih skupova zgodno je
prikazati strelicamas:

C D

Binarnu relaciju na kona¢nom skupu mozemo prikazati i tablicom: retke i stupce oznac¢imo
elementima skupa i zasjenimo polje u retku x i stupcu y ako je xpy. Drugi je nacin graf
relacije: elemente skupa nacrtamo kao tocke, a xpy oznacimo strelicom od x prema y (par (z,x)
oznacavamo petljom).

3.2 Svojstva binarnih relacija
Definicija 3.4. Neka je p binarna relacija na skupu A. Kazemo da je p:
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3. Relacije

o refleksivna ako (Vx € A) zpx;

o simetricna ako (Va,y € A) (xpy = ypx);

o antisimetricna ako (Vz,y € A) ((xpy A ypxr) = x = y);
e tranzitivna ako (Vz,y,z € A) ((xpy A ypz) = xpz);

o irefleksivna ako (Vo € A) (x,z) & p.

Napomena 3.5. Relacija je refleksivna ako i samo ako je Ay C p. Irefleksivnost je mnogo
jaci zahtjev od toga da relacija nije refleksivna: za to je dovoljno da barem jedan par (x,z)
ne pripada relaciji. Sli¢no, antisimetri¢nost nije negacija simetri¢nosti: jednakost = ima oba
svojstva, a relacija {(1,2),(2,1),(1,3)} na skupu {1, 2,3} nema nijedno.

Kad ispitujemo neko svojstvo, napisemo pripadnu univerzalnu tvrdnju za konkretnu relaciju.
Ako mislimo da je istinita, dokazujemo je za proizvoljne elemente. Ako mislimo da je lazna,
dokazujemo njezinu negaciju, odnosno nalazimo protuprimjer.

Zadatak 3.6. Na R definiramo relaciju ¢ s x oy Lt zy = 0. Primjerice, 0¢ 11 2 ¢ 0, ali nije
1¢ 2. Ispitajte je li ¢ refleksivna, simetricna, tranzitivna, antisimetri¢na i irefleksivna.

Rjesenje. Refleksivnost. Pitamo se vrijedi li (Vo € R) z oz, tj. (Vo € R) 2 -z = 0. Ne vrijedi:
za x = 1 imamo 1 -1 # 0. Time smo dokazali negaciju (3x € R) z - = # 0, pa ¢ nije refleksivna.

Simetricnost. Vrijedi li (Vx,y € R) (zy = 0 = yx = 0)? Da, jer je xy = yz. Relacija ¢ je
simetri¢na.

Tranzitivnost. Vrijedi li (Vz,y,z € R) ((zy =0Ayz =0) = 2z =0)? Ne mora: za z = 1,
y=0,2z=1vrijedi zy =01iyz =0, ali zz = 1 # 0. Pronasli smo protuprimjer, tj. dokazali
negaciju (3x,y,z € R) (xy = 0Ayz =0 A xz # 0). Relacija nije tranzitivna.

Antisimetricnost. Vrijedi i (Vz,y € R) ((zy=0Ayz=0)= 2z =y)? Ne: zaz =0,y =1
vrijedi zy = yzr = 0, a © # y. Dokazali smo (Jz,y € R) (xy = 0 Ayx = 0 A x # y), pa relacija
nije antisimetri¢na.

Irefleksivnost. Vrijedi li (Vz € R) x -2 # 07 Ne,zax =0je 0-0 =0, tj. 0¢ 0. Relacija nije
irefleksivna (iako nije ni refleksivna). O

Zadatak 3.7. Ispitajte ista svojstva za relacije na R zadane s
(@) 2zy=0,  ()ay#0, (o)]e—yl<5, (D2’+y’ =1 ()2’ +y*=0.

Rjesenje. Relacija (a) obradena je u zadatku 3.6. Za ostale je rezultat (D = da, N = ne):

Relacija refleksivna simetricna antisimetri¢na tranzitivna irefleksivna
(a) xy = N D N N N
(b) zy # 0 N D N D N
(¢) |lr—y| <5 D D N N N
(d) 22 +y* =1 N D N N N
(e) 2+ 4> =0 N D D D N

Sve su relacije simetri¢ne jer se uvjeti ne mijenjaju zamjenom x i y.

(b) Nije refleksivna jer 0-0 = 0, a nije ni irefleksivna jer 1-1 # 0. Brojevi 1 i 2 su u relaciji
u oba smjera, pa nije antisimetri¢na. Tranzitivna je: iz zy # 01 yz # 0 slijedi z A 01 z # 0, pa
je xz # 0.

(c) Refleksivna je jer |z — x| = 0 < 5. Nije antisimetri¢na: [0 — 1| = |1 —0| < 5, a 0 # 1. Nije
tranzitivna: |0 —4| <51 |4 —8| <5, ali |0 -8 =8.
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3. Relacije

(d) Nije refleksivna jer 0% 4+ 02 # 1; nije irefleksivna jer je (%)2 + (%)2 = 1. Brojevi0i 1
su u relaciji u oba smjera, pa nije antisimetri¢na. Nije tranzitivna: 0pl i 1p0, ali nije 0p0.

(e) Jednakost 22 + 32 = 0 vrijedi samo za x = y = 0, pa je relacija jednaka {(0,0)}. Nije
refleksivna jer, primjerice, nije 1p1; nije irefleksivna jer je 0p0. Antisimetri¢nost i tranzitivnost
vrijede jer se u pretpostavkama moze pojaviti samo par (0,0), a tada su zakljucei 0 = 0 i 0p0
istiniti. O

Napomena 3.8. Je li relacija < na R antisimetricna? Pitamo vrijedi i (Vz,y € R) ((z <yAy <
z) = x = y). Ako nismo sigurni, pokusajmo s negacijom:

Fx,y eR) (z<yAy<zxAz#y).

Ona je lazna, jer ne postoje brojevi za koje bi istodobno bilo x < y i y < z. Dakle, polazna
tvrdnja je istinita i relacija < jest antisimetri¢na. Pretpostavka implikacije nikada nije ispunjena,
pa je implikacija uvijek istinita. To je isto kao éinjenica da je univerzalna tvrdnja po praznom
skupu, (Vz € @) P(x), uvijek istinita. Relacija < ima jos jedno korisno svojstvo: za razlicite
x,y vrijedi < y ili y < x.

Zadatak 3.9. Ispitajte refleksivnost, simetri¢nost, tranzitivnost i antisimetri¢nost sljedeéih
relacija: paralelnost i okomitost pravaca u ravnini, < na N, < na R, inkluzija C na P(N),
jednakost na Q, disjunktnost na P(N) te djeljivost na N i na Z. (Dva pravca p, ¢ su paralelna
akojep=gqilipNng=2.)

Rjesenje. Rezultati su prikazani u tablici, a obrazlozZenja slijede ispod nje.

Relacija na skupu refleksivna simetri¢na tranzitivha antisimetri¢na
I pravci D D D N
1 pravci N D N N
< N D N D D
< R N N D D
- P(N) D N D D
= Q D D D D
disjunktnost P(N) N D N N
| N D N D D
| / D N D N

Paralelnost. Svaki je pravac paralelan sa sobom, a definicija je simetricna. Ako je p || ¢ i
q || v, pravci p, ¢, r imaju isti smjer, pa je p | r. Dva razli¢ita paralelna pravca opovrgavaju
antisimetri¢nost.

Okomitost. Nijedan pravac nije okomit sam na sebe. Okomitost je simetri¢na. Nije tranzitivna:
ako su p i r paralelni pravci, a ¢ okomit na njih, onda je p L giq L r, ali p £ r (slika lijevo).
Isti primjer s p L. ¢ i ¢ L p opovrgava antisimetri¢nost.

Relacije < 1 <. Simetri¢nost opovrgava 1 < 2, odnosno 1 < 2, jer ne vrijedi 2 < 1, odnosno
2 < 1. Antisimetri¢nost relacije < obrazlozena je u prethodnoj napomeni; ostala svojstva slijede
iz svojstava uredaja realnih brojeva.

Inkluzija. Refleksivnost i tranzitivnost slijede iz definicije podskupa, a A C Bi B C A upravo
zna¢i A = B. Nije simetri¢na jer je @ C {1}, aline i {1} C @.

Jednakost oc¢ito ima sva Cetiri svojstva.

Disjunktnost. Nije refleksivna jer {1} N {1} # @; simetri¢na je jer je AN B = BN A. Nije
tranzitivna: za A=C = {1}, B={2} je ANB=0iBNC=g,ali ANC # & (slika desno).
Skupovi {1} i {2} disjunktni su u oba smjera, a razli¢iti, pa ni antisimetri¢nost ne vrijedi.
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3. Relacije

Dijeljivost. Na N to je relacija parcijalnog uredaja (vidi zadatak 3.15). Simetri¢nost opovrgava
11]2. NaZ (gdje je m | n <= (3k € Z) n = mk) refleksivnost i tranzitivnost vrijede s istim
dokazom, ali antisimetricnost ne vrijedi: 2 | =21 —2 | 2, a 2 # —2.

aENoclolo

plg, glralipfr ANB=BNC=9, ANC+#o

Zadatak 3.10. Na skupu {1,2,3,4} dana je binarna relacija
p = {(17 2)7 (2’ 3)7 (37 4)7 (17 3)7 (27 4)7 (47 4)7 (17 4)}
Odredite je li p refleksivna, simetri¢na, antisimetri¢na i tranzitivna.

Rjesenje. Prikazimo relaciju tablicom (zasjenjeno polje u retku z i stupcu y znaci zpy):

1 2 3 4

e R

Refleksivnost ne vrijedi jer, primjerice, (1,1) ¢ p: dijagonala tablice nije cijela zasjenjena.
Simetricnost ne vrijedi jer je (1,2) € p, a (2,1) ¢ p: tablica nije simetri¢na s obzirom na
dijagonalu.

Antisimetricnost vrijedi: ne postoje dva zasjenjena polja izvan dijagonale koja su simetri¢na
s obzirom na dijagonalu.

Tranzitivnost ne mozemo procitati iz tablice tako izravno, pa provjeravamo sve moguénosti
TPy, Ypz:

(1,2),(2,3) ~ (1,3) € p, (1,2),(2,4) ~ (L,4) € p, (1,3),(3,4) ~ (1, 4) € p,
(1,4),(4,4) ~ (1,4) € p, (2,3),(3,4) ~ (2,4) € p, (2,4),(4,4) ~ (2,4) € p,
(3.4), (4.4) ~ (3,4) € p, (4,4),(4,4) — (4,4) € p.

U svim slucajevima je xpz, pa je p tranzitivna. ]

Zadatak 3.11. Na skupu N definirana je relacija p sa
mpn <= 3m i bn daju isti ostatak pri dijeljenju sa 7.
Ispitajte je li p refleksivna, simetri¢na, tranzitivna i antisimetricna. Svoje tvrdnje dokazite.

Rjesenje. Nije refleksivna: ne vrijedi 1pl, jer 3-1 =3 151 = 5 daju razlicite ostatke pri
dijeljenju sa 7.

Nije simetricna: vrijedi 1p2, jer 3-1 =31 52 = 10 daju ostatak 3, ali ne vrijedi 2p1, jer
3-2=0615-1=5 daju razlic¢ite ostatke.
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3. Relacije

Nije tranzitivna: vrijedi 1p2 i 2p4 (brojevi 3-2=1615-4 = 20 daju ostatak 6), ali ne vrijedi
1p4, jer 3 i 20 daju ostatke 3 i 6.

Nije antisimetricna: vrijedi 7pl4 i 14p7 (svi brojevi 21, 70, 42, 35 djeljivisusa 7),a 7 # 14. [
Zadatak 3.12. Na skupu studenata prve godine definirana je relacija EM: za studente A i B
vrijedi (A, B) € EM ako i samo ako nijedan od njih nije polozio ispit iz Elementarne matematike,

ili su oba polozila ispit s istom ocjenom, ili je A polozio ispit, a B nije. Koja svojstva ima
relacija EM?

Rjesenje. Oznacimo s O(X) € {1,2,3,4,5} ocjenu studenta X, pri cemu O(X) = 1 znac¢i da X
nije polozio. Tada je

(A,B) e EM <= O(A) =0(B) V (O(4) >1A0(B)=1).

Pretpostavljamo da postoje i studenti koji su polozili i studenti koji nisu te da barem dva
razli¢ita studenta imaju istu ocjenu (u protivnom vidi kraj rjesenja).

Refieksivnost vrijedi: ako je A pao, onda nijedan od para (A, A) nije polozio; ako je A polozio,
onda su oba polozila s istom ocjenom. U oba slucaja je (A4, A) € EM.

Simetricnost ne vrijedi: ako je A polozio, a B nije, onda je (A, B) € EM, ali (B, A) ¢ EM.

Antisimetricnost ne vrijedi: ako dva razli¢ita studenta A i B imaju istu ocjenu (npr. oba su
pala), onda je (A,B) e EM i (B, A) € EM, ali A # B.
Tranzitivnost vrijedi. Neka je (4, B) € EM i (B, C) € EM. Razlikujemo slucajeve:

1° Ai B su pali. Iz (B,C) € EM slijedi da je i C pao (jer B nije polozio), pa je (A,C) € EM.
2° A je polozio, a B je pao. Kao u 1°, i C je pao, pa je (4,C) € EM.

3° Ai B su polozili s istom ocjenom, a C' je pao. Tada je A polozio, a C' nije, pa je (A,C) € EM.
4° A i B su polozili s istom ocjenom, a B i C' takoder. Tada su A i C polozili s istom ocjenom,

pa je (A4,C) € EM.

Drugih moguénosti nema: ako je B polozio, onda je (A, B) € EM moguée samo uz O(A) = O(B).
Odgovori o simetri¢nosti i antisimetri¢nosti ovise o skupu studenata: ako su svi dobili

istu ocjenu, relacija je simetri¢na, a ako nikoja dva studenta nemaju istu ocjenu, relacija je
antisimetri¢na. O

3.3 Relacije ekvivalencije i parcijalnog uredaja

Definicija 3.13. Binarna relacija koja je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna naziva se relacija
ekvivalencije. Binarna relacija koja je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna naziva se relacija
parcijalnog uredaja. Parcijalni uredaj =< na X je totalni uredaj ako su svaka dva elementa
usporediva, tj. (Vz,y € X) (x KyVy < z).

Iz tablice u zadatku 3.9 vidimo da su paralelnost pravaca i jednakost relacije ekvivalencije, a
< mna N, C na P(N) i | na N relacije parcijalnog uredaja. Relacija iz zadatka 3.10 nije ni jedno
ni drugo (nije refleksivna).

Zadatak 3.14. Na skupu {1, 2,3} dana je relacija p = {(1,1), (1, 3),(2,3),(2,2),(3,3)}. Ispi-
tajte njezina svojstva i odredite je li relacija ekvivalencije, odnosno parcijalnog uredaja.

Rjesenje. Tablica relacije je
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3. Relacije

Cijela je dijagonala zasjenjena, pa je relacija refleksivna. Nije simetri¢na jer je (1,3) € p, a
(3,1) ¢ p. Antisimetri¢na je jer su jedini parovi izvan dijagonale (1,3) i (2,3), a njihovi obrati
nisu u p. Tranzitivna je: ako je zpy i ypz te je jedan od tih parova na dijagonali, onda je (x, z)
jednak drugom paru; a dva para izvan dijagonale ne mogu se nadovezati jer nijedan ne pocinje
s 3. Dakle, p je relacija parcijalnog uredaja, a nije relacija ekvivalencije. Nije totalni uredaj jer
1 i 2 nisu usporedivi. ]

Zadatak 3.15. Je li djeljivost parcijalni uredaj na N? Je li totalni uredaj?

Rjesenje. Podsjetimo se, m | n <= (3k € N) n = mk. Refleksivnost slijedi iz m = m - 1. Ako
jem | nin|m,onda jen=mkim=nlzaneke k,¢ € N, pa je n = nlk, tj. lk = 1. Zato je
k=/{¢=11im =n, $to je antisimetricnost. Ako je m | nin |p, onda je n =mk, p=nl, pa je
p =m(kl) i m | p. Dakle, djeljivost je parcijalni uredaj na N. Nije totalni jer ne vrijedi ni 2 | 3
ni3|2. O
Zadatak 3.16. Na P({1,2}) promatramo parcijalni uredaj C. Prikazite ga dijagramom.

Rjesenje. Vrijedi P({1,2}) = {o,{1},{2},{1,2}} i @ C {1} C {1,2}, o C {2} C {1,2}, dok
{1} i {2} nisu usporedivi, pa uredaj nije totalan. U dijagramu (tzv. Hasseov dijagram) manji
skup crtamo nize i spajamo samo neposredne inkluzije; relacije A C A i one koje slijede iz
tranzitivnosti ne crtamo.

{1,2}
VRN
{1} {2}
NS
1]

Klase ekvivalencije

Definicija 3.17. Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu X i x € X. Skup
[zl ={ye X[y ~a}

naziva se klasa ekvivalencije odredena elementom z. Skup svih klasa X/ = {[z] | z € X}
naziva se kvocijentni skup skupa X s obzirom na relaciju ~.

Zadatak 3.18. Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu S i z,y € S. Dokazite: ako je z ~ y,
onda je [z] = [y], a ako nije x ~ y, onda su [z] i [y] disjunktni, tj. [z] N [y] = 2.

Rjesenje. Neka je x ~ y. Dokazujemo [z] = [y].
(C) Neka je z € [z]. Tada je z ~ x, aiz z ~ x i x ~ y tranzitivnost daje z ~ y, tj. z € [y].
(D) Neka je z € [y], tj. z ~ y. Zbog simetri¢nosti iz x ~ y slijedi y ~ x, pa tranzitivnost daje
z ~ oz, tj. 2 € [x].
Neka sada nije  ~ y. Pretpostavimo suprotno, da postoji z € [z] N [y]. Tada je z ~ z i

z ~ y. Simetricnost daje x ~ z, a tranzitivnost iz x ~ z i z ~ y daje x ~ y, $to je kontradikcija.
Dakle, [z] N [y] = @. O
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Zbog refleksivnosti je z € [z], pa su klase neprazne i svaki element skupa lezi u nekoj klasi.
Prema zadatku 3.18 dvije su klase ili jednake ili disjunktne. Dakle, klase ekvivalencije cine
particiju skupa S. Vrijedi i obrat.

Propozicija 3.19. Neka je {S; | i € I} particija skupa S. Relacija
r~y<= (iel)zyes;
je relacija ekvivalencije na S, a njezine su klase upravo skupovi S;, i € I.

Dokaz. Svaki x € S pripada nekom bloku 5;, pa je x ~ z. Simetri¢nost je ocita iz definicije.
Akosuz,y € S;iy,z € S;, onda je y € S;NS;; bududi da su razliciti blokovi particije disjunktni,
mora biti §; = S;, pasux,z € S;, tj. * ~ z. Konacno, ako je x € §;, onda je y ~ z tocno za
y € Si, paje [z] = S;. O

Prema tome, relacija ekvivalencije potpuno je odredena svojim klasama: sastoji se od svih
uredenih parova elemenata iste klase, tj. jednaka je uniji skupova K x K po svim klasama K.

Zadatak 3.20. Na skupu {1,2,3,4,5} zadana je relacija
p= {(17 1)7 (27 2)> (3a 3)7 (47 4)7 (57 5)a (17 3)7 (37 1)7 (47 5)7 (57 4)}

Dokazite da je p relacija ekvivalencije i odredite klase ekvivalencije.

Rjesenje. Relacija se sastoji upravo od svih uredenih parova elemenata unutar skupova {1, 3},
{2} i {4,5}, a ti skupovi ¢ine particiju skupa {1,2,3,4,5}. Prema propoziciji 3.19 p je relacija
ekvivalencije. (Svojstva mozemo provjeriti i izravno, sto je dobra vjezba.) Klase su

A =Bl={13}  [2={2}, [ =[B={45}

Graf relacije (strelica od a prema b znaci apb) jasno pokazuje klase:

o=0MIOMNO=0

Zadatak 3.21. Definirajte relaciju ekvivalencije p na skupu {1,2,3,4,5} ¢ije su klase ekviva-
lencije {1,4,5} 1 {2,3}.

O]

Rjesenje. Uzimamo p = ({1,4,5} x {1,4,5}) U ({2,3} x {2,3}), odnosno

p=A{(1,1),(1,4),(1,5),(4,1),(4,4), (4,5), (5,1), (5,4), (5,5),
(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}.

Prema propoziciji 3.19 to je relacija ekvivalencije s trazenim klasama. O

Zadatak 3.22. Odredite klase ekvivalencije relacije ekvivalencije na {1,2,3,4,5,6,7} zadane s

p=1{(1,1),(1,5),(1,7),(2,2), (2,4),(3,3), (4, 2), (4,4),
(5,1),(5,5),(5,7),(6,6),(7,1),(7,5),(7,7)}.

Kako izgleda tablica relacije ako elemente poredamo tako da elementi iste klase budu jedan do
drugoga?
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3. Relacije

Rjesenje. Iz popisa parova ¢itamo

=Bl =[1={157,  [=4={24} Bl={3}  [6]={6}

Poredamo li retke i stupce redom 1,5, 7, 2,4, 3,6, zasjenjena polja tablice ¢ine kvadratne blokove
duz dijagonale, po jedan za svaku klasu:

1 57 2 4 36

S W s N ot

Takva tablica pripada svakoj relaciji ekvivalencije na kona¢nom skupu. O

Zadatak 3.23. Napisite relaciju ekvivalencije na {1,2,3,4,5,6} ¢ije su klase {1, 3}, {2,4,5} i
{6}

Rjesenje. Trazena je relacija unija produkata svake klase sa samom sobom:

pP= {(17 1)7 (17 3)7 (37 1)7 (37 3)7 (27 2)7 (274)7 (27 5)7
(4,2),(4,4),(4,5),(5,2),(5,4), (5,5), (6,6)}.

Ima 22 4 3% + 12 = 14 uredenih parova. O

Zadatak 3.24. Na Z definiramo apb <= 3 | (a — b). Dokazite da je p relacija ekvivalencije i
odredite kvocijentni skup.

Rjesenje. Vrijedi 3 |a—a=0,aiz 3| (a—0b)slijedi 3| (b—a) =—(a—b). Ako 3| (a—b) i
3| (b—c),onda 3| (a—0b)+ (b—c)=a—c. Time su dokazana sva tri svojstva. Brojevi su u
relaciji to¢no kada daju isti ostatak pri dijeljenju s 3, pa postoje tri klase:

0={3k|keZ}, [1]={3k+1|keZ}, [2]={3k+2]|keZ}.
Dakle, Z/p = {[0], [1], [2]}- O

Zadatak 3.25. Na R definiramo zpy <= 22 = 32. Dokazite da je p relacija ekvivalencije,
odredite klase i provjerite je li p antisimetri¢na.

Rjesenje. Refleksivnost, simetri¢nost i tranzitivnost slijede iz istih svojstava jednakosti brojeva

22,92, 22, Buduéi da je y? = a? <= y = +a, klasa broja a jest [a] = {a, —a}; za a = 0 to je
jednoclani skup {0}. Relacija nije antisimetri¢na jer je 1p(—1) i (—1)pl, a 1 # —1. O

3.4 Suprotna relacija i kompozicija relacija

Definicija 3.26. Suprotna relacija relacije p C A x B jest relacija

p~t={(y2) | (x,y) € p} C B x A.

Ocito je zp~ly <= ypz, a odatle i (p~1)~! = p.
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3. Relacije

Zadatak 3.27. Neka je p binarna relacija na skupu A. Dokazite:

(a) p~! = p ako i samo ako je p simetri¢na;

(b) p je tranzitivna ako i samo ako je p~! tranzitivna;
(c) p je antisimetri¢na ako i samo ako je pNp~ ! C Ay = {(z,2) | x € A},

1 = p. Treba pokazati da za svaki (z,%) € p vrijedi (y,z) € p.

Rjesenje. (a) (=) Neka je p~
Ako je (z,y) € p, onda je (y,x) € p~ = p.
(<) Neka je p simetri¢na. Ako je (z,y) € p, onda je (y,z) € p, pa je (z,y) € p~!; dakle
p C p~t Akoje (x,y) € p~!, onda je (y, ) € p, pa simetri¢nost daje (z,y) € p; dakle p~* C p.
(b) Neka je p tranzitivna i neka je (x,y) € p~1i(y,2) € p~ . Tadaje (y,2) € pi(2,9) € p, tj.
u drugom poretku (2,y) € pi (y,x) € p. Zbog tranzitivnosti je (z, ) € p, tj. (v, z) € p~ 1. Dakle,
p~ ! je tranzitivna. Obratno, ako je p~! tranzitivna, prema upravo dokazanom tranzitivna je i
(=0
(¢) (=) Neka je p antisimetricna i (z,y) € pNp~". Tada je (z,y) € pi (z,y) € p~
(z,y) € pi(y,x) € p, pa je zbog antisimetricnosti x = y. Dakle, (z,y) = (z,z) € A4.
(<) Neka je pnp™' C Ay te (z,y) € pi(y,2) € p. Tada je (z,y) € p~, paje (z,y) €
pNp L C Ayt z=1y.

1 1

; 1.

Primijetimo da u (c) opéenito ne vrijedi jednakost: pNp~t = A4 vrijedi to¢no kada je p

antisimetricna 7 refleksivna. O

Definicija 3.28. Neka su p C A x Bio C B x C relacije. Kompozicija relacija p i o jest
relacija
ogop=-{(a,c) e AxC|(3be B) (apbNboc)}.

Ako su p i o funkcije, to je upravo kompozicija funkcija (najprije djeluje p, zatim o).
Zadatak 3.29. Za p ={(1,a),(2,a),(2,b)} i 0 = {(a,u), (b,v)} odredite o o p.

Rjesenje. 1z 1 preko a stizemo u u, a iz 2 preko a u u i preko b u v. Zato je 0 op =

{(1,u), (2,u), (2,0)}.

3.5 Zadaci za samostalan rad

3.1. Na Z ispitajte relaciju apb <= a+0b je paran broj. Ako je to relacija ekvivalencije, odredite
klase.

3.2. Ispitajte refleksivnost, simetri¢nost, antisimetri¢nost, tranzitivnost i irefleksivnost relacije
< na R.

3.3. Dokazite da je presjek dviju relacija ekvivalencije na istom skupu relacija ekvivalencije.

3.4. Je li unija dviju relacija ekvivalencije na istom skupu nuzno relacija ekvivalencije? Potrazite
protuprimjer na skupu s tri elementa.
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3. Relacije

3.5. Dokazite da je relacija p tranzitivna ako i samo ako je po p C p.
3.6. Dokazite da za svaku relaciju p vrijedi (p~1)~1 = p.

3.7. Izravno (bez propozicije 3.19) dokazite da je relacija iz zadatka s klasama {1, 3}, {2},
{4,5} relacija ekvivalencije.
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Poglavlje 4

Funkcije

4.1 Pojam funkcije. Injekcija, surjekcija i bijekcija

Definicija 4.1. Neka su A i B neprazni skupovi. Funkcija (ili preslikavanje) f: A — B je
relacija f C A x B takva da za svaki x € A postoji jedinstven y € B za koji je (z,y) € f.
Simbolima:

(Ve A)(3'y € B) (z,y) € [.
Umjesto (z,y) € f pisemo y = f(z) ili z — f(z). Skup A zovemo domena, a skup B kodomena
funkcije f.

Simbol 3! ¢itamo ,,postoji jedinstven”. Krace, ali manje precizno, funkciju shva¢amo kao
uredenu trojku (A, B, f): domenu A, kodomenu B i pravilo f koje svakom elementu skupa A
pridruzuje to¢no jedan element skupa B. Relaciju kojom je funkcija definirana zovemo graf
funkcije i oznacavamo s

I'y={(z,f(z)) |z € A} CAxB.

Dvije su funkcije jednake ako imaju jednake domene, jednake kodomene i jednaka pravila. Ako
su domena i kodomena podskupovi od R, govorimo o realnoj funkciji realne varijable.

Primjer 4.2. Sljedea pravila zadaju funkcije:

o apsolutna vrijednost x — |z|, R — R;

o modul kompleksnog broja z — |z|, C — R;

e kvadratne funkcije f: R — R, primjerice f(z) = 22 — 2z + 5 ili f(z) = 2 + 5z — 2;
o funkcija sljedbenik g: N — N, g(n) =n+ 1;

n/2, n paran,

e h: N—= N, h(n) = { Ovo je dobro definirana funkcija: svaki prirodni

3n+ 1, n neparan.

broj je ili paran ili neparan, pa je vrijednost h(n) jednozna¢no odredena i ponovno je prirodni
broj.

Definicija 4.3. Neka je f: A — B funkcija, A1 C Ai B; C B.
o Slika skupa Ay je skup f(A1) ={f(x) |z € A1}.

o Slika funkcije f je skup f(A) = {f(z) | z € A} svih vrijednosti funkcije. (U literaturi se za
sliku koristi i oznaka Im f.)

o Praslika (ili inverzna slika) skupa By je skup f~1(By) = {zx € A| f(x) € B1}.
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4. Funkcije

Praslika je definirana za svaku funkciju; oznaka f~!(Bj) ne pretpostavlja postojanje inverzne
funkcije.

Definicija 4.4. Funkcija f: A — B je

o injekcija ako (V1,29 € A) (1 # 22 = f(x1) # f(22));

o surjekcija ako (Yy € B)(Jz € A) y = f(x);

e bijekcija ako je injekcija i surjekcija.

Napomena 4.5. U zadacima se koriste sljede¢i ekvivalentni zapisi:

(a) f je injekcija ako i samo ako (Vxi,x29 € A) (f(z1) = f(x2) = z1 = x2); to je obrat po
kontrapoziciji definicije.

(b) f je surjekcija ako i samo ako je f(A) = B; to slijedi iz definicije slike.
(c) f je bijekcija ako i samo ako (Vy € B)(Fx € A) y = f(x).

Za opovrgavanje injektivnosti dovoljno je naéi z1 # x2 s f(z1) = f(x2), a za opovrgavanje
surjektivnosti dovoljno je na¢i y € B koji nije vrijednost funkcije.

Definicija 4.6. Neka je f: A — B funkcija i S C A neprazan skup. Restrikcija (suzenje)
funkcije f na skup S je funkcija f|s: S — B, f|s(z) = f(z) za sve x € S.

Zadatak 4.7. Ispitajte injektivnost, surjektivnost i bijektivnost funkcija

f:R%[Oa"i_OO% f(fL‘):[E2, g: R =R, g(:r):\x|

Rjesenje. Injektivnost. 1z f(x1) = f(x2), tj. 3 = o3, ne slijedi 21 = x2: primjerice 12 = (—1)2,
a 1# —1. Sliéno je |2| = | — 2|, a 2 # —2. Dakle, ni f ni g nisu injekcije.

Surjektivnost. Za svaki y € [0,400) broj x = ,/y € R zadovoljava f(z) = (\/37)2 =y, paje f
surjekcija. Za g pitamo postoji li za svaki y € R neki = € R takav da je |x| = y. Ne postoji ako
je y < 0, pa g nije surjekcija.

‘ injekcija surjekcija bijekcija
f ne da ne
g ne ne ne

O]

Napomena 4.8. Prethodni zadatak pokazuje da svojstva funkcije ovise i o domeni i o kodomeni,
a ne samo o pravilu.

« Restrikcija fljg 1o0): [0, +00) = [0, +00) je injekcija: za 21,29 > 0 iz 23 = 23 slijedi 21 = 2.
Surjektivnost dokazujemo kao gore, pa je ta restrikcija bijekcija.

o Funkcija x — |z| s domenom R i kodomenom [0, +00) jest surjekcija (za y > 0 vrijedi |y| = y),
ali nije injekcija.

o Njezina restrikcija na [0, 400}, s kodomenom [0, +00), je bijekcija jer je na tom skupu |z| = z.

Isto vrijedi i za restrikciju na (—oo, 0], na kojoj je |z| = —=.

Zadatak 4.9. Zadana je funkcija f: (—1,1) — (—2,2), f(z) = x — 2%. Odredite B C (-2,2)
takav da funkcija g: (=1,1) — B zadana istim pravilom bude surjekcija. Zatim odredite
A C (—1,1) takav da funkcija h: A — B zadana istim pravilom bude bijekcija.
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4. Funkcije

Rjesenje. Funkcija f(x) = —2? + z je kvadratna s vodeéim koeficijentom a = —1 < 0, pa je
otvor parabole okrenut prema dolje. Tjeme je u tocki

b 1 dac—b* 1
xrTo = —— = — = — = —
Ty T T Tuw
a nultocke su 1 = 0i 29 = 1. Na rubovima domene vrijedi f(—1) = =21 f(1) = 0, ali ti rubovi
nisu u domeni.
Y
1l o
4
; ! - T
—1 1 1
I 2
Y o __g o1

Iz grafa i navedenih svojstava o¢itavamo da funkcija na (—1, 1) poprima to¢no vrijednosti iz
(—2,1/4]: najveéa vrijednost 1/4 postize se u x = 1/2, a vrijednost —2 se ne postize. Dakle,

g: (—1,1) — (=2, 1] je surjekcija, B=(-21].

Na (—1,1/2] funkcija strogo raste i poprima sve vrijednosti iz B, pa je
h: (—1,1] — (=2, ] bijekcija, A=(-1,3].
,Komad” (1/2,1) smeta injektivnosti jer se ondje ponavljaju vrijednosti iz (0,1/4) koje se veé
postizu na (0,1/2). Na slici je podebljan graf restrikcije h. O

Zadatak 4.10. Ispitajte jesu li sljedece funkcije bijekcije:

(@) J: R\{0} R, f(2) = =
(b) f: R —=[0,+00), f(z) = Ha:| — 1|;

(c) f:(0,4+00) = R, f(z) = log(x?) — 10.

Rjesenje. (a) Funkcija je injekcija: za x1, 29 € R\ {0} iz é = % mnozenjem s r1x2 dobivamo
x5 = 1. Nije surjekcija jer je 1 # 0 za svaki x € R\ {0}, tj. 0 ¢ f(R\ {0}) = R\ {0}.
Dakle, f nije bijekcija.

(b) Funkcija nije injekcija jer je

f(=2)=|l-2[-1=1  fO)=]ol-1=1  f(2)=][2[-1=1

Ipak, f je surjekcija: slika funkcije x — |z| — 1 je [—1,+00), a funkcija u — |u| preslikava
taj interval na [0, +00). Dakle, f(R) = [0, +00). (Izravno: za y > 0 vrijedi f(y + 1) = y.)
Kako nije injekcija, f nije bijekcija.

(c) Funkcija je injekcija: neka su x1,z2 € (0, +00) takvi da je f(z1) = f(x2). Tada

log(z}) — 10 = log(x3) — 10 = log(x?) = log(z3) = 2% =13 = 1 = w9,
pri ¢emu drugi korak koristi injektivnost logaritma, a treé¢i uvjet x1,x2 > 0. Funkcija je i
surjekcija: za proizvoljan y € R trazimo z € (0, +00) takav da je y = log(z?) — 10. Slijedi
log(z?) = y + 10, 22 = 10¥119, pa pozitivno rjesenje z = v10¥+10 = 10¥+19/2 pripada
domeni. Dakle, f je bijekcija.
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4. Funkcije

(@) y=1/z
A
1,,
; f > T
—1 1
1/

4.2 Prirodna domena

Definicija 4.11. Neka je funkcija zadana samo formulom f(z). Prirodna domena funkcije f je
najveéi skup realnih brojeva x za koje formula ima smisla i f(z) je realan broj. Oznacavamo je
s D f-

Pri odredivanju prirodne domene najcesée provjeravamo sljedeé¢e uvjete:

e nazivnik razlomka mora biti razli¢it od nule;

e izraz pod korijenom parnog reda mora biti nenegativan (korijen neparnog reda definiran je
za svaki realni broj);

e argument logaritma mora biti pozitivan, a baza logaritma pozitivna i razli¢ita od 1;
o tgx je definiran za x # 5 + km, a ctgx za x # km, k € Z;

o arcsin i arccos definirani su na [—1, 1], a sin, cos, eksponencijalna funkcija i arctg na cijelom
R.

Domena je presjek skupova dobivenih iz svih uvjeta.
Zadatak 4.12. Odredite prirodne domene sljedeéih funkcija:

@) (o) = 5

(b) g(x) =v222 —x —1;
) hz) = V222 —x — 1;

—
o

(@ (t) = {f =

(e) k(z) = 9z e3*1;

0 1) = 50

(8) 9(r) = (logy 5 +1)";

(h) 7(t) = log,(sin 7t);
i 4m 3z
(i) hie) = tg(2e = ) +cos( S +7);
G) f(z) = (2®+22 + 1)*% + (sinz + V3 cos z)~L.
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Rjesenje. (a) Uvjet je 2z +5 # 0, tj. z # —%. Dakle, Dy =R\ {—% :

(b) Uvijet je 222 —2 —1 > 0. Rastavom 222 — 2 —1 =222 — 22+ -1 = 2z + 1)(z — 1)
dobivamo nultocke —% i 1. Parabola ima otvor prema gore, pa je izraz nenegativan izvan
intervala medu nultockama:

Dy = (—00, =] U [1, +00).
(c) Korijen neparnog reda definiran je za svaki realni broj, pa je D = R.

(d) Najprije t2 —4 # 0, tj. t # £2. Zatim mora biti
1—t 1—t

>0.
2—4 (t-2)(t+2)
Tablica predznaka:

4 <—OO, _2> <_27 1> <1a 2> <27 +OO>
1—t¢ + + - —
t—2 - - - +
t42 — + + +
T—

woern | T -t -

U t = 1 razlomak je jednak 0, pa 1 pripada domeni, dok tocke +2 iskljuc¢ujemo. Dakle,
D, = (—o0,—2) U[1,2).

(e) Eksponencijalna funkcija definirana je za svaki realni broj, pa je Dy = R.

(f) Mora vrijediti 5 — 3u > 0, tj. u < 2, i In(5 — 3u) # 0, tj. 5 — 3u # €® = 1, odnosno u # 3.
Dakle,
Df = <—OO, %) U <%a §>

(g) Potencija s eksponentom % je drugi korijen. Uvjeti su:

1°3 -2z #£0, tj.ﬂz;é%;
2° 3172193 > 0. Iz tablice predznaka

€z <—OO,1> <1a%> <%7+OO>
r—1 - + +
3— 2z + + —

—1
??—2&: - + -

slijedi = € (1, 3);
3° log% % +12>0, tj. log% % > —1. Baza logaritma manja je od 1, pa je logaritam

strogo padajuéi i nejednakost mijenja smjer:

z—1 1y-1 r—1—6+4x 50— 1T
< (= =2 —_— <0 = <0
3—2x_(2) 3 — 2z - 3—2z —
S5t — 7 - + +
3—-2z + + —
5a—7
331236 - + -

Uz nultocku x = % dobivamo z € (—oo, %] U (3, 400).
Presjek uvjeta 2° i 3° (uvjet 1° je u njima sadrzan) daje
Dy = (1,3) N ({00, J U (3, +00)) = (1, ).
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(h)

(i)

Mora biti sin 7¢ > 0. Sinus je pozitivan to¢no za kutove na gornjoj polukruznici (bez tocaka
0im), dakle

2k 2k +1
7t € (2km, (2k + 1)7) zaneki k € Z <— ?ﬂ <t< (—’7_)7T

2kn (2k+ L)m

StogajeDr:U( = - ).

keZ
Kosinus je definiran na cijelom R, a tangens zahtijeva da argument ne bude oblika § + k7

(tocke =7 na jedinicnoj kruznici, u kojima je prva koordinata 0):

117 kr

—+ —, keZ.
12+2, €

4 11
2m—%7&g—l—k‘w = 23075%—{—]{:% = x#

Dakle, D = R\ {1 + &% | k € 7}
1 n 1
Va2 +2r+1  sinz+v3cosz

1°22 422+ 1= (z+1)2 > 0, $to vrijedi za svaki z;
2° Va2 + 22+ 1#0, tj. (x+1)2 #0, odnosno = # —1;
3° sinz + v/3cosx # 0. Rijesimo jednadzbu sinz + v/3 cosz = 0 na dva naéina.

. Uvjeti su:

Zapisimo f(x) =

1. nacin. Dijeljenjem s 2 i adicijskom formulom:

™

1sinx—l—@cos:p:cos%sinm+sin§cosx:sin(x+ 5) =0,

2
odnosno = + § = km, tj. v = =3 + km, k € Z.
2. nacin. Ako je cosxz = 0, onda je sinz = +1, pa izraz nije 0. Zato smijemo dijeliti
s cosz # 0: jednadzba postaje tgz = —+/3, cija su rjeSenja v = —%§ + k7, k € Z (vidi
sliku: pravac kroz ishodiste i tocku (1, —y/3) na tangensnoj osi sije¢e kruznicu u tockama
T i 27

pridruzenim kutovima —% i ).
Dakle, Dy =R\ ({-1}U{-% +kn | k € Z}).

v

p g + 2km 2m
3 \
u . .
(2k + )7 2o &
—I 4 2%n BEERN
(h) sin7t >0 (i) tg nije definiran Y 3

Zadatak 4.13. Odredite prirodne domene sljedeé¢ih funkcija:

(a) fz) =

vIn(3 — |z])

In|z|

(b) f(x) =log,(Va? + 4z + 3+ 5z + 3);
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()

2 +4x—5

Rjesenje. (a) Uvjeti su:

()

e Inj|z| #0, tj. |x| # 1, odnosno x # +1;

o |z| >01i3—|z| > 0 (argumenti logaritama), tj. 0 < |z| < 3, odnosno = € (—3,0) U (0, 3);

e In(3—|z|]) >0=1In1, tj. 3 —|z| > 1 (logaritam s bazom e > 1 strogo raste), odnosno
lz] <2,z €[-2,2]

Sve zajedno:
Dy =[-2,-1)U(-1,0)U (0,1) U (1,2].
Uvijetisu 22 +424+3>0i Va2 +42+3+52+3 > 0.
Prvi: nultocke izraza 2% + 4z + 3 su —3 1 —1, pa je x € (—o00, —3] U [~1, +00).
Drugi uvjet glasi vx? + 4z + 3 > —5x — 3. Razlikujemo dva slucaja.

1° =52x—-3 <0, tj. z > —%. Lijeva strana je nenegativna, a desna negativna, pa nejednakost
vrijedi za sve takve z (uz prvi uvjet).

2° =bxr—32>0,tj. z < —%. Obje strane su nenegativne, pa smijemo kvadrirati:

22 +42+3>2522+ 300 +9 < 2422 +262 +6 <0 < 1222+ 132 +3 < O0.

o _ —13+/169—144 _ —1345 .: 3 : 1 . 3 _1 _3
Nultocke su LU1723— — = —5; 5t —3i—g, pajer€(~7,—3) Uzo < —¢
dobivamo z € (-3, —z].

RjeSenje drugog uvjeta je unija slucajeva: (—2, 3] U (=2, +00) = (—32,400). Presjek s
prvim uvjetom daje

Dy = (—%,400) N ((—00,=3] U [1,+00) ) = (~3, +o0).

Uvjeti su:

e baza: 16 — 22 >0i16 — 22 £ 1, tj. z € (—4,4) i z # +/15;

e korijen u nazivniku: 9* —8-3* —9 > 01i /9" —8-3* —9 # 0, Sto zajedno daje
9% —8-3% —9 > 0. Uz supstituciju ¢t = 3 > 0 dobivamo t* — 8t —9 = (t — 9)(t + 1) > 0,
tj. t < —1ili t > 9. Prva moguénost otpada jer je 3° > 0, pa 3% > 9 = 32, tj. x > 2;

244z -5

e argument logaritma: ;; +8m3m 5 > (0. Nazivnik je pozitivan, pa je uvjet ekvivalen-

tans 22 +4x — 5= (z+5)(z—1) >0, tj. z € (—o00, —5) U (1, +00).

Presjek svih uvjeta je
Dy = (2,VI5) U (VI5,4) = (2,4) \ {VI5}.

O

Zadatak 4.14. Jesu li funkcije f(z) = log(z + 5)? i g(x) = 2log(x + 5), zadane na svojim
prirodnim domenama, jednake?

Rjesenje. Za prirodnu domenu funkcije f trazimo (x+5)% > 0, tj. © # —5, pa je Dy = R\ {-5}.
Za g trazimo x +5 > 0, pa je Dy = (=5, 400). Kako je Dy # D, funkcije nisu jednake. Ipak,
na zajednickom dijelu domena Dy N D, = (—5,+00) pravila im se podudaraju jer je ondje
log(z + 5)% = 2log(z + 5). Na cijeloj domeni funkcije f vrijedi log(x + 5)? = 2log |z +5|. O
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4.3 Slika i praslika

Sliku funkcije zadane formulom odredujemo tako da za proizvoljan y ispitamo ima li jednadzba
y = f(x) rjeSenje  u domeni. Cesto pomaze graf ili prikaz funkcije kao kompozicije jednos-
tavnijih funkcija. Prasliku skupa T' dobivamo rjesavanjem uvjeta f(z) € T, tj. odgovarajuée
(ne)jednadzbe na domeni.

Zadatak 4.15. Odredite slike sljedeé¢ih funkcija (zadanih na prirodnim domenama):

()
(b)

()
(d)

filx) = 22 + 22 - 3;
fa(x) = =3sin(x — 27);

5x + 2
=25
2T — 2
ha@) =y

Rjesenje. (a) fi(z) = 2® + 22 — 3 = (v — 1)(x + 3) je kvadratna funkcija s otvorom prema

gore, pa najmanju vrijednost postize u tjemenu 7"

b 2
T =—r = = —1, yr = fi(-1)=1-2-3=—4.

Svaki y > —4 je vrijednost funkcije jer iz fi(z) = (z +1)? — 4 = y slijedi z = —1 + /y + 4.
Dakle, fi(R) = [—4, +00).

Zbog periodi¢nosti sinusa je fa(x)
a obje se granice postizu (u x = —
je fa(R) = [-3, 3].

Domena je R\ {3} i vrijedi

—3sinz. Iz —1 <sinz <1 slijedi —3 < —3sinz < 3,

5 iz = 7). Sinus poprima sve vrijednosti iz [—1, 1], pa

5r — 15417 17

fs(2) x—3 x—3

Buduéi da je % # 0 za sve z € R\ {3}, vrijedi f3(2) # 5. Obratno, za y # 5 jednadzba
5+ 1% = y ima rjefenje z = 3 + ;775 # 3. Dakle, f3(R\ {3}) =R\ {5}.

Promotrimo funkcije g1(z) = 2% i go(x) = z—ij =1- 3;3—1—1 Tada je fy = g2 0 ¢g1. Slika
funkcije g1 je (0,+o00). Na tom intervalu go strogo raste (jer 1%1 strogo pada), vrijedi
g2(0) =1 — 3 = —2, a vrijednosti g2(t) teze prema 1 kada ¢ raste. Funkcija go ,preslikava’
interval (0, 4+00) na (—2,1): za —2 < y < 1 jednadzba ¢2(t) = y ima rjesenje t = % > 0.
Dakle, f4(R) = (—2,1).

i
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(©y=5+:5 (d) y=g2(t) =122
y
A

;
|

|

|

|

|
J
|

i
’
|

|

Na grafu (d) podebljan je dio za t > 0; njegove ordinate ¢ine interval (—2,1). O

Zadatak 4.16. Odredite prirodnu domenu i sliku funkcija

(a) flz) =V1-m

(b) f(z) = v22* - 1.

Rjesenje. (a) Uvjet 1 —x > 0 daje Dy = (—o0, 1]. Funkciju mozemo shvatiti kao kompoziciju
f=goh, gdjeje h: (=00, 1] = [0, +00), h(z) =1 — =, i g: [0,+00) = [0,+00), g(z) =
Vvz. Obje su bijekcije, pa je f(Dyf) = [0,+00). To mozemo obrazloziti i izravno: svaki
y € [0, +00) moze se zapisati kao y = /1 —x za z=1—19y% € (—o0, 1].

b) Korijen neparnog reda definiran je za svaki realni broj, pa je Dy = R. Neka je h: R — R,
f
h(z)=2z*—-1,ig: R =R, g(z) = V/z. Tada je f =gohi

@
f(R) = (goh)(R) = g(h(R)) = g([-1,+00)) = [-1,400).
(1) Iz 22* > 0 slijedi 2% — 1 > —1; obratno, za y > —1 je h({/(y + 1)/2) = y. Dakle,
h(R) = [-1, +00).
(2) Funkcija g je strogo rastuca bijekcija sa R na R (tako izgledaju grafovi svih korijena
neparnog reda) i g(—1) = —1, pa preslikava [—1, 400) na [—1, +00).

—
~

(@) y=v1i-z (b) y =V
v Y Y

-3 1

O
Zadatak 4.17. Skicirajte graf funkcije f(x) = |z| — |z — 1| te odredite f((—2,2)) i f~({1,2]).

Rjesenje. Izrazi u apsolutnim vrijednostima mijenjaju predznak u 0 i 1, pa razlikujemo tri
slucaja:

—x—(—(x—1)), =<0, -1, x <0,
fle)=qz—(—(z—1)), O0<z<l,=q2z-1, 0<z<l,
x—(x—1), x>1 1, x> 1.
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v Y
177 / ‘
: 1 1 l - T
—2 -1 1 2
Iz grafa ocitavamo f({—2,2)) = [—1,1]: vrijednosti —1 i 1 postizu se ve¢ unutar intervala (npr.
ur=-liz= %), a na [0, 1] funkcija poprima sve vrijednosti izmedu njih.

Graficki vidimo da je f~1((1,2]) = 9. Racunski:

L) ={zeDs| flz) (1,2} ={z eR[1< f(z) 2} =2,

jer je f(z) <1 za svaki xz € R. O

Zadatak 4.18. Skicirajte grafove funkcija f te odredite f(R), f(A) i f~1(B) ako je

(a)
(b)
()

fle)=2 -5, A=10,1], B=(-3,-1];
fx)=224+1, A= (-1,1), B = [4,5);
f(z) =23 A= (-1,1), B=(-1,0].

Rjesenje. (a) Linearna funkcija s koeficijentom smjera 1 poprima sve realne vrijednosti, pa je

fR)=R. Za 0 <z <1vrijedi =5 <z —5 < —4, paje f(A) = [-5, —4].
1. nacin (pomoéu grafa). Ocitavamo f~1(B) = (2,4].
2. nacin (racunski).
fiB)={recR| f(z)eB}={rcR|-3<2—-5<—1}.
Iz x — 5> —3slijedi z > 2, aiz z — 5 < —1 slijedi < 4. Dakle, f~1(B) = (2,4].
Graf je parabola s tjemenom (0,1), pa je f(R) = [1,+00). Zaz € (—1,1) vrijedi 0 < 22 < 1,
pa je f(A) = [1,2).

1. nacin (pomocu grafa). Iz 2% + 1 = 4 slijedi z = +/3, a iz 2% + 1 = 5 slijedi 2 = +2. S
grafa ocitavamo f~1(B) = (-2, —/3] U [V/3,2).

2. nacin (racunski).
fFAB)={recR|4<2*+1<5}={zcR|3<2* <4}

Uvjet 22 —3 > 0 daje z € (—o00, —v/3] U [V/3, +00), a uvjet 22 — 4 < 0 daje z € (—2,2).
Presjek je
f_l(B> = <_27 _\/g] U [\/ga 2>
Funkcija o +— 22 strogo raste i poprima sve realne vrijednosti, pa je f(R) = R i f(A) =
1. nacin (pomoéu grafa). f~1(B) = (—1,0].
2. nacin (racunski).
fAB)={zeR|-1<a®<0}.

Uvijet 22 < 0 daje x < 0. Uvjet 2% > —1 zapiemo kao 23 +1 = (z + 1)(2%2 — 2 + 1) > 0.
Kvadratni faktor je uvijek pozitivan (diskriminanta mu je —3 < 0, a vodedéi koeficijent
1> 0), pa je uvjet ekvivalentan s z > —1. Dakle, f~}(B) = (—1,0].
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Podebljani dijelovi grafova prikazuju restrikcije na skup A; puni, odnosno prazni kruzici
oznacavaju rubne tocke koje pripadaju, odnosno ne pripadaju skupovima f(A) i f~4(B) (i
pripadnim dijelovima grafa). O

2 +1

Zadatak 4.19. Neka je f(z) = — T
x —_—

Odredite Dy i f~({—o0, —2)).

Rjesenje. Uvjet 22 — 1 # 0 daje Dy = R\ {—1,1}. Po definiciji praslike

241
2 -1

7 (~00,~2) = {w € Dy | f(a) < ~2} = {w € Dy | < -2},

Rjesavamo nejednadzbu:

22 +1 22+ 1+22%2 -2 3x2 —1
+2<0 < <0 <=

< 0.
x2—1 2 -1 x2 -1

Brojnik ima nultocke :tig, a nazivnik £1; oba su kvadratna izraza s otvorom prema gore.
Tablica predznaka:

T (—o0,—1) | (—1,—

%> <7%’%> <%71> <1’+OO>

327 — 1 + + - + +

x? —1 + — — — +

33?22:11 + _ + _ +

Dakle,
-1 _ 1 1
f (<—OO,—2>) - <_17_ﬁ>u<%71>'
]
—1
Zadatak 4.20. Odredite prirodnu domenu i sliku funkcije f(z) = * h Je li f injekcija na
x

prirodnoj domeni? Odredite f({1,+o0)) i f({—1,0]).
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4. Funkcije

Rjesenje. Prirodna domena je Dy = R\ {—1}. Vrijedi

1-2 2
T+ 1

fz) =

z+1 = x4+l
Slika. Neka jey =1 — % Tada je 12? =1 —y, $to je moguée samo za y # 1, i tada
2 2
rtl=-—""| 1.

1—y le—y

Dakle, (Vy € R\{1})(3z € R\{—-1}) f(z) = y, a vrijednost 1 se ne postize, pa je f(Ds) = R\{1}.
Injektivnost. 1z f(x1) = f(x2) slijedi 1 — 112“ =1- $22+17 pa m11+1 = x21+1’ tj.x1+1=mz9+1
i 21 = xo. Dakle, f je injekcija na Dy.

Slike intervala. Buduéi da je f injekcija, y € f(S) vrijedi to¢no kada pripadni jedinstveni

m:ﬁ—y—lleéiuS.
Za S = (1,+00):
2 2 2
sl e T 250 = 50 = y € (0,1).
-y -y -y

Dakle, f((1,+00)) = (0,1).
Za S = (—1,0] trebaju vrijediti lf—y —1>-11i % —1 < 0. Prvi uvjet glasi lz—y > 0, tj.
y < 1. Drugi uvjet glasi QIinry <0, tj. % < 0, odnosno y € (—oo, —1] U (1, +00). Presjek je

<_OO’_1]7 pa je f(<_170]) = <_OO’_1]'

Zadatak 4.21. Neka je f(z) =\/x +2Vx — 1+ \/x —2yz — 1.
(a) Odredite Dy.

(b) Odredite f~1({4,6}).

(c) Odredite f~1([2,8)).

Rjesenje. (a) Mora biti x —1 >0, z+2y/zx—1>01iz—2y/x—12>0. Iz prvog uvjeta je
x > 1, pa je drugi uvjet automatski ispunjen. Trecéi uvjet takoder vrijedi za svaki x > 1 jer

Je
r—2Vr—1=(z-1)-2/z—1+1=(z-1-1)°>0.
Dakle, Dy = [1,+00).
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Prije rjeSavanja preostalih dijelova pojednostavnimo izraz. Bududi da je f(x) > 0, vrijedi

= /f(x)?, pa za x € Dy imamo
f(x):\/x+2\/x—1+2 x+2\/a:—1-\/ —2Vr—1+xz—-2vr—1

:\/2x+2\/:c2—4(;1:—1):\/2x+2\/(a;—2)2:\/2x+2|x—2|

B 20 —2x+4, 1<z<2 |2 1<ax <2,
| Vaz — 4, x> 2 Cl2vz—1, z>2

(b) Na [1,2] funkcija je jednaka 2, pa vrijednosti 4 i 6 mogu nastati samo za x > 2:
2vVr—1=4 <= Vr—-1=2 < z =235,
2Vr—1=6 <= Vvr—1=3 < z =10.

Dakle, f~1({4,6}) = {5, 10}.

(c) Na [1,2] je f(x) =2 € [2,8). Za:r>2jef( ) =2yx —1>2,auvjet 2¢/x — 1 < 8 daje
Vr—1<4,tj. x < 17. Dakle, f~1([2,8)) = [1,17).

O

Zadatak 4.22. Neka je f(z) = (24 v/3)% "2+ 4 (2 — /3)7°~2-1 Odredite ffl({z%\/g}).
Rjesenje. Vrijedi Dy =R i

({5 _4\/5}) ={reR|@+VBTI 2o VETR T = _4\/3}.

Buduéi da je (2+ v/3)(2 — v/3) = 1, vrijedi (2 +v/3)* = (2 — v/3) "% Pomnozimo jednadzbu s
(2 _ \/g)x2—2$+1 > 0
1+ (2 _ \/3)2(12—2@ _ 4(2 _ \/g):vQ—Qa:.
Uz supstituciju t = (2 — \/§)x2*2x > 0 dobivamo t? — 4t +1 = 0, pa je
4++/16—-14
+ =2+3.

t10 =

Izt =2+V3 = (2—V3) !slijedi 22 — 22 = —1,tj. (-~ 1)2 =0, pajex = 1. Iz
ty =23 =(2—3)! slijedi 22 — 22 =1, tj. 22 — 22 — 1 =0, pa je + = 1 £ /2. (Pritom
koristimo injektivnost eksponencijalne funkcije s bazom 2 — /3 € (0, 1).) Dakle,

) - a-va Ve
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Zadatak 4.23. Neka je f(z) = 5% — 5372, Odredite f~!({—o0,20]).
Rjesenje. Vrijedi Dy = R i
FH((=00,20]) = {z € R | 5° — 537% < 20}.
Pomnozimo nejednadzbu s 5% > 0: 52 —20-5% —125 < 0. Uz t = 5% dobivamo t?> — 20t — 125 < 0.

Nultocke su
20 £ /400 + 500
2

t1o= =10+15, tj. t1 = =5, to = 25,

pa je t € [-5,25]. Kako je t = 5% > 0, uvjet postaje 5% < 25 = 52, tj. z < 2 (eksponencijalna
funkcija s bazom 5 > 1 strogo raste). Dakle,

FH({(00,20]) = (~c0,2].

Zadatak 4.24. Neka je f: A — B funkcija, S,T C Ai E, F C B. Dokazite:
() fFUBUF) = fTY(E)Uf N F)if(ENF)=f"
(b) F(SUT) = f(S)US(T)i f(SNT) < f(5)NF(T).

Mora li u posljednjoj tvrdnji vrijediti jednakost?

HE) N fHE);

Rjesenje. (a) Za svaki x € A vrijedi
e fYEUF) < f(z) e EUF < f(z) € Eili f(z) e F
— zec fYB)UfI(F).

Za presjek ponavljamo isti niz ekvivalencija s veznikom ,,i”.
(b) Imamo redom

ye f(SUT) <= Bz e SUT)y=f(z) <= FreS)y=f(r)ili BxeT)y=f(r)

= y e f(S)Uf(T).
Akojey e f(SNT), onda je y = f(x) zanekiz € SNT. Tadajex € Sixz €T, paje
ye f(S)iye f(T) tj.y e f(S)NF(T).
Jednakost u drugoj tvrdnji opéenito ne vrijedi. Za f: R — R, f(z) = 22, S = {-1}iT = {1}

vrijedi f(SNT) = f(&) =, a f(S)N f(T) = {1}. Ako je f injekcija, jednakost vrijedi: iz
y=f(s)=f(t),seS, teT, slijedis=tecSNT. O

4.4 Kompozicija funkcija

Definicija 4.25. Neka su f: A — B i g: B — C funkcije. Kompozicija funkcija f i g je
funkcija g o f: A — C definirana s

(9o f)@)=g(f(x), =zeA
A B C

gof
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Za, definiciju kompozicije dovoljno je da slika funkcije f bude sadrzana u domeni funkcije g: ako
jef:tA—>B,g:C—Dif(A)CC (npr. BC C),ondajegof: A— D, (go f)(x)=g(f(x)),
dobro definirana funkcija. Ako su f i g zadane formulama na prirodnim domenama, kompozicija
je definirana to¢no za one x iz domene od f za koje je f(z) u domeni od g:

Dgof = {a; € Df | f(l’) S Dg}.
Kompozicija opéenito nije komutativna: f o gi go f su najcesée razlic¢ite funkcije.

Zadatak 4.26. Odredite kompozicije fogi go f te prirodne domene i slike tih funkcija ako su
f 1 g zadane na svojim prirodnim domenama:;:

(a) f(x)=2—-2,9(x)=3x+T,
(b) f(x) = logs(9z), g(z) = (%)™,

Rjesenje. (a) Ovdje je f: R - Rig: R — R. Imamo

~
(¢]
S
~
—~
8
~
I
~

(g(x)) =fBx+7)=Bx+7) —2=3x+5, Dsg=R, (fog)(R)=R,
(gof)z)=9g(f(x) =9(x—2)=3(x—-2)+7=3x+1, Dgy=R, (g0 f)(R)=R.

Slike su R jer je svaka linearna funkcija  — ax 4+ b s a # 0 bijekcija sa R na R.

(b) Ovdje je f: (0,+00) - Rig: R — (0,400). Buduéi da je g(z) > 0 za sve x, kompozicija
f o g definirana je na cijelom R:

1

2x+1
277) T ) _ 10g3(32 X 3—3(2%"!‘1)) — 10g3 3—65!2—1 = —6r — 17

(Fog)@) = Flo(a)) = logy (9-

paje Dfog = Ri(fog)(R) = R. Druga kompozicija definirana je samo za x € Dy = (0, +00)
jer je Dy = R:

1 )2log3(9x)+1 — 3-3(2logg(92)+1) _ 3-3 (3log3(9:z))—6

(90 f)(x) = g(logz(9z)) = (277

=37 (92)0=37.3712. 570 =317,

Dakle, Dgor = (0,400) (uvijek je Dgor € Dy!), iako dobivena formula ima smisla i za
x < 0. Funkcija x — 275 preslikava (0, +00) na (0, +oc0), pa je (go £)({0, +00)) = (0, +c0).
O

Zadatak 4.27 (1. kolokvij 2016.). Zadane su funkcije f(z) = Va2 — bz +4 i g(x) = 2°.

(a) Odredite prirodne domene i slike funkcija f i g.

(b) Za koje x je moguée definirati kompoziciju f o g, a za koje g o f?

(c) Odredite fogigo f.

Rjesenje. (a) Za f mora biti 22 — 5z +4 = (z — 1)(xz —4) > 0, pa je Dy = (—00,1] U [4, +00).
Izraz x? — 5z + 4 na D; poprima sve vrijednosti iz [0,+0c) (ve¢ na [4,+00) raste od
0 i nije omeden odozgo), a funkcija u — +/u preslikava [0,400) na [0,4o00). Dakle,
f(Dg) = [0, +00).
Za g je Dg=R i g(R) = [0,4+00).
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(b) Kompozicija f o g definirana je za one x € Dy za koje je g(x) € Dy:
Diog ={z € R|2? <1ili 2? >4} = (—o00, 2] U [~1,1] U [2, +00),

tj. f o g je moguce definirati za z € R\ ((—2,—1) U (1,2)). Analogno je Dyo; = {z €
D¢ | f(x) € Dg}. Bududi da je Dy = R, kompoziciju g o f moguce je definirati za sve
x € Dy = (—00,1]U [4, +00).

(¢) Za x iz odgovarajué¢ih domena vrijedi
(fog)w)=fa®) =Vat —5a2 +4, (9o f)e)=(Va? — 5z +4)° =2 — 5z +4.

Formula za g o f ima smisla na cijelom R, ali je kompozicija definirana samo na Dy.
O

Zadatak 4.28. Za f(r) = 22 — 42 + 4 i g(x) = 3% odredite obje kompozicije i njihove slike.

Rjesenje. Obje funkcije definirane su na R, pa su obje kompozicije definirane na R:
(fog)(z)=(3)>—4-3"+4=(3"-2)2%  (gof)(z)=3""2",

Izraz 3% — 2 poprima sve vrijednosti iz (—2, +00), pa njegov kvadrat poprima sve vrijednosti iz
[0, +00) (za y > 0 biramo 3% = 2 + ,/y). Dakle, slika funkcije f o g je [0,400). Izraz (z — 2)?
poprima to¢no sve vrijednosti iz [0, +00), a u — 3" strogo raste i preslikava [0, +00) na [1, +00),
pa je slika funkcije g o f jednaka [1, 400). O

Zadatak 4.29. Neka su f: A — B1ig: B — C funkcije. Dokazite:

ako su f i g injekcije, onda je i g o f injekcija;

(a
(b
(c

(d) ako je g o f surjekcija, onda je g surjekcija.

ako su f i g surjekcije, onda je i g o f surjekcija;
ako je g o f injekcija, onda je f injekcija;

)
)
)
)

Rjesenje. (a) Neka su x1,z9 € A takvi da je (go f)(z1) = (9o f)(z2). Tada

g(f(@1) = g(f(22)) L flar) = flaa) B 2y = as,
pa je g o f injekcija.

(b) Neka je z € C proizvoljan. Jer je g surjekcija, postoji y € B takav da je g(y) = z; jer je f
surjekcija, postoji x € A takav da je f(x) =y. Tada je (go f)(z) = g(y) = =.

(¢) Dokaz provodimo obratom po kontrapoziciji. Pretpostavimo da f nije injekcija, tj. da
postoje x1 # x9 takvi da je f(x1) = f(z2). Primjenom funkcije g dobivamo g(f(x1)) =
9(f(z2)), ti- (9o f)(z1) = (go f)(x2) uz x1 # 2, pa ni g o f nije injekcija.

(d) Neka je g o f surjekcija i neka je d € C proizvoljan. Tada postoji a € A takav da je
(go f)(a) =g(f(a)) = d. Ako ozna¢imo ¢ = f(a) € B, onda je g(c) = d. Dakle, za svaki
d € C postoji ¢ € B takav da je g(c) = d, pa je g surjekcija.

O

Zadatak 4.30. Neka su f: X — Y i g: Z — W funkcije takve da je f(X) C Z. Neka je
A C X i BCW. Dokazite:

(a) (g0 f)(A) = g(f(A));
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(b) (9o f)"1(B) = f1 (g~ (B)).
Rjesenje. (a) Imamo redom

2e(gof)(4) «= (Fred)(gof)(e) =2 « (e ) g(fla)) =2

(b) Imamo redom

z€(gof) 7 (B) & (90 f)(x)€B < g(f(z)) e B
= f(z) eg(B) &= ze [ (g (D).

Ovdje su sve oznake ~! praslike; funkcije ne moraju biti bijekcije. O

4.4.1 Slika pomoc¢u kompozicije

Prethodni zadatak omogucuje odredivanje slika i praslika slozenijih funkcija: ako je f = g o h,
onda je f(A) = g(h(A)) i f~1(B) = h~'(g7'(B)).

Zadatak 4.31. Zadanoj funkciji odredite sliku tako da je prikazete kao kompoziciju funkcija:
(a) f:[0,1) = R, f(z) = 2* + 522 + 6;
(b) f:(=1,2] = R, f(z) = 222 + 3|=| + 1.
Rjesenje. (a) Vrijedi f = go h, gdje je
h:[0,1) = R, h(z) = 2?2, g: R R, g(v) =2% +52+6 = (v +2)(z + 3).

= [0,1). Tjeme parabole 'y je u z = —3

Funkcija h strogo raste na [0, 1), pa je h([0,1) 5
)) = [6,12). Dakle,

pa g strogo raste na [0,1) i g([0,1)) = [¢(0), g(

f(10,1)) = (g o h)([0,1)) = g(h([0,1})) = ¢([0, 1)) = [6,12).

)
1

(b) Vrijedi f = g o h, gdje je
hi (=1,2] 5 R, h(z)=z[, ¢g:R—=R, g(z)=22%+3z+1=2(z+1)(z+3).

Iz grafa funkcije h vidimo h((—1,2]) = [0, 2] (vrijednost 0 postize se u 0, a 2 u 2). Tjeme
parabole I'y je u z = —2, pa g strogo raste na [0,2] i g([0,2]) = [g(0), g(2)] = [1, 15]. Dakle,

F((=1,2]) = g(h((=1,2])) = ¢([0,2]) = [1,15].

(b) Th, h(z) = || (b) Ty, g(x) = 22° + 3z +1

12y Y 15y
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4. Funkcije

Zadatak 4.32. Neka je f(z) = 4% — 221 — 3. Odredite f([0,2)) i f~1((5,45)).

Rjesenje. Vrijedi f = goh, gdje je h(z) =2% i g(x) = 2% — 22 — 3 = (v + 1)(z — 3). Funkcija h
strogo raste, pa je h([0,2)) = [1,4). Tjeme parabole I'y je u zg = —% = 1, pa g strogo raste na
f([0,2)) = (g2 h)([0,2)) = g(h([0,2))) = g([1,4)) = [-4,5).

Za prasliku koristimo zadatak 4.30:
F7H((5.45)) = (g0 h)71((5,45)) = h™" (g7 ((5,45))).

Najprije g~1((5,45)): trazimo 22 — 22 —3 > 5i 2?2 — 22 —3 < 45, tj. 22 — 20 — 8 > 0 i
22 — 2z — 48 < 0. Nultocke prvog izraza su 4 i —2, a drugog 8 i —6, pa je

z € ((—o0, —2) U (4,+00)) N (—6,8) = (—6,—2) U (4, 8).
Zatim
h71(<_67 _2> U <47 8>) = h71(<_67 _2>) U h71(<47 8)) =gu (27 3) = <27 3>7

jer je 2% > 0 za sve z, a 4 < 2% < 8 vrijedi to¢no za 2 < z < 3. Dakle, f~1((5,45)) = (2,3).

4.5 Inverzna funkcija

Definicija 4.33. Identiteta na nepraznom skupu A je funkcija 14: A — A, 14(z) = =.
Definicija 4.34. Neka je f: A — B funkcija. Funkciju f~!': B — A takvu da je
fof™=1p i flof=1a
zovemo inverzna funkcija funkcije f.
Teorem 4.35. Funkcija f: A — B ima inverznu funkciju ako i samo ako je bijekcija. Tada je
JHMy)=2 = y=fx) (r€A yeB),

i f~1 je takoder bijekcija. Ako su f: A — B ig: B — C bijekcije, onda je i go f bijekcija i
vrijedi (go f)~t = flog™l.

Inverz bijekcije f odredujemo tako da jednadzbu y = f(x) rijesimo po x; postojanje i
jedinstvenost rjesenja x € A za svaki y € B upravo je bijektivnost.

Napomena 4.36. Grafovi funkcije i njezine inverzne funkcije simetri¢ni su s obzirom na pravac
y = x: tocka (z,y) lezi na grafu od f ako i samo ako tocka (y,z) lezi na grafu od f~1.
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4. Funkcije

r+1

Zadatak 4.37. Odredite maksimalne skupove A, B C R takve da je s f(x) = zadana

bijekcija f: A — B. Odredite inverznu funkciju f~': B — A.

Rjesenje. Ocito mora biti x # 2, tj. 2 ¢ A. Na skupu R \ {2} funkcija je injekcija:

r1+1  xa+1

= = T1r9 —2x1+ 29— 2 =219 — 29+ x1 — 2 = 3190 = 311 = 1 = Ta.
T, —2 xT9—2

Dakle, A = R\ {2}. Za surjektivnost rjeSavamo y = f(z):

2y+1
y—1

r+1

5 yr—2y=x+1 <= z2z(y—1)=2y+1 < z =
x_

Yy = )
Sto je moguce samo za y # 1 (za y = 1 dobivamo 0 = 3). Dobiveni z je razli¢it od 2 jer bi iz
% = 2 slijedilo 1 = —2. Pokazali smo

(Vy € R\ {1})(31z € R\ {2}) y = f(x), pri demu je z — 2;_*;.

Dakle, B =R\ {1}, f: R\ {2} — R\ {1} je bijekcija i

_2x+1
Cox—1"

FFHRV{1} = R\{2},  f(2)
O

Zadatak 4.38. Ispitajte je li funkcija f(z) = 2* — 422 — 5 injekcija na zadanom intervalu i,
ako jest, odredite njezinu sliku i inverz:

Rjesenje. Vrijedi f = g o h, gdje je
h:R =R, h(z) =22, ¢ R-=R, g(z)=2° -4z —5=(z—5)(z+1).
Tjeme parabole I'y je u z = 2, g(2) = —9.
(a) Restrikcija hljg3): [2,3) — R je injekcija jer h strogo raste na [2,3), i vrijedi h([2,3)) = [4,9).
Restrikcija g|(4,09) je injekcija jer g strogo raste na [4,9), i vrijedi g([4,9)) = [9(4), 9(9)) =

[—5,40). Zato je
fli2,3) = 9lja9) © hlj2,3)
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injekcija kao kompozicija injekcija (zadatak 4.29). Ako za kodomene uzmemo slike,
h’[2,3> : [27 3> — [47 9>7 g’[4,9> : [47 9> — [_57 40>
su surjekcije, pa i bijekcije. Stoga je i
flsy 12,3) = f([2,3)) = 9(h([2,3))) = 9([4,9)) = [-5,40)
bijekcija, a slika je [—5,40). Njezin inverz je
(f

Inverz od gliygy. Za z € [-5,40) trazimo y € [4,9) takav da je y? — 4y — 5 = z, tj.
y? 4y —(5+2)=0:

[2,3>)_1 = (90 © h|[2,3>)_1 = (h|[2,3))_1 o (9|[4,9))_1-

JETIETE
4+ 16;4@+z):2i

Y12 = 9+ 2.

Kako je y > 4, uzimamo y = 2 + /9 + z, pa je (g|[479>)_1(z) =2++V9+ 2.

Inverz od h|p3). Za y € [4,9) trazimo x € [2,3) takav da je 2> = y. Slijedi |[z| = /7, a
zbog & > 0 je x = \/y, pa je (h][273>)71(y) =Y.

Konacno, (f\[273>)71: [—5,40) — [2,3),

(flps) () = (Blpsy) @+ V0T 2) =2+ Vo + =

(b) Restrikcija h[[j g je injekcija jer je h strogo rastuca na [1,2], i h([1,2]) = [1,4]. Medutim,
glp1,4) nije injekcija jer je g(1) = g(3) = —8. Zato ni f|; o nije injekcija: vrijedi f(1) =
f(\/g):_&al?é\/g

40+
Ty, h(z) = 2?
Yy
977 77777777 (
R 1
| |
| | >
1} L
| — 81
1 2 3 8

Desno je podebljan dio grafa od g nad [4,9); isprekidano su oznacene jednake vrijednosti
g9(1) =g(3) = =8. O

4.5.1 Ciklometrijske (arkus) funkcije

Funkcija sin: R — [—1, 1] nije bijekcija jer nije injekcija; primjerice sin(—m) = sinm = 0. No,
»suzavanjem” domene na segment [—7, 7] dobivamo bijekciju

T
272

koja prema prethodnom teoremu ima inverznu funkciju

Sin = sin [[_z = { } — [-1,1],

arcsin: [—1,1] — {—g, g} (arkus sinus).
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4. Funkcije

. . s = arcsinx
y = sinx i restrikcija Sin y

Ly E,,,y,,,
2
/\ 1 ‘ :
| / |
! I 1
= + z 1 1 "
/2“ R % 3 ™ -
| ) }
-—3

Analogno se definiraju arkus kosinus, arkus tangens i arkus kotangens kao inverzi restrikcija

Cos = cos ’[O,ﬂ [0, 7] — [—1,1], Tg = tg \<,%7%>: (—3,5) = R,
Ctg = ctg|o,n: (0,m) = R.

Ove cetiri funkcije jednim imenom zovemo ciklometrijske funkcije:

funkcija ‘ domena ‘ slika
arcsin | [—1,1] | [-5,5]

T 202
arccos | [—1,1] [0, 7]
arctg R (=5, %)
arcctg R (0,7)

Funkcije arcsin i arctg strogo rastu, a arccos i arcctg strogo padaju (vidi zadatak o monotonosti
inverza u odjeljku 4.7).

Y = arccos x y = arctg y = arcctgx

Ay 1y Yy

t t X
: 2 ] 1 2
I
I

‘ ~— T T I _____. 1 1 - T
-1 1 2 —-111

Vrijedi arcsin(sinz) =  za x € [-7, §] i sin(arcsiny) = y za y € [—1,1]; analogno za ostale
ciklometrijske funkcije.

Zadatak 4.39. Odredite inverzne funkcije sljedeéih funkcija (uz prikladne domene i kodomene):

I
[\]
P~
=}
09
w
8
[
—_
Q
09
©
8
WD

Rjesenje. U svakom dijelu rjesavamo jednadzbu y = f(z) po z, a zatim varijable preimenujemo
kako bismo inverz zapisali kao funkciju varijable .
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(a) Za x # 4:

2 4
x4<:>xy—4y:2w<:>x(y—2):4y<:>x: y2 (y # 2).
x — Yy —

y:

Za y = 2 rjeSenja nema, a za y # 2 dobiveni x je jedinstven i razli¢it od 4. Dakle,
f: R\ {4} — R\ {2} je bijekcija i

FRR\{2 2 R\{4},  fl(2)=

(b) Domena je R. Kako 42**! poprima sve vrijednosti iz (0, +00), slika funkcije je (125, +o00).
Za y > 125:

y= 4" 45 = 42T 45 = 3y = 47T = ¥y -5 = 20+ 1 =log,(¢y—5).
Dakle, z = 1 (log,(&/y — 5) — 1), pa je f: R — (125, +00) bijekcija i

=t (125, 400) — R, f_1($) = %log4(€’/§— 5) — %

(c) Vrijedi f(x) = sin2z. Na R ta funkcija nije injekcija, ali njezina restrikcija na [—7, 7]

bijektivno preslikava taj segment na [—1,1] (jer je tada 2z € [-F, T]). Za y € [-1,1]:

1
Yy =sin2zx <= 2z =arcsiny <= x = 3 arcsin y.

Dakle, (f]_==) "+ [-1,1] = [-Z, %], (f|—

(d) Prirodna domena je (0,4o00). Za x > 0 vrijedi

)71 (z) = Sarcsinz.

i
474

logy 2% — logs 2 _ 2logs
o logs 9 2

= 10g3 z,

pa je f(x) = 2logg x —logg = logs x. Iz y = logs x slijedi = 3Y. Dakle, f: (0, +0c0) = R
je bijekcija i f~1: R — (0, +o0), f~(x) = 3.

(e) Prirodna domena: arctg(2”) > 1, tj. 2 > tg1 (jer tg strogo raste na (—3,5) i1 < ),
odnosno x > logy(tg1). Na toj domeni f strogo raste kao kompozicija strogo rastuéih

funkcija. Kako je arctg(2”) € [1, §) za o > logy(tg 1), slika je [0,1/7/2 — 1). Za y iz slike:

y = \Jarctg(27) — 1 <= y? + 1 = arctg(2")

= 2" =tg(y’ +1) < =z =log,(tg(y* +1)),

pri ¢emu je y? +1 € [1,3), pa je tg(y* + 1) > 0. Dakle,

fH0,4/7m/2 — 1) = [logy(tg 1), +o0), 1 (x) = log, (tg(x? + 1)).

4.6 Svojstva funkcija: parnost i omedenost

4.6.1 Parnost

Definicija 4.40. Neka je f funkcija takva da za svaki z € Dy vrijedi i —x € Dy. KaZemo da
je f
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4. Funkcije

e parna ako za svaki x € Dy vrijedi f(—z) = f(x);

 neparna ako za svaki x € Dy vrijedi f(—x) = —f(x).

Graf parne funkcije simetrican je s obzirom na os y, a graf neparne funkcije s obzirom na
ishodiste. Ako domena nije simetri¢na s obzirom na 0, funkcija nije ni parna ni neparna. Da
funkcija nije parna (neparna), dokazujemo protuprimjerom, tj. jednim 2 € Dy za koji jednakost
ne vrijedi.

Zadatak 4.41. Neka je f: R — R parna, a g: R — R neparna funkcija. Dokazite da su fog i
g o f parne funkcije.

Rjesenje. Za svaki x € R vrijedi

P f(—g(@) T flg(x) = (f o 9)(x),

—
SS)
o
)
N~—
—~
|
8
SN—
I
)
—~
-
T
8
SN~—
SN—
~
k]
e
S
®
~—~
Ry
—~
8
SN~—
N~—
I
—~
S
o
~
~—
—
\._/

U drugom racunu nije koristena neparnost funkcije g. O

Zadatak 4.42. Ispitajte parnost sljede¢ih funkcija:

(a) fz) = |z — 4|+ |z +4];

cosz®  sinz!0

(b) fla) = 25 4 2
_ 2tgx—1
() fla) = =EE=,
1 + sin 2x

(d) flz) =Ing—5 50

Rjesenje. (a) Dy =R i
fem) = —o—dl+ | —a 4 = | = @+ D+ | (2= D) = [+ 4]+ |2 — 4] = f(2),
pa je f parna.
(b) Dy =R\ {0} je simetri¢na i

cos((—z)%)  sin((—2)')  cos(—2°) sinz!0 cosz®  sinzx!®

fl-w) = - - e [ ()

—T —ZT —T —ZT T T

jer je kosinus parna funkcija. Dakle, f je neparna.

(¢) Dy =R\ ({0} U{% + k7 | k € Z}) je simetri¢na. Zbog neparnosti tangensa

_2tg(—z) -1 —2tgr—1 2tgx+1
- —x - —x - x '

f(=x)

Opcéenito je f(—x) # f(x) i f(—x) # —f(x); primjerice za x = § imamo f(§) = - i

f(—%) = 1—7? Dakle, f nije ni parna ni neparna.

3 e

(d) Argument logaritma je pozitivan toéno kada je —1 < sin2zx < 1 (jer je |sin2z| < 1), tj.
kada je x # 7 + %”, k € Z; ta je domena simetri¢na. Zbog neparnosti sinusa

1 + sin(—2x) 1 —sin2z 1 +sin2z\ 1 1+ sin 2z
) =1 —1 Y e T R i
J(=a) =1n 1 — sin(—2x) "1 T sin2s n<1 — sin 255) "1 sin2s 1 (@),
pa je f neparna.
O
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4. Funkcije

4.6.2 Omedenost

Definicija 4.43. Funkcija f: Dy — R je

« omedena odozdo ako (Im € R)(Vx € Dy) m < f(x);
« omedena odozgo ako (IM € R)(Vx € Dy) f(x) < M.

Funkcija je omedena ako je omedena odozdo i odozgo.

Brojeve m i M ne moramo birati optimalno: dovoljno je pronaci bilo koju donju, odnosno
gornju medu.

Zadatak 4.44. Ispitajte omedenost sljedeé¢ih funkcija:

(a) f(z) = 5sin(rx + v2);

1
®) 1@ = s
() fla) = —377+2,
32
(@ J@) = o

(e) f(z) = arcsin ’

2
+1+\/1—x2;

3r+ 2

(f) f(z) =log 5=

Rjesenje. (a) Iz —1 < sin(mz + v/2) < 1 slijedi —5 < f(z) < 5, pa je f omedena (m = —5,
M =5).

b) Domena je odredena uvijetom —2% + 4z —3 = (z — 1)(3 — ) > 0, tj. Dy = (1, 3). Vrijedi
f

V-a24dr—3=v-a2+dz—44+1=/1—-(z—2)2<1,

pa je f(x) > 11 f je omedena odozdo (m = 1). Nadalje, f(z) = W: ako je x
T— —x

,blizu” 1 ili 3, nazivnik je ,blizu” 0, pa je f(x) ,jako velik”. Precizno: za bilo koji M > 1

broj x = 2 + /1 — 1/M? pripada intervalu [2,3) i vrijedi f(z) = ——~— = M. Dakle, f

1/ M?
poprima proizvoljno velike vrijednosti i nije omedena odozgo.
(c) Kako je 3722 > 0, vrijedi f(x) < 0, pa je f omedena odozgo (M = 0). Nadalje,
flx)=-9-37*=-9. (%)x, a eksponencijalna funkcija x +— (%)x nije omedena odozgo
(npr. (3)™" =3">nzan € N). Zato f nije omedena odozdo: f(—n) = —9-3" < —9n.

(d) 1. nacin. Ocito je f(x) > 0. Za x # 0 vrijedi f(x) = ff; < ‘1%2 =3,a f(0) =0< 3.
Dakle, 0 < f(x) <31 f je omedena (m =0, M = 3).

2. nacin. f(x) = % =3- xQIL. Kako je x21<2k4 > 0, slijedi f(z) < 3,auz f(z) >0

funkcija je omedena.

(e) Za svaki x iz domene vrijedi

2
—ggarcsin$+1§g, 0<Vv1—-22<1.
T —

Zbrajanjem dobivamo —§ < f(z) < § 41, pa je f omedena (m = =5, M = § + 1).
(Domena je [—1, —%], ali za omedenost je ne moramo odrediti.)
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4. Funkcije

(f) Odredimo sliku funkcije f. Vrijedi

3r+2 3r—-2+4 n 4
2-3x  2-3z 2 — 3z’
pa funkcija z — gfgi poprima sve realne vrijednosti osim —1, posebno sve vrijednosti iz

(0,4+00) (za t > 0 uzmemo = = ;EZB) Funkcija  +— log x preslikava (0, +00) na R, pa je

slika funkcije f jednaka R. Dakle, f nije omedena ni odozdo ni odozgo.

O]

4.7 Monotonost

Definicija 4.45. Neka je f realna funkcija i I € D;. Kazemo da funkcija f

o raste na I ako (Vxy,29 € I) (x1 < o2 = f(x1) < f(22));
o strogo raste na I ako (Vxi,z0 € I) (21 < x2 = f(x1) < f(22));
e pada na I ako (Vxi,x9 € I) (x1 < e = f(x1) > f(22));

o strogo pada na I ako (Vxi,z0 € I) (1 < x2 = f(x1) > f(22)).

Funkcija koja raste ili pada je monotona, a ona koja strogo raste ili strogo pada je strogo
monotona. Govorimo i o rastucoj, strogo rastucoj, padajucoj i strogo padajucoj funkciji.

U definiciji rasta i pada moze se ekvivalentno pisati 1 < x9 umjesto 1 < zs jer za x1 = x2
nejednakosti f(z1) < f(z2) i f(x1) > f(x2) trivijalno vrijede.

Zadatak 4.46. Neka je f: A — B strogo rastuéa funkcija, A, B C R. Dokazite da za z1,x2 € A
vrijedi

1 <wp = f(z1) < f(22).
Rjesenje. Implikacija (=) je definicija stroge rastucosti.

(<) Neka su z1,x2 € A takvi da je f(z1) < f(x2). Pretpostavimo suprotno, da ne vrijedi
r1 < X9, tj. da je x1 > xo. Tada:

1° ako je 1 = x, onda je f(x1) = f(x2);
2° ako je 1 > w9, onda je f(z1) > f(x2) jer f strogo raste.
U oba slucaja je f(xz1) > f(z2), Sto je u kontradikciji s pretpostavkom. O

Zadatak 4.47. Pokazite da je svaka strogo monotona funkcija injekcija.

Rjesenje. Neka je f: A — B strogo rastuca i neka su x1,xs € A, 1 # x2. Tada imamo dvije
moguénosti:

1° 71 < x2, paje f(z1) < f(x2);
2° w9 < x1, paje f(x2) < f(x1).

U oba sluéaja je f(x1) # f(x2). Pokazali smo z1 # x9 = f(z1) # f(x2), Sto je definicija
injektivnosti. Za strogo padajucu funkciju dokaz je analogan. O

Zadatak 4.48. Neka je f: A — B strogo rastuca bijekcija, A,B C R. Pokazite da je i
f~!: B — A strogo rastuca.
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Rjesenje. Neka su y1,y2 € B, y1 < y2. Pretpostavimo suprotno, da je f~'(y1) > f~'(y2).
Buduéi da f strogo raste, pa posebno i raste, slijedi

FUF ) = £ (w2)-

Kako je fo f~! = 1p, to znadi y1 > ys, $to je kontradikcija. Dakle, f~'(y1) < f~1(y2).
Analogno se dokazuje da je inverz strogo padajuce bijekcije strogo padajudi. ]

Zadatak 4.49. Bez upotrebe derivacija odredite intervale monotonosti sljede¢ih funkcija:
(a) f(z) =22+
(b) f(z) = logy (a2 + 1)

© fla) =225

(d) flz) =2 —4].
Rjesenje. (a) Dy =R. Za x1 < x2 vrijedi
2, < 2y = 2w +4 <2944 = 22 92t o £ < f(ao),
jer eksponencijalna funkcija s bazom veé¢om od 1 strogo raste. Dakle, f strogo raste na
cijeloj domeni.
(b) Dy =R. Logaritamska funkcija s bazom % < 1 strogo pada.
1° Za 0 < 1 < @9 vrijedi 22 < 22, pa 22 + 1 < 2% + 1 i stoga log%(x% +1)> log%(xg +1).
2° Za x1 < 3 < 0 vrijedi 27 > 23, pa 27 + 1 > 23 + 1 i stoga log%(x% +1) < log%(x% +1).

Dakle, f strogo raste na (—oo,0] i strogo pada na [0, 400).
() Dy =R\{-2}i Ge b6 X
x
= = 3 .
I = =13 T+2
Neka su 1 < g s iste strane tocke —2, tj. oba u (—oo, —2) ili oba u (—2, +00). Tada su
r1+ 2129+ 2istog predznaka i 0 < 21 +2 < xa+2ili 1 +2 < 22 + 2 < 0; u oba sluéaja
3:11+2 > mﬁ, pa je f(x1) > f(z2). Dakle, f strogo pada na (—oo, —2) i strogo pada na
(—2,400).
Funkcija ne pada na cijeloj domeni (—oo,—2) U (—2,400): primjerice —3 < —1, ali

f(=3)=2<4=f(-1).
(d) Vrijedi

2T — 4, 22 —4 >0 <= 2" >4 <— x> 2,
2P 44, 2P —4<0 <= x <2

f@%ﬂﬂ—ﬂ—{

1° Za 2 < x1 < x9 vrijedi 271 < 272 pa 271 — 4 < 272 — 4 tj. f(x1) < f(z2).
2° Za x1 < xo < 2 vrijedi 27! < 272 pa —271 +4 > —2%2 44 tj. f(x1) > f(x2).

Dakle, f strogo pada na (—o0,2] i strogo raste na [2,400). Graf dobivamo tako da dio
grafa funkcije z — 2¥ — 4 ispod osi x zrcalimo preko te osi.
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4. Funkcije

‘ N
1 (d) y=[2* -4
l 41
,,,,,,,,,,,,, i,,,,,}> “‘-\4‘*
l 2
| ; x
: 23
3T -1 *
| ik i

Na grafu (d) isprekidano je prikazan dio grafa funkcije x — 2% — 4 koji se zrcali, a tockasto
asimptota y = 4. O

4.8 Zadaci za samostalan rad

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.
4.9.

Odredite prirodnu domenu funkcije f(x) = logg_z2(z — 1).

Za f(r) = 2% — 2z odredite f([0,3]) i f~1([0,3]).

Dokazite da je f: [2,4+00) — [=3,+0o0), f(z) = (x — 2)? — 3, bijekcija i odredite f~1.
Neka je f: A — B, S C AiT C B. Dokazite S C f~1(f(S)) i f(f~XT)) =T n f(A).
Pokazite primjerom da u prvoj tvrdnji ne mora vrijediti jednakost.

Ispitajte parnost i omedenost funkcije f(x) = ] fo.

Odredite intervale monotonosti funkcije f(z) = |22 — 4|.
1
Za f(x) =+zx—1ig(z) = o

Ispitajte parnost funkcije f(z) = In(z + vz2 + 1).

5 odredite fo g i go f te njihove prirodne domene.

Odredite prirodnu domenu i sliku funkcije f(z) = arcsin(2z — 1) te njezinu inverznu
funkciju.
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Poglavlje 5

Jednadzbe i nejednadzbe

Pri odredivanju domena, slika i praslika funkcija ve¢ smo rjesavali razne jednadzbe i nejednadzbe.
U ovom poglavlju dodatno uvjezbavamo njihovo rjesavanje.

5.1 Ekvivalentni prijelazi

Pri rjesavanju jednadzbi i nejednadzbi u svakom koraku treba znati je li novi zapis ekvivalentan
prethodnom (ima isti skup rjesenja) ili iz njega samo slijedi. U drugom sluc¢aju skup rjesenja
moze se povecati, pa dobivene kandidate moramo provjeriti uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu
ili ih presjeci s uvjetima.

Napomena 5.1.

e Na pocetku zapisujemo uvjete: za koje su vrijednosti nepoznanice definirani svi izrazi u
zadatku (nazivnici razli¢iti od nule, izrazi pod parnim korijenom nenegativni, argumenti
logaritama pozitivni, baze logaritama pozitivne i razlic¢ite od 1).

e Mnozenjem jednadzbe izrazom koji je na promatranom skupu razli¢it od nule dobivamo
ekvivalentnu jednadzbu.

¢ Jednadzbu ne smijemo dijeliti izrazom koji moze biti jednak nuli: tako mozZemo izgubiti
rjesenja. Takav sluc¢aj razmatramo zasebno.

e Nejednakost smijemo pomnoziti pozitivnim brojem; mnozenje negativnim brojem mijenja
smjer nejednakosti. Ne smijemo je mnoziti izrazom ¢iji predznak ne znamo.

 Kvadriranje jednadzbe opéenito nije ekvivalentan prijelaz (iz A = B slijedi A?> = B2, ali
ne i obratno), pa kandidate nakon kvadriranja treba provjeriti. Kubiranje, medutim, jest
ekvivalentan prijelaz jer je t — t3 bijekcija s R na R.

Napomena 5.2 (Primjena monotone funkcije na nejednakost). Neka su z,y iz skupa I na kojem
je funkcija f definirana.

o Ako je f strogo rastucana I, onda vrijediz <y <= f(z) < f(y)iz <y <= f(z) < f(y):
primjenom funkcije f na obje strane smjer nejednakosti se ne mijenja.
o Ako je f strogo padajuca na I, onda vrijedi z <y <= f(z) > f(y)iz <y < f(z) >

f(y): smjer nejednakosti se mijenja.

Ako f na skupu kojem pripadaju obje strane nije monotona, iz x < y opéenito ne mozemo nista
zakljuciti o odnosu f(z) i f(y).
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5. Jednadzbe i nejednadzbe

Posebno, funkcija ¢ — 2 strogo pada na (—o0,0], a strogo raste na [0, +oc), ali na R nije
monotona. Zato nejednakost smijemo kvadrirati (i dobiti ekvivalentnu nejednakost) samo ako
su obje strane nenegativne. Primjerice, —3 < 2, ali 9 > 4. Sli¢no, eksponencijalna i logaritamska
funkcija s bazom veéom od 1 strogo rastu, a s bazom iz (0, 1) strogo padaju.

5.2 Racionalne jednadzbe, parametri i apsolutne vrijednosti

Zadatak 5.3. Rijesite jednadzbu

T8 %5-0
22—1 22—-2x+1 x3—a22—z+1

Rjesenje. Nakon faktorizacije nazivnika jednadzba glasi

7 8 25 — 9z

C-DetD)  (@-12 @-12@+1)

Rjesenje mora zadovoljavati uvjet x # +1. Uz taj uvjet izraz (z — 1)?(x + 1) razli¢it je od nule,
pa mnozenjem njime dobivamo ekvivalentnu jednadzbu

T(x—1)+8x+1)=25—-92 <= 152 +1=25—-92 <= 24 =24 <— zx=1.
Broj x = 1 ne zadovoljava uvjet = # +1, pa jednadzba nema rjesenja. ]
Zadatak 5.4. U ovisnosti o parametrima a, b € R rijesite jednadzbu
zla—z)+(b-2)?=a+b—4.
Rjesenje. Raspisivanjem lijeve strane dobivamo ax — 2% + b> — 2bx + 22 = a + b? — 4, odnosno
(a —2b)x =a—4.
Kod linearne jednadzbe oblika kx = [ ne smijemo odmah dijeliti s k, nego razlikujemo slucajeve.

a—4
a—2b

1° Ako je a — 2b # 0, tj. a # 2b, jednadzba ima jedinstveno rjesenje x =
2° Ako je a —2b =0, tj. a = 2b, jednadzba glasi 0-x = a — 4.

o Ako je pritom a # 4, jednadzba nema rjesenja (lijeva je strana 0, a desna razlic¢ita od
nule).

o Ako je a =4 (tada je b = 2), jednadzba glasi 0 - x = 0, pa je svaki z € R rjeSenje.

Sazeto:
uvjet na parametre ‘ skup rjesenja
a—4
2b
a7 {a - 2b}
a=2b, a#4 %)
a=4,b=2 R

Zadatak 5.5. Rijesite jednadzbu

‘x—i—’%w—i—’%x— IH‘ =1.
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5. Jednadzbe i nejednadzbe

Rjesenje. Apsolutne vrijednosti uklanjamo redom, pocevsi od najdublje. RjeSavanje dijelimo

na dva slucaja prema predznaku izraza %x —1.

1° %x —12>0, tj. x > 3. Tada jednadzba glasi
o+ lerde—1]|=1, G |p+[l-1 =1
3

Za x > 3 vrijedi %x -1> % -3 —1= 3 >0, pa jednadzba postaje

o+32-1=1 = |Yo-1]=1 = Lo-1=41

Dobivamo x =0 ili z = %, ali nijedan od tih brojeva ne zadovoljava x > 3. U ovom slucaju
nema rjesenja.
2° %x —1<0,tj. x < 3. Tada je ’%x — 1‘ = —%az+ 1, pa jednadzba glasi
‘l’—l—‘%l’—%x—FlH:l, tj. ‘l’—I—‘%l’—l—lH:l.

2.1° Ako je %a: +1>0,tj. 2> —6 (uz z < 3 to je —6 < = < 3), jednadzba postaje

ot ir+1=1 = la+1=141,
pajex=0ilixz = —%. Oba broja pripadaju intervalu [—6, 3), pa su to rjeSenja.

2.2° Ako je %aj +1 <0, tj. x < —6, jednadzba postaje

o -tz -1 =1 Zz-1=41,
paje x = % ili x = 0. Nijedan od tih brojeva nije manji od —6, pa ovdje nema rjesenja.
Rjesenja jednadzbe su x1 =01 a9 = —%. O

5.3 Iracionalne jednadzbe

Zadatak 5.6. Rijesite jednadzbu /1 — V2% — 22 =2 — 1.

Rjesenje. Uvijeti su o — 22 > 0i 1 — V2% —22 > 0. Umjesto da ih raspisujemo (to bi
bilo predugo), kvadriramo i na kraju dobivene kandidate provjerimo uvrStavanjem u pocetnu
jednadzbu. Kvadriranjem dobivamo

1— Vot —a? =22 -2z +1, tj. Vat — a2 =2z — 22

Ponovnim kvadriranjem slijedi

at — 2t =42 — 4P 42t = 42® - 512 =0 = 2?4z —5) =0,
pa su kandidati x = 0i x = g. Kako kvadriranje nije ekvivalentan prijelaz, kandidate
provjeravamo:
e za = 0 lijeva je strana 1/1 — /0 =1, a desna 0 — 1 = —1, pa = = 0 nije rjesenje;

e zaT = % vrijedi zt — 22 = % — % = %, pa je lijeva strana

_ /259 _ L _ /1 _1_5_1
256 6~ Vie — 11 :
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5. Jednadzbe i nejednadzbe

Jedinstveno rjesenje jednadzbe je z = %
Do istog zakljucka dolazimo i bez provjere, ako pratimo uvjete: lijeva je strana nenegativna,
pa mora biti  — 1 > 0, a nakon prvog kvadriranja i 2oz — 22 > 0; zajedno 1 < z < 2, §to

iskljucuje = = 0. 0
Zadatak 5.7. U ovisnosti o parametru a € R rijesite jednadzbu

Va+tz+ Va—1z=2a.

Rjesenje. Tred korijen definiran je na cijelom R, pa nema uvjeta. Funkcija t — t3 je bijekcija,
pa kubiranjem dobivamo ekvivalentnu jednadzbu:

a+$+3\3’/(a+m)2(a—x)+3€’/(a+$)(a—az)2+a—x:2a,

odnosno

3¢(a+z)(a—z) (Va+z+ Va—x)=0.

Umnozak je nula ako i samo ako je barem jedan faktor nula.

1° Ylat+z)la—2)=0 <= a+zx=0ilia—z=0 < z = +a.

2° Ya+zr=—a—r < a+x=—(a—1x) < a=—a <= a=0. Ovaj uvjet ne ovisi
o z: za a = 0 ispunjen je za svaki x € R, a za a # 0 ni za jedan x.

Diskusija: ako je a # 0, jednadzba ima dva rjesenja, 1 = a i xo = —a; ako je a = 0, svaki

z € R je rjesenje. [

5.4 Eksponencijalne i logaritamske jednadzbe

U ovom poglavlju log oznacava logaritam s bazom 10, kao u predavanjima.
Zadatak 5.8. Rijesite jednadzbe:

(a) 9% — 15" — 2-25% = ();

(b) 4% — 3%% _ 3x+% _ 92r—1

Rjesenje. (a) Ideja je svesti potencije na zajedni¢ku bazu. Jednadzba glasi 32% —3%5% —2.52% = ().
Dijeljenjem s 52* # 0 dobivamo
2z T
3 3 —

Supstitucijom t = (%)m dobivamo t> —t —2 = 0, pa je t; = 2, to = —1. Jednadzba
(%)w = —1 nema rjesenja jer je eksponencijalna funkcija pozitivna, a iz (%)w = 2 slijedi
| log 2
rx=logz2=—""——.

8¢ log3 — log b

(b) Ideja je svesti potencije na zajednicki eksponent. Jednadzba glasi

3" 22z 3 1 4
o =V33 - = D2 = (VB )3T = = 3%
V3 2 2 ( \/g) V3

223} _
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5. Jednadzbe i nejednadzbe

Dijeljenjem s 12 dobivamo

1 1 3

_3
g . 22:E — 3\/3 . SJL’ ‘s 22(2—3 _ 31—2 s 4%—% _ 31—% <%>$ 2 — 1
0
Eksponencijalna funkcija s bazom % je injekcija i vrijedi (%) =1, pajex— % =0, tj.
3

O]

Napomena 5.9. Eksponencijalnu jednadzbu (2 + \/5)22_293+1 + (2 — \/3)22_2‘”—1 = 2_4\[, kod

koje je kljuéno uoéiti (2 + v/3)(2 — v/3) = 1, rijesili smo u zadatku 4.22 (odredivanje praslike).

Zadatak 5.10. Rijesite jednadzbe:

(a) log 5(v22 + 3+ Vx +5) =logy 9;
(b) (x + 1)lel@+D) = 100(z + 1).

Rjesenje. (a) Uvjetisu2z+3 >0, tj. z > —%, iz+5>0,tj.x > —5,te 22 +3+vx+5>0.
Posljednji uvjet vrijedi ¢im su korijeni definirani: oba su pribrojnika nenegativna i ne mogu
istodobno biti jednaka nuli. Sve zajedno: x > —%.

Prijelazom na bazu 2 (vrijedi log, v2 = 1) dobivamo

logy (V22 4+ 3 + vz +5)
logy V2

a zbog injektivnosti logaritamske funkcije

=logy 3% <= 2logy(V2x + 3 + vz +5) = 2log, 3,

V2x+3++Vx+5=3.

Kvadriranjem dobivamo 2z + 3+ 2y/(22 +3)(z +5) + .+ 5 =19, tj. 2,/(2x + 3)(x + 5) =
1 — 3z. Ponovnim kvadriranjem slijedi

4222 + 132 +15) =1 — 62+ 92 <= 22 =582 —59=0 <= (z —59)(z +1) = 0.
Oba kandidata zadovoljavaju uvjet = > —%, ali zbog kvadriranja ih moramo provjeriti:
z=-1: VI+V4=3v, 2=59: V121 + V64 =19 # 3.
Rjesenje jednadzbe je x = —1.

(b) Uvjet je z+1 > 0, tj. > —1. Obje strane jednadzbe tada su pozitivne, pa logaritmiranjem
(logaritamska funkcija je injekcija) dobivamo ekvivalentnu jednadzbu

log((x + 1)'°8@*+D) = 1og(100(z + 1)) <= (log(z + 1))2 =2+ log(x +1).
Supstitucijom t = log(x + 1) dobivamo t? —t — 2 = 0, pa je t; = 2, ts = —1. Slijedi
log(z +1)=2 <= z+1=10> < 2 =99,
log(z+1)=-1 < z4+1=10" < 2=—.

Oba broja zadovoljavaju uvjet x > —1, pa je skup rjesenja {—1%, 99}.
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5. Jednadzbe i nejednadzbe

5.5 Nejednadzbe

Zadatak 5.11. U ovisnosti o parametru a € R rijesite nejednadzbu

3a?

2r —a

< 2z — 3a.

Rjesenje. Uvjet je x # §. Ne znamo predznak nazivnika, pa nejednadzbu ne mnozimo s 2z — a,
nego sve prebacujemo na lijevu stranu i svodimo na zajednicki nazivnik:

2 2 _ _ _ —
3a 9r13a<0 e 3a° — 2z — 3a)(2z — a) <0 e 4x(2a — x)

<0.
2r —a 2r —a 2r —a

Nultocke brojnika i nazivnika su 0, § i 2a; njihov poredak ovisi o predznaku parametra a.
1° a > 0. Tada je 0 < § < 2a i tablica predznaka glasi

<_OO70> <0’ %> <%,2(L> <2a,+oo>
4z — + + +
20 — + + + -
2r —a — — + +
4x(2a — x)
2z —a

Nultocke brojnika 0 i 2a su rjeSenja (nejednakost je nestroga), a nultocka nazivnika g nije.
Skup rjesenja je [0, ) U [2a, +00).

2° a = 0. Nejednadzba glasi % < 2x uz uvjet x # 0, tj. 0 < 2x, x # 0. Skup rjeSenja je
(0, +00).

3° a < 0. Tada je 2a < § < 0 i tablica predznaka glasi

(—00,2a) | (2a,5) | (§,0) | (0,400)
4o - — - +
2a — + - - -
2r —a - — + +
4x(2a — x)
2r —a
Skup rjesenja je [2a, §) U [0, +-00). O

Zadatak 5.12. Rijesite nejednadzbu |23 — 22| < |22 + z|.
Rjesenje. Koristimo |xy| = |z||y| i |2?| = |z|* = 2%. Nejednadzba glasi
2z — 1| < |z| |z +1].

Izrazi u apsolutnim vrijednostima mijenjaju predznak u tockama —1, 0 i 1, pa razlikujemo cetiri
slucaja.
1°z<—1. Tadaje |z —1|=1—uz, |z|=—2x, |t + 1| =—x —1, pa

2

P?l—z)< —a(—x-1) <= 22— <2’ +1r <= ¥ +2>0 <= 222 +1)>0.

Kako je 22 +1 > 1 > 0, slijedi 2 > 0, §to je u suprotnosti s 2 < —1. U ovom slu¢aju nema
rjesenja.
2° —-1<z<0. Tadaje|lz—1|=1—2, |z| = -2z, |[x+ 1| =2+1, pa

—22z—1) < —z(z+1) &= 2 +ri< -2’1 <= z(2*-22-1)>0.
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5. Jednadzbe i nejednadzbe

Kako je 2 < 0, to je ekvivalentno s 22 —2z—1 < 0. Nultocke su 14+/2, a parabola y = 22 —2x—1
(slika dolje) negativna je izmedu njih, pa je z € (1 — /2,1 ++/2). Uz uvjet —1 < x < 0 (vrijedi
—1 < 1—+/2 < 0) dobivamo z € (1 —+/2,0).

30<z<1l Tadaje|z—1|=1—u, |z|=2, |+ 1 =z+1, pa

—22z-1)<z@+1l) &= 2P+ <2’ +1r = —2(@*+1)<0 < z>0.

Uz uvjet dobivamo z € (0, 1).

4° x > 1. Tada su svi izrazi u apsolutnim vrijednostima nenegativni, pa

3

Arx—-1)<z(z+1) = 2 —2?<2?+1 — 2(*-22-1)<0.

Kako je # > 1 > 0, to je ekvivalentno s 22 — 2z — 1 < 0, tj. z € (1 — /2,1 4+ v/2). Uz uvjet
dobivamo z € [1,1 + /2).

y=22—-2zx—-1

1—\/5\ 1 1+

Unija svih slucajeva daje skup rjesenja
(1-+v2,00U(0, 1) U[1,1+v2) =(1—v2,1+V2)\ {0}

Drugi nacin. Za x = 0 nejednakost glasi 0 < 0, pa 0 nije rjesenje. Za x # 0 dijelimo s |z| > 0
i dobivamo |z||r — 1| < |z 4 1|. Obje su strane nenegativne, pa je kvadriranje ekvivalentan
prijelaz (napomena 5.2):

-1 <(2+1)? &= (z(z-1) = (@+1)(z(@ - 1)+ (z+1)) <0
— (22 -2z -1)(z*+1) <0,

$to je zbog 22 +1 > 0 ekvivalentno s 2 —2z—1 < 0. Ponovno dobivamo (1—+/2,14++/2)\{0}. O

Zadatak 5.13. RijeSite nejednadzbu v4 — 22 > 2 — 2x.

Rjesenje. Uvjet je 4 — 22 > 0, tj. 22 < 4, odnosno = € [—2,2].

Zeljeli bismo kvadrirati da se rijesimo korijena. Smijemo 1i? Prema napomeni 5.2, kvadri-
ranjem dobivamo ekvivalentnu nejednakost ako su obje strane nenegativne. Lijeva strana je
uvijek nenegativna, a desna je nenegativna za 2 — 2z > 0, tj. x < 1. Zato na skupu [—2,2]
razlikujemo dva slucaja.

1° z € [-2,1]. Desna strana je nenegativna, pa kvadriramo:
4—a?>4-8r+42? < 52° —8x <0 < z(5xr—8) <0.

Nultocke su 0 i %, a parabola y = 522 — 82 negativna je izmedu njih (slika dolje), pa je = € (0, %)
Uz uvjet = € [—2,1] dobivamo z € (0, 1].

2° x € (1,2]. Lijeva strana je nenegativna, a desna negativna, pa nejednakost uvijek vrijedi:
svaki x € (1, 2] je rjesenje.
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5. Jednadzbe i nejednadzbe

y = 5x? — 8x

o
(S
oo

Kona¢no rjesenje je unija slucajeva 1° 1 2°: z € (0, 2]. O

Zadatak 5.14. Rijesite nejednadzbu /2(5% + 24) — /5% — 7 > /5% + 7.

Rjesenje. Uvjeti su 5% +24 > 01 5% +7 > 0 (oba vrijede za svaki x) te 5* — 7 > 0, tj. 5* > 7,
odnosno z > logs 7 ~ 1,2009.

Htjeli bismo kvadrirati, ali to ne smijemo odmah jer lijeva strana moze biti negativna. Zato
drugi korijen prebacimo na desnu stranu:

\/2(5% +24) > /5% — 7 ++/5% + 7.

Sada su obje strane nenegativne, pa je kvadriranje ekvivalentan prijelaz:

2(5° +24) > 5 — T+ 2\/(52 — 1)(52 +7) +5° + 7 = /5% — 49 < 24.
Obje su strane ponovno nenegativne, pa kvadriramo jos jednom:
257 — 49 < 576 <= 25% < 625 = 25?7 «—= x < 2,

jer je eksponencijalna funkcija s bazom 25 > 1 strogo rastuca. Uz uvjet & > logs 7 dobivamo
skup rjesenja [logs 7, 2]. O

Zadatak 5.15. Rijesite nejednadzbu |z — 2| ~1*1 < |2 — 2.

Rjesenje. Potencije su s istom bazom |z — 2|. Potencija s realnim eksponentom definirana je za
pozitivnu bazu, pa mora biti |x — 2| # 0, tj. x # 2. Za |x — 2| =1, tj. € {1,3}, obje strane
jednake su 1, pa ti brojevi nisu rjesenja. Dakle, = ¢ {1,2,3}.

Nejednadzbu logaritmiramo logaritmom s bazom |z — 2|; prema napomeni 5.2, smjer nejed-
nakosti ovisi o tome raste li ta funkcija ili pada.

1° |z —2[ > 1, tj. € (—o0,1) U (3, +00). Funkcija log|,_o| strogo raste, pa je nejednadzba
ekvivalentna s 1 — |z| < z.

. Akojexzo,tojel—x<w,tj.a;>%.

e Akojex <0,tojel+x <z, tj. 1 <0, Sto nema rjesenja.

Dakle, z € (3, +00), a uz uvjet ovog slucaja z € (1,1) U (3, +00).

2°0 < |z —2[ <1, tj. z € (1,3) \ {2}. Funkcija log|,_, strogo pada, pa je nejednadzba
ekvivalentna s 1 — |z| > z. Kako je x € (1, 3), vrijedi x > 0 i |z| = x, pa dobivamo 1 —z > z,
tj. x < %, Sto je u suprotnosti s x > 1. U ovom sluc¢aju nema rjesenja.

Konacéno rjesenje je
z € (5,1)U (3, +00).
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5. Jednadzbe i nejednadzbe

Zadatak 5.16. Rijesite nejednadzbu

1 1

+ < 1.
log, s(x+1) log,(z?+2x+1)

Rjesenje. Uvjeti: baze logaritama moraju biti pozitivne i razli¢ite od 1, tj. z — 3 > 0, x > 0,
r —3 # 1, x # 1; argumenti moraju biti pozitivni, tj. t +1>0i 22 +2x+1= (z +1)® > 0;
nazivnici moraju biti razli¢iti od nule, tj. 2 +1 # 1i (z + 1)2 # 1. Sve zajedno: = > 3, = # 4.

Uz te uvjete je 22 + 2 + 1 = (z + 1)? i log, (z + 1)? = 2log, (z + 1). Koristeéi logﬁ = log, a
dobivamo

1
log,,1(z —3) + §logz+1x <1 <= log, (z—3)+log, 1 Vo<1
— log, 1 ((z —3)Vz) <log, i(z+1).

Ragzlikujemo dva slucaja prema bazi x + 1.

1°z+1 > 1,tj. > 0. Logaritam s bazom z + 1 strogo raste, pa je nejednadzba ekvivalentna
s (x — 3)y/x < x + 1. Obje su strane pozitivne (jer je x > 3), pa kvadriramo:

3

rz—-32<(z+1)? = 3 —62°+9r <2’ +22+1 — 23 -T2>+7x-1<0.

Grupiranjem dobivamo 2% —1—7x(x—1) = (r—1)(z? +2+1) - Tz(z—1) = (z—1)(2® -6z +1),
pa nejednadzba glasi
(z —1)(z* —62+1) < 0.

Kako je z — 1 > 0 (jer je z > 3), slijedi 2% — 62 + 1 < 0. Nultocke su 212 = 3 £ 2v/2, pa je
T € (3—2v2,3+2v2). Uz uvjete x > 3, x # 4 dobivamo x € (3,3 + 2v/2) \ {4}.

2°0<zx+1<1,tj. -1 <z <0. To je nemoguce jer je x > 3.
Konaéno rjesenje je = € (3,3 + 2v/2) \ {4}. O

5.6 Zadaci za samostalan rad

5.1. Rijesite jednadzbu vz + 2 = =z.

5.2. Rijesite nejednadzbu |22 — 3| < = + 1.

5.3. Rijesite jednadzbu 4% — 5-2% +4 = 0.

5.4. Rijesite jednadzbu logy(x — 1) + logy(z + 1) = 3.

5.5. U ovisnosti o parametru a € R rijeSite jednadzbu (a — 1)z = a? — 1.

1
5.6. Rijesite nejednadibu —— = > 2.
T+ 2

5.7. Rijesite nejednadzbu log%(:n2 —3x+2)>0.
5.8. Rijesite nejednadzbu |z — 1| + |z + 2| < 5.
5.9. Rijesite nejednadzbu vz +4 > x — 2.
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Poglavlje 6

Trigonometrija

Na predavanjima su definirane trigonometrijske funkcije, proucena su njihova osnovna svojstva,
nacrtani su njihovi grafovi, izvedene su osnovne formule i identiteti te su rijeseni najjednostavniji
oblici trigonometrijskih jednadzbi i nejednadzbi. Na vjezbama to primjenjujemo na slozenije
zadatke.

6.1 Formule i identiteti

Podsjetimo se formula koje najcesée koristimo:

2

sin? & + cos r=1, sin 2x = 2sinx cos x,

cos2:c:coszx—sin2x:2(:08296—1:1—231n2x,
sin(a £ b) = sinacosb + cosasin b, cos(a £ b) = cosacosb F sinasinb,
—-b b —-b
sina+sinb:2sina COSCLQ , sina—sinszcosCH_ s.ina2 ,
a+b a—2> o a+b . a—-0b
cosa + cosb = 2 cos cos 5 cosa — cosb = —2sin 5 sin 5

, ) sin ) cos T i
Pritom je tgx = za cosx # 0ictga = za sinx # 0.
c sin

oS
Napomena 6.1 (Univerzalna trigonometrijska supstitucija). Za x # 7 + 2kn, k € Z, stavimo

t=tg g Tada je

, 2t 1—¢2
sine = —— cosT = —5.
1+t 1+12
. . . sz z 251D2C052 k diielienia broinika i ivnik 2z
Doista, sinx = 2sin § cos § = ——5——=——5—, a nakon dijeljenja brojnika i nazivnika s cos” 3 =+
COs* 5 +sIn” 5

2t . 2

0 dobivamo T
na racionalni izraz u t.

2z

analogno za cosx = cos” § — sin Tako se svaki izraz u sinx i cos x svodi

Z
5-

Zadatak 6.2. Dokazite da vrijedi (na prirodnoj domeni lijeve strane):

sin(2z + y) + sin(2z — y) CoS T

(a) cos(x + 2y) — cos(x — 2y) T siny’

1 i k
(b) tg 2z + :COS$+SIM,zax#%(2k+1)zz+7ﬁ,kJGZ;

cos 2x cosx —sinx 4

sinz — sin 2z

T
= —tg—.

(© .

cos x + cos 2x
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6. Trigonometrija

Rjesenje. (a) Adicijske formule daju

sin(2x +y) +sin(2x —y)  sin 2wz cosy + cos 2z siny + sin 2z cosy — cos 2z siny

cos(z + 2y) — cos(z —2y)  cosx cos 2y — sin x sin 2y — cos x cos 2y — sin x sin 2y

2sin 2x cosy 2sinx cos x cosy cosx
—2sinxsin2y  —2sinasinycosy siny
Skraéivanje je dopusteno jer je nazivnik lijeve strane —2 sin x sin 2y = —4 sin z sin y cos y razlic¢it

od nule. (Desna strana definirana je i za neke x,y za koje lijeva nije.)

(b) Krenimo od desne strane te brojnik i nazivnik pomnozimo s cosx + sinx (to je razli¢ito
od 0, jer je (cosz +sinz)(cosz —sinx) = cos 2z # 0):
cosx +sinx cosz +sinz  cos’z +2sinzcosx +sin?x 1+ sin2x 1

= tg 2.
2x cos 2x cos2:1;+ &

cosx —sinz cosx +sinz cos? x — sin
. T km . .
Uvjet @ # 7 + - upravo je uvjet cos 2z # 0.

(c) Lijeva strana definirana je kad je cosz + cos2x = 2 cos 379” cos 5 # 0; tada je cos § # 0, pa
smijemo staviti t = tg % Koristec¢i univerzalnu supstituciju,

2t 2t 1—¢2
sinz —sin2r  sinz —2sinzcosz 142 1442 14+¢2
cosz 4 cos2z  cosx + cos?x —sin?x 1 — t? (1 —752)2 4¢2

11" (1+12)2  (14¢?)?
2t + 2t3 — 4t + 4¢3

_ (1+¢2)? 632t #(62—2) R
Tl 122 4 2-62 er_2 By
(1+41t2)2

Skraéivanje s 6t2 — 2 je dopusteno jer je 2 — 6t> (do na pozitivni faktor) upravo nazivnik lijeve
strane.

Drugi nacin. Formule za pretvorbu zbroja u umnozak daju

sin x — sin 2z :2COS37mSin(—%) :_sin% :—tgf .
cos T + cos 2z 2 cos 37”” cos § cos § 2
6.2 Grafovi trigonometrijskih funkcija
Zadatak 6.3. Skicirajte grafove sljede¢ih funkcija:
(a) f(z) = 3sin@z+7)+1,  (b) f(2) = —3cos (32— F), (o) f(z) = tg2z — 1.

Rjesenje. Zadatke rjesavamo korak po korak, transformirajuéi jednostavnije (poznate) grafove
u sloZenije. Pritom pazimo na redoslijed: graf funkcije x — g(x + ¢) dobiva se pomakom grafa
od g za c ulijevo (za ¢ < 0 udesno), graf od x — g(az), a > 0, sazimanjem prema osi y faktorom
a, graf od b g(z) mnoZenjem ordinata s b, a graf od g(z) + d pomakom za d prema gore.
(a) Pisemo f(x) = %sinQ (z + %) + 1. Crtamo najprije ,uzorak” sin z, zatim sin 2z (period
s 1

7), pa pomak za 5 ulijevo, mnozenje ordinata s ; i pomak za 1 prema gore. Jednu periodu

nacrtamo, a graf zatim periodicki produzimo (isprekidano).

sin sin 2z sin2(x + %)

N L N ﬂ/%//ﬂtw/

BN
N
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6. Trigonometrija

1R
IS
INJE]

Funkcija f ima period 7, sliku %, %] ivrijedi f(z) =1-— %sin 2.
(b) Pigemo f(z) = —3cos 1 (m - 2{) Od cos x dobivamo cos § (period 47), zatim pomakom

za 2T udesno cos % (33 - 2%), mnoZenjem ordinata s 3 graf 3 cos 3 (z— %) (isprekidano) i kona¢no
zrcaljenjem preko osi x graf funkcije f (puna crta).

cos T cos § cos L(z — )

Funkcija f ima amplitudu 3, period 47 i sliku [—3, 3].

¢) Graf tangensa sazmemo faktorom 2 prema osi y (period postaje I, asimptote z = =T 4 &),
2 4
a zatim ga spustimo za 1 (tockasti pravac je y = —1).

tgx tg 2z tg 2z — 1

I
|
' i e _
AR
I I

Funkcija f ima period 7, sliku R i domenu R\ {% + %” | k€ Z}. O

ﬁ*
-

6.3 Trigonometrijske jednadzbe

Svaku jednadzbu nastojimo svesti na neki od osnovnih oblika (u svim formulama k € Z):

o sinz =a, |a| <1: z=(—1)Farcsina + k7, tj. * = arcsina + 2kn ili x = 7 — arcsin a + 2k;
e coszT =a, |a| < 1: x = tarccosa + 2km;

o tgxr =a: x =arctga + km; ctgx = a: x = arcctga + k.

Za |a] > 1 jednadzbe sinx = a i cosz = a nemaju rjesenja.

Zadatak 6.4. Rijesite jednadzbe:

(a) ctg?2r —4ctg2r +3 =0;
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6. Trigonometrija

2

(b) 8sin?x — 3sinx cosz + cos? x = 3;

3sinx —4cosx = 2;

(c
(

d) sinz + sin 2z + sin 3z + sin4x = 0;

)
)
)
(e) 2sinz = 5z? + 2z + 3.

Rjesenje. (a) Uvjet je sin2x # 0. Supstitucijom ¢ = ctg2z dobivamo t? — 4t + 3 = 0, pa je
t12 = AEVI6-12 ;6_12 — 442 tj. t1 =3, to = 1.

) 2
ctg2r =3 < 2z = arcctg3 + kr < z = Jarcctg3 + T,
ctg2r =1 < 22 =7 +kn < x:%+%ﬂ’

k € Z. (Vrijedi arcctg 3 = arctg %) Za sva ta rjeSenja kotangens je definiran. Na jedini¢noj
kruznici rjesenja za kut 2z ocitavamo na pravcu kotangensa y = 1:

(b) Jedinicu zapisemo kao sin? z + cos? x:

2 2

8sin® x — 3sinz cos z + cos® x = 3(sin? z 4 cos x) = 5sin® x — 3sinz cosx — 2cos® x = 0.

Zeljeli bismo podijeliti jednadzbu s cos? z. Smijemo 1i? Hoéemo li tako izgubiti neka rjesenja?
Ako je cos?z = 0, tj. © = § +km, onda je sin? z = 1 i lijeva strana iznosi 5-1—3-0—2-0 =5 # 0.
Takvi z nisu rjesenja, pa dijeljenjem ne gubimo rjesenja:

5tg?x —3tgx —2=0.

Uzt=tgaje5t? —3t—2=0, t1p = 2PH0 = 34T 45 4, =1 ¢, = —2. Dakle,

2 2
tg:c:1<:>x:%+k7r, tgx:—g@x:—arctgg—i—kﬂ, keZ.

N
N
N
N
N
N
/
/
/
(SN
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6. Trigonometrija

Iz tg 5 =t slijedi § = arctgt + k7, pa su rjeSenja

V21

_3_
x = 2arctg ili x = 2arctg — + 2k, ke Z.

-3+ V21

NV ok
2

Iskljucene vrijednosti = m + 2km treba provjeriti zasebno: za njih je 3sinz —4cosx =044 =

4 # 2, pa nisu rjesenja.

Drugi nacin. Kako je 32 4+ 42 = 52, odaberemo ¢ = arctg% € (0, 5); tada je cosp = %,
sinp = % i3sinz—4cosz = 5sin(z —¢). Jednadzba sin(x — ) = % daje x = ¢+ arcsin % + 2k
liz=p+7— arcsin% + 2km, Sto su (drukéije zapisana) ista rjesenja.

(d) Koristimo formule za pretvorbu zbroja u umnozak, grupirajuéi prvi i ¢etvrti te drugi i
tredi pribrojnik:

5 3 5 5 3
sin z+sin 4z +sin 2x+sin 3x = 2sin g Cos 7{54_2 sin ?x CcoS g = 2sin g (cos ?:U + cos ;) =0.

losin%x:() = %ﬂczkw = x:%T”.
2° cos%””+cos%:0 <= 2cosxcosy =0, pajecosw =0, tj. v = § + km, ili cos § = 0, tj.
§ =T + km, odnosno = = 7 + 2k.

Sva su rjeSenja

2%
x:T” ili x:g—i—lm i z=n42%kr, kel
sin 2 =0 cosz =0 cosE =0

%’”,xi%.)

(e) Jednadzbu rjesavamo graficki: skiciramo grafove funkcija f(z) = 2sinx i g(x) = 522 +
2z + 3. Diskriminanta od g je D = 22 —4-5-3 = —56 < 0, pa ¢ nema realnih nultocaka, a
tjeme parabole je

(Tocke na kruznicama prikazuju redom kutove

b 1 dac—b*  60—4 14

_ - _Z = = = — > 2.
% 5 Yo

o= 1a 20 5

Dakle, g(z) > ¥ > 2 > f(z) za sve z € R, pa jednadzba nema rjesenja.
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6. Trigonometrija

6.4 Trigonometrijske nejednadzbe

Nejednadzbe rjeSsavamo na jedini¢noj kruznici: najprije nademo rjesenja u jednom periodu, a
zatim dodamo visekratnike perioda. Na slikama podebljani lukovi oznacavaju rjesenja; pune
rubne tocke pripadaju skupu rjesenja, a prazne ne pripadaju.

Zadatak 6.5. Rijesite nejednadzbe:
1
(a) sinx > 3 (b) |cosz| < 0,6, (c) ctg2z < V3.

Rjesenje. (a) Rjesenja jednadzbe sinx = % u [0,27) su ¢ i ‘%’T. Tocke kruznice s ordinatom
barem % ¢ine luk od & do %r, pa je u jednom periodu § <z < %. Skup rjesenja je

5
{xeR‘g+2kﬂ§x§gr—|—2k7rzanekik€Z},

ili, drukc¢ije zapisano,
5
ve | [W+2k7r,7r+2k7r} .

kEZ 6 6

(b) |cosz| < 0,6 <= —0,6 < cosz < 0,6. Kako je 0 < 0,6 < 1 i arccos strogo pada, broj
arccos 0,6 lezi u (0, §) (slika desno). Na kruznici trazimo tocke s apscisom izmedu —0,6 i 0,6:
T € U ((arccos 0,6 4+ 2k, m — arccos 0,6 + 2k7) U (7 + arccos 0,6 + 2k, 2 — arccos 0,6 + 2k7r>),

kEZ

odnosno, jer se drugi luk dobiva iz prvoga pomakom za T,

x € U (arccos 0,6 + k7, — arccos 0,6 + k).
kEZ

(c) Uz t = 2z trazimo ctgt < v/3. Na pravcu kotangensa y = 1 odaberemo tocke s apscisom
manjom od v/3; kako je ctg g = V3 i kotangens strogo pada na (0,7), u tom je intervalu
& <t <m (ut=n kotangens nije definiran). Zbog perioda 7:

™

6

7 — arccos 0,6 |

51 jus !
2 Y 6 |
|

T

|

7 + arccos 0,6 !

T kr m km
k< 2x < km < x € —t—, =4+ — ).
+ R T < T+ KRT x kLéJZ<12+ 5 2+ 2>

| arccos 0,6
\\ .
|
|
|
T
|
J
: 2m — arccos 0,6

(a) sinz > 1 (b) |cosz| < 0,6 Y = arccos

[NE]

-1 0,6 1

(c) ctgt < V3, t =2z
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6. Trigonometrija

Zadatak 6.6. Rijesite nejednadzbe:

(a) tg (22— 3F) < -1

(b) 2sin?x —sinx < 1;

(c) 0,2¢05%7 _ < 4.12573;

925c08?
(d) coszcos2z < 0.

Rjesenge. (a) Uz t = 2z — % rjeSavamo tgt < —1. Na pravcu tangensa x = 1 odabiremo tocke s

ordinatom najvise —1. Tangens strogo raste na (-7, 5) i tg(—7) = —1,paje -5 <t < —7;
™

lijevi je rub strog jer tangens u —F nije definiran. Zbog perioda 7:

km T k7r
Tk 2——<——k<:>—fk 2<—k:<:>———
2—1— T <2 3 4—1—7r 6—1— T < 2x 12+7T 124—2<:zc_24

k k
t. o € Upez (— 35 + 2. 5 + ).
(b) Uz t = sinz dobivamo 22 —t — 1 < 0. Nultocke su t; 5 = VI8 — V41+8 1i3 ,tj. =1,

ty = —%, a parabola je otvorena prema gore, pa je t € {—%, 1}. Dakle, —% <sinz <1, a kako

je sinz < 1 uvijek, preostaje sinxz > —%:

x € {—W + 2k, —77T + 2k7T:| .
h 6 6
€z

(c) Sve potencije zapiSemo s bazom %:

0,2co52x _ (%)2cos2x_1 s <%>2c052x’ w% _ (%>200s2x’ 125_% _ (%)

Nejednadzba postaje

2cos? x 2cos? x 3 2cos? x
1 1 1)2 1 1
53 -6 T <iB) = () <)
Eksponencijalna funkcija s bazom 1 < 1 strogo pada, pa je 2cos?z > %, tj. cos®x > %, odnosno
| cosz| > \f , tj. cosx > ‘[ ili cosz < — \f Dakle,

5w
T € ———}—2]{:7, + 2k7 > <+2k7r, —|—2k:7r>> = <—+k‘7r, —|—k7r>
U ; U (-

kEZ

ol

(S

(d) Umnozak je negativan ako su faktori suprotnih predznaka. Koristimo cos 2z = 2 cos? z — 1.

1° Sustav cosz > 0, cos2z < 0. Prvi uvjet daje (u [0,27)) = € [0,Z) U (3F,27), a drugi

cos?z < 3, tj. —i < cosx < \f Presjek (zapisan u [0,27)) je x € (5, 3) U (3F, IT).

2° Sustav cos x < 0, cos 2z > 0. Prvi uvjet daje x € (7, ‘37”>, a drugi cos® z > %, tj. cosx > @

ili cosx < — ‘[ Presjek je z € (2T, 2T).

Konacno,

er<< + 2k, = +21<;> <3+2k: +2k> <3+2k: 7+2k7r>>
keZ 4 2
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wIn
N

(D!

1° cosxz > 0, cos2x < 0 2° cosz < 0, cos2z >0 ) cos z cos 2z < 0

6.5 Zadaci za samostalan rad

6.1. Rijesite 2sinz = /3.
6.2. Rijesite cos2x = cosx.
6.3. Rijesite sinx 4 cosx = 1.
6.4. Rijesite sin2x > %

6.5. Odredite amplitudu, period i sliku funkcije f(z) = 2cos(3xz — m) — 4 te skicirajte njezin
graf.

6.6. Rijesite tg?zx < 1.
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Poglavlje 7

Matematicka indukcija

7.1 Princip matematicke indukcije

Podsjetimo se da je N={1,2,3,...} i Ny = NU {0}. Temelj svih dokaza u ovom poglavlju je
jedan od Peanovih aksioma.

Aksiom matematicke indukcije. Neka skup S C N ima sljedeca dva svojstva:

(a) 1 €8,

(b) (VneN)(neS=n+1€b9).

Tada je S = N.

Teorem 7.1 (Princip matematicke indukcije). Neka je P(n) tvrdnja koja ovisi o prirodnom
broju n. Pretpostavimo da vrijedi:

(1) tvrdnja je istinita za n = 1, tj. vrijedi P(1);

(2) ako je turdnja istinita za nekin, onda je istinita i za n+ 1, tj. P(n) = P(n+1).

Tada je P(n) istinita za svaki n € N.

Teorem se dokazuje primjenom aksioma na skup S = {n € N | P(n) je istinita}. Zapisano
formulom:
(P(1) A (¥n € N)(P(n) = P(n+1))) = (vn € N) P(n).

Uvjet (1) zove se baza indukcije, a uvjet (2) korak indukcije. Dokaz indukcijom zato zapisujemo
u tri dijela:

o Baza indukcije (B.I.): provjeravamo da vrijedi P(1).
o Pretpostavka indukcije (P.I.): pretpostavimo da za neki n € N vrijedi P(n).
o Korak indukcije (K.I.): koriste¢i pretpostavku indukcije dokazujemo da vrijedi P(n + 1).

Nakon toga zaklju¢ujemo: prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n € N.

Napomena 7.2 (Princip domina). Indukciju mozemo zamisliti kao niz domino ploéica poredanih
tako da, ako padne n-ta plocica, past ¢e i (n + 1)-va; to je korak indukcije. Ako srusimo prvu
plodicu (baza indukcije), past ¢e sve plocice.

Napomena 7.3. U pretpostavci indukcije bilo bi pogresno pretpostaviti da tvrdnja vrijedi za
svaki n € N: to je upravo ono sto dokazujemo. Pretpostavljamo samo da tvrdnja vrijedi za
neki (proizvoljan, ali fiksiran) n i iz toga izvodimo tvrdnju za n + 1. Isto tako, provjera tvrdnje
za nekoliko pocetnih vrijednosti od n nije dokaz.
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7. Matematicka indukcija

Zadatak 7.4. Dokazite da za sve prirodne brojeve n vrijedi:

1
(a) 142+3+---+n= ”(”;);
(b) 12422432 +...+n2 = nn+1)2n+1)
6 )
Rjesenje. (a) B.I. Zan =1 imamo 1 = 1-(12+1)7 ba tvrdnja veijedi za n = 1.
P.I. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi 1 +2+---4+n = n(n2+1).

K.I. Koriste¢i pretpostavku indukcije dobivamo

1. n(n+1) n
E T+(n+1):(n+1)(§+1>

_ (D +2)  (+D((n+1)+1)

2 2

Pokazali smo sljedece: ako tvrdnja vrijedi za n, onda vrijedi i za n 4+ 1. Prema principu
matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve n € N.

I1+24+--4+n+(n+1)

B.I1. Zan=11imamo 1 = %
P.I. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi 12 422 + ... + n? = %.
K.I. Tada je

1)(2 1 1
24224 42+ (n+ 122 nin + )6( n+l) +(n+1)*= %(2n2+n+6n—|—6)
1
_ ”z; (2n? + Tn + 6)
n+1 n+1)(n+2)2n+3
== (2n(n+2)+3(n+2)):( I ; I )
(n+1)((n+1)+1)2(n+1)+1)
= G .
Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve n € N.
B.I. Zan =1 imamo 1 = 12,
P.I. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi 1 +3 +---+ (2n — 1) = n?.
K.I. Sljedeéi neparni pribrojnik je 2(n+ 1) — 1 =2n + 1, pa je
1434+ +2n—1)+2n+1) Zn2+2n+1=(n+1)>%
Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve n € N. O

Napomena 7.5 (Baza indukcije). Baza ne mora biti n = 1: indukciju mozemo zapoceti od bilo
kojeg cijelog broja ng (primjerice od ng = 0, ako tvrdnju dokazujemo za sve n € Ny). Tada
dobivamo da tvrdnja vrijedi za sve cijele brojeve n > ng; vidi odjeljak 7.3.

Provjera baze najcesée je trivijalna, ali se ne smije izostaviti. Ako baza ne vrijedi, zakljucak
ne vrijedi, cak i kada je korak indukcije ispravan. Primjerice, za tvrdnju

Pn): 2+422+4...42"=2"F1_1

korak formalno vrijedi: iz P(n) slijedi 2 + - -+ 4 27 + 271 = 271 1 4 ontl — o(n+1)+1
No P(n) nije istinita ni za jedan n € N, jer je lijeva strana paran, a desna neparan broj. Baza
ne vrijedi: 2 # 22 — 1 = 3.
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7. Matematicka indukcija

7.2 Djeljivost

U zadacima o djeljivosti pretpostavku indukcije zapisujemo u obliku jednakosti: ako je izraz
djeljiv s m, onda postoji k € Z takav da je izraz jednak m - k.

Zadatak 7.6. Dokazite da je broj 32”12 — 8n — 9 djeljiv sa 64 za svaki n € Ny.

Rjesenje. B.I. Za n = 0 imamo 32 —8-0 — 9 = 0, §to je djeljivo sa 64.
P.I. Pretpostavimo da je za neki n € Ny broj 3272 —

k € Z takav da je 32"+2 — 8n — 9 = 64k.
K.I. Treba dokazati da je 32("t1)+2 — 8(n + 1) — 9 djeljivo sa 64. Vrijedi

8n — 9 djeljiv sa 64, tj. da postoji

32HDF2 _8(n41)—9=9-3""+2 _8n —17=9(3"*2 —8n—9) +9-8n+9-9—8n — 17
9. 64k + 64n + 64 = 64 (9k +n + 1),

a 9k +n+ 1 € Z. Prema principu matematic¢ke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n € Ng. [

Zadatak 7.7. Dokazite:

(a) broj 117+2 4 1227+ djeljiv je sa 133 za svaki n € Np;
TOj + + jeljiv je sa 7 za svaki n € Ny.
b) broj 3772 4+ 16™*! + 23" djeljiv j 7 ki N
Rjesenje. (a) B.I. Za n =0 imamo 112 + 12 = 121 + 12 = 133.

P.I. Pretpostavimo da za neki n € Ny postoji k € Z takav da je 1172 4 1227+ = 133k,
K.I. Vrijedi

11(n+1)+2 + 122(n+1)+1 — 11 . 11n+2 + 122 . 122n+1
=122(122"* 4 11"F2) — 144 - 1172 4 11 - 1172
21144133k — 133 1172 = 133 (144K — 1172),

a 144k — 11"2 € Z. Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n € Ny.

(b) B.I. Za n = 0 imamo 372 4+ 16 + 1 = 1386 = 7 - 198.
P.I. Pretpostavimo da za neki n € Ny postoji k € Z takav da je 37"+2 4+ 16"+ + 23" = 7k.
K.I. Vrijedi

37" 16" 423" = 3737712 116 - 16" 423 - 23"
=37(37"*2 416" +23") — 37 16"t — 37 23"
+16- 16" +23.23"
377k — 21167 —14.23" = 7 (37k — 3- 16"+ — 2. 237,

a izraz u zagradi je cijeli broj. Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za
svaki n € Ny. ]

Zadatak 7.8. Dokazite da je za svaki n € N broj 22" —9n2 + 3n — 2 djeljiv s 54.

Rjesenje. B.I. Za n =1 imamo 23 — 9+ 3 — 2 = 0, 5to je djeljivo s 54.
P.I. Pretpostavimo da za neki n € N postoji k € Z takav da je 22"t — 9n? 4 3n — 2 = 54k.
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7. Matematicka indukcija

K.I. Vrijedi

223 _9(n+1)2+3(n+1)—2=4-22"" _9n2 —18n —9+3n+3 -2
= (22" —9n® +3n —2) + 3.2 —18n -6
Bl 54k 4 6(22 — 30— 1).

Uocimo da ée cijeli izraz biti djeljiv s 54 ako je 22" — 3n — 1 djeljivo s 9 za svaki n € N, jer je
tada 6(22” — 3n — 1) djeljivo s 54. Tu pomo¢nu tvrdnju dokazujemo zasebnom indukcijom.
Pomoéna tvrdnja 1: 9| 2*" —3n — 1 za svakin € N.
B.I. Za n = 1 imamo 22 — 3 — 1 = 0, $to je djeljivo s 9.
P.I. Pretpostavimo da za neki n € N postoji k; € Z takav da je 22" — 3n — 1 = 9k;.
K.I. Vrijedi

92742 _3(n 4 1) —1=4-22"—3n—4= (22" —3n— 1) +3(22" — 1) 2 9k + 3(22" — 1).

Ovaj ée izraz biti djeljiv s 9 ako je 22® — 1 djeljivo s 3 za svaki n € N. I to dokazujemo
indukcijom.

Pomocna tvrdnja 2: 3| 2°™ — 1 za svakin € N.

B.I. Za n =1 imamo 2% — 1 = 3.

P.I. Pretpostavimo da za neki n € N postoji ko € Z takav da je 22" — 1 = 3ks.
K.I. Vrijedi

92042 1 = 4.920 1 = (22" — 1) 4322 2 3k, 4 3. 27" = 3(ky + 227).

Prema principu matematicke indukcije pomoéna tvrdnja 2 vrijedi za sve n € N. Zato je 3(22" —1)
djeljivo s 9, pa korak indukcije u pomoénoj tvrdnji 1 vrijedi; prema principu matematicke
indukcije i pomoéna tvrdnja 1 vrijedi za sve n € N. Konacno, 6(22" — 3n — 1) je djeljivo s 54,
pa vrijedi i korak indukcije u pocetnom zadatku.

U ovom smo se zadatku, dakle, tri puta pozvali na princip matematicke indukcije, i to tako
da se dokazi ne oslanjaju na nedokazane pretpostavke: svaka pomocna tvrdnja dokazana je za
sve n € N prije nego $to je upotrijebljena. O

7.3 Inacice principa matematicke indukcije

Iz aksioma matematicke indukcije mogu se izvesti i sljedeée inacice.

Propozicija 7.9 (Indukcija od ng). Neka je ng € N ¢ neka skup S C N ima svojstva
(1) no € S,

(2) (VneN)(neS=n+1€59).

Tada je {ng,no+ 1,n9+2,...} CS.

Odgovarajuéi princip glasi: ako vrijedi P(ng) i ako za svaki n > ng iz P(n) slijedi P(n + 1),
onda P(n) vrijedi za svaki n > ng. Analogno se dokazuje i verzija za Ny: ako je T'C Ny, 0 € T’
i(VneNg)(neT =n+1€T),ondaje T =Ny. Tu smo verziju koristili u zadacima s bazom
n =0.

Propozicija 7.10 (Indukcija s korakom 2). Neka skup S C N ima svojstva
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(1) 1e€Si2¢€sf,
(2) (VneN)(neS=n+2€S9).

Tada je S = N.
Iz 1 € S korakom dobivamo sve neparne brojeve 3,5,7,..., a iz 2 € S sve parne brojeve
4,6,8,.... Zato su potrebne obje baze: bez 2 € S ne bismo dobili nijedan paran broj.

Propozicija 7.11 (Jaka indukcija). Neka skup S C N ima svojstva
(1) 1€ 8,

(2) (VneN)(1,2,....ne S=n+1€S9).

Tada je S = N.

Izre¢eno pomocu tvrdnji: ako vrijedi P(1) i ako iz istinitosti svih tvrdnji P(1), P(2),...,P(n)
slijedi P(n + 1), onda P(n) vrijedi za svaki n € N. Cest poseban sluc¢aj glasi:

(i) vrijede P(1) i P(2);
(ii) zan > 21iz P(n — 1) A P(n) slijedi P(n + 1).

Tada P(n) vrijedi za svaki n € N. Ovu inacicu koristimo kada (n + 1)-vi ¢lan niza ovisi o
dvama prethodnim ¢lanovima; ako ovisi o trima prethodnim, trebaju nam tri baze, itd. (vidi
odjeljak 7.5).

7.4 Nejednakosti

Zadatak 7.12. Dokazite da za svaki n > 10 vrijedi 2" > 10n°.

Rjesenje. B.I. Za n = 10 imamo 2'° = 1024 > 1000 = 10 - 102.
P.I. Pretpostavimo da za neki n > 10 vrijedi 2" > 10n2.
K.I. Zelimo dokazati 2"t > 10(n + 1)2. Prema pretpostavci indukcije je

P.I
ontl — 9. 97 5 9. 1002,

pa bi bilo dovoljno da vrijedi 2 - 10n? > 10(n + 1)2. Provjerimo to:
20n% > 10n? +20n + 10 <= n? —2n —1 > 0.

Nulto¢ke polinoma n?2—2n—1 su 1++/2, pa je on nenegativan zan < 1—V2izan > 142 ~ 2,41.
Na slici je crveno oznacen skup na kojem je y = n? — 2n — 1 > 0. Posebno, nejednakost vrijedi
za svaki n > 10.

y=n?—2n—1

\ n>10 4

l
S
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Dakle, za n > 10 vrijedi
P.L
2"t 572002 > 10(n + 1),

pri ¢emu smo drugu nejednakost upravo dokazali. Prema principu matematicke indukcije (s
bazom ng = 10) tvrdnja vrijedi za svaki n > 10. O

Zadatak 7.13. Dokazite da za svaki n € N vrijedi:

(a) \/4 + /44 - + V4 < 3, gdje se na lijevoj strani pojavljuje n korijena;

n? + 3n
(b) 1+vV2+V3+-+vn—1+n< T

Rjesenje. (a) Uvedimo oznaku A, = \/4 +1/44 -+ 4 (n korijena). Tada je Ay = V4 i
Api1=+4+ A, zan € N. Svisu A, pozitivni, pa su svi korijeni definirani.
B.I. Zan =1 imamo 4; =4 =2 < 3.
P.1. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi A, < 3.
K.I. Kako je funkcija t — v/t strogo rastuéa, vrijedi

P.I.
Api1 =VA+ A, < Vi+3=V7<3.

Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n € N.
(b) B.I. Zan=1imamo 1 < 3 =1,
P.I. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi 1 + V244 Vn < "{%3".

K.I. Prema pretpostavci indukcije je

PI n? + 3n

L+V2+ vt Vit 1 < ——+Vn+1

Tvrdnja bi vrijedila i za n + 1 kada bi vrijedilo

nQanJﬂ/mS (n+1)244—3(n+1) _ n2+2n+41+3n+3.

Provjerimo to:

2 2
3 on + 4
nzn—l-*/n—i-lﬁ%@()ﬁ«/n—l—lgg—l—l
n? n?
= antlsdntl & 20,

sto je istina. Pritom smo kvadrirali nejednakost nenegativnih brojeva, sto je ekvivalentan
prijelaz jer je t — t2 strogo rastuéa na [0, +o00). Dakle,

PI n? + 3n

1+V2+-+Vn+1 <

(n+1)2+3(n+1)
vV 1< .
+vn+1=< 1

Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n € N. O

Zadatak 7.14. Dokazite da za svaki n > 2 vrijedi

LA N
2 273 on 1

<n.
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RjeSenje. B.I. Zan =21imamo 5 <1+ 3+3 <2, tj. 1 <142 <2.

P.I. Pretpostavimo da za neki n > 2 vrijedi

P N
2 23 o — 1

<n.

K.I. Oznacimo

A—1+1+1+ + L +i+ +¥
N 2 3 n_1  n on+l _ 1~

on+tl_1_92n41=2" &lanova

Treba dokazati "TH <A<n+1.

 Prvi dio zbroja A je prema pretpostavci indukcije veéi od 5. U drugom dijelu svaki je ¢lan
vedi od 271% (nazivnici su manji od 2"*1), a ¢lanova ima 2". Dakle,
n+1

2 2 27

e Prvi dio zbroja A je prema pretpostavci indukcije manji od n. U drugom dijelu prvi je ¢lan

jednak 2%, a svaki je sljede¢i manji od 2% Dakle,
A 2" L _ 1
<n+27- on = n+ 1.
Prema principu matematicke indukcije (s bazom ng = 2) tvrdnja vrijedi za svaki n > 2. O

Zadatak 7.15. Dokazite da za sve a,b € R takve da je a4+ b > 0 i za sve n € N vrijedi
2" 1 (a" +b") > (a+b)™

Rjesenje. Neka su a,b € R, a + b > 0, proizvoljni, ali fiksni. Tvrdnju dokazujemo indukcijom
po n.

B.I. Za n = 1 imamo 2%(a + b) > (a +b)!, tj. a + b > a + b, to je istina.
P.I. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi 2"~ !(a" + b") > (a + b)".
K.I. Zelimo dokazati 2" (a™ ! +b"*+1) > (a+4b)"+!. Raspisimo desnu stranu; kako je a+b > 0,

mnozenjem pretpostavke indukcije s a + b dobivamo
(a+B)™ = (a+b)(a+b)" < (a+b)2"1(a" +b7).
Kada bi vrijedilo 2"~ 1(a™ + b™)(a + b) < 2"(a™* 4 6" *1), imali bismo
(B < 2N 4+ ") (a4 B) < 2°(a"H 4 ),

sto zelimo dokazati. Pokazimo zato tu nejednakost. MnoZenjem s QH% > ( dobivamo ekviva-

lentne nejednakosti

a4 ab” + a4+ b < 2¢7 L 4 ot
— a"—ab" —a"b+ " >0
— a(a" =b") —ba" -0b") >0
<~ (a—0b)(a" —=0d") > 0.

Posljednju nejednakost dokazujemo razlikujuéi dva slucaja.
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I.a>b. Iza+b > 0slijedi a > —b, pa je a > |b| > 0. Zato je a™ > |b|"™ > b". Dakle,a—b >0
ia”—0b" >0, paje (a—b)(a™—b")>0.

II. a <b. Iza+b>0slijedi —a < b, paje b > |a|] > 0. Zato je b™ > |a|™ > a™. Dakle,a —b <0
ia"—b" <0, paje (a—b)(a" —0b") > 0.

Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve n € N. Kako su a i b bili proizvoljni
brojevi takvi da je a + b > 0, tvrdnja vrijedi za sve takve a,b € R. ]

7.5 Jaka indukcija i rekurzivno zadani nizovi

Zadatak 7.16. Niz (T},),en prirodnih brojeva zadan je s
Tn=1T,=1T3=1, Thn=Ty 1 +Th2o+Ty 3 zan=>4
Dokazite da za sve n € N vrijedi T,, < 2".

Rjesenje. Svaki ¢lan niza od ¢etvrtog nadalje ovisi o trima prethodnim ¢lanovima, pa koristimo
jaku indukciju s trima bazama.

Bl.Zan=1Ti=1<2zan=2Ty=1<4;zan=3:T3=1<8.

P.I. Pretpostavimo da za neki n > 3 vrijedi
T < 22, Tpo1 <2771 T, < 2"

K.I. Kako je n+ 1 > 4, vrijedi

PL 1 1 1 7
Tost =T+ Toot + Tog < 2727714 2072 = 0¥ (D 2 ) = 2 omtl conid,

27478/ 78

Prema principu jake indukcije tvrdnja vrijedi za sve n € N. Da smo provjerili samo bazu n =1,
korak zan+1=21in+ 1= 3 ne bi bio opravdan, jer T5 i T3 nisu dobiveni rekurzijom. O

1 1
Zadatak 7.17. Neka je z € R, z # 0, takav da je  + — € Z. Dokazite da je 2" + — € Z za
x x
svaki n € N.

Rjesenje. Oznacimo s, = ™ + ;%n im=s =x+ % € 7Z. Mnozenjem dobivamo

1

xn—l

+a"

1 1
_ - n_, _—\ _ . ntl _
mSn—($+x>(l’ +$n)—x +2L'n+1 = Sp+1 1+ Sn—1,
odnosno Spy1 = MSy — Sp—1 za n > 2. Clan s,41 ovisi o dvama prethodnim c¢lanovima, pa
koristimo inacicu indukcije s dvjema bazama.

B.I.31:m62132:x2+x—12:(x+l)2—2:m2—26Z.

xT

P.1. Pretpostavimo da za neki n > 2 vrijedi s,,_1 € Z i s,, € Z.

K.I. Tada je sp+1 = m s, — Sp—1 € Z, jer su zbroj, razlika i umnozak cijelih brojeva cijeli
brojevi.

Prema principu matematicke indukcije (inacica s bazama P(1), P(2) i korakom P(n — 1) A
P(n) = P(n+ 1)) vrijedi 2" + - € Z za svaki n € N. O
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7.6 Zadaci za samostalan rad

7.1. Dokazite da za svaki n € N vrijedi 13 423 + ... +n3 =

2
7.2. Dokazite da za svaki n € N vrijedi 1 + 1 4+ -+ L -
1-2 2.3 nn+1) n+1
z"t —1
7.3. Dokazite da za svaki x # 1 i svaki n € N vrijedi 1 + 2z 4+ 22 +--- + 2" = 1

7.4. Dokazite da za svaki n > 3 vrijedi 2"~ > n + 1.
7.5. Dokazite da je 4™ 4+ 15n — 1 djeljivo s 9 za svaki n € N.
7.6. Dokazite da za svaki n € N vrijedi n! > 2"! te odredite za koje n vrijedi jednakost.

7.7. (Bernoullijeva nejednakost) Dokazite da za svaki z > —1 i svaki n € N vrijedi (1 + x)" >
1+ nx.

7.8. Niz (ay) zadan je s a; = ag =11 ap41 = ap + ap—1 za n > 2. Dokazite da je a, < (g)n V)
svaki n € N.

7.9. Ako je x + % = 3, izracunajte % + %4 bez odredivanja broja x.

87



Poglavlje 8

Djeljivost i kongruencije

8.1 Djeljivost i prosti brojevi

U ovom poglavlju radimo sa skupovima
N={1,2,3,...} i Z={...,-2,-1,0,1,2,...}.

Na N su osnovne racunske operacije zbrajanje i mnozenje, a na Z zbrajanje, oduzimanje i
mnozenje. Dijeljenje opéenito ne vodi do cijelog broja, pa ga zamjenjujemo dijeljenjem s
ostatkom.

Teorem 8.1 (o dijeljenju s ostatkom). Neka je m € Z i n € N. Tada postoje jedinstveni q € Z
ire{0,1,...,n— 1} takvi da vrijedi

m=mn-q-+r.
Broj q zovemo kvocijent, a broj r ostatak pri dijeljenju broja m brojem n.

Napomena 8.2 (Oznaka za ostatak). Ostatak pri dijeljenju broja m brojem n krace é¢emo
pisati m mod n. Primjerice, 38 mod 5 = 3 jer je 38 = 5-7+4 3, a (—38) mod 5 = 2 jer je
—38 =5 (—8) + 2. Ostatak je uvijek nenegativan. Zapis —38 =5+ (—7) — 3 to¢na je jednakost,
ali —3 nije ostatak. Oznaku m mod n (broj) ne treba mijesati s oznakom a = b (mod n) iz
odjeljka o kongruencijama (tvrdnja).

Korisno je zapamtiti: ako je m mod n = r # 0, onda je (—m) mod n = n — r. Zaista, iz
m=nqg+rslijedi —-m=n(—¢g—1)4+(n—-r),ad<n—r<n.

Zadatak 8.3. Podijelite 1371 —137 s 12.
Rjesenje. 1z 12 -11 < 137 < 12-12 dobivamo 137 = 12 - 11 + 5, pa je kvocijent 11, a ostatak

5. Prema prethodnoj napomeni je (—137) mod 12 = 12 — 5 = 7; zaista, —137 =12 (—=12) 4+ 7.
Kvocijent je —12, a ostatak 7. O

Definicija 8.4. Neka su m,n € Z. Kazemo da n dijeli m, odnosno da je m djeljiv s n, i piSemo
n | m, ako postoji ¢ € Z takav da je m = n-q. Tada kazemo i da je n djelitelj od m, a m
visekratnik od n. Ako n ne dijeli m, piSemo n { m.

Pazite na redoslijed: u zapisu n | m lijevo stoji djelitelj. Tako je 2|6, ali 6 1 2.

Primjer 8.5.
2|4jerjed =22, 5| —=bjerje —5=5-(-1),
—2|4jerjed = (-2)-(-2), 710jerje0=7-0,
2| —4jerje —4=2-(-2), 010 jer je, npr., 0 =10-31.
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Napomena 8.6 (Kako dokazati n{m). Za n € N teorem o dijeljenju s ostatkom daje: n | m ako
i samo ako je m mod n = 0. Zbog jedinstvenosti ostatka dovoljno je naéi prikaz m =ng+1r s
0<r<n.

e Ako jen =0: 0| m samo za m = 0. Primjerice, 01 7 jer bi inace bilo 7= 0-¢ = 0, $to je
proturjecje.

o Akojen >0: 318jerje8=3-2+2i0<2<3,tj. 83mod 3 =2# 0. Takoder 51 —17 jer
je —17=5-(—-4)+3, tj. (—17) mod 5 =3 # 0.

o Ako jen < 0: vrijedin | m <= —n | m jer je m = ng = (—n)(—q). Zato, primjerice,
5116 jer 5116 (16 =5 -3 + 1).

Zadatak 8.7. Ispitajte svojstva relacije | na skupovima Z i N.
Rjesenje. Na oba skupa relacija je:

o refleksivna: k| k jer je k =k - 1;

e tranzitivna: ako a |bib | c, onda je b= ak i c = bl za neke k,{ € Z, pa je ¢ = (ak)l = a(k?),
tj. a| ¢

« nije simetricna: 2| 6 (jer je 6 =2-3), ali 612 (jer je 2mod 6 =2 # 0);
e nije irefleksivna: 3| 3 jer je 3 =3 1.

Antisimetri¢nost ovisi o skupu.

(a) Na Z relacija nije antisimetri¢na: 5| —51 =55 (jer je =5 =5-(-1)i5 = (-5) - (-1)),
ali 5 # —5.

(b) Na N relacija jest antisimetricna. Neka a | bib | a, tj. b = ak i a = bl. Tada je
a = bl = a(k?), pa dijeljenjem s a > 0 dobivamo k¢ = 1. Kako su a,b > 0, i k, ¢ su prirodni
brojevi, paje k=¢=1ia=0b.

Dakle, | je relacija parcijalnog uredaja na N, ali ne i na Z. O
Zadatak 8.8. Neka su a, b, c € Z. Dokazite:

(a) akoa|bia|c,ondaal|bt+cial|b—c;

(b) ako a | bilia| ¢, onda a | be.
Vrijede li obrati tih tvrdnji?

Rjesenje. (a) Iz a | bia| cslijedi b=akic=al zaneke k,l € Z. Tada jeb+c=a(k+¥) i
b—c=ak—¥{),ak+tlecZ Dakle,a|b+cialb—c. Opcenitije, a|ub+ vcza sve u,v € Z.
(b) Ako je b = ak, onda je be = a(kc), pa a | be. Slucaj a | ¢ je analogan.
Obrati ne vrijede.
(a) Vrijedi 2|3 —1i2|3+1,ali 2431241
(b) Vrijedi 623, ali 6121 613. O

Zadatak 8.9. Dokazite da za svaki n € Z vrijedi 3 | n® — n.
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Rjesenje. Prvi nacin. Vrijedi n® —n = n(n? — 1) = (n — 1)n(n + 1), a to je produkt triju
uzastopnih cijelih brojeva. Ostaci tih brojeva pri dijeljenju s 3 su tri uzastopna broja u ciklusu
0,1,2,0,1,2,..., pa su to upravo 0, 1,2 u nekom poretku. Dakle, jedan od faktora djeljiv je s 3,
pa je i produkt.

Drugi nacin. Razlikujemo slucajeve prema ostatku n mod 3. Pritom je k € Z.
o n =23k n®—n=27k% -3k = 3(9k> — k).
o n=3k+1 n3—n=27k>+27k*+ 9k + 1 — 3k — 1 = 3(9%>® + 9k + 2k).
e n=23k+2: n®—n =27k + 54k> + 36k + 8 — 3k — 2 = 3(9k3 + 18Kk% + 11k + 2).

U svakom slucaju 3 | n® — n.
Usput, medu brojevima n — 1 i n jedan je paran, pa je n® —n djeljiv i s 2. Kako je djeljiv s 2
is 3, djeljiv je i sa 6 (vidi korolar 8.33 u sljedeéem odjeljku). O

Zadatak 8.10. Dokazite da za svaki n € Z vrijedi 5 | n® —n i 7 |n” —n.
Rjesenje. Rastavimo

n —n=nm*-1)=nm?>-1n>+1)=n(n—-1)(n+1)(n® +1).
Promatramo ostatak n mod 5; neka je k € Z.

o Ako je nmod 5 € {0,1,4}, onda je jedan od faktora n, n — 1, n+ 1 djeljivs 5 (za n = 5k + 4
jen+1=>5k+1)).

o n=>5k+2: n? +1=25k?+ 20k + 5 = 5(5k* + 4k + 1).
o n=>5k+3: n?+1=25k* + 30k + 10 = 5(5k? + 6k + 2).

U svakom slucaju jedan faktor je djeljiv s 5, pa 5 | n® — n.

Analogno, n” —n=n(n—1)(n+1)(n®> +n+1)(n®> —n+1). Ako je nmod 7 € {0,1,6},s 7
je djeljiv jedan od faktora n, n — 1, n + 1. U preostalim slucajevima:

e n="Tk+2: n?+n+1=49k>+ 35k +7 = 7(7k? + 5k + 1);
e n="Tk+3: n?>—n+1=49%>+ 35k + 7 =7(7k? + 5k + 1);
o n="Tk+4: n?>+n+1=49k%+ 63k + 21 = 7(7k? + 9k + 3);
o n="Tk+5 n?>—n+1=49k*+ 63k + 21 = 7(7k? + 9k + 3).
Dakle, 7| n” — n. O
Definicija 8.11. Kazemo da je prirodan broj p prost (ili prim-broj) ako vrijedi:
(i) p>1,
(ii) (VneN)(n|p=mne{l,p}).
Prirodan broj veéi od 1 koji nije prost zove se sloZen. Broj 1 nije ni prost ni slozen.

Prvih nekoliko prostih brojeva je 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,... Jedini paran prost
broj je 2. Svaki prirodan broj n > 1 ima barem jednog prostog djelitelja.

Teorem 8.12 (Euklid). Prostih brojeva ima beskonacno mnogo.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno: neka su pq, ..., pg svi prosti brojevi. Broj N = pips---pp+1 >
1 ima prostog djelitelja p, a p mora biti jedan od brojeva p;. No p; | N i p; | p1---pr povlace
pi | N —p1---pr =1, $to je nemoguce jer je p; > 1. To je proturjeéje. (Nije tvrdnja da je sam
N prost: npr. 2-3-5-7-11-134+ 1 = 30031 = 59 - 509.) O

Teorem 8.13 (Osnovni teorem aritmetike). Za svaki prirodan broj n > 1 postoje jedinstveni
prosti brojevi qu < qa < --- < q © prirodni brojevi oy, ..., qp takvi da je

— %1 02 o7
n=aq 49" - q .

Drugim rijecima, svaki prirodan broj veéi od 1 moZe se na jedinstven nacin, do na poredak
faktora, zapisati kao produkt prostih brojeva.

Primjer 8.14. 105=3-5-7,24=2-2-2.3 =23.3, 899 = 29 - 31. Prost broj, npr. 7 =7,
produkt je jednog prostog broja. Broj 1 smatramo produktom nula prostih brojeva (praznim
produktom).

Zadatak 8.15. Neka je m produkt prvih 100 prostih brojeva.

(a) Odredite posljednju znamenku broja m.

(b) Odredite ostatak pri dijeljenju broja m s 4.

Rjesenje. (a) Vrijedim =2-3-5-7---pjgo = 10-(3-7-11---p1g0), pa 10 | m. Posljednja
znamenka broja m je 0.

(b) Vrijedi m = 2 (paps - - p1oo). Prosti brojevi pa, ..., pioo su neparni, pa im je i produkt
neparan, recimo 2k + 1. Tada je m = 2(2k + 1) = 4k + 2, a kako je 0 < 2 < 4, ostatak je 2. O

Zadatak 8.16. Moze li zbroj Cetiriju uzastopnih cijelih brojeva biti prost broj?

Rjesenje. Zbroj jen+ (n+ 1)+ (n+2) 4+ (n+3) = 4n + 6 = 2(2n + 3), dakle paran. Ako je
prost, mora biti jednak jedinom parnom prostom broju 2. Iz 2(2n + 3) = 2 slijedi 2n 4+ 3 = 1, tj.
n = —1. Dakle, moze, ali samo u jednom sluc¢aju: (—1) +0+ 1 + 2 = 2. Posebno, zbroj ¢etiriju
uzastopnih prirodnih brojeva nikad nije prost. ]

Zadatak 8.17. Ako je n neparan, odredite ostatak pri dijeljenju broja n? s 8.
Rjesenje. Neka jen =2k + 1, k € Z. Tada je
n? =4k* 4+ 4k + 1 = 4k(k +1) + 1.

Broj k(k + 1) produkt je dvaju uzastopnih cijelih brojeva, pa je paran: k(k + 1) = 2¢. Slijedi
n? =80+ 1, a kako je 0 < 1 < 8, ostatak je 1. O

Zadatak 8.18. Neka su ny = abc i no = def dva troznamenkasta prirodna broja ¢iji je zbroj
djeljiv s 37. Dokazite da je tada i Sesteroznamenkasti broj n = abedef djeljiv s 37.

Rjesenge. 1z 37 | ny + ng slijedi ny + ng = 37k za neki k € Z. Uoc¢imo da je 999 = 27 - 37. Tada
je

n = abc000 + W = 100011 + no = 9991y + (7”L1 + ng) =37-27n1 + 37k = 37(27n1 + k‘),

pa 37 | n. O
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8.2 Najveca zajednicka mjera i Euklidov algoritam

Definicija 8.19. Neka su a,b € Z takvi da nisu oba jednaka 0. Za d € N kazemo da je najveca
zajednicka mjera brojeva a i b, i piSemo d = M (a,b), ako vrijedi:

(i) d|aid]b,

(ii) ako ¢ € Z zadovoljava ¢ | aic|b, onda c|d.

Napomena 8.20. U skripti za predavanja M (m,n) definira se za m,n € Z\ {0}; ovdje dopustamo
da jedan od brojeva bude 0. Vazno je da je d prirodan broj.

o Jedinstvenost. Ako su d i d’ dvije najveée zajednicke mjere brojeva a i b, onda prema (ii)
vrijedi d | d' i d’' | d. Kako su d,d’ € N, a relacija | je antisimetricna na N, slijedi d = d'.

o Bududi da predznak ne utjece na djeljivost, vrijedi M (a,b) = M (|al,|b]), pa se pri ra¢unanju

mozemo ograniciti na nenegativne brojeve.
o Za a # 0 vrijedi M (a,0) = |a|. Naime, svaki cijeli broj dijeli 0, pa su zajednicki djelitelji
brojeva a i 0 upravo djelitelji od a. Medu njima |a| ima svojstva (i) i (ii).

Teorem 8.21. Neka su a,b € Z, ne oba jednaka 0. Tada je M(a,b) najmangi prirodan broj
oblika ka + 0b, gdje su k,l € Z:

M(a,b) =min({ka+ ¢b | k,¢ € Z} NN).

Dokaz. Skup S = {ka+¢b | k,¢ € Z} NN nije prazan jer sadrzi a-a+b-b = a®+b? > 0. Svaki
neprazan podskup od N ima najmanji element, pa postoji ¢ = minS. Neka je ¢ = kga + fpb i
d = M(a,b). Dokazujemo d | c¢i c | d.

d|c:kakod|aid]|b, vrijedi d | koa id | £ob, pa d | koa + lob = c.

¢ | d: dovoljno je dokazati ¢ | a i ¢ | b, jer tada iz svojstva (ii) slijedi ¢ | d. Pretpostavimo da
cta. Tada je a = gc +r, gdje je 0 < r < ¢. No

r=a—qc=a— q(koa+ lob) = (1 — gko) a + (—qloy) b,

pri ¢emu su 1 — gko, —qly € Z. Dakle r € S'i r < ¢, §to je u proturjeéju s ¢ = min S. Zato ¢ | a,
a analogno c | b.

Kako su c,d € Nyiz c| did| cslijedi ¢ = d. O

Korolar 8.22 (Bézoutova jednakost). Za a,b € Z, ne oba jednaka 0, postoje k,{ € 7 takvi da
je M(a,b) = ka + ¢b.

Zadatak 8.23. Neka su a,b € Z, ne oba jednaka 0. Dokazite:

(a) M(a,b) = M(a,a + b);
(b) M(a7b) = M(bva_ b)v
(¢) M(a,b) = M(b,a mod b) ako je b € N.
Rjesenje. (a) Neka je d = M(a,b) ie= M(a,a+0b). Izd|aid|bslijedid|a+b, pajed
zajednicki djelitelj brojeva a i a + b; prema svojstvu (ii) za e vrijedi d | e. Obratno, iz e | a i
ela-+bslijedi e | (a+b) —a=b, pa je e zajednicki djelitelj brojeva a i b, i zato e | d. Kako su
d,e € N, slijedi d = e.

(b) Isto: iz d | aid | bslijedi d | a — b; obratno, iz ¢ | bic|a—bslijedi ¢ | (a —b) +b = a.

Parovi a,b i b,a — b imaju iste zajednicke djelitelje, pa i istu najveéu zajednicku mjeru.
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(¢c) Nekajea=bg+r,r=amodb. Izc|aic|bslijedic|a—bg=r,aizc|bic|rslijedi
¢ | bq+r = a. Parovi a,b i b,r imaju iste zajednicke djelitelje, pa je M(a,b) = M(b,r). (Za
r =0 to je M(a,b) = M(b,0) =b.) O

Primjer 8.24. Uzastopnom primjenom tvrdnje (c) dobivamo
M (420,195) = M(195,30) = M(30, 15) = M(15,0) = 15,
jer je 420 =195-2+30,195=30-6+15130=15-2+0.

Prethodni primjer opisuje op¢i postupak.

Napomena 8.25 (Euklidov algoritam). Neka su a,b € N, a > b. Veéi broj podijelimo manjim, a
zatim vedi broj zamijenimo ostatkom. Postupak ponavljamo dok ostatak ne postane 0:

a="b-q1+m, 0<r<b,
b=1r1-q2+ra, 0<mr <y,
1 =T g3+ T3, 0<r3z<ry,

Tie1 = 1i - ¢iy1 + 0.

Ostaci strogo padaju, pa postupak zavrsava. Posljednji ostatak razlic¢it od nule jest najveca
zajednicka mjera: zbog prethodnog zadatka je M(a,b) = M(b,r1) = M(ri,r3) = -+ =
M (r;,0) = r;. Ako su brojevi negativni, predznake zanemarimo jer je M (a,b) = M(]al, |b]).

Zadatak 8.26. Euklidovim algoritmom odredite M (3094,19950) te je prikazite u obliku
k- 19950 + ¢ - 3094, gdje su k,{ € Z.

Rjesenje. Euklidov algoritam daje

19950 = 3094 - 6 + 1386, 3094 = 1386 - 2 + 322, 1386 = 322 -4 + 98,
322 =98 -3 + 28, 98 =28 -3+ 14, 28=14-240.

Posljednji ostatak razli¢it od nule je 14, pa je M(3094,19950) = 14. Krade to zapisujemo u
retku, s koli¢nicima ispod:

brojevi | 19950 3094 1386 322 98 28 14 0
koli¢nici 6 2 4 3 3 2

(svaki broj podijeljen sljede¢im daje koli¢nik upisan ispod sljedeéeg i ostatak upisan iza njega).
Prikaz preko linearne kombinacije. Krenemo od pretposljednje jednakosti i redom uvrstavamo
ostatke iz prethodnih jednakosti, svaki put sredujuéi koeficijente:

14=98-3-28=98—-3-(322—-3-98)=10-98 —3-322
=10-(1386 —4-322) —3-322 =10 - 1386 — 43 - 322
=10-1386 —43- (3094 — 2 - 1386) = 96 - 1386 — 43 - 3094
=96 - (19950 — 6 - 3094) — 43 - 3094 = 96 - 19950 — 619 - 3094.

Dakle, M (3094, 19950) = 14 = 96 - 19950 + (—619) - 3094.

Kraci zapis (shema). Iste koeficijente mozemo dobiti ispod tablice. Ispod posljednjeg ostatka
razli¢itog od nule (14) piSemo 0, a ispod broja lijevo od njega (28) pisemo 1. Dalje idemo ulijevo:
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novi broj jednak je broju dva mjesta desno umanjenom za umnozak susjeda desno i koli¢nika
iznad tog susjeda:

brojevi | 19950 3094 1386 322 98 28 14 0
koli¢nici 6 2 4 3 3 2
koeficijenti ‘ —619 9% —43 10 -3 1 O

Redom: —3=0-3-1,10=1-3-(-3), —43 = —3—4-10,96 = 10—2-(—43), —619 = —43—6-96.
Za svaka dva susjedna broja u prvom retku vrijedi: mjera je jednaka zbroju umnozaka ukriz, tj.
svaki od ta dva broja mnozimo koeficijentom ispod drugoga. Na pocetku tablice to daje trazeni
prikaz

14 = 96 - 19950 + (—619) - 3094,

a na kraju trivijalnu jednakost 14 =0-28 41 - 14.

Pravilo slijedi iz jednakosti algoritma. Neka su u,v susjedni brojevi u prvom retku, s
koeficijentom y ispod u i x ispod v, takvi da je 14 = - u 4+ y - v. Ako je w broj lijevo od u,
onda je w = u - ¢ + v, gdje je q koli¢nik ispod u. Tada je v = w — qu, pa

U=zu+yw-—qu)=y w+(x—qy)-u,

a x — qy je upravo koeficijent koji shema upisuje ispod w. Dakle, jednakost ostaje istinita pri
svakom koraku ulijevo. O

Zadatak 8.27. Odredite M (483327,226304) i prikazite je kao cjelobrojnu linearnu kombinaciju
brojeva 483327 i 226304.

Rjesenje. Primijenimo shemu iz prethodnog zadatka:

brojevi | 483327 226304 30719 11271 8177 3094 1989 1105 884 221 0
koli¢nici 2 7 2 1 2 1 1 1 4
koef. ‘ 472 =221 30 —11 8 =3 2 -1 1 0

Tablica sadrzi dijeljenja 483327 = 226304 -2+ 30719, 226304 = 30719-7+ 11271 itd., a posljednje
dijeljenje je 884 = 221 -4 + 0. Dakle, M (483327,226304) = 221 i

221 = 472 - 226304 + (—221) - 483327.
Provjera: 472 - 226304 = 106815488 i 221 - 483327 = 106815267, a razlika je 221. U

Zadatak 8.28. Odredite k, ¢ € Z takve da je M (3050,2107) = k - 3050 + £ - 2107.

Rjesenje. Euklidov algoritam:

3050 = 2107 - 1 + 943, 2107 = 943 - 2 + 221, 943 = 221 - 4 + 59,
221 = 59 - 3 + 44, 59 =44 -1+ 15, 44 =152 + 14,
15=14-1+1, 14=1-14+0.

Dakle M (3050,2107) = 1, tj. brojevi su relativno prosti (vidi definiciju nize). Shema:

brojevi | 3050 2107 943 221 59 44 15 14 1 0
koli¢nici 1 2 4 3 1 2 1 14
koef. | =207 143 —64 15 —4 3 -1 1 0

Slijedi 1 = 143 - 3050 + (—207) - 2107, tj. k = 143, £ = —207. Provjera: 143 - 3050 = 436150,
207 - 2107 = 436149. O
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Definicija 8.29. Za brojeve a,b € Z kazemo da su relativno prosti ako je M(a,b) = 1.

Propozicija 8.30. Brojevi a i b relativno su prosti ako i samo ako postoje k, ¢ € Z takvi da je
ka+ b= 1.

Dokaz. Ako je M(a,b) = 1, takvi k, £ postoje prema Bézoutovoj jednakosti. Obratno, ako
je ka + ¢b = 1, onda je 1 u skupu iz teorema 8.21, a ocito je najmanji prirodan broj, pa je

M (a,b) = 1. O

Ta je karakterizacija vrlo korisna u dokazima.

m+1
21n +4

Zadatak 8.31. Dokazite da se razlomak ne moze skratiti ni za koji n € N.

Rjesenje. Treba dokazati da su 7n + 1 i 21n + 4 relativno prosti. Primjenom tvrdnje M (a,b) =
M(a,b — a) dobivamo

M(mm+1,2ln+4)=M(Tn+1,14n+3)=M(Tn+1,"n+2)=M(Tn+1,1) =1,

jer je opéenito M (a, 1) = 1: jedini prirodan djelitelj od 1 je 1.
Drugi na¢in: 3-(Tn+1)+ (—1)- (2In+4) = -1, paje (-3)(Tn+1)+1-(2In+4) =11
prema propoziciji 8.30 brojevi su relativno prosti. O

Lema 8.32 (Euklidova lema). Ako a | bc @ M(a,b) =1, onda a | c.

Dokaz. 1z M(a,b) = 1 slijedi 1 = az + by za neke z,y € Z. Pomnozimo li tu jednakost s c,
dobivamo
c = acx + bey.

Oba pribrojnika djeljiva su s a (drugi jer a | be), pa a | c. O
Korolar 8.33. Akoa|c, b|ciM(a,b)=1, onda ab |c.

Dokaz. 1z a | ¢ slijedi ¢ = am za neki m € Z. Tada b | am i M(b,a) = 1, pa prema Euklidovoj
lemi b | m, tj. m = bn. Dakle, ¢ = abn, pa ab | c. O

Korolar 8.34. Ako je p prost broj ip | ab, ondap|a ilip|b.

Dokaz. Neka p | ab i p 1 a; dokazujemo p | b. Jedini prirodni djelitelji od p su 11i p, a p nije
zajednicki djelitelj brojeva p i a jer p{ a. Zato je jedini (pa i najveéi) prirodni zajednicki djelitelj
1, tj. M(p,a) = 1. Prema Euklidovoj lemi p | b. O

U dokazu smo vidjeli korisnu ¢injenicu: prost broj p relativno je prost s cijelim brojem a ako
i samo ako pta.

Napomena 8.35. Bez pretpostavke o (relativnoj) prostosti gornje tvrdnje ne vrijede: 6 | 8-9 = 72,
ali618161¢9.

Zadatak 8.36. Rastavom na proste faktore odredite M (84,126) te najmanji prirodan broj
djeljiv i s 84 i sa 126 (najmanji zajednicki visekratnik).

Rjesenje. Vrijedi 84 = 2%2.3.71126 = 2-32.7. Najveéa zajednicka mjera produkt je zajednickih
prostih faktora s manjim od dvaju eksponenata: M (84,126) = 2-3-7 = 42. Najmanji zajednicki
visekratnik dobivamo s veéim eksponentima: 22 - 32 - 7 = 252. Provjera Euklidovim algoritmom:
126 =84 -1442, 84 = 42-2 + (. Za velike brojeve ovaj je nacin nepraktican jer zahtijeva rastav
na proste faktore, a Euklidov algoritam ne zahtijeva. ]
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8.3 Kongruencije

Definicija 8.37. Neka je n € N. Za a,b € Z kazemo da su kongruentni modulo n i piSemo
a=b (modn)

ako n | a — b. Drugim rije¢ima, a i b razlikuju se za visekratnik od n. Ako n { a — b, pisemo
a#b (mod n).

Primjer 8.38. 10 = 14 (mod 4) jer je 10 — 14 = —4 i 4 | —4. Takoder 10 = —2 (mod 4) jer je
10 — (—2) =12 =4-3. S druge strane, 1 #3 (mod 4) jer 411 -3 = —2.

Propozicija 8.39. Vrijedi a =b (mod n) ako i samo ako a i b daju isti ostatak pri dijeljenju s
n.

Dokaz. Neka je a = qin+r11b=qgan+re, gdje sury,re € {0,1,...,n —1}. Tada je
a—b=(q1 —q)n+(rr—ra),

pan|a—bakoisamoakon|ry —re. Nori—rp€{—(n—1),...,—1,0,1,...,n— 1}, a jedini
visekratnik od n u tom skupu je 0. Dakle, n | a — b <= r1 =ro. O

Posebno, ako je r ostatak pri dijeljenju broja a s n, onda je a = r (mod n): iz a = ng+r slijedi
n | ng = a — r. Zato ostatak broja a pri dijeljenju s n trazimo kao jedini r € {0,1,...,n — 1}
za koji je a = r (mod n).

Propozicija 8.40. Za svaki n € N kongruencija modulo n relacija je ekvivalencije na Z:

(Va €Z)(a=a (mod n)),
(Va,b€Z)(a=b (modn)=b=a (modn)),
(Va,b,c€Z)(a=b (modn)Ab=c (modn)=a=c (modn)).

Dokaz. Refleksivnost: a—a =01in | 0. Simetricnost: akon | a—b,ondan | (—1)(a—b) =b—a.
Tranzitivnost: akon |a—bin|b—c,ondan|(a—b)+ (b—c)=a—c. O

Relacija nije irefleksivna (5 = 5 (mod n)) ni antisimetricna: 0 =n (mod n) in =0 (mod n),

an#0.

Napomena 8.41 (Klase ostataka). Klase ekvivalencije ove relacije su

O, ={z€Z|n|z—-0}={...,—2n,—n,0,n,2n,...} = {kn | k € Z},

Np,={x€Z|n|z—-1}y={kn+1|keZ}={..,1-2n,1—n,1,n+1,2n+1,...},

2], ={kn+2|keZ}, ...,
n—1,={kn+n—-1|keZ}={(k+1)n+(-1) | k+1€Z}=[-1],.

Dalje se klase ponavljaju: [n], = [0],, [n + 1], = [1],, itd. Prema propoziciji 8.39, u istoj su
klasi to¢no oni brojevi koji imaju isti ostatak pri dijeljenju s n. Zato postoji to¢no n klasa:
[0]n, [1]ny -y [0 — 1.

Racunanje s kongruencijama
Propozicija 8.42. Ako je a =b (mod n) i ¢ =d (mod n), onda je

(a) a+c=b+d (mod n),
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(b) a—c=b—d (mod n),
(¢c) a-c=b-d (mod n),
(d) a* =bv* (mod n) za svaki k € N.

Kongruencije s istim modulom smijemo, dakle, medusobno zbrajati, oduzimati © mnoZiti te
potencirati prirodnim brojem, bas kao jednakosti.

Dokaz. Pretpostavka znac¢in |a—bin|c—d.
(a) Tadan|(a—b)+ (c—d)=(a+c)—(b+d),pajea+c=b+d (modn).
(b) Tadan|(a—b)—(c—d)=(a—c)— (b—d),pajea—c=b—d (mod n).
(¢)Izn|a—bslijedin|cla—>b),aizn|c—dslijedin | b(c—d). Zato

n|c(a—0b)+blc—d)=ca—cb+bc—bd=ac—bd,

tj. ac = bd (mod n).
(d) Indukcijom po k. Za k = 1 to je pretpostavka. Ako je a* = b* (mod n), onda primjenom
(c) na tu kongruenciju i na @ = b (mod n) dobivamo a**! = a¥.a = b - b = b**1 (mod n). O

Napomena 8.43. Kako je ¢ = ¢ (mod n), iz a = b (mod n) slijedi i
a+c=b+c (modn) i a-c=b-c (modn)

za bilo koji ¢ € Z. Kongruenciju dakle smijemo pomnoziti cijelim brojem. Primjerice, iz 12 = 27
(mod 5) mnoZenjem s 3 (zapravo mnozenjem s kongruencijom 3 = 3 (mod 5)) dobivamo 36 = 81
(mod 5).

Napomena 8.44. Kongruencije opcéenito ne smijemo kratiti, ¢ak ni brojem razlic¢itim od nule.
Vrijedi 6 = 18 (mod 4) jer 4 | —12, ali 1 # 3 (mod 4). Isto tako 12 = 42 (mod 10), tj. 6-2=6-7
(mod 10), ali 2 # 7 (mod 10). Kratiti smijemo samo brojem koji je relativno prost s modulom.

Propozicija 8.45. Ako je ma = mb (mod n) i M(m,n) =1, onda je a =b (mod n).

Dokaz. 1z ma = mb (mod n) slijedi n | ma — mb = m(a — b). Kako je M(n,m) =1, Euklidova
lema daje n | a — b, tj. a = b (mod n). O

Zadatak 8.46. Odredite ostatak pri dijeljenju broja N = 325 - 837 — 258 - 392 brojem 9.
Rjesenje. Trazimo r € {0,1,...,8} takav da je N =r (mod 9). Dijeljenjem s 9 dobivamo
325=9-36+1, 837=19-93+0, 258 =9-28 + 6, 392 =9-43 + 5,
paje 325=1,837=0,258=61392 =5 (mod 9). Prema propoziciji 8.42,
N=1-0-6-5=-30=-30+36=6 (mod9).
Kako je 0 <6 < 9, broj N pri dijeljenju s 9 daje ostatak 6. O
Zadatak 8.47. Odredite posljednju znamenku broja N = 43567 - 23408 - 32147 — 2543.

Rjesenje. Posljednja znamenka prirodnog broja jednaka je njegovu ostatku pri dijeljenju s 10.
Trazimo, dakle, 0 < r <9 takav da je N =r (mod 10):

N=7-87-3=56-7T-3=6-T—-3=39=9 (mod 10).

Moze i s negativnim predstavnicima: N = (=3)-(=2)-(=3) —3 = —-21=9 (mod 10). Ocito je
N > 0, pa je posljednja znamenka broja N jednaka 9. O

97



8. Djeljivost i kongruencije

Zadatak 8.48. Odredite ostatak pri dijeljenju broja 37 s 41.

Rjesenje. Ideja je naéi potenciju broja 3 koja daje lijep ostatak pri dijeljenju s 41 (najbolje 1 ili
—1, jer se lako potenciraju). Potencija 3° = 1 ne pomaze. Ra¢unamo:

31=3, 32=9 33=27, 3'=81=40=-1 (mod 41).
Kako je 71 =417 + 3, vrijedi
3 = (B3HYT. 3B = (—1)17T. 27 = —27= 27+ 41 =14 (mod 41).
Kako je 0 < 14 < 41, ostatak je 14. ]

Zadatak 8.49. Odredite ostatak pri dijeljenju broja N = 22552 . 11323 . 557%% + 240157 . 518258
brojem 37.

Rjesenje. Najprije reduciramo baze:
225 =37-6+4+3, 113=37-3+4+2, 557=37-15+2, 240=37-6+18, 518 =37-14,

pa je 225 = 3, 113 = 2, 557 = 2, 240 = 18 i 518 = 0 (mod 37). Uz 62 =36=—1 (mod 37)
dobivamo

N = 352 . 223 . 229 + 18157 . 0258 — 352 . 252 — 652 — (62)26 = (_1)26 — 1 (mod 37)

Trazeni ostatak je 1. O

Zadatak 8.50. Odredite posljednje dvije znamenke broja 205205,

Rjesenje. Trazimo ostatak pri dijeljenju sa 100. Vrijedi 205 = 5 (mod 100) i 125 = 25
(mod 100), pa je 5> = 52 (mod 100). Mnozenjem s 5% slijedi 5**3 = 5*+2 (mod 100), tj.
eksponent mozemo smanjivati za 1 sve dok je barem 3:

20520° = 5205 = 5202 . 195 = 5202 . 95 — 5204 = 5203 = ... = 53 — 125 =25 (mod 100).
Posljednje dvije znamenke broja 2052%° su 25. 0

Zadatak 8.51. Odredite ostatak pri dijeljenju broja 2!% s (a) 11, (b) 25, (c) 62.

Rjesenje. (a) 2° =32 =33 — 1 = —1 (mod 11), pa je 2! = (2%)20 = (—1)20 = 1 (mod 11).
Ostatak je 1.

(b) 210 = 1024 = 1025 — 1 = —1 (mod 25), pa je 2100 = (21910 = (—1)10 = 1 (mod 25).
Ostatak je 1 (posljednje dvije znamenke broja 2'%° su zato 01, 26, 51 ili 76).

(c) 26 = 64 = 2 (mod 62). Mnozenjem s 2*~1 dobivamo 2¥+5 = 2¥ (mod 62) za k € N, tj.
eksponent smijemo smanjiti za 5 sve dok ostaje prirodan broj:

2100 = 995 =990 = ... =925 =32 (mod 62).

Ostatak je 32. (Kongruenciju 2% = 2 (mod 62) ne smijemo kratiti s 2 jer je M (2,62) = 2 # 1;
doista, 2° =32 # 1 (mod 62).) O

Zadatak 8.52. Dokazite da je prirodan broj djeljiv s 3 ako i samo ako mu je zbroj znamenaka
djeljiv s 3. Isto dokazite za 9.
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Rjesenje. Neka je n = Ggap_1...aidg = ap + 10a; + 10%as + - - - + 10%ay,. Dovoljno je dokazati
n=ap+a;+---+a; (mod3),

jer tada n i zbroj znamenaka imaju isti ostatak pri dijeljenju s 3, pa je jedan od njih djeljiv s 3
ako i samo ako je djeljiv i drugi. Vrijedi 10 =1 (mod 3), pa je 10™ = 1™ =1 (mod 3) za svaki
m € N. Zato je

n=ag+ 10a; +10%as + -+ 10Fay =ag+1-a; +1-as + -+ 1-a (mod 3).

Kako jei 10 =1 (mod 9), isti racun daje n = ag+ a1 + --- + a; (mod 9), pa vrijedi i kriterij
djeljivosti s 9. 0

8.4 Zadaci za samostalan rad

8.1. Odredite kvocijent i ostatak pri dijeljenju broja —2026 sa 17.
8.2. Dokazite da je n® — n djeljivo sa 6 za svaki n € Z.

8.3. Euklidovim algoritmom odredite M (252,198) i prikazite je kao cjelobrojnu linearnu kom-
binaciju brojeva 252 i 198.

8.4. Odredite M (12345,450) i M (11111111, 456).

8.5. Dokazite da je razlomak neskrativ za svaki n € N.

5 + 3

8.6. Eratostenovim sitom odredite sve proste brojeve manje od 100.
8.7. Dokazite da ne postoji cijeli broj n takav da je n? =3 (mod 4).
8.8. Odredite posljednju znamenku broja 72926,

8.9. Odredite ostatak pri dijeljenju broja 200 sa 7.

8.10. Dokazite da je prirodan broj djeljiv s 11 ako i samo ako je djeljiva s 11 alternirajué¢a suma

njegovih znamenaka ag — a; +ag — - - + (—1)*ay.
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Poglavlje 9

Polinomi

9.1 Osnovni pojmovi

Definicija 9.1. Neka je K jedan od skupova Z,Q, R, C. Polinom je funkcija f: K — K oblika
[(z) = anz™ + an_12" 4+ a1z + ag,
gdje su ag, a1,...,an € K in € Ng.

e Brojevi ay, ..., a, zovu se koeficijenti polinoma, a pribrojnici a;z* monomi.

e Ako je a, # 0, onda se a, zove vodeci koeficijent, a broj n stupanj polinoma f; piSemo
deg f = n. (U literaturi se za stupanj koristi i oznaka st f.)

o Koeficijent ag zove se slobodni c¢lan (slobodni koeficijent) polinoma.

e Polinom je normiran ako mu je vodeéi koeficijent jednak 1.

Skup svih polinoma s koeficijentima iz K oznacavamo s K|[z] i zovemo prsten polinoma. Posebno,
R[] je prsten polinoma s realnim, a Z[z]| prsten polinoma s cjelobrojnim koeficijentima. Vrijedi
Z[z] C Q[z] C R[z] C C[z].

Napomena 9.2. Funkcija f(z) = 0, Vo € K, kojoj su svi koeficijenti jednaki nuli, zove se
nulpolinom. Ona nema vodeéi koeficijent razli¢it od nule, ali je ipak smatramo polinomom.
Stupanj nulpolinoma ne definiramo (neki autori uzimaju deg0 = —1 ili deg) = —o0). Stupanj
konstantnih polinoma razli¢itih od nulpolinoma jednak je O.

Zadatak 9.3. Promatramo polinom
p(x) = (3172 —2r — 1)4 = agz® +arx’ + -+ + a1z + ao.
Odredite:
(a) as + ag + as + az + ap;
(b) a¢ + a4 + as.
Rjesenje. I. nacin. Razvojem potencije dobivamo
(322 — 22 — 1) = 812® — 21627 4 1082° + 1202° — 742* — 4023 + 122% + 82 + 1,

pajeag =1, ao =12, ag = —74, ag = 108, ag = 81. Zato je ag + ag + a4 + a2 + ag = 128 i
ag + aq + as = 46.
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II. nacin (bez razvijanja potencije). (a) Uvrstavanjem z =11 x = —1 dobivamo
0=03-1>-2-1-D*=ag+ar+ag+---+ay + ao, (%)
256 = (3(—1)> —2(=1) = 1) =as — a7 + ag — - -- — a1 + ao. (+%)

Zbrajanjem jednakosti () i (s*) neparni koeficijenti se ponistavaju: 2(ag+ag+as+az+ap) = 256,
pa je
ag + ag + a4 + as + ag = 128.

(b) Uvrstavanjem = = 0 dobivamo (3-02 —2-0 — 1)* = ag, tj. ap = 1. Vodeéi koeficijent je
koeficijent uz 2%; on dolazi samo od (322)* = 8128, pa je ag = 81. Iz (a) slijedi

ag + a4 + as = 128 —ag — ag = 128 — 81 — 1 = 46. ]
Zadatak 9.4. Odredite zbroj koeficijenata polinoma koji se dobije sredivanjem izraza
(2 — 3z + 22)1999(2 + 3¢ + £2)2000,
Rijesite i inacicu s eksponentima 2023 i 2024.

Rjesenje. Zbroj koeficijenata polinoma f jednak je f(1). UvrStavanjem = = 1 dobivamo
(2 _ 3 + 1)1999(2 + 3 + 1)2000 — 01999 . 62000 — 0

Prvi je faktor u x = 1 jednak nuli i u inacici s eksponentima 2023 i 2024, pa je i tamo zbroj
koeficijenata jednak 0. 0

Napomena 9.5. Za f,g € R[x| funkcije f g, f-g i fog zadane s
(fx9)(x) = flz) £g(x),  (f-9)(x) = flz)-g9(x), (fog)(x)=fl9(x)), VreR,
takoder su polinomi, tj. elementi skupa R]z].

Zadatak 9.6. Neka su f, g € R[z| nenul polinomi. Izrazite stupnjeve polinoma f + g, f — g,
f-gifogpomoéudegfidegg.

Rjesenje. Oznacimo deg f = n, degg = m i pisimo
f(z) =apz™ + -+ a1z + ag, an #0, g(x) = bpx™ + -+ + bz + by, by, # 0.
Zbroj. Razlikujemo tri slucaja.

1°n>m: (f+9g)(x) =apz™+ -+ (am +bp)x™ + - -+ (a1 + b1)x + (ap + bo). Kako je a,, # 0,
vrijedi deg(f + g) = n.

2° n < m: analogno je (f+¢)(x) = bpx™+- -+ (an+bp)x"+- - -+ (ao+bo), pa je deg(f+g) = m.

3 n=m: (f+9)(x)=(an+by)x" + -+ (a1 +b1)x + (ap + by). Koeficijent a,, + b, moze biti
jednak nuli, pa je stupanj tada manji od n. Zbroj moze biti ¢ak i nulpolinom, primjerice za
f(x) =22 —11ig(xr) =—2x+ 1. Jedino $to moZzemo zakljuciti jest deg(f + g) < n (ako je
f+9#0).

1z sva tri slucaja zakljucujemo: ako je f + g # 0, onda je

deg(f + g) < max{deg f,deg g},

pri ¢emu jednakost sigurno vrijedi kad je deg f # degg. Buduéi da je f —g = f+ (—g) i
deg(—g) = degg, isto vrijedi za razliku: deg(f — ¢g) < max{deg f,degg} ako je f — g # 0.
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Produkt.
(f-9)(x) = (anz"™ + -+ ag) (bpx™ +- - +by) = Anbmx™ ™ + (anbpm—1 + an_1by)z™ T4

Buduéi da je anby, # 0, vrijedi deg(f - g) = n+m = deg f + degg.

Kompozicija. Neka je g nekonstantan, tj. m > 1. Tada je

(fog)(@) = an(g(@))" + - +arg(x) + ap = an(bpa™ + -+ +bo)" + - +ag
= apby, ™" + (nize potencije).

Kako je anblt, # 0, vrijedi deg(f og) =m-n =deg f - degg. O

Teorem 9.7 (o jednakosti polinoma). Neka su p(z) = apz™ + -+ + a1z + ag, an, # 0, i
g(x) = bpa™ + -+ bix + by, by, # 0, dva polinoma. Tada vrijedi

p(z) =g(x), Vi eR <= m=n A a;=0b;, Vi€ {0,...,n}.

Drugim rije¢ima, dva su polinoma jednaka kao funkcije ako i samo ako imaju jednake
stupnjeve i jednake odgovarajuce koeficijente. To nam omogucuje rjeSavanje zadataka usporedbom
koeficijenata.

Zadatak 9.8. Odredite sve polinome p € R[z| koji zadovoljavaju
(4 Dp(z) = 23 + 1, Vo e R.
Rjesenje. I. nacin. 1z jednakosti polinoma slijedi jednakost stupnjeva:
deg((x + 1)p(z)) = deg(x® +1) = 1+degp=3 = degp = 2.
Dakle, p(z) = az? + bx + ¢, a # 0. UvrStavanjem dobivamo
(x4 1)(az?® +br+c) = azx® + (a + b)z® + (b+ )z +c=2® + 1.

Usporedbom koeficijenata (teorem 9.7) slijedia =1,a+b=0,b+ ¢ =0, c=1, odnosno a = 1,
b= —1, c=1 (sve ¢etiri jednakosti su zadovoljene). Rjesenje je p(x) = 22 — z + 1.
II. nacin. Za r = —1 jednakost glasi 0 - p(—1) = 0, $to vrijedi uvijek. Za x # —1 mora
vrijediti
?+1  (z+D)@*—z+1)

p(@) =" 1 o

Polinomi p(z) i 22 —  + 1 podudaraju se u beskona¢no mnogo tocaka, pa su jednaki (napo-

mena 9.38). Rjesenje je opet p(z) = 22 — x + 1. O
Zadatak 9.9. Odredite sve polinome f € R[z] takve da vrijedi
f(2® =3) =2 f(x — 1), Vx € R.

Rjesenje. Nulpolinom ocito zadovoljava jednakost. Neka je f # 0 i n := deg f. Lijeva strana je
kompozicija polinoma f i g(z) = x? — 3, pa prema zadatku 9.6 ima stupanj 2n (za n = 0 to je
oCito), a desna strana ima stupanj 2 4+ n. Iz jednakosti polinoma slijedi 2n = 2 4+ n, tj. n = 2.
Dakle, f(z) = ax? +bx +¢, a #0, i
a(z? = 3)* +b(@? = 3) +c = 2% (a(x — 1)? + b(z — 1) +¢),
az* — 6az? + 9a + bz — 3b+ ¢ = az? — 202> + ax? + bxd — ba? + ca?,

azt + (b — 6a)z” + (9a — 3b + ¢) = az* + (b — 2a)z> + (a — b + ¢)z2.
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Usporedbom koeficijenata dobivamo:

x: a=a,

z2: 0=b-—2a = b=2a,

z“: b—ba=a—b+c = 2a—6a=a—2a+c = c= —3a,
2%: 9a—3b+c=0 = 9a —6a — 3a = 0.

Posljednja je jednakost uvijek ispunjena, pa je a € R\ {0} slobodan parametar. Rjesenja su
nulpolinom i svi polinomi

f(z) = az® 4 2azx — 3a = a(x? + 22 — 3), a € R\ {0},
$to zajedno mozemo zapisati kao f(z) = a(x? + 2z — 3), a € R. O
Zadatak 9.10. Odredite sve f € R[xz] takve da je f(—2z + 1) = 22% — x + 3 za svaki = € R.

Rjesenje. I nacin. Uz n = deg f lijeva strana ima stupanj n-1, pajen = 21 f(z) = az? +bx +c,
a # 0. Tada je

a(=2z 4+ 1)* + b(—22 + 1) + ¢ = 4daz® + (—4a — 2b)z + (a + b+ ¢) = 22 — x + 3.

Usporedbom koeficijenata dobivamo 4a = 2, tj. a = %; zatim —4a —2b = —1,tj. b = %(1 —4a) =
—%; i konacno a + b+ c = 3, tj. ¢ = 3. Rjesenje je

flz) =32 = 1z +3.

1I. nacin. Uvedimo zamjenu t := —2x + 1, odnosno = = —%(t —1). Kad z prolazi skupom R, i
t prolazi cijelim skupom R, pa je za svaki t € R

f(t):2<—%(t—1))2—|—%(t—1)—|—3:%(t2—2t+1)+é(t—1)+3:%tQ—%t—i—?).

Dakle, f(z) = 422 — 1z +3. O

Zadatak 9.11. Odredite polinom f € R[z] takav da je degf = 2, f(1) =6, f(2) = 11 i
F(=1) =s.

Rjesenje. 1z deg f = 2 slijedi f(z) = ax?® + bx + ¢, a # 0. Uvjeti daju sustav

a+b+c=06, a+b+c=06,
da +2b+c=11, = 3a+b=25,
a—b+c=38, —2b = 2.

(Drugu jednadzbu dobili smo oduzimanjem prve od druge, a tre¢u oduzimanjem prve od trece.)
Slijedi b=—-1,a=%(5—b) =2, c=6—a—b=>5. Dakle, f(z) =222 — 2 + 5. O

Zadatak 9.12. Odredite a,b € R takve da polinom f(z) = z* + 223 + az? 4+ 2z + b bude
kvadrat nekog polinoma.

Rjesenje. Neka je f = g%. Tada je 4 = deg f = 2degg, pa je degg = 2, tj. g(z) = ax?® + Sz +7,
a#0. Iz

2t 203 4 az? + 22+ b= (az® + Bz +7)? = o’xt + 20823 + (6% + 2ay) 2% + 2B~z + A
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usporedbom koeficijenata dobivamo

s P =1 = a=+1,
z3 2a5:2:>ﬁ=é:017
z!: 267—2:>’y—%:a,
22 a=p6%4 2y,
o b:fy2.
lPa=p=y=1la=8>+2ay=3,b=~>=1.
2°a=p=y=—-1:opeta=3,b=1.
RjeSenje je a = 3, b = 1; tada je f(x) = (2% + 2 + 1)2. O

Zadatak 9.13. Odredite sve polinome p € R[z| takve da vrijedi

p(1) 4+ p(z) + p(z?) = (1 + = + 22) p(x), Vr € R.
Rjesenje. Nulpolinom je rjesenje. Ako je p(z) = ¢ # 0 konstantan, dobivamo 3¢ = ¢(1 + z + z2)
za sve x, Sto nije moguée. Neka je zato n := degp > 1. Lijeva strana tada ima stupanj 2n

(dolazi od p(z?)), a desna n + 2, pa je 2n = n+2, tj. n = 2. Stavimo p(z) = ax?® +bx +c, a # 0:

(a+b+c)+ (ax® + bx +¢) + (az + ba® +¢) = (1 + z + 2%)(az® + bz + ¢),
az’ + (a+b)x? + br + (a + b+ 3¢) = ax’ + (a +b)a> + (a + b+ ¢)2?
+ (b+ )z + c.

Usporedbom koeficijenata:

. a=a,
2 0=a+b = b= —a,
2?2 a+b=a+b+c = c=0,

xr: b=b+c = c=0,

x': a+b+ 3c=c jetada zadovoljeno.
Dakle, a je slobodan parametar. Rjesenja su nulpolinom i svi polinomi
p(z) = az® — ax, a € R\ {0},

odnosno, zajedno, p(r) = a(x? — ), a € R. O

9.2 Dijeljenje polinoma s ostatkom

Teorem 9.14 (o dijeljenju s ostatkom). Neka je K € {Q,R,C} i neka su f,g € K|x] polinomi,
pri cemu g nije nulpolinom. Tada postoje jedinstveni polinomi q,r € K[x] takvi da je

f=g-q+r i r=0 i degr <degg.
Polinom q zovemo kvocijent, a r ostatak pri dijeljenju polinoma f polinomom g.

Napomena 9.15. Isti teorem vrijedi i u Z[z] ako je vodeéi koeficijent djelitelja g jednak +1: tada
su kvocijent i ostatak pri dijeljenju polinoma f € Z[z]| s g takoder iz Z[z]. Posebno, to vrijedi
pri dijeljenju polinomom = — k, k € Z.
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Kvocijent i ostatak odredujemo poznatim postupkom dijeljenja: vodeci ¢lan djeljenika podije-
limo vodeé¢im ¢lanom djelitelja, dobiveni monom pomnozimo djeliteljem, umnozak oduzmemo od
djeljenika (u zapisu ispod djeljenika pisemo umnozak s promijenjenim predznacima i zbrajamo)
te postupak ponavljamo dok ne dobijemo polinom manjeg stupnja od djelitelja.

Zadatak 9.16. Podijelite polinom f(z) = 23 — 222 4+ x + 3 polinomom g(z) = 2% + 2z — 1.
Rjesenje.

(z3 —222 4z +3) (22 +2x—-1)=z—4
—r3 =222 4z

—4x% 42z  +3
422 +8x —4
10z -1

Dakle, g(z) =2 — 4, r(x) =10z — 1, tj. 2° =222 + 2 +3 = (2 + 22 — 1)(z —4) + 10z — 1. O

Zadatak 9.17. Podijelite f(z) = 27 + 52% — 325 + 22 — 23 + 22 — 72 + 3 polinomom
g(x) = 2% — 222 + 30 + 1.

Rjesenje.

(x7 +528 325 +22*  —2®  +a?  —Tx +3) (2 —22%2+ 3z +1)
—x7 4225 325 —xt
72 —62° 42t —2 422 —Tzx +3
—72% +142° —212* —723
8z° —20x1 —8x3 +a? —Tx +3
—8x% +162% —2423 822
—4xt 3223 727 —Tx +3
4ot —8zx3 41222 +4x
—4023  +52% -3z +3
4023 —80x? +120z +40
—75x? +117x +43

Clanovi kvocijenta redom su z*, 723, 822, —4x, —40. Dakle,
g(z) = z* + 72% + 82% — 4z — 40,  r(z) = —752% + 117z + 43. O

Ostatak se ponekad moze odrediti bez provodenja dijeljenja: ako je degg = 2, ostatak je
oblika r(x) = ax + b, a a i b odredujemo uvrstavanjem nultoc¢aka djelitelja (ako su one razlicite;
za dvostruku nultocku koristimo i derivaciju, vidi odjeljak o formalnoj derivaciji).

Zadatak 9.18. Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma f(z) = 2'%° + 329 + 22 — 32 + 9
polinomom g(x) = 2% + 2z — 3.

Rjesenje. Kako je degr < degg = 2, ostatak je oblika r(z) = ax + b, a,b € R. Prema teoremu
o dijeljenju s ostatkom postoji polinom ¢ takav da je

2100 4329 1 2% — 3249 = g(z)(2? + 22— 3)+azx+b = q(x)(z+3)(x— 1) +az +b, Vz € R.

Uvrstavanjem o = —3 dobivamo 319 — 3100 1.9 494+ 9= 34+ b, tj. —3a + b = 27.
Uvrstavanjem « = 1 dobivamo 1 +3+1—-34+9=a+0b, tj. a + b= 11.
Rjesenje sustava je a = —4, b = 15, pa je r(x) = —4x + 15. O

Zadatak 9.19. Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma f(x) = 2256 —8254+1128 -7 polinomom
g(z) =22 — 1.
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Rjesenje. Kao u prethodnom zadatku, r(x) = ax 4+ b i
2250 — 825 4 112% — 7 = ¢(2) (2% — 1) + ax + b, Vo € R.

Zarx=11-84+11-7T=a+btj.a+b=-3. Zax=-1:1-8+11 -7 = —a+b, tj.
—a + b= —3. Slijedi a = 0, b = —3, pa je ostatak konstantni polinom r(z) = —3. ]

9.3 Dijeljivost i najveca zajednicka mjera

Definicija 9.20. Neka su f, g € R[z]. Kazemo da g dijeli f (odnosno da je f djeljiv s g) ako
postoji polinom p € R[x] takav da je

f=pr-y
i piSemo g | f. Analogno se definira djeljivost u K[z] za K € {Z,Q,C}.

Zadatak 9.21. Djeljivost polinoma je binarna relacija na R[x]. Ispitajte njezina svojstva.

Rjesenje. Provjeravamo redom svojstva.
o Refleksivnost: DA. Za svaki f vrijedi f =1-f, pa f | f.

e Simetricnost: NE. Primjerice, 22 — 1 | 2% —x jerje 23 —z = z(2? — 1), ali 23 — 222 — 1
(polinom stupnja 3 ne moze dijeliti nenul polinom stupnja 2).

o Tranzitivnost: DA. Neka su f,g,h € R[z]| takvida f | gi g | h. Tada postoje p1,p2 € R[z]
takvi da je g = p1f 1 h = pag. Slijedi h = (p2p1) f, gdje je p2p1 € Rlz], pa f | h.

o Antisimetricnost: NE. Vrijedi z +1 |2z +2 jer je 20 +2=2(x 4+ 1),i 2z + 2 | x + 1 jer je
r+1=302c+2),aliz+1%#2x+2.

Na predavanjima je pokazano da iz g | f i f | ¢ za nenul polinome slijedi f = ¢- g za neku
konstantu ¢ # 0; upravo zato antisimetri¢nost ne vrijedi. ]

Definicija 9.22. Neka su f,g € R[z], f,g # 0. Za polinom h € R[z] kazemo da je najveca
zajednicka mgjera polinoma f i g ako vrijedi:

1) h|fih]|g;

2) ako za k € Rlz] vrijedi k | f i k| g, onda k| h.

Teorem 9.23. Za svaka dva polinoma f, g # 0 postoji jedinstvena normirana najveéa zajednicka
mjera; oznacavamo je s M(f,g).

Napomena 9.24. Prema definiciji s predavanja najveéa zajednicka mjera je svaki polinom s gornja
dva svojstva; ona je jedinstvena samo do na mnozenje konstantom ¢ # 0. Ovdje (dok nismo u
Z[z]) dodatno zahtijevamo normiranost, pa oznaka M(f, g) oznacava jedinstvenu normiranu
najvecu zajednicku mjeru.

Euklidov algoritam za polinome

Neka je deg f > deg g. Uzastopno dijelimo s ostatkom:

=9 q+mr, degr; < degg,

g=r1"q2+ 72, degry < degry,

L ="T2-q3+ T3, degrs < degra,
Tn—2 = Tn—1"Qn + Tn, degr, < degr,_1,
Tn—1=7Tn " Q4n+1 (ostatak je 0).
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Stupnjevi nenul ostataka strogo padaju, pa postupak zavrsava. Zajednicki djelitelji polinoma
f 1 g isti su kao zajednicki djelitelji polinoma ¢ i r1 (jer je r1 = f — gq1), zatim rq i ro itd.
Zato je posljednji nenul ostatak r, najveéa zajednicka mjera, a M(f, g) dobivamo normiranjem
polinoma 7, (dijeljenjem njegovim vodeé¢im koeficijentom).

Zadatak 9.25. Nadite najveéu zajednicku mjeru polinoma
fxy=a*4+23+22%+2+1 1 gx)=2>—222+2—2.
Rjesenje. Prvo dijeljenje:

(zt  +2® +222 42 +1) (¥ -2 +z2-2)=x+3
—zt 4213 —2? 422
322 427 +3x  +1
—323 +622 -3z +6
712 +7

pa je qi(x) = x + 3, r1(x) = 72% + 7. Drugo dijeljenje:

(23 —227 4o =2) (T2 +7)=1z-2
—.1'3 —X
—222 -2
222 +2

0

Ostatak je 0, pa je posljednji nenul ostatak r;. Normiranjem dobivamo

M(f,g) = tri(z) = 2(Ta® +7) = 2° + 1. O

9.4 Nultocke polinoma i Bézoutov teorem

Zadatak 9.26. Dokazite da je ostatak pri dijeljenju polinoma f polinomom g(z) = x — a
jednak f(a).

Rjesenje. Kako je degr < degg = 1, ostatak r je konstanta. Iz f(x) = (x — a)q(x) + r, Vz,
uvrstavanjem x = a dobivamo f(a) =0-q(a) +r, tj. r = f(a). O

Definicija 9.27. Za a € K kazemo da je nultocka (ili korijen) polinoma f € K|z| ako je
f(a) =0,

Teorem 9.28 (Bézout). Broj a je nultocka polinoma f ako i samo ako x — a dijeli polinom f.
Teorem slijedi izravno iz zadatka 9.26: x — a | f ako i samo ako je ostatak f(a) jednak nuli.

Korolar 9.29. Ako su ay,...,a medusobno razlicite nultocke polinoma f, onda (x — ay)(x —

ag) - (z —ax) | f.

Dokaz. Prema Bézoutovu teoremu f = (v —a1)fi. Za i > 2 je 0 = f(a;) = (a; —a1) fi(a;) i
a; —ay # 0, pa su ag, ..., a; nultocke polinoma f;. Ponavljanjem postupka (indukcijom po k)
dobivamo f = (x —ay) -+ (x — ak) fx. O

Zadatak 9.30. Dokazite da je polinom
f@)=(@*+z—-1)*"+ @ -+ 1) -2, neN,

djeljiv polinomom g(z) = 2% — .
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Rjesenje. Vrijedi g(z) = x(x — 1), pa je prema korolaru 9.29 polinom f djeljiv s g ako je djeljiv
szisx—1,tj. akoje f(0) =01 f(1) = 0. Provjerimo:

FO) = (=D +12"—2=141-2=0,
f)=0+1-D)"4+(1-1+1)"-2=1+1-2=0.
Dakle, g | f. =

Zadatak 9.31. Polinom f € R[z| pri dijeljenju s x — a daje ostatak A, a pri dijeljenjus x — b
ostatak B, pri ¢emu je a # b. Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma f s (z — a)(z — b).

Rjesenje. Prema zadatku 9.26 je f(a) = A1 f(b) = B. Buduéi da je degr < deg((z—a)(z—b)) =
2, ostatak je oblika r(z) =uzr + v i

f(z) =q(z)(x —a)(x — b) + ux + v.

Uvrstavanjem © = a i * = b dobivamo A = ua +v i B = ub + v. Oduzimanjem slijedi

u(a—b):A—B,tj.u:%,azatim

A— B Ba—Ab

v ua a—b a—>
Dakle,
A-B Ba — Ab
= . O
r(@) = a—>b T a—>b

Zadatak 9.32. Neka je f(x) = 2% + ax?® + bz + c. Odredite a, b, c € R takve da f pri dijeljenju
sx—1, x—2, x — 3 daje redom ostatke —8, —9, —4.

Rjesenje. Prema zadatku 9.26 uvjeti glase f(1) = —8, f(2) = -9, f(3) = —

l1+a+b+c=-8 a+b+ec=-9
8+4a+2b+c=-9 = 4da +2b+c= —17
274+9a+3b+c=—4 9a + 3b+ ¢ = —31.

Oduzimanjem uzastopnih jednadzbi dobivamo 3a +b= —-8iba+b=—14, pajea=-3,b=1
ic=-9—a—-b=-"7. O

Zadatak 9.33. Dokazite da je polinom f(x) = (z+1)?" —2?" —2x—1, n € N, djeljiv polinomom
g(x) = 22°% + 322 + .

Rjesenje. Vrijedi g(z) = z(x + 1)(2z + 1) = 22(z + 1) (z + ). Prema korolaru 9.29
glf <= z|f Na+1[f Aat+i|f < f(0)=f(-1)=f(-3) =0.
Provjerimo:

f(0)=1"-0-0-1=0,
f-1)=0-1+2-1=0,

=" -3 +1-1=0.
Dakle, g | f. O

Zadatak 9.34. Neka su f,g € R[z], f # 0, i g(x) = 2® — 922 — 92 — 1. Dokazite da M(f, g)
nije djeljiv polinomom x + 1.
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Rjesenje. Znamo da M(f,g) | fiM(f,g) | g. Kad bi vrijedilo z + 1 | M(f, g), tranzitivnoséu
bismo dobili z + 1 | g, tj. g(—1) = 0. No

g(—1)=—1-9+9—1=-2+#£0,
sto je kontradikcija. Dakle, 2z + 14 M(f, g). O

U sljedeca dva zadatka uvrstavamo i kompleksne brojeve: realne polinome smatramo elemen-
tima skupa C[z], a jednakost f = g - ¢+ r vrijedi i za sve x € C.

Zadatak 9.35. Polinom f € R[z] pri dijeljenju s = + 1 daje ostatak 4, a pri dijeljenju s 22 + 1
ostatak 2x + 3. Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma f s (z + 1)(z% + 1).

Rjesenje. Bududi da je degr < deg((z + 1) (22 + 1)) = 3, ostatak je oblika r(z) = az? +br +c i
f(z) =q@)(x+1)(z* + 1) + az® + bz + c.

Iz uvjeta zadatka je f(—1) = 4, a iz f(z) = q1(x)(z* + 1) + 22 + 3 slijedi f(i) = 2i + 3 i
f(—=i) = —2i 4+ 3. Uvrstavanjem x = —1, x = i i £ = —i dobivamo

4=a—-b+ec, 2i4+3=—a+1ib+c, —2i4+3=—-a—1ib+c.

Zbrajanjem posljednjih dviju jednakosti slijedi —2a 4 2¢ = 6, tj. ¢ = a + 3, a oduzimanjem

2ib = 41, tj. b = 2. Iz prve jednakosti tada jed=a—24+a+ 3, pajea= % ic= %. Dakle,

r(z) =32 + 22 + . -
Zadatak 9.36. Dokazite da je polinom
Fla) = a1o 4 g2+l 4 et 4 dde3, a,b,c.deN,
djeljiv polinomom g(z) = 2% + 2% + = + 1.

Rjesenje. Vrijedi g(z) = (x + 1)(2#®2 + 1) = (x + 1)(x — i)(x + 1), pa je prema korolaru 9.29
dovoljno provjeriti da su —1, i i —i nultocke polinoma f. Koristimo (—1)* =% = (—i)* = 1:

f(-)=1-1+1-1=0,
fi)=14+i-1—i=0,
fl=i)=1—i—1+4i=0.

Dakle, g | f u Clz]. Kvocijent je pritom realan polinom: dijeljenjem u R[z] dobivamo f = gg+r
s realnim ¢, r, a zbog jedinstvenosti dijeljenja u Clx] mora biti » = 0. Dakle, g | f i u R[z]. O

Zadatak 9.37. Dokazite da polinom stupnja n ne moze imati vise od n razli¢itih nultocaka.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da su aj,as,..., a1 razli¢ite nultocke polinoma f,
deg f = n. Prema Bézoutovu teoremu (korolar 9.29) f je djeljiv produktom

(z —a1)(z —az) (v — ant1),

Sto je polinom stupnja n + 1. Tada je f = (z —a1)---(x — apnt1) h za neki h # 0, pa je
deg f > n+ 1. To je u kontradikciji s deg f = n. O

Napomena 9.38. Jedini polinom s beskona¢no mnogo nultocaka je nulpolinom f(z) =0, Va € R.
Posljedi¢no, ako se dva polinoma podudaraju u beskonaéno mnogo tocaka, onda su jednaki
(njihova razlika ima beskona¢no mnogo nultocaka).
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Zadatak 9.39. Odredite sve polinome f € R[z] koji zadovoljavaju
zf(zx—1) = (x —3)f(x), Vz € R.

Rjesenje. Nulpolinom ocito zadovoljava jednakost. Za f # 0 i n = deg f obje strane imaju
stupanj n + 1, pa iz stupnjeva ne dobivamo nikakvu informaciju. Zato uvrstavamo brojeve koji
ponistavaju lijevu ili desnu stranu:

r=0: 0-f(-1)=-3f(0) = f(0)=
r=3: 3f(2)=0-f(3) = () 0,
r=2: 2f(1)=-1-f(12)=0 f(1) =

Prema korolaru 9.29 vrijedi z(x — 1)(z — 2) | f, tj. f(z) = z(x — 1)(z — 2)g(x) za neki g € R[z].
Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo

z(x—1)(z—-2)(z—-3)g(z—1) =z(x — 1)(z — 2)(z — 3) g(z), Va € R.
Za x #0,1,2,3 smijemo kratiti, pa je g(z) = g(z — 1). Odatle je
9(3) = g(4) = g(5) = g(6) = ---
Definirajmo h € R[z], h(z) = g(z) — ¢(3). Tada je h(3) = h(4) = h(5) = --- = 0, pa h ima
beskona¢no mnogo nultocaka i prema napomeni 9.38 je h = 0. Dakle, g(z) = ¢(3) = ¢ je

konstanta, a sva rjeSenja su

fx)=cx(x—1)(x—2), ceR. O

9.5 Hornerov algoritam
Neka je f(z) = ana™ + ap_12" ' + -+ + a12 + ag, a, # 0. Podijelimo f s x — a:

fl@)=q(z)(zr —a)+r, r= f(a), degg=n—1,

gdje je q(x) = by_12" 1+ b, 02" 2+ + bz +bg. Mnozenjem desne strane i izjednacavanjem
koeficijenata uz iste potencije dobivamo

an = bp_1, bpn-1= an,
ap—1=bp2 —ab,_1, bn—2 = aby—1 + an—1,
ap—2 = by_3 — aby,_2, b3 = aby_2 + an_2,
odnosno
a1 = by — aby, by = aby + aq,
ag =1 — aby, r = abg + ap.

Te rac¢une pregledno zapisujemo u tablicu (Hornerova shema):

| an |an—1|anso|---|ai| ao
a || bpo1 | bn—z | bu—s |-+ | bo | 7= f(a)

Prvi broj donjeg retka prepisujemo (b,—1 = a,), a svaki sljedeéi dobivamo tako da prethodni
broj donjeg retka pomnozimo s « i dodamo mu koeficijent iznad. Posljednji broj je ostatak
f(a), a ostali su koeficijenti kvocijenta. Pritom u gornji redak obavezno upisujemo i koeficijente
jednake nuli.
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Zadatak 9.40. Hornerovim algoritmom podijelite

(a) f(z) =22° — 23 + 2 + 8 polinomom g(z) = = — 2;
(b) f(x) = 22 — 622 + 22 — 1 polinomom g(x) = = — 3.

Rjesenje. (a) Ovdje je a = 2, a koeficijenti uz 2* i 22 jednaki su nuli:

Dakle, g(x) = 22* + 423 4+ 72? + 142 + 29 i r(z) = 66 = f(2).
(b) Ovdje je o = 3:

Dakle, q(z) =222 +2ir(z) =5 = f(3). O

9.6 Cjelobrojne i racionalne nultocke

Teorem 9.41. Neka je f € Z[x] polinom s cjelobrojnim koeficijentima koji ima cjelobrojnu
nultocku a € Z, a # 0. Tada a dijeli slobodni ¢lan polinoma f.

Dokaz. 1z 0 = f(a) = apa™ + - - -+ ara + ag slijedi ag = —a (a,a™ ' +---+ay), a broj u zagradi
je cijeli. Dakle, a | ag. O

Teorem 9.42 (racionalne nultocke). Neka je f(x) = apz™ + -+ + a1z + ag € Z[z], a, # 0,
ag # 0, i neka je a = g € Q nultocka polinoma f, pri emu sup € Z\{0} i g € N relativno prosti
(tj. M(p,q) = 1). Tada brojnik p dijeli slobodni ¢lan ag, a nazivnik q dijeli vodeci koeficijent ay,.

Dokaz. Mnozenjem jednakosti f(2) = 0's ¢" dobivamo

anp" + ap_1p" g+ -+ aipg” ' + apg" = 0.

Odatle je —aopq™ = p (anp™ ' +---+a1¢" 1), pa p | apq™, a kako su p i ¢ relativno prosti, p | ao.
Analogno, iz —a,p" = q (an_1p" "' + - + apq" ') slijedi q | an. O

Napomena 9.43. Ako je slobodni ¢lan jednak nuli, najprije izlu¢imo najveéu potenciju od x koja
dijeli polinom; tada je 0 nultocka, a ostale nultocke trazimo kao nultocke preostalog faktora,
kojemu je slobodni ¢lan razlicit od nule.

Racionalne nultocke trazimo tako da ispiSemo sve kandidate 2 (gdje p | ao i ¢ | a5) i za

svakoga Hornerovim algoritmom izracunamo vrijednost polinoma. Kada nademo nultocku,
Hornerova shema daje i kvocijent, pa dalje trazimo nultocke kvocijenta (polinoma nizeg stupnja).

Zadatak 9.44. Nadite nultocke polinoma f(z) = 223 — 2% — 62 + 3.

Rjesenje. Dijelitelji slobodnog ¢lana ag = 3 su +1, 43, a djelitelji vodeéeg koeficijenta ag = 2 su
1, 2. Kandidati za racionalne nultocke su

1 3
+1, +3, +3, +5.
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Vrijednosti ra¢unamo Hornerovim algoritmom (svaki redak pocinje od koeficijenata polinoma

£):
2] -1|-6| 3
1 [[2] 1]-5] -2
~1{[2{-3|-3| 6
302 5] 9| 30
—3|2|-7| 15| —42
202 o|-6| o0

Dakle, f(1) = =2, f(—1) = 6, f(3) = 30, f(=3) = —421 f(3) = 0, pa je 21 = 5 nultocka.
Prema Bézoutovu teoremu x — %, a time i 2x — 1, dijeli f. Iz posljednjeg retka tablice kvocijent
pri dijeljenju s x — % je 222 — 6; isto dobivamo i dijeljenjem s 2z — 1:

(223 —2?2 —6x +3) :(2r—1)=22-3

—2x3 422
—6x +3
6xr —3
0

Dakle, 22° — 22 — 62 + 3 = (22 — 1)(22 — 3), pa su preostale nultocke z2 3 = £+/3 (koje nisu
racionalne). Nultocke polinoma f su %, V31i—3. O

Zadatak 9.45. Nadite nultocke polinoma f(x) = o* — 223 — 522 + 4z + 6.

Rjesenje. Vodedi koeficijent je 1, pa su racionalne nultocke cjelobrojne i nalaze se medu djelite-
ljima broja 6: +1,+2,+3, £6. Rac¢unamo:

f3)=0, f(-3)=84, f(6)=T14, f(~6)=1530,
Dakle, —1 i 3 su nultocke, pa je f djeljivs (z + 1)(z — 3) = 22 — 22 — 3. Kvocijent dobivamo

dvostrukom primjenom Hornerova algoritma: najprije dijelimo f s z + 1, a zatim dobiveni
kvocijent s x — 3:

|1 =2]=5]4]6
—1ll1]-3]-2]6]0
301 0/-2]0
Dakle, (z* — 223 — 522 +42 +6) : (22 — 22 —3) = 22 — 2, tj. f(z) = (z + 1)(z — 3)(2% — 2).
Nultocke polinoma f su —1, 3, v/2, —v/2. [

Zadatak 9.46. Dokazite da ne postoji trokut kojemu su duljine stranica jednake nultockama
polinoma
f(z) =22 — 1322 + 252 — 14.

Rjesenje. Djelitelji vodecteg koeficijenta su 1,2, a slobodnog ¢lana +1,£2,£7,+£14. Moguce
racionalne nultocke su
+1, £2, £7, £14, 1, £7.

Kako je f(1) =2 —13+ 25— 14 =0, broj z; = 1 je nultocka. Hornerovim algoritmom:

|2]-13|25|-14
[2]-11]14] o0

1

paje f(z) = (z — 1)(22% — 11z + 14). Nultocke kvadratnog faktora su

1T+vI121-112  11+3

4 4

: 7
€23 = tJ. 1'2:2, z3 = 3.
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Nejednakost trokuta ne vrijedi: 1 +2 =3 < % Dakle, nultocke nisu duljine stranica nekog
trokuta. 0

Zadatak 9.47. Neka je
f(z) =2® - (a +4)2° + (4a + 3)z — 3a, g(x) = 2® — 922 + 26z — 24.
Odredite sve a € R takve da je M(f, g) polinom stupnja 2.

Rjesenje. Najprije nadimo nultocke polinoma g. Kandidati za racionalne nultocke su djelitelji
broja 24:
+1, £2, £3, +4, +6, +8, +£12, +24.

1] —9]26]—24

1 (1] =8|18| —6
—11/1|—-10]|36 | —60
2 |1 =71]12 0

Dakle, g(1) = —6, g(—1) = =601 g(2) = 0, pa je x1 = 2 nultocka i g(z) = (z — 2)(2? — Tz + 12).

Iz 193 = V21 dlijedi

9(x) = (z = 2)(x = 3)(x — 4).

Kako M(f, g) dijeli g, a nultocke 2, 3,4 polinoma ¢ su jednostruke, M(f, g) je produkt onih
faktora x — 2, © — 3, x — 4 ¢ije su nultocke ujedno nultocke polinoma f. Stoga je deg M(f,g) = 2
ako i samo ako f i g imaju to¢no dvije zajednicke nultocke. Racunamo:

f(2)=8—4(a+4)+2(4a+3)—3a=8—-4a—16+8a+6—3a=a— 2,
f(3)=27-9(a+4)+34a+3)—3a=27—9a—36+12a+9 — 3a =0,
f(4) =64 —16(a+4) + 4(4a + 3) — 3a = 64 — 16a — 64 + 16a + 12 — 3a = 12 — 3a.

Broj 3 je uvijek zajednicka nultocka. Za a = 2 zajednicke nultocke su 211 3, za a =4 su to 314,
a inace je 3 jedina zajednicka nultocka. RjeSenje je a € {2,4}; pritom je M(f, g) = (x —2)(x —3)
za a = 2, odnosno M(f,g) = (x —3)(x — 4) za a = 4. O

9.7 Kratnost nultocke i osnovni teorem algebre

Definicija 9.48. Nultocka o polinoma f # 0 je kratnosti (ili reda) k € N ako (z — a)* dijeli f,
a (z — a)*! ne dijeli f. Na predavanjima se kratnost oznacava s v,(f). Nultocke kratnosti 1
zovemo jednostrukima, a nultoCke kratnosti barem 2 visestrukima.

Ekvivalentno, « je nulto¢ka kratnosti k ako i samo ako je f(z) = (z—a)"

qs q(a) #0.

Teorem 9.49 (osnovni teorem algebre). Svaki polinom f € Clx] stupnja n > 1 ima barem
jednu nultocku zg € C.

q(x) za neki polinom

Korolar 9.50. Neka je f € Clx] stupnja n > 1. Tada f ima toéno n nultocaka, racunajuci i
njihove kratnosti:
f@) = an(z — )" (z — az)* - (2 = ag),

gdje je a, vodeci koeficijent polinoma f, aq, ..., as sumedusobno razlicite nultocke, a k1, ..., ks €
N su redom njihove kratnosti, pri cemu je k1 + ko + -+ ks =n=deg f.

Zadatak 9.51. Neka je f € R[z] realni polinom koji ima kompleksnu nulto¢ku z = a + b,
a,b € R. Dokazite da je i Z = a — b nultocka polinoma f.
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Rjesenje. Koristimo svojstva kompleksnog konjugiranja: z; £+ 2o = Z7 &+ 23, Z122 = 71 22, odakle
je 2™ =z™ te¢=cuzacé€R. Nekaje f(x) =apz" + -+ + a1 + ag, an,...,ap € R. Tada je

0=0=f(2)=an?" + - Farzta=anz"+ - +a1Z+a5 = anZ" + -+ a1z +ayp = f(3).
Dakle, f(z) = 0. O

Napomena 9.52. Konjugirane nultocke imaju i jednake kratnosti: ako je f(z) = (z — 2)*q(x),
q(2) # 0, konjugiranjem svih koeficijenata dobivamo f(x) = (xz — 2)*g(z), gdje je g polinom s
konjugiranim koeficijentima i §(z) = q(z) # 0. Za b # 0 produkt (z—2)(z—2) = 2> —2ax+a®+b?
realan je polinom s negativnom diskriminantom —4b%. Zato se svaki realni polinom stupnja
n > 1 moze prikazati kao produkt vodeceg koeficijenta, realnih linearnih faktora x — «; i realnih
kvadratnih faktora a2 + D;T +q; 8 p? —4q; <0.

Zadatak 9.53. Odredite sve nultocke polinoma
p(x) = 2% — 221 — 523 + 822 — 162 — 40
ako znate da je jedna od njih zop = 1 — iv/3.

Rjesenje. Polinom ima realne koeficijente, pa je prema zadatku 9.51 i 21 = 1 + iv/3 nultocka.
Zato je p djeljiv s

(x—1+iV3)(x—1—-iV3)=(z - 1)> +3=12% -2z +4.
Dijeljenjem dobivamo

(25 —22* —Bx3  4+82% —16x —40) : (2?2 —22+4)=2%— 92— 10
—z% 42z% —423
—923 4822 —16x —40
923 —182% +36x
—1022 +20x —40
1022 —20z 440
0

Treba jo§ naéi nultocke polinoma 23 — 92 — 10. Kandidati za cjelobrojne nultocke su
+1,42,45,410. Kako je (—2)3 —9-(=2) — 10 = 0, broj 2o = —2 je nultocka. Hornerovim
algoritmom odredujemo kvocijent pri dijeljenju s x + 2:
|1] 0]-9]-10
—2ff1f-2[-5] 0

Dakle, (22 — 92 —10) : (v +2) = 2% — 22— 5, a iz 22 — 20 — 5 = 0 slijedi 234 = 14+ /6. Nultocke

polinoma p su
1-4V3, 1+iv3, -2, 1+v6, 1-V6. O

9.8 Formalna derivacija polinoma
Definicija 9.54. Neka je f(r) = apa™+a, 12" 1 +---+a12+ag polinom stupnja n. Formalna
derivacija polinoma f je polinom

fl(x) = na,z" ' + (n— 1)an_1;1:”_2 + -+ 2a0x + ay.

Za n > 1 to je polinom stupnja n — 1; derivacija konstantnog polinoma je nulpolinom. n-tu
formalnu derivaciju definiramo rekurzivno:

Q=g M=), neN
Pisemo i f" = f@, " = f©®.
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Propozicija 9.55 (svojstva formalne derivacije). Za f,g € R[x] i o, 8 € R wvrijedi
(of +Bg) =af +8g,  (fo) =Ffg+fgd. (fog)=(fo9yg

Dokaz. Linearnost slijedi izravno iz definicije. Za monome je (z")x® + 2" (2%) = ra™ =1 +
sx" 71 = (2"*%)’, pa pravilo za produkt vrijedi za monome, a zbog linearnosti (raspisivanjem
produkta) i za sve polinome. Indukcijom iz pravila za produkt slijedi (¢*) = kg*~1¢’, pa je za

f(z) =3 aga® /
= (Z akgk) = Zk:akgk_lg' =(f'og)d. O
k k

Teorem 9.56. Ako je o nultocka polinoma f kratnosti k > 2, onda je o nultocka polinoma f'
kratnosti k — 1. Ako je a jednostruka nultocka polinoma f, onda je f'(a) # 0.

Dokaz. Neka je f(r) = (z — a)¥q(x), ¢(a) # 0, k > 1. Prema pravilu za produkt

fl(z) = k(z — a)* q(z) + (z — )¢ () = (z — a)*! (kq(z) + (2 — a)q'(x)],

a polinom u uglatoj zagradi u tocki o ima vrijednost kq(a)) # 0. Dakle, « je nultocka polinoma
/" kratnosti k — 1 (za k = 1 to znaci f'(a) # 0). O

Korolar 9.57. Broj a je nultocka polinoma f # 0 kratnosti k ako i samo ako je
fl@=fla)=—=fCDay=0 i [Pa)#0.

Posebno, f ima visestruku nultocku ako i samo ako f i f' imaju zajednicku nultocku.

Dokaz. Ako je « kratnosti k, uzastopnom primjenom teorema 9.56 « je nultocka polinoma f)
kratnosti k — j za j < k, a f(k)(a) = 0. Obratno, ako vrijede navedeni uvjeti i o ima kratnost
K (pri ¢emu k' = 0 znaéi f(a) # 0), onda su prema upravo dokazanom fU)(a) = 0 toéno za
j<k,pajek' =k. O

Zadatak 9.58. Odredite kratnost nultocke x = 2 polinoma f(x) = 2° — 5zt 4 723 — 222 +- 42 — 8.

Rjesenje. Racunamo vrijednosti derivacija u 2:

f(2)=32-80+56—-8+8—-8=0,

F'(x) = 5z — 2043 + 2122 — 4z + 4, 7(2) =0,
f"(z) = 2023 — 6022 + 42 — 4, f"(2) =0,
() = 6022 — 120z + 42, F(2) = 42 £ 0.

Prema korolaru 9.57 x = 2 je nultocka polinoma f kratnosti 3.

Kratnost mozemo odrediti i uzastopnom primjenom Hornerova algoritma, dijeleé¢i svaki
dobiveni kvocijent ponovno s x — 2 sve dok ostatak ne bude razli¢it od nule:

|L[=5] 7|-2]4]|-8
2([1[=3] 1] 0|4] 0
21| -1]|-1]|-2/0
201 1| 1] 0
2(1] 3| 7

Tri puta dobivamo ostatak 0, a ¢etvrti put ostatak 7 # 0. Dakle, kratnost je 3 1 f(x) =
(x —2)3(2% + 2+ 1). O

Zadatak 9.59. Dokazite da polinom f(z) = 2™ — 1, n € N, nema visestrukih nultocaka.
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Rjesenje. Kad bi f imao viSestruku nultocku, onda bi f i f’ imali zajedni¢ku nultoc¢ku (koro-
lar 9.57). Vrijedi f'(z) = na"™!; za n = 1 derivacija je konstanta 1 i nema nultoc¢aka, a za n > 2
jedina nultocka od f’ je z = 0. No f(0) =0" — 1= —1 # 0. Dakle, f i f/ nemaju zajednickih
nultocaka, pa f nema viSestrukih nultocaka. ]

Zadatak 9.60. Odredite koeficijente a i b polinoma f(z) = 2* + az® — 222 + b tako da bude
djeljiv s (z — 2)2.

Rjesenje. Vrijedi (x —2)? | f ako i samo ako je = 2 nultocka polinoma f kratnosti barem 2,

tj. ako i samo ako je f(2) =01 f/(2) = 0. Kako je f'(x) = 42 + 3ax? — 4z, dobivamo

2)=16+8a—-8+b=0 8a+b=-8
{f() o + = {a+ = a=-2, b=28.

F(2)=32+12a—8=0 120 = —24
Tada je f(x) = 2% — 223 — 2202 + 8 = (v — 2)%(2? + 22 + 2). O

Zadatak 9.61. Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma f(z) = 2% — 2°° + 1 polinomom
g(z) =22 -2z + 1.

Rjesenje. Vrijedi g(z) = (z — 1)?, a ostatak je oblika r(z) = ax + b. Dakle,
2100 — %0 41 =g(a)(z —1)® +az + b, Vo € R. (%)

Uvrstavanjem x = 1 dobivamo 1 — 14+ 1=0+a+ b, tj. a + b = 1. Deriviranjem jednakosti (x)
dobivamo
1002 — 502 = ¢/(2)(z — 1)? + 2¢(z)(z — 1) + a,

a uvrstavanjem z = 1 slijedi 100 — 50 = 04 0 + a, tj. a = 50. Tada je b = —49, pa je
r(x) = 50x — 49. ]

9.9 Polinomi s cjelobrojnim koeficijentima

Zadatak 9.62. Nadite polinom s cjelobrojnim koeficijentima kojemu je nultocka z = /2 + ¥/3.

Rjesenje. Pogledajmo najprije jednostavnije primjere. Polinom f € Z[z] s nultockom 2 je
primjerice f(x) = x — 2. Za nultocku @: izx= 75 slijedi 2z = v/5, a kvadriranjem 422 = 5;
dakle, f(z) = 422 — 5. Iracionalnosti, dakle, uklanjamo potenciranjem.

Neka je x = V2 + /3. Tada jex — V2 = \3/§, pa kubiranjem dobivamo

23 —3v222 + 62 —2v2=3, tj. 2®4+6x-3=2(32>+2).
Kvadriranjem slijedi
2% 4+ 1221 — 623 + 3622 — 362 + 9 = 2(92? 4 1227 + 4),

odnosno
f(z) = 25 — 62* — 62° 4 1222 — 362 + 1.

Broj v/2 + v/3 je nultocka polinoma f € Z[x]. O

Zadatak 9.63. Neka je f € Z[z]. Dokazite: ako su f(0) i f(1) neparni brojevi, onda f nema
cjelobrojnih nultocaka.
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Rjesenje. Pretpostavimo da f ima cjelobrojnu nultocku k£ € Z. Prema Bézoutovu teoremu
x — k| f, tj. postoji g € Z[x] takav da je
f(z) = (z = k)g(x).

Polinom g ima cjelobrojne koeficijente jer se oni dobivaju Hornerovim algoritmom samo mnoze-
njem i zbrajanjem cijelih brojeva (napomena 9.15). Uvrstavanjem dobivamo

f(0) =—=kg(0),  f(1)=(1-k)g(1),

gdje su svi faktori cijeli brojevi. Kako je f(0) neparan, i k¥ mora biti neparan; kako je f(1)
neparan, i 1 — k mora biti neparan, tj. k je paran. To je kontradikcija, pa f nema cjelobrojnih
nultocaka. O

Zadatak 9.64. Dokazite da ne postoji polinom f € Z[z| takav da je f(1) =21 f(3) =5.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da takav polinom f postoji.
I. nacin. Definiramo g € Z[z] s g(x) = f(z + 1). Tada je g(0) = 21 g(2) = 5. Neka je
g(x) = apx™ + - -+ + ar1x + ag, a; € Z. 1z g(0) = ap slijedi ap = 2, pa je
5=9¢12)=a2"+ - -+a1-2+42,

paran broj

tj. neparan broj 5 jednak je parnom broju, sto je kontradikcija.

II. nacin. Prema zadatku 9.26 i napomeni 9.15 vrijedi f(z) = (z — 1)g(x) + f(1) za neki
q € Z[x]. Tada je

5=f(3)=0B-1aB)+2, t. 3=2¢03),

pa bi 2 | 3, $to je kontradikcija. O
Napomena 9.65. Ekvivalentno, pomakom h(x) = f(z + 2) zadatak prelazi u pitanje postoji
li h € Z[z] s h(—=1) = 2 i h(1) = 5. Ni takav polinom ne postoji jer je h(1l) — h(—1) =
2(a1 + a3 + as + - - - ) paran broj, a 5 — 2 = 3 neparan (parnost se ne slaze).

Zadatak 9.66. Neka je f € Z[z] i neka su a, b, ¢ € Z medusobno razli¢iti takvi da je f(a) =
f(b) = f(c) = 2. Dokazite da ne postoji d € Z takav da je f(d) = 3.

Rjesenje. I. nacin. Definiramo g(z) = f(x) — 2, g € Z[z]. Tada je g(a) = g(b) = g(¢) =0, pa
prema korolaru 9.29
(z —a)(z—=b)(z—c) g,
tj. postoji h € Z[z] takav da je g(x) = (x — a)(z — b)(x — ¢)h(z) (kvocijent je cjelobrojan jer
dijelimo normiranim linearnim polinomima, napomena 9.15). Dakle,
f(z) = (z —a)(x —b)(x — c)h(z) + 2.

Pretpostavimo da postoji d € Z takav da je f(d) = 3. Tada je

1= (d—a)(d—"0b)(d—c)h(d),

a svi su faktori cijeli brojevi. Zato je d—a, d—b, d—c¢, h(d) € {—1,1}. Tri brojad—a,d—b,d—c
iz dvoélanog skupa {—1,1} ne mogu biti razli¢ita, pa jed —a=d—bilid —a =d — cili
d—b=d—c,tj.a=0bili a =cili b= c. To je kontradikcija.

II. nacin. Kao u prethodnom zadatku,
f(@) = (z—a)qi(z) +2 = (z —b)ga(z) + 2 = (z — o)gs(z) + 2, a1, 92,93 € Z[z].

Ako je f(d) =3 zanekid € Z, onda je 3 = (d—a)qi(d)+2, tj. (d—a)q1(d) =1, pa je d—a = %1.
Analognojed —b=+1id—c==1,tj. d—a,d—b,d— c € {1,—1}. Kako su a, b, ¢ razli¢iti, i
brojevi d — a, d — b, d — ¢ su razliciti, sto je kontradikcija. O
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Zadatak 9.67. Dokazite da ne postoji f € Z[x| takav da je f(11) — f(7) prost broj.

Rjesenje. I. nacin. Neka je f(z) = apz"™ + ap_12" 1 + -+ + a7 + ag, a; € Z. Oduzimanjem

f(11) = apl1™ 4 ap_ 111" 4o 4 ay - 11 + ag,
f(7) :an7n+an717n_l+"'+a1 '7—|-(10

dobivamo

f(11) = f(7) = ap, (11" =) + @ (11" =7 Y o a (11 = 7).

Tvrdimo: 4 | 11™ — 7™ za svaki m € N. Dokazujemo indukcijom.

(i) Zam=1jell —7=4.

(ii) Pretpostavimo da za neki m € N vrijedi 4 | 11™ — 7™, tj. da postoji k € Z takav da je

11m —7m = 4k.

(iii) Tada je

1t ™ 7T = 4 T T (U T = 411 T4k = 4(11 T,

pri éemu je 11™ + 7k € Z. Dakle, 4 | 11+ — 7m+L,

Zato je f(11) — f(7) djeljiv s 4, pa nije prost broj.
II. nacin. Prema napomeni 9.15 je f(z) = (z — 7)g(x) + f(7) za neki g € Z[x]. Tada je

fA) =(11=7)g(1) + f(7),  tj.  f(11) = f(7) =49(11), g(11) € Z.

Dakle, 4 | f(11) — f(7), pa f(11) — f(7) nije prost broj. O

Napomena 9.68. Oba nacina dokazuju i opcenitiju tvrdnju: za f € Z[z| i a,b € Z vrijedi
a—"b| f(a) — f(b). Naime, a* — b* = (a — b)(a* 1 +a* 20+ --- + V¥71) za svaki k € N.

9.10 Zadaci za samostalan rad

9.1.

9.2.
9.3.
9.4.
9.5.

9.6.

9.7.
9.8.
9.9.

Odredite zbroj koeficijenata i zbroj koeficijenata uz neparne potencije polinoma (2% — x +
3)5.

Podijelite 2% — 1 s 22 + 2 + 1.
Odredite ostatak pri dijeljenju 22926 + 22925 + 1 5 22 — 1.
Odredite ostatak pri dijeljenju 1% + 2°1 +1 s 22 + 1.

Polinom f zadovoljava f(1) =1, f(—1) = 3, f(0) = 5. Odredite ostatak pri dijeljenju
polinoma f s z(z — 1)(z + 1).

Neka je a # b, f(a) = b i f(b) = a. Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma f s
(r —a)(x—0).

Odredite M(z% — 1, 23 — 22 + 2 — 1).
Rastavite 23 — 622 + 11z — 6 na linearne faktore.
Zapisite f(z) = x* — 223 + 322 — 42 + 5 po potencijama od x — 1 (uzastopnom primjenom

Hornerova algoritma).
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9.10.
9.11.
9.12.
9.13.

9.14.

9.15.
9.16.

Za koje a,b € R polinom 3 + ax? + bz + 2 ima nultocku 1 kratnosti barem 27
Rastavite z* + 4 na ireducibilne faktore nad R i nad C.
Nadite normirani realni polinom najmanjeg stupnja s nultockama 2 i 1 4 21.

Nadite normirani polinom najmanjeg stupnja s racionalnim koeficijentima kojemu su

nultocke \/5, iil4++/3.

Dokazite da polinom s racionalnim koeficijentima koji ima nultocku v/5 ima i nultocku

3
Moze li f € Z[z] zadovoljavati f(2) =11 f(5) =37

Dokazite da nekonstantan polinom iz Z[z] ne moze u svakom prirodnom broju poprimati
vrijednost koja je prost broj.
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Poglavlje 10

Rastav na parcijalne razlomke

10.1 Racionalne funkcije i oblik rastava

f(z)

Definicija 10.1. Neka su f, g € R[x] polinomi i g nije nulpolinom. Funkcija z +— ﬁ naziva
g(x
se racionalna funkcija; njezina je domena {z € R | g(z) # 0}. Racionalna funkcija je prava ako

je f nulpolinom ili deg f < degg.

Racionalnu funkciju rastavljamo na parcijalne razlomke u tri koraka.

1° Svodenje na pravu racionalnu funkciju. Ako je deg f > deg g, podijelimo f s g: postoje
polinomi ¢ i r takvida je f =¢q-g+ridegr <degg (ili » = 0). Tada je
f@) _ a(@)g(z) +r(z) r(z)

i@ - g 1O ey

pri ¢emu je g prava racionalna funkcija. Dalje rastavljamo samo nju. Ako je deg f < deg g, ovaj
korak preskacemo.

2° Faktorizacija nazivnika. Polinom ¢ rastavimo na linearne faktore i kvadratne faktore bez
realnih nultocaka:

g(x) =a(x - al)kl R am)km (x2 +bix+cp)te-- (ac2 + by + )",

gdje su aq,...,an razli¢ite realne nultocke od g, a svaki faktor z? 4+ b;x + ¢; ima diskriminantu
b? — 4c; < 0, tj. odgovara paru konjugirano kompleksnih nultocaka.

&8 Zapis rastava. Svakom faktoru nazivnika pridruzujemo ¢lanove rastava prema tablici:

Faktor u nazivniku Clanovi u rastavu
A
ar+b
ar +b
A1 A2 Ak
b)k T, B
(ax +b) am+b+(ax+b)2+ +(ax+b)k
A B
ar® +br+¢, b —4ac<0 2$7—|-
axr? +bzx +c
A T+ B Akm—i—Bk
240 Fop2 _4ae<0 | T2
(az” + bz + )%, ac ar? +br + ¢ (az? + bz + c)F

Pritom su svi koeficijenti A, B, A;, B; realni brojevi koje tek treba odrediti.
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10. Rastav na parcijalne razlomke

Teorem 10.2 (Rastav na parcijalne razlomke). Neka je g zapisan kao u 2° (s vodeéim koefici-
jentom a = 1) i neka je degr < degg. Tada postoje jedinstveni realni brojevi A; ;, B; ;, C; j
takvi da je

r(z A A A
0 _ A, ha A
g(z) zx—a1 (z—a1) (x —ap)m
A A A
+ m,1 4 m,2 5 et mi’kmk
T—am (T —am) (x — am)km
Biix+Cii Bz + Crpy
22+ bz + ¢ (2 + byz + )™
Bpix+Cpy B,z + Cyy,
22 + byz + ¢4 (22 + by + cp)Te”

Taj se zapis naziva rastav na parcijalne razlomke.

Ukupan broj nepoznatih koeficijenata jednak je degg. Koeficijente odredujemo tako da
jednakost pomnozimo nazivnikom ¢ i dobijemo jednakost polinoma. Zatim

e izjednacimo koeficijente uz iste potencije od x i rijeSimo dobiveni sustav, ili

o uwrstimo pogodne vrijednosti od x. Dobivena polinomna jednakost vrijedi za sve z € R (dva
polinoma koja se podudaraju u beskona¢no mnogo toc¢aka su jednaka), pa smijemo uvrstiti i
nultocke od g, iako pocetni razlomak u njima nije definiran. Upravo su one najzgodnije, jer
ponistavaju veéinu ¢lanova.

Oba se postupka mogu i kombinirati.

10.2 Linearni faktori

5xr + 11

Zadatak 10.3. Rastavit ijal lomke ————.
adata astavite na parcijalne raz omegﬂ_’_?)w_10

Rjesenje. Razlomak je prav. Nazivnik je 22 + 3z — 10 = (z — 2)(z + 5), pa je

or + 11 A B

(x_2)($+5):x—2+3;+5 /-(x—Z)(w_|_5)_

Slijedi
5r+11=A(x+5)+ Bz —2)=(A+ B)z+ (A —2B).
Izjednacavanjem koeficijenata dobivamo sustav A+ B =5, 5bA — 2B = 11, ¢ije je rjeSenje A = 3,

B = 2. (Brze: uvrstavanjem x = 2 dobivamo 21 = 7A, a uvrStavanjem z = —5 dobivamo
—14 = —7B.) Dakle,

5r+11 3 N 2
243x—-10 -2 x+5’

x #2,-b.

Uoc¢imo da su ovdje nultocke nazivnika realne i razlicite, pa svakoj odgovara po jedan ¢lan. [

2 —1

Zadatak 10.4. Rastavite na parcijalne razlomke —— .
(x +1)2

Rjesenje. Ovdje nazivnik ima viSestruku realnu nultocku —1 (kratnosti 2), pa rastav mora
sadrzavati oba Clana:

2z — 1 A B 9
— S+ 1)
(x +1)2 l‘—|—1+($—|—1)2 / (z+1)
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10. Rastav na parcijalne razlomke

Slijedi 2z —1=A(x+1)+ B=Azx+ (A+ B),paje A=2i A+ B = —1, tj. B= —3. Dakle,

260 -1 2 3 vt 1
(z+1)2 241 (z+1)% '

1

Zadatak 10.5. Rastavite na parcijalne razlomke — 5 .
>+t —z—1

Rjesenje. Nazivnik faktoriziramo grupiranjem:
3 2 _ .2 02 _ 2
P+t —zrx—1l=z(z+1)—(z+1)=(x"-1)(x+1)=(z—1)(xz+ 1)~

Postavljamo

1 _ A B
(z—-D+1)2 2-1 x+1 (z+1)2

/@ = 1@+ 1)?,

1=Az+1)2+B@@-1)(z+1)+Cz - 1).

Ovdje je lakse uvrstavati nultocke nazivnika (a smijemo uvrstiti bilo koji z € R):

r=1: 1=4A = A=1,
r=-1: 1=-2C = C=-1,
r=0: 1=A-B-C — B=A-C-1=—1.

Isto dobivamo i izjednacavanjem koeficijenata: iz 1 = (A + B)x? + (2A+ C)x + (A— B —C)
slijedi sustav A+ B=0,24A+C =0, A— B— C = 1. Dakle,

1 o 1 1
pra2-r—1 4(z—-1) 4x+1) 2z+1)?

x # +1.

10.3 Kvadratni faktori

Ako nazivnik ima jednostruke kompleksne nultocke, u njemu se pojavljuje faktor 2 4+ ax + b

C D
s a®> — 4b < 0, tj. bez realnih nultoc¢aka. Tada u rastavu pisemo ¢lan QL Ako su
x> +axr+b

kompleksne nultocke visestruke, u nazivniku se pojavljuje (22 + az + b)" s a®> —4b < 0, pa u
rastavu pisemo clanove

Cix + Dy Cox + Dy Chx + Dy,
2+ar+b (22 +ax+0b)? (22 + ax + )’

Zadatak 10.6. Rastavite na parcijalne razlomke — T
x

Rjesenje. Vrijedi 341 = (x+1)(2?—z+1), a diskriminanta kvadratnog faktora je (—1)2—4-1-1 =

—3 < 0, pa on nema realnih nultocaka. Postavljamo

I A n Bx+C
B+1 x4+1 a2—z+1

[ @+ 1)@ -z +1),

1=A@*—2+1)+ Bz +C)z+1)=(A+B)a* + (~A+B+ )z + (A+C).

122



10. Rastav na parcijalne razlomke

Izjednacavanjem koeficijenata:

A+B=0 A+B=0 A+B=0
—A+B+(C=0 < {2B+(C=0 < {-B+C=1
A+C=1 -B+C=1 3C =2,
pajeC:%,B:—%,A:%. (Do A brze dolazimo uvrstavanjem x = —1: 1 = 3A.) Dakle,
1 11 —r+3% 1 T -2

o1 - _ : 1.
P13 241 T2 —ai1 3wt 32—zt U7

r—1
x4 —A4x3 4+ 522 —dx 4+ 4

Zadatak 10.7. Rastavite na parcijalne razlomke

Rjesenje. Neka je g(x) = 2* — 423 + 522 — 42 + 4. Kandidati za racionalne nultocke od g su
djelitelji slobodnog ¢lana: +1, 42, +4. Hornerova shema:

1 -4 5 -4 4
171 -3 2 -2 2
-1/1 -5 10 —-14 18
211 -2 1 -2 0
211 0 1 0

Broj 2 je nultocka: g(x) = (z—2)(2® — 222 +2 —2), a zatim je 2® — 222 + 2 — 2 = (z — 2) (22 +1).
Dakle, g(z) = (x — 2)?(2? 4+ 1), pri ¢emu x2 + 1 nema realnih nultocaka. Postavljamo

r—1 A N B +Ca:+D
glz) -2 (r—2)2 2241

/(@ =2)*@*+1),

t—1=A(x—-2)(2*+1)+ B@®>+1)+ (Cz + D)(z — 2)?
=A@ - 22% 42— 2)+ B(a® +1) + C(2® — 42% + 42) + D(2* — 42 + 4).

3

Izjednacavanjem koeficijenata uz 3, z2, x, 1 dobivamo

A+C=0

—2A+B—-4C+ D=0

A+4C —-4D =1
—2A+ B+4D = —1.

Uvrstimo A = —C' iz prve jednadzbe u treéu, a od c¢etvrte oduzmemo drugu:

3C —4D =1 /-3, AC +3D = 1 /.4.

Zbrajanjem slijedi 25C = 1, tj. C' = . Zatim je D = }(~1-4C) = 1 (—1+ ) = — £,
A=-C= % iB=—-14+24A—-4D=-1+ % + g—g = % (Za provjeru: uvrstavanje z = 2 daje

1 =5B.) Dakle,

z—1 _ 1 n 1 n —x—7
vt —4x3 + 522 —dx+4 25(x—2)  5(x—2)2  25(22+1)’

x # 2.
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10. Rastav na parcijalne razlomke

203 + 22 + 3z + 4
(x —1)(z2+1)2

Zadatak 10.8. Rastavite na parcijalne razlomke

Rjesenje. Uz dvostruki kvadratni faktor treba predvidjeti dva ¢lana s linearnim brojnicima:

203 + 2?4+ 3z+4 A  Be+C  Da+E
(x—1)(22+1)2 -1 224+1  (22+1)2

203 + 2 + 3z +4=A(x* + 1)+ (Bx + C)(z — 1) (2> + 1) + (Dx + E)(z — 1).
Uvrstavanje x = 1 daje 10 = 4A, pa je A = % Izjednacavanje koeficijenata uz x4, 23,22, z, 1

daje sustav
A+B=0, C-B=2, 2A+B-C+D=1, C—-B+F-D=3, A-C-FE =4,
izkojegaredomslijediB:—%,C:—%,D:—2,E:—1. Zato je

208+ 22 +3x+4 5 5z + 1 2z + 1

(IL‘—l)(ZL'Q—}—l)Q _2(1'—1)_2(1»2_‘_1)_(1,2_‘_1)2, x # 1.

10.4 Nepravi razlomci i op¢i oblik rastava

24222+ +1
Bral+r+1°

Zadatak 10.9. Rastavite na parcijalne razlomke

Rjesenje. Stupanj brojnika nije manji od stupnja nazivnika, pa najprije dijelimo (korak 1°):
422242 +1=1-(23+22+2+1)+22 Nazivnikje 2> + 22 +ox+1=22(z+ 1)+ (z+1) =
(z +1)(2® + 1), pa je

x3+2x2+x+1_1+ z?

+a?+a+1 (x+1)(22+1)

Za pravi dio postavljamo

22 A Bzr +C ) )
G D it i F oA FD+ B+ O+ L)

Izjednacavanjem koeficijenata dobivamo A+ B =1, B+C =0, A+C=0,paje A= B = %,
C= —%. Dakle,

24+ 222+x+1 14 1 n rz—1 L
= ) x # —1.
4?4+ +1 2x+1)  2(x2+1)

O]

Zadatak 10.10. Napisite op¢i oblik rastava na parcijalne razlomke (bez racunanja koeficijenata)

za
2T+ — x4 11

22(22 +1)3(x — 1) (22 + 22)*

Rjesenje. Nazivnik najprije do kraja faktoriziramo i skupimo jednake faktore: 22?42z = z(z+2),
pa je (2% + 2z)* = 2%(z + 2)* i nazivnik je jednak

25(2? +1)3(z — 1)(z +2)*,
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10. Rastav na parcijalne razlomke

Njegov je stupanj 6 +6 + 1 +4 = 17 > 7, pa je razlomak prav, a 2 + 1 nema realnih nultocaka.
Trazeni je oblik

' o — 411 A, B C D E_F
(2 +1)3(x—1)(z+2)* = 3zt

2 25 26
Gx+H Iz +J Kx+ L M

* 2+1 (22 +1)2 (x2+1)3+x—1
v, e, P, @
r+2 (x+2)2 (x+2)3 (z+2)%

Treba odrediti 17 realnih koeficijenata, koliko iznosi stupanj nazivnika. Isti oblik vrijedi za
svaki brojnik stupnja manjeg od 17. Domena je R\ {—2,0,1}. O
1
T—a
( — a)?; uz kvadratni faktor bez realnih nulto¢aka brojnik je opéenito linearan, a ne konstanta;
nazivnik treba faktorizirati do kraja (kao 22 + 2z = x(z + 2) u prethodnom zadatku) i prije

toga provjeriti je li razlomak prav. Domena rastava jednaka je domeni pocetne funkcije.

Napomena 10.11. Ceste pogreske: ¢lan uz ne izostavlja se zato sto se u nazivniku pojavljuje

10.5 Zadaci za samostalan rad

Rastavite sljedece racionalne funkcije na parcijalne razlomke i zapisite njihovu domenu:

10.1 r+1
(-1 (z+2)
2
10.2. 2213
(z — 1)
2
441
10.3. ————.
x?—1
104 !
a2z + 1)
o s 3z +2 , . .
10.5. Objasnite zasto je ————— ve( sam po sebi rastav na parcijalne razlomke.
22+ 2x + 2
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Dodatak A

Odgovori i upute za samostalan rad

Brojevi u ovom dodatku odnose se na zadatke u odjeljcima Zadaci za samostalan rad. Za
zadatke s dokazom navedena je klju¢na ideja; dokaz treba napisati u cijelosti.

1. Logika sudova i predikata

1.1. Sva tri suda su tautologije: u njihovim semantickim tablicama posljednji stupac sadrzi
samo jedinice. Primjerice, P = (@ = P) mogao bi biti lazan samo za 7(P) = 11i
7(Q = P) =0, a to bi zahtijevalo 7(P) = 0.

1.2. Negacija je (3x € R)(Vy € R)(3z € R) 4y < z. Ona je istinita (za bilo koje x, y uzmemo
z = x +y), pa je pocetna tvrdnja lazna.

1.3. PVQ = P AQ, pa je zadana formula (PAQ)V (PAQ)=PA(QVQ)=P.

1.4. Prva tvrdnja je istinita (uzmemo y = —z). Druga je lazna: isti y morao bi zadovoljavati
O+y=0il+y=0,tj.y=01iy=—1.

1.5. Dokazite obrat po kontrapoziciji: ako je n = 2k paran, onda je n? = 2(2k?) paran.

1.6. Negacije su (3z € R)(Vy € R) z > y i (Vo € R)(Vy € R) zy > 0. Oba su polazna suda
istinita (u prvom uzmemo y = x + 1, a u drugom npr. x = 1, y = —1).

1.7. Obrat: (Vz € R) (a:2 > 4 = x > 2); lazan je, protuprimjer je x = —3. Obrat po kontrapo-
ziciji: (Vx € R) (:L‘2 < 4 = x < 2). Polazna tvrdnja i njezin obrat po kontrapoziciji su
istiniti.

2. Skupovi

2.1. {®7 {®}7 {{@}}7 {Qv {@}}}

2.2. Element pripada objema stranama ako i samo ako pripada A i B, a ne pripada C. Za
desnu stranu: uz z € A uvjet ¢ AN C znaci upravo x ¢ C.

2.3. Rjesenja postoje ako i samo ako je B C A. Tada su sva rjesenja X = B U S, gdje je
S CU\ A= A° proizvoljan.

2.4. |[Ax B| =121 |P(A x B)| = 2'2 = 4096.

2.5. Izaberite ¢ € C. Za a € Aje (a,c) € AxC = BxC, pajeac B; dakle A C B, a

analogno B C A. Za C = @ oba su produkta prazna za bilo koje A, B, pa tvrdnja ne
vrijedi.
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2.6.

2.7.

AAB = @& znaci da nijedan element ne pripada to¢no jednom od skupova A, B, tj.
A\B=@iB\ A=, odnosno AC BiB C A.

Ako je x € AN B, onda je z € B; ako je x € C'\ A, onda je z € C. U oba je slucaja
re BUC.

3. Relacije

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.
3.7.

Relacija ekvivalencije: a + b je paran tofno kada su a i b iste parnosti. Klase su [0] (parni
brojevi) i [1] (neparni brojevi). Nije antisimetri¢na, npr. 0p2 i 2p0.

Nije refleksivna ni simetri¢na; antisimetri¢na je (pretpostavka r < y Ay < x nikad nije
ispunjena), tranzitivna je i irefleksivna je.

Ako su p, o relacije ekvivalencije, onda A C pNo; iz (z,y) € pNo slijedi (y,z) € p i
(y,x) € 0 iz (x,y), (y,2) € pN o tranzitivnost obiju relacija daje (z,2) € pNo.

Ne mora biti tranzitivna. Uzmite relacije ekvivalencije na {1,2,3} s klasama {1, 2}, {3} i
{1},{2,3}. Unija sadrzi (1,2) i (2,3), ali ne i (1, 3).

Par (x, z) pripada p o p upravo kada postoji y s xpy i ypz. Inkluzija po p C p kaze upravo
da tada vrijedi xzpz, a to je tranzitivnost.
(z,y) € (p) " = (y.2) € p! = (z,9) € p.

Za tranzitivnost je dovoljno promotriti parove izvan dijagonale: (1,3),(3,1) ~ (1,1),
(3,1), (1,3) ~ (3,3), (4,5),(5,4) ~ (4,4), (5,4),(4,5) ~ (5,5); ako je jedan od dvaju
parova na dijagonali, zakljucak je jednak drugom paru.

4. Funkcije

4.1.
4.2.
4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

Dy = (1,4)\ {V15} (uvjeti:  —1 >0, 16 — 2% > 0, 16 — 2® # 1).
£([0,3]) = [=1,3]; £7([0,3]) = [-1,0] U [2,3].

Za y > —3 jednadzba (x — 2)? — 3 = y uz x > 2 ima jedinstveno rjeenje x = 2 + \/y + 3.
Dakle, f~1: [=3, +00) — [2,+00), f~H(z) =2+ Vx + 3.

Prvi dio: x € S = f(x) € f(S) = x € f~1(f(S)). Drugi dio: y € f(f~1(T)) ako i samo
ako je y = f(x) zaneki z s f(z) € T, tj. ako i samo ako jey € T iy € f(A). Primjer: za
f(r) =2 naRi 8 = {1} jo f (F(S)) = {-1,1} # 5.

Domena je R i f je neparna. Iz 2|z| < 1 + 22 slijedi | f(z)| < %, pa je [ omedena; slika je
[—%, %], a rubne vrijednosti postizu se u x = F1.

Strogo pada na (—oo, —2], strogo raste na [—2, 0], strogo pada na [0, 2] i strogo raste na
[2, +00).

(Fog)(@) = \/z25 — 1 = /255, Doy = (2,3] (jer mora biti 715 > 1). (g0 f)() = =L,
Doy = [1,+00) \ {5}.

Domena je R jer je va?+1 > |z| > —z. Funkcija je neparna: f(—x) + f(z) =
In((vVa?+1—2)(Va?+1+2)) =Inl1=0.

Dy =1[0,1] (uvjet =1 < 2z —1 < 1), slika je [-5, 5], a f~": [-5, 5] = [0,1], f~'(2) =
14sinx
Lising
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5. Jednadzbe i nejednadzbe

5.1.

5.2.
5.3.
5.4.

5.5.
5.6.

5.7.

5.8.
5.9.

x = 2. Kvadriranjem se dobiva i kandidat z = —1, koji ne zadovoljava pocetnu jednadzbu
(desna strana mora biti nenegativna).

z € [2,4]. Nejednadzba je ekvivalentna s —(z +1) <2z -3 <z +1.
x € {0, 2}; supstitucija t = 2% daje t? — 5t +4 = 0, tj. t € {1,4}.

x = 3. Uvjet je x > 1; jednadzba se svodi na 2> — 1 = 8, a kandidat x = —3 ne zadovoljava,
uvjet.

Za a # 1 jedino je rjeSenje x = a + 1; za a = 1 svaki z € R je rjeSenje.

x € [-5,—2). Nejednadzba je ekvivalentna s ;—ig <0.

T € (3_2‘/5, 1HU(2, 3+T\/g> Logaritam s bazom % strogo pada, pa je nejednadzba ekvivalentna

sO<a?—-3r+2<1.
x € [-3,2]. Razlikujte slucajeve x < =2, —2 <z <1liz>1.

x € [—4,5). Za x € [—4,2) desna je strana negativna, pa nejednakost vrijedi; za z > 2
obje su strane nenegativne i kvadriranjem se dobiva z? — 5z < 0.

6. Trigonometrija

U svim odgovorima je k € Z.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.

x=mn/3+2kmili x =27/3 + 2km.

x = 2km ili x = 27 /3 + 2km; koristite (2cosx + 1)(cosz — 1) = 0.
x =2k ili x = w/2 + 2km.

2 € Upez (/12 + km,57/12 + k).

Amplituda 2, period 27/3, slika [—6, —2].

x € Upegl—m/4+ km,7/4 + knl.

7. Matematicka indukcija

7.1.

7.2.

7.3.
7.4.
7.5.
7.6.

7.7.

U koraku: D% 4 (4 1)3 = (rlZ(idingd) _ (ndb )P (nd2)?

U koraku: ;47 + ¢ +1)1(n 5y = (;‘ii)z(’;ié) = % Tvrdnja slijedi i teleskopiranjem jer je

2

_ n+1_ n+2__
Bazan =1: 1+ 2= %=1 U koraku: &1 4 gntl = 2 ——1,

Bazan =3: 4 > 4. U korakw: 2" =2-2""1>2(n+1)=2n+2>n+2.
Baza: 4+ 15 — 1 = 18. U koraku: 4""! +15(n+1) — 1 = 4(4" + 15n — 1) — 45n + 18.

U koraku: (n+ 1)l = (n+1)n! > (n+1)2"1 >2.2"1 =27 jer je n + 1 > 2. Jednakost
vrijedi za n =11 n = 2; za n > 3 nejednakost je stroga.

Baza n = 1: jednakost. U koraku pomnozite pretpostavku s 14+ z > 0: (1 + 2)"*! >
(1+nz)(1+2)=1+n+Dz+nz?>>1+ (n+ 1)z
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7.8. Dviji’lbaze: 1<% 1< Ukoraku: ans1 < (§)"+ (%)"71 = (g)"fl Al < (g)"*1 49
(D"

4
7.9. a:4+%4:47. Uz sn::c”—i-m%vrijedi 32:5’%—2:7154283—2:47.
8. Djeljivost i kongruencije

8.1. —2026 = 17 - (—120) + 14; kvocijent je —120, ostatak 14.

8.2. n? —n=(n—1)n(n+1) djeljivo jes 3is2,a M(2,3) =1, pa je djeljivo sa 6.

8.3. 252 =198 -1+54, 198 =54-3+ 36, 54 =36- 1+ 18, 36 = 18 - 2; M(252,198) = 18 =

4-252 + (=5) - 198.

8.4. M(12345,450) = 15 (ostaci 195,60, 15,0); M (11111111, 456) = 1 (ostaci 215,26, 7,5,2,1,0).

8.5. 5(3n+2) — 3(5n + 3) = 1, pa su brojnik i nazivnik relativno prosti.

8.6. 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31, 37,41, 43,47, 53,59, 61,67, 71,73,79, 83, 89,97 (ukupno 25

brojeva).
8.7. Za paran n je n? = 0, a za neparan n?> = 1 (mod 4).
8.8. 9; vrijedi 72 = —1 (mod 10), pa je 72926 = (72)1013 = (—1)1013 = 9 (mod 10).
8.9. 2, jer je 22 =1 (mod 7) i 2190 = (23)33.2 =2 (mod 7).

8.10. 10 = —1 (mod 11), pa je 10™ = (=1)™ (mod 11) i n = ag — a1 + az — --- + (—1)¥ay
(mod 11).

9. Polinomi
9.1. Zbroj koeficijenata je f(1) = 4° = 1024. Bududi da je f(—1) = 65 = 7776, zbroj

koeficijenata uz neparne potencije je w = —3376.
9.2. Kvocijent 2% — , ostatak z — 1.

9.3. Ostatak z +2: iz r(z) =ax+b, r(1) = f(1) =3ir(-1) = f(-1) = 1.

9.4. Ostatak 2 — z: modulo 22 + 1 je 22 = —1, pa je ' =11 2% = —z (ili uvrstite = = +i).

9.5. r(x) = =322 —2+5 (izr(0) =5, r(1) =1, (—1) = 3).
9.6. r(z)=—x+a+0d.

9.7. 2 — 22 +x—1,jerjez —1=(z+1)(2® - 22 +2—1).
9.8. (x —1)(z —2)(x — 3).

9.9. f(r) = (z — 1)*+2(x — 1)® + 3(x — 1)? + 3; uzastopni ostaci u Hornerovoj shemi s o = 1

redom su 3,0, 3, 2, 1.

9.10. a=0,b= -3 (iz f(1) = f'(1) = 0). Tada je 2 — 3z + 2 = (x — 1)?(x + 2), pa je kratnost
tocno 2.

9.11. Nad R: z* +4 = (22 +2)% — (22)? = (22 — 22 + 2)(2? + 22 + 2) (oba faktora imaju
negativnu diskriminantu). Nad C: (x — 1 —d)(x — 1 +4)(x + 1 —i)(z + 1 +1).

9.12. (v —2)(2® — 22 +5) = 2% — 422 + 92 — 10; uz 1 + 27 nultocka mora biti i 1 — 2.
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9.13. (22 — 2)(2® + 1)(2%? — 22 — 2) = 2% — 22° — 32* + 223 + 42 + 4. Uz svaku od zadanih
nultocaka nultocke su i —v/2, —i, 1 — /3 (dokaz kao u zadatku 9.14, za 14 +/3 dijeljenjem
s #2 — 2z — 2), pa je stupnja barem 6.
9.14. Pri dijeljenju s 22 — 5 ostatak je uz +v, u,v € Q. Uvrstavanjem /5 dobivamo uy/5+v = 0;
zbog iracionalnosti broja v/5 je v = v = 0, pa 2 — 5 dijeli polinom i —/5 je nultocka.
9.15. Ne: f(x) = (v —2)q(z) + 1 s q € Z[z] daje 3 = 3¢(5) + 1, tj. 3| 2, Sto nije moguce.
9.16. Pretpostavimo suprotno i neka je p = f(1) prost. Iz f(z) = (x — 1)g(x) + p, q¢ € Z|x],
slijedi p | f(1 + kp) za svaki k € N, pa je f(1+ kp) = p (jer je to prost broj djeljiv s
p). Tada polinom f — p ima beskonacno mnogo nultocaka, pa je f konstantan, sto je
kontradikcija.
10. Parcijalni razlomci
10.1 2 + ! d R\ {1,-2}
1. omena —2}.
3(z—1) 3(xz+2) ’
2 5
10.2. o + EEyER domena R\ {1}.
10.3. 1+ ! ! d R\ {-1,1}
3. — ——, domen - .
r—1 41 oomens ’
1 1 1
10.4. —; + ﬁ + m, domena R \ {0, —1}
10.5. Nazivnik je (x 4+ 1)? +1 > 0 i ireducibilan je nad R, a brojnik je linearan. Domena je R.
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