2 Jordanova forma

2.1 Nilpotentni operatori

Definicija. Neka je V' vektorski prostor. Operator N € L(V) je nilpotentan indeksa p (p € N) ako
vrijedi NP = 0, NP1 # 0.

Propozicija. Ako je e € V takav da je NP~'e # 0, onda je {N?"le,..., Ne, e} linearno nezavisan skup.

Korolar. Neka je V' konacno-dimenzionalan vektorski prostor, dim V' = n. Ako je N € L(V) nilpoten-
tan indeksa ind N = n i ako je e € V takav da je N""'e # 0, onda je (N" e, ..., Ne,e) baza prostora
V. Zovemo je ciklicka baza za operator N iu njoj N ima matricu
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Propozicija. Ako je N € L(V) nilpotentan indeksa ind N = n = dimV i ako je A € L(V) takav da
je AN = N A, onda postoji polinom p(\) € K[A] takav da je A = p(N). Drugim rije¢ima, svi operatori
koji komutiraju s N su polinomi od N.
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Uocimo N?(e) = [

Propozicija. Neka je V kona¢no-dimenzionalan vektorski prostor nad K, dim V' = n.
(a) Ako je N € L(V) nilpotentan indeksa p, onda je ky(A) = (—=1)"\", uny(X) = AP, o(N) = {0}.
(b) Ako je K= Ciakoza N e L(V) vrijedi o0(/N) = {0}, onda N mora biti nilpotentan.

Korolar. Neka je V' konacno-dimenzionalan vektorski prostor, dim V' = n. Ako je N € L(V) nilpoten-
tan indeksa p, onda je p < n, tj. uvijek je

ind N < dimV.

Zadatak 1. Neka je V' konacno-dimenzionalan vektorski prostor, dimV =n > 1. Ako je A e L(V)
nilpotentan i ind A = n, dokazite da ne moze postojati B € L(V') za koji bi vrijedilo B% = A.

Zadatak 2. Neka je V' konaéno-dimenzionalan vektorski prostor, N € L(V') nilpotentan, ind N = p.
Definirajmo operator 7' € L(L(V')) formulom T'(A) := NA— AN, A e L(V). Dokazite da je T nilpotentan
indeksa ind T < 2p — 1.



Zadatak 3. Neka operator B € L(V') ima u nekoj bazi (e) = (e1, €2, e3) od V matricni prikaz
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Dokazite da je B nilpotentan operator indeksa 3 i nadite jednu ciklicku bazu za operator B.

Zadatak 4. Neka je V' konacno-dimenzionalan vektorski prostor, dimV = n. Neka je N € L(V)
nilpotentan, ind N = n i neka je Ae L(V), AN = NA. Dokazite da je det(A + N) = det A.

Zadatak 5. Neka je V' konac¢no-dimenzionalan vektorski prostor i A € L(V') nilpotentan. Odredite
indeks nilpotentnosti operatora A ako je ind A® = 4, ind A% = 5.

Teorem. (Osnovni teorem o redukciji nilpotentnog operatora indeksa manjeg od dimV’)
Neka je V' konacno-dimenzionalan vektorski prostor nad K, N € L(V) nilpotentan, ind N = p < n =
dim V. Tada postoje potprostori Vi, ..., V,,, <V takvi da je

dimV >dimV; > ... >dimV,, > 1
koji su N-invarijantni (tj. NV; € V;) i takvi da je
V=wv+..+V,

i inducirani operatori N; := N|y; su nilpotentni s indeksima ind N; = dimV;. Ako se u navedenom
rastavu k-dimenzionalan potprostor pojavljuje n, puta, onda je

ng = r(N*) + (N1 — 2r(NF)
= 2d(N*) — d(NF1) — q(N*)
= Qdk — dk—l — dk+1, Vk e N.

Ukupan broj potprostora u navedenom rastavu je m = d(N).

Uocimo: n, = r(NP*1) + r(NP~1) — 2r(N?) > 0 jer NP~ £ 01 N? = 0. Dakle, u gornjem rastavu se
pojavljuje p-dimenzionalan potprostor.

Uzmemo li u potprostoru Vj ciklicki vektor e; i pomoc¢u njega izgradimo bazu
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prostora V; (uocite da je to isto §to i N4mVi~le, NdmVi=2¢. = Ne, e;), dobivamo da za nilpotentan
operator N postoji baza (e) od V takva da je N(e) kvazidijagonalna matrica. Na dijagonali blok matrice
N (e) nalaze se elementarne Jordanove klijetke reda dim Vj, tj. matrice oblika
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Tu bazu nazivamo Jordanova baza nilpotentnog operatora N. Kvadratnu matricu J zovemo Jordanovom
kligetkom ako je J dijagonalna blok-matrica s elementarnim klijetkama na dijagonali. Pored toga, redovi
klijetki koju su u J na dijagonali ne rastu kada idemo po dijagonali iz lijevog gornjeg kuta u desni donji
kut matrice.

Matrica J ima sve elemente jednake nuli osim mozda nekih elemenata na gornjoj sporednoj dijagonali
koji su jednaki 1. Na gornjoj sporednoj dijagonali u J dolazi najprije dim V; — 1 jedinica, pa jedna nula,
onda dim V5 — 1 jedinica, pa jedna nula, i tako dalje do dim V,, — 1 jedinica.

Primjer.
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Zadatak 6. Operator B € L(C?) zadan je svojim matricnim prikazom u bazi (e) sa
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Pokazite da je B nilpotentan, odredite mu indeks i Jordanovu klijetku.

Zadatak 7. Operator N € L(C*) zadan je svojim matri¢nim prikazom u kanonskoj bazi (e) sa

11 -1 -1
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Pokazite da je N nilpotentan, odredite mu indeks, Jordanovu klijetku i jednu njegovu Jordanovu bazu.

Op¢i postupak za pronalazenje Jordanove baze nilpotentnog operatora indeksa p:

Ker N? ~ KerNP~! Ul ..., Ug
KerNP~1 = Ker NP2 Nug, ..., Nug Vly ey Up
KerNP—2 = Ker NP3 N?uy, ..., N?u, Nuvy, ..., Nv, Wi, evvy We
KerN? = KerN NP2y, ..., NP 2y, NP 3uy, ..., NP3vy, NPy, ..., NP~4w, ... YLy s Yd
. -1 -1 -2 -2 -3 -3
KerN = {0} NPy, oy NP ug NP 20, ., NP2y NPPwq, ..., NPPw,. ... Nuyi,...,Nyg z1,...

Jordanova baza izgleda ovako:

-1 -2 -1
{Np uy, N°"“uy, ..., Nuy,uq, ..., N¥ ua,...,Nua,ua,...,Nyl,yl,...,Nyd,yd,zl,...,ze}



Primjer.
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d(N) = m =4 (ukupno 4 bloka); dimV} =4, dim V5 = 3, dim V3 = 1, dimV; = 1

Ker(N*) =~ Ker(N3) f4

Ker(N3) =~ Ker(N?) f3 f7

Ker(N?) = Ker(N) fo fs

Ker(N) = {0} fi 5 fs fo

Prvo nademo najveéi linearno nezavisan skup vektora u Ker(N*)\Ker(N?3), ovdje {f4}.
Zatim f3 = Nfy, f2 = Nfs, f1 = Nfo.
Skup {f3} nadopunimo do najveég linearno nezavisnog skupa {f3, fr} u Ker(N?)\Ker(N?).
Zatim fﬁ = Nf7, f5 = Nfﬁ
Skup {fs, f¢} veé jest najveéi linearno nezavisan skup u Ker(N?)\Ker(N1).
Skup {f1, f5} nadopunimo vektorima fs i f9 do baze prostora KerN.

Primjer. Koristedi se ovim postupkom mozemo odrediti Jordanovu bazu operatora B iz Zadatka 6.
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Zadatak 8. Neka je A € L(C*) zadan svojim matri¢nim prikazom u kanonskoj bazi (e) od C*

0000
0
1
0 0

Dokazite da je A nilpotentan i odredite mu indeks nilpotentnosti. Nadalje, odredite broj i dimenziju
ciklickih potprostora, te odredite Jordanovu klijetku od A i jednu Jordanovu bazu.
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Zadatak 9. Pretpostavimo da je N € L(C") nilpotentan operator za koji vrijedi
ind N <3, r(N) +1r(N?) =5.

Ispitajte je li Jordanova klijetka od N jednoznacéno odredena, te je, ako jest, odredite.



2.2 Jordanova forma operatora

Teorem. (O Jordanovoj formi) Neka je V' konacno-dimenzionalan vektorski prostor nad algebarski
zatvorenim poljem, dim V' = n. Neka A € L(V) ima karakteristi¢ni polinom

ka(d) = (=1)" (A= M) (A= A"

i minimalni polinom

pald) = (A= M (= A

Tada postoje potprostori Vi, ..., V. < V invarijantni s obzirom na operator A takvi da je
Vi+t...+V,. =V,

dimV; = k;, za j = 1,...,r, te da za inducirani operator A; € L(V;) na potprostoru V; vrijedi
Aj = >‘j[Vj + N,

pri ¢emu je N; € L(V;) nilpotentni operator indeksa p;, za j = 1,...,r. ()
Nadalje, za svaki j € {1,...,7} postoje potprostori Xji, ..., Xj,, < V; invarijantni s obzirom na
operator Nj i takvi da je Xj; + ...+ X}y, =V te da za inducirani operator Nj; € L(Xj;) na potprostoru
Xj; vrijedi ind Nj; = dim Xj;, zai = 1,...,m;.
Drugim rije¢ima, postoji baza prostora V (tzv. Jordanova baza) u kojoj operator A ima matricu
sljedeceg oblika (tzv. Jordanovu formu):
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su temeljni Jordanovi blokovi ili elementarne Jordanove klijetke pridruzene skalaru A;.

Cinjenice:
o {\,...\} =0(A).

e 7Zbroj dimenzija svih elementarnih klijetki pridruzenih skalaru A; je jednak &;.



e Broj elementarnih klijetki pridruzenih skalaru A; jednak je d(A — A;I), tj. geometrijskoj kratnosti
svojstvene vrijednosti A;.

e NajvecCa elementarna klijetka pridruzena skalaru \; ima dimenziju p;.
e Broj elementarnih klijetki pridruzenih skalaru A; koje imaju dimenziju [ € N jednak je

n ) = 2d((A = NI — d((A = \1)'Y — d((A = A1),

Napomena. Neka je V' konac¢no-dimenzionalan vektorski prostor nad algebarski zatvorenim poljem.
Operatori A, B € L(V) su sli¢ni (tj. postoji T € GL(V) takav da je B = T 'AT) ako i samo ako imaju
iste Jordanove forme (do na poredak blokova).

Uvedimo oznaku d™ := d((4 — \,1)Y).

Zadatak 1. Linearni operator A € L(C*) zadan je u kanonskoj bazi od C* matricom

2 3 0 3
10 1 2
A=119 3 2 3
1 2 -1 0

Nadite minimalni polinom i Jordanovu formu operatora A.

Zadatak 2. Ogznacimo s Ps vektorski prostor polinoma nad C stupnja < 3 u varijabli t. Kanonska
baza prostora Ps je (1,t,t2,t3). Linearni operator A € L(P3) definiran je sa

1 1
Ap(t) :=2p(0)(1 1) + p(1)(1 + 1) + Xp”(O)(?ﬂf2 — ) + ap’”(O)(t2 +1).
Napisite matricu operatora A u kanonskoj bazi od Ps te mu nadite minimalni polinom i Jordanovu
formu.

Zadatak 3. Neka za operator A € L(V) vrijedi k4(\) = (A — 1)(A — 2)3. Kako sve moZe izgledati
pa(N)? Mozemo li za svaki od moguéih rezultata za 4 jednoznacéno (do na poredak blokova) odrediti
Jordanovu formu operatora A?

Zadatak 4. Koliko najvise elemenata moze imati skup operatora S = L(C?) takav da za svaki T € S
vrijedi o(7T") < {2, 3} i nikoja dva operatora nisu sli¢cna?

Zadatak 5. Operator A € L(C") u nekoj bazi (f) za C” ima matri¢ni prikaz
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Nadite o(A + 3I), ka()), geometrijsku kratnost svojstvene vrijednosti 1, det(A~Y(A + 21)), pa(N) i
tr(A+1).




Zadatak 6. Napisite Jordanovu formu operatora A € L(C") ako je poznato da vrijedi:
(a) T(A) =4, (A% =1,1(4%) =0
(b) o(A) = {—2,2}, stupanj od 4 je 2, tr(A) =6

(€) ka(A) = =(A=3)? a(N), (ma(N)* = =(A+ 3)% ka(X)
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