4 Unitarni prostori

4.1 Definicija i svojstva unitarnih prostora

K = polje R ili C, V je vektorski prostor nad K

Definicija. Skalarni produkt na V je svaka funkcija (- | -): V x V — K koja ima sljedeca svojstva:

(1) za sve vy, vg, w e V isve oy, ag € K vrijedi (aqv + agvs | w) = a(vy | w) + as(ve | w) (linearnost
u prvoj varijabli)

(2) za sve v, we V vrijedi (v | w) = (w | v) (hermitska komutativnost)
(3) zasvaki v e V vrijedi (v | v) = 01zasvaki v e V vrijedi (v | v) = 0 < v = 0 (pozitivna definitnost)

Uredeni par (V, (- | -)) zove se unitarni prostor.

Iz svojstava (1) i (2) slijedi svojstvo:
(1°) za sve v, wy, we € V isve (1, By € K vrijedi
(v | Brwy + Bows) = Bi(v | wy) + Ba(v | wa)

(antilinearnost u drugoj varijabli)

Primjeri unitarnih prostora.

1. V=K"zanekineN, ay, ..., a, > 0 fiksni skalari, v = (vq,...,v,), w = (wy,...,w,) € V.
(v | w) Z ;v W;
(-] ) je skalarni produkt na K". Za oy = -+ = a,, = 1 ovo je standardni skalarni produkt na K",

2. [a,b] € R, V =C([a,b],K) ={f: [a,b] > K| f neprekidna}, f, geV.
b

(] 9) = f £(t) g0 dt

a

(-] -) je skalarni produkt na C([a, b], K).
3. V=»M,(K)zanekineN, A BeV.
(A| B) :=tr(AB*),

gdje je B* = BT matrica adjungirana matrici B. ( | -) je skalarni produkt na M,(K). Naime, za

matrice A = [ay;], B = [f;;] imamo (A | B) = tr([Z airBir]) = Z B,k pa je unitarni prostor
jk=1

M,,(K) prirodno izomorfan unitarnom prostoru K” uz standardni skalarni produkt (kao vektorski

prostori K" =~ M, (K), n>torke umjesto kao vektore pisemo kao n x n matrice).



Napomena. Na svakom realnom ili kompleksnom konacno-dimenzionalnom vektorskom prostoru moze
se definirati skalarni produkt. Naime, za svaki kona¢no-dimenzionalni vektorski prostor V nad K postoji
izomorfizam ®: V — K" n = dim V, jer svaki vektorski prostor posjeduje bazu. Ako je (- | -) standardni
skalarni produkt na K", onda je formulom (v | w) := (®(v) | ®(w)) definiran skalarni produkt (- | -) na
vektorskom prostoru V.

U daljnjem je V unitarni prostor sa skalarnim produktom (- | -). Zav eV je

[0l := /(v [ v)

norma (duljina) vektora v. Funkcija || - ||: V' — R ima svojstva:

To su tzv. aksiomi norme. Zbog toga Sto ova norma potjece od skalarnog produkta za nju vrijedi jos
relacija paralelograma:

(Vo,we V) ([lv+wl]* + [[o — w|[* = 2[jv|[* + 2[[w]]*).

Ona se dobije ovako: |[v +w|*+|[v—w|*=w+w|v+w)+v—w|v—w)=(v]v)+ (v|w)+ (w]
v) +(wlw)+ (v]v) = (v]w) = (w]v)+ (w]w) =2v]v)+2w|w) =2l[]]* +2[lw|*

U svakom unitarnom prostoru V' vrijedi:

Schwarz-Cauchy-Bunjakovskijeva nejednakost. Za sve v,w eV je
(v [ w)] < o] [|wl].

Jednakost se postize ako i samo ako su v i w kolinearni (tj. linearno zavisni).

Zadatak 1. Dali postoji a € R takav da je sa ((x1, 22, x3) | (Y1, Y2, Y3)) = ax1ys — axays + x3y3 definiran
skalarni produkt na R3?

Zadatak 2. Koristeéi sCB-nejednakost, dokazite da vrijedi (“T”’)2 < “2;”2, Va, be R.

Zadatak 3. Neka je V unitarni prostor nad K = polje R ili C. Za vektore x, y € V dokazite da vrijedi

(@ [y) =0 < (VaeK)([[z]] < [l + ayl]).

Zadatak 4. Neka za matricu A € M,(C) vrijedi AA* = A?. Dokazite da je A hermitska matrica, tj.
da vrijedi A* = A.



Zadatak 5. Provjerite jesu li sljede¢i vektorski prostori unitarni uz sljedec¢a preslikavanja:

Gram-Schmidtov postupak ortonormiranja. Neka je V' konac¢no-dimenzionalan unitaran prostor,
(ay,...,an) linearno nezavisan sistem vektora iz V. Definiramo vektore (ei,...,e,) induktivho na
sljeded¢i nacin:

. _a

T Y]

& b
R . k+1
Drvtr = ake1 — 2 (akr1 | €5) €5, €pr1 = iy
i=1

k=1,....m—1

Tada je (ey,...,e,) ortonormirani sistem vektora koji jo§ ima svojstva:

[{e1,...,ex}] = [{ar,...,ax}], zak=1,....m

(ag,er) =20, zak=1,...,m

Zadatak 6. Neka su fi, foi f3 € C([0,1],R), fi(t) = 1, fo(t) = t, f3(t) = t* za svaki t € [0,1].
Ortonormirajte sistem (f1, f2, f3)-

Zadatak 7. Neka su vy, vy € C? takvi daje [|v1]| = 1, |Jva|| = 21 (v1 | v2) = /3. Ortonormirajte sistem
(v1,v9).

Ako za S, T < V vrijedi (Yv € S)(Yw € T)((v | w) = 0), onda pisemo S L T i kazemo da su S'i T
medusobno ortogonalni.

Za S < V definiramo skup
Sti={veV|{v} LS} ={veV|(VweS)((v|w)=0)}

koji zovemo ortogonalni komplement skupa S. Ocigledno je S L S*.

Propozicija. Neka je V' kona¢no-dimenzionalni unitarni prostor, S < V, L < V. Tada vrijedi:

St = [S]J_w {O}J_ =V, Vi = {O}



Zadatak 8. Neka je M = [{(0,0,1,1), (1,0,1,0)} ] < R% Nadite jednu ortonormiranu bazu za M+
uz standardni skalarni produkt na R*.

Teorem. Neka je V' konacno-dimenzionalan unitarni prostor.

(1) (Pitagorin poucak) Ako su ay,...,a, u parovima ortogonalni, onda vrijedi
1D asll? = llasll®
j=1 j=1
(2) Ako je {e1,...,e,} € V ortonormiran skup, onda za svaki x € V' vrijedi (Besselova nejednakost)

(@ ] )] < [lxll*.

s

7j=1
U slucaju da je {eq, ..., e,} ortonormirana baza, vrijedi za svaki x € V' (Parsevalova jednakost)
Dl [ eg)P = Izl
j=1
(3) (Teorem o najboljoj aproksimaciji) Neka je {ey,...,e,} € V ortonormiran skup. Za z € V
ozna¢imo yo := >, (x | e;)e;. Tada za svaki y € [{e1,...,en}], y # yo vrijedi
j=1

||z = woll < [l —yll.
Zadatak 9. Nadite najbolju aproksimaciju matrice A = [{ %] € My(C) u potprostoru od M,(C) koji

¢ine matrice traga 0.

4.2 Linearni operatori na unitarnim prostorima
Teorem. (Riesz) Za svaki funkcional f € V' postoji jedinstveni vektor a € V' takav da je

fw)=(v]a), YveV.

Teorem. Za svaki A e L(V,W) postoji jedinstveni A* € L(W, V) takav da je
(Av | w)w = (v | A*w)y, YveV, Ywe W

Operator A* zovemo adjungiranim operatorom operatora A.

Propozicija. Pridruzivanje A — A* ima svojstva:
(a) bijektivno je L(V,W) — L(W,V)
(b) antilinearno je, tj. (aA + BB)* = a@A* + BB* za A, Be L(V,W)
(¢) (AB)* = B*A* za Be L(V,W), Ae L(W,U)
(d) (A*)*=A,za Ae L(V.W)
(e) (A*) = (A™H* za A e L(V,W) bijekciju
(0) 1y -



Propozicija. Ako su (e), (f) redom ortonomirane baze vektorskih prostora V, W te A € L(V, W),
onda vrijedi:

Zadatak 1. Na prostoru P; realnih polinoma stupnja < 2 uz Skalarm produkt (p | q) So
promotrimo linearni funkcional S, zadan sa Sp = %p(l) 6p (1) + 24p "(1), p € Py. Odredite s € 772 takav
da je Sp = (p| s) za svaki p € Ps.

Propozicija. Za svaki Ae L(V,W) vrijedi V' = KerA ® ImA* i W = KerA* @ ImA.

Zadatak za DZ. Neka je V' kona¢no-dimenzionalan unitarni prostor i A € L(V'). Dokazite da vrijedi

Im(AA*) = ImA.
Zadatak 2. Nadite adjungirani operator operatora A € L(C?), A(xy,13) = (221,071 — T2).

Definicija. Neka je V' kona¢no-dimenzionalan unitarni prostor. Operator A € L(V') je hermitski ako
vrijedi A* = A, antihermitski ako vrijedi A* = —A, unitaran ako vrijedi AA* = A*A = 1,tj. A=t = A*,
normalan ako vrijedi AA* = A*A.

Analogno definiramo hermitsku matricu, antihermitsku matricu, unitarnu matricu i normalnu ma-
tricu.

Napomena. Operator je hermitski ako i samo ako u nekoj (pa onda i u svakoj) ortonormiranoj bazi ima
hermitsku matricu. Analogna tvrdnja vrijedi i za antihermitski operator, unitaran operator i normalan
operator.

Zadatak 3. Neka je V kona¢no-dimenzionalan unitarni prostor nad C.

(a) Dokazite da za svaki A € L(V) postoje jedinstveni hermitski operatori H, K € L(V) takvi da je
A=H+iK.

(b) Dokazite da je A € L(V) normalan ako i samo ako H i K iz gornjeg prikaza medusobno komutiraju.

Zadatak 4. Napisite operator A € L(C?), A(z1,22) = (2x1,ix; — x5) u obliku H + iK, gdje su H,
K € L(C?) hermitski operatori.

Zadatak 5. Neka je P, prostor kompleksnih polinoma stupnja < n uz skalarni produkt zadan sa
(flg) So t)dt, f,g € P,. Je li operator deriviranja D: P, — P,, Df = f’ hermitski operator?

Neka je V kona¢no-dimenzionalan unitarni prostor i M < V. Tada vrijedi V = M @ M*, tj. svaki
vektor x € V ima jedinstven zapis oblika © = a + b, a € M, b € M*. Operator P € L(V) definiran s
Pz := a zove se ortogonalni projektor (ili hermitski projektor).

Propozicija. Neka je V konacno-dimenzionalan unitarni prostori P € L(V'). Operator P je ortogonalni
projektor ako i samo ako vrijedi P? = P = P*.



Zadatak 6. Neka je V' konacno-dimenzionalan unitarni prostor i neka su P;, P, € L(V) ortogonalni
projektori. Uz koje uvjete na P; i P, je operator P; P, ortogonalni projektor? Na koji potprostor u tom
slucaju on projicira prostor V7

Zadatak za DZ. Neka je V' konacéno-dimenzionalan unitarni prostor i neka su P, P, € L(V') ortogo-
nalni projektori. Uz koje uvjete na P; i P, je operator P + P, ortogonalni projektor? Na koji potprostor
u tom slucaju on projicira prostor V7

4.3 Unitarni operatori

Unitarne operatore mozemo okarakterizirati na nekoliko nac¢ina.

Teorem. Neka je V' kona¢no-dimenzionalan unitaran prostor i A € L(V'). Ekvivalentno je:
(a) A je unitaran
(b
(
(

— T (ili A*A = 1)

)

) A

c) (Vo,weV)((Av | Aw) = (v | w)), tj. A ¢uva skalarni produkt

d) (Vv e V)(||Av|| = ||v]]), tj. A ¢uva normu

e) za svaku ortonormiranu bazu (ey,...,e,) od V je (Aey, ..., Ae,) opet ortonormirana baza od V/
)

(
(

f) postoji ortonormirana baza (ey,...,e,) od V takva da je (Aey, ..., Ae,) ortonormirana baza od V'

Zadatak 1. Neka je V' kona¢no-dimenzionalan unitaran prostor nad C. Dokazite: ako su A, B € L(V)
unitarni operatori takvi da je operator A + B takoder unitaran, onda je AB* unitaran operator za koji

vrijedi (AB*)? = I.
Zadatak 2. DokaZite: ako je A unitaran operator takav da je A + I takoder unitaran, onda je A® = I.

Zadatak za DZ. Naunitarnom prostoru R? zadan je operator A(z1, z9, z3) = (%$1-%l’3, %xl +%x3, Ta).
Provijerite je li operator A unitaran i odredite A7,

4.4 Normalni operatori

Teorem. Neka je V' konacno-dimenzionalan unitaran prostor i A € L(V'). Ekvivalentno je:
(a) A je normalan
(b) (Yv,we V) ((A*v | A*w) = (Av | Aw))
() (v e V)([lA*v]] = || Av]]

Ako je V kompleksan unitaran prostor, onda vrijedi i:

(d) postoji ortonormirana baza od V' u kojoj A ima dijagonalnu matricu.



Zadatak 1. Neka je operator A € L(C?) zadan sa
A(xy, 29, x3) = (31 + 229 + 43, 221 + 223,471 + 229 + 323).

Ako postoji, odredite ortonormiranu bazu za C* u kojoj A ima dijagonalni prikaz.

Teorem. Neka je V' kona¢no-dimenzionalan unitaran prostor nad C. Ako je A familija normalnih
operatora koji medusobno komutiraju, onda postoji ortonormirana baza prostora V' u kojoj svi operatori
iz A imaju dijagonalnu matricu.

Zadatak 2. Neka je V' konacno-dimenzionalan unitaran prostor nad C i A € L(V') normalan operator.
Dokazite:

(a) A je hermitski < o(A4) < R
(b) A je antihermitski < o(A) < iR
(c) A je unitaran < o(A) = St ={ e C ||\ =1}

Zadatak 3. Na kompleksnom konac¢no-dimenzionalnom unitarnom prostoru dan je normalan operator
A za koji vrijedi A% + A3 — A? — I = 0. Dokazite da A mora biti unitaran.

Zadatak 4. Neka je V' konac¢no-dimenzionalan kompleksni unitarni prostor i A € L(V'). Dokazite: A je
normalan operator ako i samo ako postoji unitaran operator U € L(V') takav da je A* = UA.

4.5 Hermitski i pozitivni operatori

Teorem. Neka je V' kona¢no-dimenzionalan unitaran prostor (nad R ili C). Ako je A familija hermit-
skih operatora na V' koji medusobno komutiraju, onda postoji ortonormirana baza prostora V' u kojoj
svi operatori iz A imaju (realne) dijagonalne matrice.

Definicija. Neka je V kona¢no-dimenzionalan unitaran prostor. Operator A € L(V') je pozitivan ako
je A* = Aivrijedi (Yo e V) ((Av | v) = 0). Tada pisemo A > 0. Operator A € L(V) je strogo pozitivan
ako je A* = A i vrijedi (Vv e V\{0}) ((Av | v) > 0). Tada pisemo A > 0.

Propozicija. Neka je V' kona¢no-dimenzionalan unitaran prostor i A € L(V') hermitski operator. Tada
vrijedi:

(a) A je pozitivan < o(A) < [0, +00)

(b) A je strogo pozitivan < o(A) < (0, +o0)
Teorem. (O pozitivnom drugom korijenu) Neka je V konacno-dimenzionalan unitaran prostor.

Za svaki A € L(V), A = 0 postoji jedinstveni B € L(V), B = 0 takav da je B> = A. KaZemo da je B
pozitivni drugi korijen operatora A i pisemo B = +v/A. Stovise, imamo da vrijedi

(VT e L(V))(AT = TA < BT = TB).



Teorem. (O polarnoj formi) Neka je V kona¢no-dimenzionalan unitaran prostor. Za svaki A € L(V)
postoje unitarni operatori Uy, Uy € L(V') i pozitivni operatori Py, P, € L(V') takvidaje A = PiU; = Uy Ps.
Operatori Py, P; su jednoznacno odredeni s A, a ako je operator A regularan, onda su jednoznacno
odredeni i operatori Uy, Us.

Zadatak 1. Neka je V' kona¢no-dimenzionalan unitaran prostor i A € L(V). Dokazite: ako vrijedi
A*A — AA* > 0, onda je A normalan.

Zadatak 2. Neka je V' kona¢no-dimenzionalan unitaran prostor nad C. Neka su A, Be L(V), A >0
takvi da vrijedi AB + iBA = 0. Dokazite da je B = 0.

Zadatak 3. Neka je P pozitivan operator na kona¢no-dimenzionalnom unitarnom vektorskom prostoru
koji zadovoljava jednakost P! + 2P* — 31 = 0. Dokazite da je P = I,

Zadatak 4. Neka je V kona¢no-dimenzionalan unitaran prostor i neka su A, B € L(V) takvi da je
||Av|| = ||Bv|| za svaki v € V. Dokazite da postoji unitaran operator U takav da je B = UA.

Zadatak 5. Operator A € L(R?) zadan je formulom A(x,y) = (22 + 3y, 3z + 5y). Dokazite da je A
pozitivan operator i odredite njegov pozitivni drugi korijen v/A.

4.6 Dodatni zadaci

Zadatak 1. Koliko najvise elemenata moZe imati spektar unitarnog operatora U € L(C?°%®) takvog da
je operator U — I takoder unitaran?

Zadatak 2. Neka je A linearan operator na konac¢no-dimenzionalnom unitarnom prostoru V. Dokazite:
ako vrijedi ||A*z|| = ||Az|| za svaki x € V| onda je A normalan.

Zadatak 3. Neka je V' kona¢no-dimenzionalan unitarni prostor i H € L(V') hermitski operator. Neka
je Ao najmanja svojstvena vrijednost operatora H. Dokazite: Ao (z | ) < (Hx | x) za sve x € V.

Zadatak 4. Neka je H € M,(C) hermitska matrica i pretpostavimo da su B, C' € M, (C) hermitske
matrice takve da je B> = H = C3. Dokazite da je B = C.
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