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Poglavlje 1

Uvodne oznake

Za sam pocetak, navedimo nekoliko osnovnih notacija:

Varijable éemo oznadavati s x = (x1,X2,...,%7) € RY,ili s (x,1) = (xq,...,xg,1) € RIH1L,

Nepoznatu funkciju ¢emo oznacavati s u, te ¢e njena domena generalno biti otvoreni skup
Q CR?, odnosno Q x [0,T] zaneki T > 0.

Za parcijalne derivacije ¢emo Cesto osim standardne oznake % krace pisati d;, kao i Uy;.
; .

Za multiindeks a = (0, ...,0) € N& definiramo |a| = Y4 | ai, te a! = (0 !) -+ (ag!).
Neka je dodatno 8 = (Bi,...,B4) € N¢. Pisemo o < B akoje o; < B, zasvei=1,...,d.
Takoder, moZemo definirati i binomni koeficijent (g) = (g;) (gj)

Koriste¢i prethodne oznake, zapisujemo polinome u varijabli x = (xp,...,x;), kao i mje-

Sovite derivacije na sljedeci nacin:

o (04
Lox%=x;"x,

2. 3%u(x) = %u(x). Ovdje se nekad umjesto 0% koristi i oznaka D%. Zbog Sc-
o

hwartzovog teorema, poredak deriviranja nije bitan za dovoljno puta diferencijabilne

funkcije, stoga je oznaka d% smislena.

Idud¢ih rezultati su viSedimenzionalne verzije otprije poznatih rezultata za funkcije jedne

varijable, a za primijetiti je kako su formule gotovo veoma sli¢ne jednodimenzionalnim.

Propozicija 1.1.1. 1. (binomna formula) Neka su x,y € RY. Tada vrijedi

x+y*=Y (g)xﬁyaﬁ,

B<a



2. (Newton-Leibnizova formula) Neka su f,g € CK(R?), te o € N@ takav da je || < k. Tada
je
I(fo) =Y, (“) P fo Vs,
B<a B

3. (Taylorov teorem) Neka je f € CX(RY). Tada za sve x,y € RY vrijedi

fain = ¥ I R,

lot| <k

pri Cemu je ostatak Ry, dan s

o 1
Ri(x,y) = Z ky—'/ (1= 19%u(x +1y)d.
o=k aJo
Takoder, barem formalno gledano, razvoj funkcije u Taylorov red oko tocke c je dan s

o~ L g

d
NG

Za k € Ny éemo s Du oznalavati sve parcijalne derivacije funkcije u reda k. Posebno,
ukoliko je k = 1, D'u(x) moZemo zapisati i kao Vu(x) € R¥: iako je gradijent funkcije zapravo
vektor-stupac, ovdje ¢emo naizmjeni¢no ga smatrati i vektorom stupcem i vektorom retkom; iz
konteksta ¢e biti jasno o kojoj se verziji radi. Takoder, za k = 2, D?u(x) moZemo zapisati i kao

Hessijan, simetricnu d X d matricu drugih derivacija funkcije u.

Definicija 1.1.2. Izraz oblika
F(x,u(x),Du(x),...,D* Tu(x),D*u(x)) =0, xeQ (1.1)
nazivamo parcijalnom diferencijalnom jednadZbom k-tog reda, pri cemu je
F:OxRxRIx-.-xR" SR,

zadana, a
u:Q—-NR

nepoznata funkcija.

Rjesavanje PDJ-a (1.1) podrazumijeva pronalazenje svih funkcija u koje zadovoljavaju danu
jednadzbu u nekom smislu. U ovom dijelu ¢emo govoriti samo o rjeSenjima u klasicnom
smishu, odnosno o funkcijama u € C* koje zadovoljavaju jednadzbu za svaki x € Q direktnim

uvrStavanjem.



Poglavlje 2

Jednadzbe 1. reda s konstantnim
koeficijentima

Krecemo s najjednostavnijom parcijalnom diferencijalnom jednadzbom, linearnom jednadz-
bom 1. reda s konstantnim koeficijentima (Cesto se zbog fizikalne interpretacije koristi naziv
transportna jednadZba):

u+cuy=0, naRxRT,

gdje je ¢ € R neka konstanta, a u : R x [0,00) — R nepoznata funkcija.

Pretpostavimo sada da je funkcija u € C! (R x RT) rjesenje jednadZbe te pokusajmo doci do

eksplicitnog izraza za u. Primijetimo kako jednadZbu moZemo drugacije zapisati
el (el g
Uz 1

Drugim rije¢ima, funkcija u = u(x,7) je konstantna duz pravaca smjera [i] :

t

7/

U




Dakle, ukoliko znamo vrijednost funkcije u za barem jednu tocku svakog takvog pravca, mo-
Zemo odrediti vrijednost za proizvoljnu to¢ku. Stoga ¢emo promotriti sljedecu pocetnu zadacu:
u+cuy =0, naRxRT,
u=g, naR x {r =0}
gdje je g : R — R unaprijed zadana funkcija. Svaka tocka (x,z) € R x R™ leZi na pravcu oblika
X —ct = xo, za neki xg € R. Uzvesi u obzir prethodna razmatranja, imamo
u(x,t) = u(xp,0) = g(xo) = g(x—ct).

Dakle, jedini kandidat za rjeSenje je dan gornjom formulom. Ako je g € C', onda je ovom
formulom o¢ito dano C! rjeSenje pocetne zadade. U suprotnom klasi¢no rjeSenje ne postoji (o

drugim oblicima rjeSenja éemo govoriti viSe na kolegiju PDJ2).
Zadatak 2.1.1. Pokazite da za ¢ € R\ {0}, f € C(R¥*1) te g € C'(R?) postoji tocno jedno
rjesenje pocetne zadace te izvedite formulu za rjeSenje

w+¢-Vau=f, naR?xRT,

u(-,0) =g

Rjesenje. Kao i u prethodnom primjeru, pretpostavit ¢emo prvo da je funkcija u rjeSenje dane
zadace, te ¢emo do¢i do (jedinog) kandidata za rjeSenje, za koje ¢emo onda provjeriti da uz
dane uvjete zaista i jest rjesenje.

Ponovno jednadZzbu mozemo zapisati u ekvivalentnom obliku

¢
1] =7

Neka je (x,7) € R? x R* proizvoljan. Neka je s 7: [0,7] — RY*! dana parametrizacija segmenta

V. u

Uy

odredenog s tockama (x — 1,0) i (x,7), .
V)= (—12,0) +5@ 1), se 0.
Tada je
u(rt) = (wo (1)
= won(O)+ [ (wor/()as
~ux=€0)+ [ Vasulrs) ¥ (51

t
= g(x—1c) +/ f(x—tc+sc,s)ds.
0



Dakle, ako je u rjeSenje zadace, tada je ono nuzno dano gornjom formulom. Lako se vidi da je
uz dane pretpostavke zaista tim izrazom definirana jedna C! funkcija koja je rjeSenje zadade, te

je time tvrdnja pokazana. |

Promotrit éemo sada prvi nelinearni primjer jednadzbe: polulinearnu jednadzbu. Pritom
nam je ideja za rjeSenje motivirana prethodnim zadacima; naime, vidjeli smo kako smo PDJ
mogli restringiranjem na pravce svesti na jednostavniji ODJ, koji se zatim moZze rijeSiti obi¢nim
integriranjem. U iduéem poglavlju éemo vidjeti i precizniji i potpuniji opis te metode, a u ovom

trenutku cemo takav efekt posti¢i obicnom zamjenom varijabli.

Zadatak 2.1.2. Zadana je polulinearna pocetna zadaca
w+cuy+u> =0, naRxRT,
u(-,0) =g,

gdje je c € R\ {0} te g € C(R), g # 0. PokaZite da postoji lokalno rjesenje u € C*(R x
<_67 6>)

Rjesenje. Pretpostavimo da je u rjeSenje zadace na nekoj navedenoj pruzi. Kako se derivacije
najviseg (prvog) reda javljaju linearno (i to s konstantnim koeficijentima), cilj je uvesti linearnu
zamjenu varijabli kojom ¢e ovaj PDJ postati ODJ po jednoj od tih varijabli (s drugom kao para-
metrom). S obzirom da smo ve¢ vidjeli da su pravci duz kojih je x — ct konstantno igrali ulogu
pravaca duz kojih se PDJ reducira na ODJ, prirodno je uzeti da ¢e jedna od novih komponentnih
funkcija u zamjeni varijabli biti upravo (x,7) — x — ct. Radi kasnijeg racuna, druga ¢e nam biti

(x,1) — x+ ct. Preciznije, uvedimo
E(x,t) =x+et, n(x,t) =x—ct
odnosno ® € L(R?), ® = (£,n). Dodatno, neka je v=wuo®~!. Drugim rije¢ima, v(& (x,1),n(x,1)) =

u(x,t), Sto ¢emo krace pisati v(&,n) = u(x,t) (i moZemo Citati kao da "v ocitava vrijednost rje-

Senja u u novim koordinatama (&, 1)). Kako u zadovoljava jednadZbu, deriviranjem slijedi
0= +cuy+u> = (ve & +vp-n) +c(ve - Ec+vy -1y +v?2 = 2cve +v2,

odnosno
I 5
Ve =——V".
s 2c
Ovdje je sada rije¢ o ODJ prvog reda u & varijabli, za Cije rjeSavanje Koristimo metodu separa-

cije varijabli:

dv I,
—_— = ——)
d& 2c

dv 1

T = __d§7

% 2c



odakle integriranjem slijedi
1—15+C
v 2c ’

odnosno |

2&+C(m)

Rjesenje ¢éemo imati na nekoj okolini tocke (€, 1) ukoliko je bilo

v(&,n) =

0#v(E,n) =v(n,M) =u(x—ct,0)=gx—ct) =g(n).

U tom slucaju odredimo C(n):

1
gm)=vin,n) = 4———.
2eN +C(M)
iz Cega slijedi
Clm) =~
gm) 2’

odnosno |

1 1 -
(6 =M+ 2o
Povratkom u originalne koordinate konacno dobivamo

1 g(x—ct)

[ — o)
'+ 1+tg(x—ct)

v(€,n) =

u(x,t) =

Primijetimo kako u ovom obliku rjeSenje ima smisla i u onim tockama gdje je g = 0. Direktnom
provjerom se moZe provjeriti da je ovako definirana funkcija zaista rjeSenje pocetnog problema.
Preostaje nam joS osigurati da je ono dobro definirano za male ¢-ove. Za to je dovoljno pokazati
da postoji 6 > 0 takav da nazivnik nije nula za |¢t| < . Kako je g € C°(R), ona je posebno i
ograni¢ena pa postoji M > 0 takav da je |g(x)| < M za sve x € R. Sada imamo

[1+1g(x—ct)| 2 1= t|lglx—ct)| > 1 =M -r],

pa stavljanjem 0 := 1% za |t| < 6 imamo

[1+12g(x—ct)| > € >0.

Primijetimo da se ovako dobiveno rjesenje ne moZe prosiriti do glatkog na cijelom R?. S
obzirom da je g # 0, postoji xo € R takav da je g(xo) # 0. Tada za r = —@ i x takav da je
X — ¢t = xp Imamo

l+1g(x—ct) =0,

pa vidimo da se rjeSenje ne moZe prosiriti do trenutka t = — ek



Poglavlje 3

Kvazilinearne jednadzbe 1. reda

3.1 Metoda karakteristika

U prethodnom smo dijelu vidjeli kako zadani PDJ moZemo svesti na jednostavniji problem
koristeéi se geometrijskim argumentima, odnosno poznavanjem ponasanja rjeSenja duZ neke
krivulje. Sada ¢emo na slican nacin pristupiti i Siroj klasi problema. Radi jednostavnije geome-
trijske interpretacije, fokusirat ¢emo se na problem u kojem je traZzena funkcija u funkcija dvije

varijable, no sam pristup 1 princip dokaza je analogan u viSe dimenzija.

Promatramo kvazilinernu jednadzbu 1. reda oblika
a(x,y,u)~Vu(x,y):b(x,y,u) 3.1

ai (x,y,z)

a (x 'Y Z)
poznata funkcija. Domene zasad ne preciziramo, no one ¢e naravno biti neki otvoreni skupovi.

pri Cemu su a = a(x,y,z) = [ ] i b= b(x,y,z) zadane C! funkcije, te u = u(x,y) ne-

Pretpostavimo da je funkcija u C! rjeSenje (3.1), te oznaéimo s I' C R? graf funkcije u. Kao
ploha je taj graf implicitno zadan s F(x,y,z) = 0, gdje je F(x,y,z) = u(x,y) —z. Normala na
Vu(x,y)

graf u tocki (x,y,z) je tada dana s VF(x,y,z) = . Primijetimo sada kako jednadZbu

moZemo zapisati na sljedeéi ekvivalentan nacin:

a(x,y,u) Vu _0
b (x7y ) M) —1 -
e . . la(x,y,2) . .
Iz prethodnoga zakljuc¢ujemo kako je vektorsko polje b( ) okomito na normalu u svakoj
x? y? Z

tocki grafa. Dakle, to je polje tangencijalno na tu plohu u svakoj njenoj tocki. Geometrijski

8



3.1. METODA KARAKTERISTIKA 9

gledano, moZemo ocekivati sljedece: ako se nalazimo u tocki koja je na grafu rjeSenja, te se iz
te tocke nastavimo kretati (koliko je to moguce) u smjeru koje nam odreduje vektorsko polje

a
[b dobit ¢emo krivulju koja u cijelosti lezi na grafu. Dakle, ako znamo vrijednost rjeSenja u

nekom dovoljno dobrom dijelu grafa, na ovaj nacin bismo trebali opisati graf funkcije.

Pretpostavimo sada da imamo zadane neke "pocetne" uvjete na funkciju u, tj da traZimo

rjeSenje (3.1) koje zadovoljava u| . = ug, gdje je S C R? zadana parametrizirana krivulja, te neka

S
je v:J — R? njena parametrizacija. Ako je u rjeSenje (3.1), onda se krivulja s — (y(s),u(y(s))

nalazi na grafu rjeSenja, te Zelimo na maloprije opisani nacin pokusSati izgraditi ostatak grafa

barem na nekoj okolini te krivulje.

Definicija 3.1.1. Za parametriziranu krivulju o : J — R> kaZemo da je integralna krivulja
vektorskog polja X na otvorenom skupu Q C R> ako vrijedi

s a(t)eQzasvet €J,

. X(a(r)) = &' (¢).

. veyo s . . . |a . v
U naSem ¢emo slucaju traZziti integralne krivulje vektorskog polja b koje se u pocetnom

trenutku nalaze u tocki podgrafa {(y(s),uo(y(s)) : s € J}. Odredivanje tih krivulja se o€ito svodi

na rjeSavanje sljedeéeg sustava ODJ:

% = ai(x,y,z)

d
d_)l) - aZ(xvyvz)

& = b(x,,2),
s poCetnim uvjetima
x(0;5) = n(s)

¥(0:5) = 1a(s)
2(055) = uo(¥(s))

Teorija ODJ nam daje jedinstveno rjesSenje gornjeg sustava

x=x(t,s)
y=y(t,s)
z=12z(t,s)

na nekom intervalu / koji sadrzi 0. Za pocetak, uvjerimo se da navedene integralne krivulje

zaista leZe u cijelosti na grafu.
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Lema 3.1.2. Neka je tocka P = (xo,y0,u(x0,y0)) tocka grafa rjeSenja u jednadzbe (3.1) T, te
a(x,y,z)

b(x,y,2)

neka je o : I — R integralna krivulja vektorskog polja ] takva da je o.(0) = P. Tada
vrijedi oo(I) CT.

Dokaz. Podsjecamo kako je graf funkcije u ploha implicitno zadana s F (x,y,z) = u(x,y) —z=0,
pa je dovoljno pokazati da je F(a(t)) =0 za sve t € I. Kako je u rjeSenje (3.1), imamo

Vu(oc(t))] | a(oc(t>)] o
~1 bla())]

F(P) = 0 daje tvrdnju. O

d Tie\
S F(a(t) = VF(a() - /(1) =

Dakle, F((t)) je konstantno, §to uz pocetni uvjet F(ct(0))

Ove se integralne krivulje zovu se joS i karakteristike jednadZzbe (3.1), dok se gornji sustav
naziva jos i karakteristi¢ni sustav jednadzbe (3.1).

Dakle, kroz svaku to¢ku podgrafa koji je odreden pocetnim uvjetima moZemo provuci inte-
gralnu krivulju koja ¢e opisati rjeSenje jednadZbe. Problem moZe nastati ako za neke tocke se
ta krivulja podudara sa samim podgrafom (drugim rije¢ima, ne micemo se iz po€etnih uvjeta).

a
Do toga ¢e do¢i ako je polje a = ! tangencijalno na krivulju S. Zbog toga uvodimo sljedecu
as
definiciju.
Definicija 3.1.3. Neka su a,ug i S kao ranije, te neka je n(s) normala na krivulju S u tocki y(s).
KaZemo da je tocka y(s) € S karakteristicna tocka vektorskog polja a ako vrijedi

a(y(s),uo(s)) -n(s) = 0.

Pretpostavimo sada da S ne sadrZzi nijednu karakteristicnu tocku vektorskog polja a. U po-
sliednjem koraku radimo sljedece: za tocku (x,y) € R? koja ée biti "dovoljno blizu" S (dakle,
barem za ¢ blizu 0) Zelimo invertirati funkciju (z,s) — (x,y) (drugim rije¢ima, Zelimo odrediti
gdje i na kojoj karakteristici projekciranoj na xy-ravninu se nalazi promatrana tocka), te ko-
na¢no o¢ekujemo da Ce z(z,s) biti traZena vrijednost rjeSenja (naprosto "ocitamo" §to bi trebala
biti vrijednost na grafu). Oznacimo s R(t,s) = (x(z,s),y(t,s),z(t,s)) rjeSenje karakteristicnog

sustava jednadzbi (koje je C! funkcija) te stavimo H(t,s) = (x(¢,s),y(t,s)). Ra¢unamo za s € J
d;x(0,s) 9,y(0,s)
dsx(0,s) dsy(0,s)
= 0;x(0,s) - dsy(0,s) — dsx(0,5) - A, y(0, )
= a1(¥(s)) - &2(s) —ax(¥(s)) - 81 (s)

— a(¥(s)) -n(s) £0.

JH(O,S) =
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Prema teoremu o inverznom preslikavanju, postoje okolina U tocke (0,s) i okolina V toCke
H(0,s) = y(s) takve da je H : U — V difeomorfizam. Sada za (x,y) € V definiramo

u(x,y) ==z(H '(x,)).

Funkcija u je svakako C!, te zadovoljava uvjet u} ¢ = Up. Zaista, neka je (x,y) = y(s) € S. Slijedi

u(x,y) =2(H™'(x,y)) = 2(0,5) = uo(¥(s)) = uo(x, ).
Konacno, pokazimo da u zadovoljava (3.1):

_dx(dzdt dzds dy /dzdt dzds
alx,y,u(x,y)) - Vu(x,y) = == <E$ + aa) + 7(537 + ayy)
_dz dxdt dyodt dz (dsdx dsdy
=5 Gract 8y>+8s(8x8t+ay8t>
_ozon oe0s

~ dtdt  Js ot

dz
—EJ—I—O
= b(x,y,u(x,y)),

gdje smo u predzadnjem retku koristili nezavisnost funkcija s 1¢.

Ovime smo dobili rjesenje lokalno oko tocke ¥(s,0), dok rjeSenje na okolini Q od S dobivamo
uzimanjem unije lokalnih. Pritom se moZe dogoditi da neka od karakteristika sijece krivulju S
u vise od jedne tocke; u tom sluc¢aju smanjujemo  tako da svaka od karakteristika "ne izlazi iz
Q.

Istaknimo za kraj kljucne korake ove konstrukcije rjesenja jednadzbe (3.1) uz zadani uvjet
u|g = ug. Potrebno je prvo odrediti postoje li karakteristicne tocke na krivulji S. Ukoliko
takvih nema, znamo da postoji rjeSenje na nekoj okolini; u suprotnom mozZemo imati rjeSenja
na okolinama onih dijelova krivulje S u kojima nema karakteristi¢nih tocaka, no tada nemamo
garanciju C' rjeSenja. U tom sluaju éemo traZiti najveéu moguéu domenu na kojoj imamo
rjesenje. Zatim odredimo karakteristike, uz uvjet da u pocetnom trenutku r = 0 te karakteristike
moraju prolaziti kroz neku unaprijed fiksiranu tocku (ta ¢e tocka biti opisana parametrom s)
na S. Zatim odredimo sve one tocke koje su sadrzane u nekoj od takvih karakteristika (Sto se
svodi na problem invertiranja (x,y) — (¢,s)). Naposljetku, naSe je rjeSenje dano uvrstavanjem

dobivenih izraza za ¢ i s preko x i y u posljednju koordinatu karakteristika.
Zadatak 3.1.4. Rijesite zadatke 1.1.1 i 1.1.3 metodom karakteristika.
Zadatak 3.1.5. Rijesite Cauchyjevu zadacu

Uy + Uy = U,

u(x,y) =cosx, nay=0.
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Rjesenje. Uz oznake kao ranije prepoznajemo

1
a<x7y7z) = [1] ) b(x,y,z) =Z.
Takoder stavimo
0
S={(5,0): s € R}, te n(s) = [1] .

Pogledajmo imamo li karakteristicnih tocaka:

a(s,0,coss) -n(s,0) = [1] : [(1)] =1,

pa zakljuCujemo da karakteristi¢nih toCaka nema. Postavljamo pripadni sustav ODJ kojim do-
bivamo trazene karakteristike:

H=alxy2) =1,

P =am(xy) =1,

% = b(x,y,2) =z,

uz pocetne uvjete (ovisne o parametru )

RjeSavamo sustav:

dx
—=1=x(t) =t+Cy,
i x(t) +C1
Sto uz pocetni uvjet daje
(t,8) =t+s.
Na isti na¢in dobivamo i
y(t,s) =t
Konacno,
dz
—=z=7(t) =Cse
dt Z Z( ) 3e,

Sto uz pocetni uvjet daje

z(t,s) = coss-é'.
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Preostaje nam sada vidjeti za koje tocke u R? postoje projicirane karakteristike koje prolaze
kroz njih. Uzmimo proizvoljnu toc¢ku (x,y) € R?. Trazimo ¢, s takve da je x = x(¢,s),y = y(t,s),
odnosno traZimo rjesenje

xX=t+s,

y=t.
Ovdje lako vidimo da je rjeSenje t =y, s = x —t = x — y. Dakle, za svaku tocku u R? postoji

(jedna) projicirana karakteristika koja kroz nju prolazi. Samim time, i naSe rjeSenje ¢e postojati

na cijelom R2. Izvedimo jo§ formulu za rjeSenje uvrStavanjem dobivenih izraza u izraz za z(t; s):
u(x,y) = Z(I,S) =coss-e = Cos(x—y)ey,
[ |

Napomena: Pretpostavimo sada da u prethodnom zadatku umjesto uvjeta na pravcu y =0

imamo zadane uvjete na pravcu y = x. U tom je slu¢aju normala dana s n(s) = "t pa vidimo

da je za svaki s € R
a(s,s,coss)-n(s)=1—1=0,

Sto znaci da je svaka toCka pravca karakteristiCna, te nemamo garanciju egzistencije rjeSenja
nigdje osim na samom pravcu y = x dosadasSnjom tehnikom. Naime, projicirane karakteris-
tike su pravci paralelni s pravcem y = x, te je jasno da niti jedan takav ne sijeCe pravac y = x
(naravno, osim njega samoga). Pogledajmo u kojem slucaju se mozemo nadati egzistenciji rje-
Senja u slucaju da imamo karakteristicnu to¢ku. Pritom, da bi pojednostavili izraze, oznacit
¢emo s ug(s) pocetnu zadanu funkciju (dakle, ug je sada ono Sto je prije zapravo bilo ug o y).

Pretpostavimo da je u rjeSenje klase C! zadade

a(x,y,u(x,y)) ’ Vu(x7y) = b(x,y,u(x,y)),

(3.2)
u(y(s)) = uo(s)-
Neka je s, odnosno ¥(s), karakteristi¢na tocka polja a, tj. pretpostavimo da je
a(y(s),uo(s)) = A7 (s), (3.3)
zaneki A € R\ {0}. Deriviranjem po s pocetnog uvjeta u (3.2) dobivamo
Vu(y(s)) -7 (s) = ug(s). (3.4)

Tada je posebno zbog (3.4)

a(y(s),uo(s)) - Vu(y(s)) = Aug(s). (3.5)
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Usporedbom sa samom jednadZbom u (3.2) dolazimo do nuZnog (ne i dovoljnog) uvjeta za
postojanje rjesenja, a to je
b(1(s),uo(s)) = Aug(s), (3.6)

ili, ekvivalentno, matrica

more biti ranga 1.
Napomena: Pogledajmo ponovno posljednji primjer

Uy +uy = u,

u(x,x) = cosx.
Tada je odgovarajuca matrica M(s) dana s
I 1 coss
[1 1 —sin s] ’
Da bi ova matrica bila ranga 1, mora vrijediti

COss = —sins,

odnosno s = %’ + 2km, k € Z. Dakle, C' rjesenje niti ne moZe postojati u okolini gotovo svake
tocke pocetne krivulje.

S druge strane, pogledajmo slucaj u kojem su pocetni uvjeti kompatibilni, tj. vrijedi da je

matrica M(s) ranga 1 za sve s € R. Stoga, promotrimo sad zadacu

Uy + Uy = U,

u(x,x) = €.

(3.7)

Tada je

pa vidimo da je nuzan uvjet za postojanje rjeSenja zadovoljen. Pristup kojim ¢emo pokusati
dobiti (jedno) rjesenje je sljedei: umjesto zadane pocetne krivulje 7, odaberemo neku nig-

dje karakteristicnu krivulju ¥ koja sijeCe ¥ u jednoj tocki, recimo P. Uz to, zadamo uvjet
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uly(s) = p(s), takav da je ug(P) = iip(P). Tada postoji neka okolina krivulje ¥ na kojoj postoji
jedinstveno rjeSenje zadace
Uy +Uy =i,
u(y(s)) = do(s)-

S obzirom da se tocka P nalazi na grafu takvog rjeSenja, te s obzirom da je krivulja y integralna

(3.8)

krivulja polja Z , zakljuCujemo da postoji i okolina tocke P takva da je i dio krivulje ¥ oko

P takoder sadrZzan u grafu. Drugim rije¢ima, dobili smo rjeSenje zadace (3.7) na nekoj okolini
tocke P. Primijetimo da ovakvih rjeSenja moZemo konstruirati beskonacno; naravno, ovisno
o odabiru pomoéne zadace (3.8). Konkretno, za na$ primjer (3.7), uzmimo §(s) = (s,0) te

tip(s) = €°. Tada kao u zadatku 3.1.5. dobijemo da je rjeSenje tog problema dano s
u(x,y)=¢€".

Prethodna razmatranja pokazuju da ¢e ovo biti i rjeSenje u nekoj okolini tocke P = (0,0). No

ovdje zapravo dobijemo i vise; ovo je ujedno i globalno rjesenje na cijelom R? zadade (3.7).

Zadatak 3.1.6. Dana je zadaca

Xty + yuy = —4xyu
uls = uo,

gdje su

x2

(a) Sx—osiup(x,y)=e".

X2

(b) Spravacy=11iup(x,y) =e*.

Ukoliko je moguce, pronadite jedno C' rjesenje dane zadace te navedite najveci povezan skup
koji sadrZi S na kojem je dobiveno rjesenje definirano. U suprotnom pokaZite da takvo ne
postoji.

2

)

Rjesenje.  (a) U ovom sluCaju imamo da je S = y(R) gdje je y(s) = (s,0) uz up(s) = e
Kako je za sve s € R

a(¥(s),uo(s)) -n(s) = (5,0)-(0,1) =0,

vidio da je cijela krivulja karakteristicna. Ukoliko promotrimo pripadnu matricu

M(s) = a b| |s O e
B Y ug 10 —25eF

vidimo da je r(M(s)) = 1 jedino za s = 0. Stoga nemamo C' rjefenje na bilo kakvoj

Y

okolini od S u ovom slucaju.
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(b) U ovom slucaju je y(s) = (s, 1) te up(s) = ¢, pa vidimo da je

a(y(s),uo(s)) -n(s) = (s,1)-(0,1) =1

za sve s € R. Dakle, nema karakteristi¢nih tocaka, te ¢emo imati rjeSenje na nekoj okolini

od S. Pripadni karakteristicni sustav je

X (t;s) =x x(0;5) =s
Y(t;s) =y y(0:5) =1
Z(t;5) = —4xyz z(0;5) = 87527
odakle slijedi
W) =sd, Yo =d, el =e )

Sada za (x,y) € R x Ry (ujedno i traZzena domena) imamo #(x,y) = Iny i s(x,y) = f, pa
slijedi

2
X X 2
ulx,y) =exp| ——=-+2-(1—-y )
( ) < y2 y( )

Zadatak 3.1.7. Rijesite Cauchyjevu zadacu
xzux +y2uy = uz,
u=1, nay=2x.

Rjesenje. Prepoznajemo:

x2
a(x,y,z) = 2| b(x,y,z) =2*.

Takoder stavimo

S={(s,25):s € R}, ten(s) = [_21] :

Pogledajmo imamo li karakteristi¢nih tocaka:

S2
a(s,2s,1)-n(s,2s) = [4 2] : [_21] = —2s°,

A)

pa zakljuCujemo da je jedina karakteristicna tocka (0,0). Postavljamo pripadni sustav ODJ

kojim dobivamo trazene karakteristike:

% :al(x7y72) :xz,
dy _ — 2
dar —az(x,y,z) =Y,

% = b(x,y,z) =22,
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uz pocCetne uvjete (za s # 0):

x(0,5) =,
y(0;5) = 2s,
2(0;5) =
RjeSavamo sustav:
dx 2 N (t) 1
— =x"=x(t) =
dt C—t’
Sto uz pocetni uvjet daje
s
t = .
Na isti na¢in vidimo i
2s
Y68 = T
kao 1
R ey

Odredimo sada za koje tocke (x,y) € R? postoje projicirane karakteristike koje prolaze kroz

njih. TraZzimo rjeSenje

_ s
X = 1—t1s>

Y= 135
U slucaju x = 0 vidimo da mora biti s = 0, pa onda i y = 0, Sto nas vraca na karakteristicnu
tocku (0,0) te nam daje trivijalnu karakteristiku (tocku). Stoga jedina tocka na y-osi koja lezi
na nekoj od karakteristika je je ishodiste, i to na onoj trivijalnoj. Analogan zaklju¢ak dobivamo

promatranjem y = 0. Za x # 0 iz prve jednadZbe dobivamo

Sto uvrStavanjem u drugu jednadzbu i sredivanjem daje 1

xy
2(y—x)’

za x # y. U sluCaju x = y, ponovno se vratim u gornje izraze za iste, te dobijemo da mora biti

s =t =0, Sto nas vraca na ve¢ spomenuti slucaj ishodiSta. Uvrstimo dobiveno natrag u izraz za
t te dobivamo

Konac¢no, vra¢amo se u izraz za z(t;s):

u(xvy):Z(l,S>: = —
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Direktnom provjerom se lako moZemo uvjeriti da dobivena funkcija zaista jest rjeSenje zadace,
ali ne na cijelom R?, veé¢ na onom dijelu na kojem ju moZemo definirati. Zapisano u ovom
obliku, ono ima smisla i za tocke na x-osi i na y-osi, osim ishodista, koje su prije predstavljale
problem. Osim ishodiSta, funkcija nije definirana za tocke za koje je xy+2x —y =0.

Napomena: Primijetimo kako je dobiveno rjeSenje jednako O na koordinatnim osima, dok bi
u ishodiStu ono trebalo biti 1 prema uvjetu zada¢e. Medutim, ovo nije u kontradikciji s naSim
rezultatima otprije; metoda garantira rjeSenje u okolini tocaka koje nisu karakteristicne, a kako
je ishodiste jedina tocka presjeka krivulja xy+2x —y iy = 2x, vidimo da je za sve preostale tocke
uvjet ispunjen i rjeSenje pronadeno. Takoder, zbog gore navedenog razloga, ovo se rjeSenje ocito

ne moZe prosiriti do neprekidnog (a onda naravno ni do C') na veéem skupu. |

Zadatak 3.1.8. Rijesite Cauchyjevu zadacu

Uy = XUlly,

u(x,0) = x.

RjesSenje. Stavljamo:
Xz
—1

a(x,y,z) = [ ] , b(x,y,2)=0.

Takoder dodajemo
0
S={(s,0):s € R}, ten(s) = [1] :

Pogledajmo imamo li karakteristi¢nih tocaka:

2
a(s,0,s)-n(s,0) = [_1] : [(1)] =—1,

pa zakljucujemo da karakteristi¢nih tocaka nema. Postavljamo pripadni sustav ODJ kojim do-

bivamo traZene karakteristike:

dx __
ar = X%

dy__
a =L
dz _

dt_07

uz pocetne uvjete (ovisne o parametru )

S,

x(0;s)
0;5) =0,

¥(0;s)
z(0ss)

S.
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RjeSavamo sustav. Prvo primijetimo da je
z(t,s) =s.

Sljedeée imamo

dx
— =xz=sx=x(t,s) = se*.

Konacno,
y(t,s) = —t.

Neka je (x,y) € R? proizvoljna tocka. Trazimo s, takve da vrijedi

x = se’,

y=—t.
UvrStavanjem y = —¢ u prvu jednadzbu vidimo da treba vrijediti

x=se .

“ . .. 2. .. . . 1
TraZeni s ne postoji za sve parove (x,y) € R*; za y > 0 takav s postoji ukoliko je x < o 22
y < 0 ukoliko je x > —é, dok za y = 0 postoji uvijek. U tim sluajevima rjeSenje zapisujemo u
implicitnom obliku

x = s’ — Z(I,S)ez(t’s)t _ u(x’y)e—u(x,y)y.

Zadatak 3.1.9. Rijesite Cauchyjevu zadacu

Xily — YUy = U,

u(+,0) = u,
gdje je ug € C(R) zadana.
RjeSenje. Prepoznajemo:
a(x,y,z) = [_xy] , bx,yz2) =1z
Takoder imamo

S—{(s,0): s €RY, te n(s) = H |

Pogledajmo imamo li karakteristicnih tocaka:

a(s,0,up(s)) -n(s) = [0] . [0] =y,
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pa zakljuCujemo da je jedina karakteristina tocka (0,0). Postavljamo pripadni sustav ODJ
kojim dobivamo traZene karakteristike:

uz pocetne uvjete (za s # 0):

(0 ) = uo( )-
Deriviranjem prve jednadzbe po ¢ te koriStenjem druge dolazimo do
d’x dy

a4 "
odakle dobivamo
x(t) = Asint + Bcost,

te deriviranjem
y(t) = —Acost + Bsint.

UvrStavanjem pocetnih uvjeta imamo

x(t,s) = scost,

y(t,s) = ssint.
Na kraju, lako vidimo da je

z(t,s) = ug(s)e'.
Neka je sada (x,y) € R? proizvoljna to¢ka. Primijetimo prvo kako su karakteristike zapravo di-
jelovi kruznice (ili cijela) oko (0,0) radijusa |s|. Za svaku tocku (x,y) € R? postoji jedinstvena
takva kruZnica koja prolazi kroz nju, medutim, postoje dvije vrijednosti parametara koja mo-
Zemo odabrati; uzimanjem s ili —s, gdje vrijedi |s| = \/x? + y?. Da bi osigurali jednoznacnost
odabira, podijelit ¢emo naSe karakteristike na dva dijela, te ¢emo gledati samo polukruznice
T 7r>
272
Za s > 0 ove se polukruznice nalaze u poluravnini x > 0, dok se za s < 0 one nalaze u poluravnini

t+— (scost,ssint), € (—

x < 0. Kao i maloprije, vidimo da je s = sgnxy/x~ +y~, dok je 7 = arctan |. Konacno, uvrstimo
te vrijednosti u izraz za z(t,s) te dobivamo

M(.X,y) —= Z(t,s) —= uo(s)et — uo(sgn_X1 /x2 _+_y2)earctanf—;.
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Napomenimo za kraj kako izgleda metoda karakteristika u opCenitijem, d-dimenzionalnom
slucaju. Prilagodba dokaza iz dvodimenzionalnog slucaja je ostavljena za vjezbu.

Promatramo kvazilinearnu jednadzbu
a(x,u(x)) - Vu(x) = b(x,u(x)),

gdje sua, b C! funkcije na odgovarajué¢oj domeni Q C R?*!. Pretpostavimo da su zadani po&etni
uvjeti na nekoj parametriziranoj hiperplohi S C R?; preciznije, neka je U otvoren podskup od
R Vte y=(n,...,%) : U — R? C' parametrizacija hiperplohe S. Pretpostavimo da su zadani
pocetni uvjeti u|s = up, gdje je up unaprijed zadana funkcija. Uvjet karakteristiCnosti cemo
iskazati u ne$to drugacijem obliku, medutim, cilj je isti; to¢ka y(s) € S Ce biti karakteristi¢na za

a ako se a nalazi u tangencijalnom prostoru na S tocke ().

Definicija 3.1.10. Neka su a,uq i S kao ranije. KaZemo da je tocka y(s) = y(si,...,54-1) € S
karakteristicna tocka vektorskog polja a ako vrijedi

det [a(y(s), uo(¥(s))) I ¥(s) du¥(s) - Iy ¥(s)| =0,

Teorem 3.1.11. Pretpostavimo da je S hiperploha klase C' uR? te a,b,uq c' funkcije. Pretpos-
tavimo takoder da S ne sadrZi karakteristicne tocke vektorskog polja a. Tada postoji jedinstveno

C! rjesenje kvazilinearne jednadzbe na nekoj okolini od S takvo da je u|s = uy.

Postupak za dobivanje okoline od S 1 rjeSenja kvazilinearne jednadzbe na toj okolini je
sljede¢i. Nakon §to smo se uvjerili da karakteristi¢nih to¢aka nema, postavljamo pripadni ka-

rakteristi¢ni sustav

(d
% =aj (X], .,Xd,Z)
d
d_td :ad(.X1,...,Xd,Z)
\d—i —b(xl,...,xd,z)

s pocetnim uvjetima
(21(0:5) = 71(s)
9

x%4(0;5) = Ya(s)

(2(0;5) = uo(¥(s))

Ovo je sustav d + 1 jednadzbi s d + 1 pocetnih uvjeta; teorija ODJ ponovno daje jedinstveno

rjeSenje ovog sustava na nekom intervalu oko 0. Iduéi korak je invertirati preslikavanje

H:(t,s1,-,8a-1) = (X1, -, Xq)
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zaone (xp,...,xy) za koje je to moguée. Konacno rjeSenje jednadzbe je tada dano s

u(x) =z(H (t,s1,...,5q-1)).

Zadatak 3.1.12. Neka je a € R\ {0} te uy € C'(R?~") zadana. Odredite rjesenje Cauchyjeve
zadace
22:1 xk8ku = ou,

u(xl,...,xd,l, 1) = uo(xl,...,xd,l).

Rjesenje. Ocitavamo

T
a(xl,...,xd,z)Z[xl xk} s b(x17~-'7xdaz):az7

te
}/(Sl,...,sd_l) = (Sl,...,Sd_l,l), (sl,...,sd_l) S R

Kako je za sve s € R4~!

ST Id—l

—(—1)¢ !,
L o 7D

det |a(y(s), uo(¥(s))) s ¥(s) I¥(s) .. 9sd,17’(S)} =

vidimo da karakteristicnih to¢aka nema, te ¢e rjeSenje postojati na nekoj okolini hiperplohe 7.
Karakteristicni sustav je dan s

@ M
dxg __
F—
dz _

\dt oz

s pocetnim uvjetima
(
x1(0;5) = 51

Rjesenje karakteristicnog sustava je dano s

xi(t,s) =spet, k=1,...,d—1, xq(t,s)=¢, z(t,s) = up(s)e
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Sada lako vidimo da za sve x € R? takve da je x; # 0 imamo
t=Inxy;, si=-X k=1,..d-1,
Xd

pa je rjeSenje zadaée dano s

u(x1,...,xg) = 2(t(x),s(x)) = o (’ﬂ N )ﬂ) Xy

na (npr.) R~ x R, |

3.2 Lagrangeova metoda

Za kraj dijela o kvazilinearnim jednadZbama 1. reda re¢i ¢emo neSto o metodi odredivanja
opceg rjeSenja jednadzbe

a(x7yau(x’y)) : VM(X,y) - b(x7y7u(x7y))7

gdje su a i b kao ranije, uz pretpostavku da u domeni od a i b ne postoji tocka (x,y,u) za koju
vrijedi a(x,y,u) = b(x,y,u) = 0. S obzirom da nemamo nikakvih dodatnih zahtjeva na funkciju
u, moramo pronaci neki nacin da opiSemo cijeli skup rjeSenja gornje jednadzbe. Ve¢ smo vidjeli
kako plohe izgradene pomocu karakteristika opisuju rjeSenja kvazilinearne jednazbe, stoga se
ponovno vra¢amo na pripadni sustav.

% = al(xayv l/l),

d
d_)t) = aZ(x7y7u)a

% = b(x,y,u).

Prema teoremu o inverznoj funkciji, ukoliko je u nekoj tocki a; (x,y,u) # 0, na nekom otvore-
nom skupu oko te tocke zapravo imamo da je t = #(x), odnosno y = y(x), te vrijedi

dy _dydt _a

dx dtdx a;
Sli¢an zaklju¢ak moZemo donijeti i u preostale dvije kombinacije varijabli x, y, z, $to nas navodi

na sljedeci sustav:
dx = dy = d_u (3.9)
ay ar b
Pretpostavimo sada da smo pronasli dva rjeSenja gornjeg sustava ¢ (x,y,u) =cy i y(x,y,u) =
c3. Dodatno, neka su ta dva rjeSenja funkcionalno nezavisna na nekom skupu Q, tj. Jacobijeva

matrica

P, v) _

90 o ¢
Vo(,yu)| | ox 9y du
d(x,y,u) B v

Vi (x,y,u) Spo

Ul

du
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je ranga 2 na Q. Tada je opce rjeSenje kvazilinearne jednadZbe implicitno dano relacijom

F(¢(X7Y7u)7 W(x7y= ”)) =0,

gdje je F proizvoljna C' funkcija. Da bi se uvjerili u to, pretpostavimo za pocetak da je 9,F =
OF - @, + hF -y, # 0 (u suprotnom izraz F(¢,y) ne ovisi o u, pa nema smisla govoriti o
rjeSenju u takvom obliku). Prema teoremu o implicitnoj funkciji slijedi da postoji funkcija f
takva da je u = f(x,y) te vrijedi F(¢(x,y, f(x,y)), w(x,y, f(x,y))) = 0. Deriviranjem gornjeg
izraza po x 1 y dobivamo redom

81F(¢x + Ouf) + 32F(ll/x + WYufy) =0,
NF (¢y+ ufy) + L F (Wy + Wufy) =0.
Kako je

F
0,
F 7

matrica gornjeg sustava je singularna, tj. njena determinanta je nula. Konkretnije, imamo

(¢, v)
d(y,u)

Uzmimo sadat — (x(),y(t),u(t)) proizvoljnu karakteristiku poCetnog karakteristicnog sustava.

(9, v)
d(x,y)

(9, ¥)
ﬂ%a@@

. (3.10)

fy:‘

UvrStavanjem u izraze za @, y, te deriviranjem po ¢ dobivamo

a1Yx +axyy + by, = 0.
ai
Iz ovoga Citamo kako je vektorsko polje |a, | okomitoina V¢ i na Vy. Kako su oni linearno

b
nezavisni, slijedi da je to polje normalno na ravninu razapetu s { V¢, Vy}. Dakle, postoji A # 0

@) =2(|SER R o)

UvrStavanjem u (3.10) dobivamo upravo

takav da je

aj fx +a2fy =b.

Opce rjesenje se kao posljedica teorema o implicitno zadanoj funkciji moZe napisati i na jos§

jedan od dva ekvivalentna nacina:
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¢ (i)(x,y,u) = gl(lV(xvy7u))7

* W(x7y7u) = g2(¢(x7Y7u)),
gdje su g1, g» proizvoljne C' funkcije. Ovaj oblik nam moZe biti od koristi ukoliko je potrebno

pronaci jedno konkretno rjesenje u skupu opceg.

Napomena: Uvjet na rang Jacobijeve matrice ekvivalentan je uvjetu da je barem jedna od

minora

(9, V)
d(x,y)

(9, v)
T Ay

(9, v)
T d(u,x)

razli¢ita od 0.

Zadatak 3.2.1. Odredite opce rjesenje jednadzbe

xutty, + yuuy = —(x* +y%).
Rjesenje. Za pocetak, zbog toga Sto se na tom skupu poniStavaju i a i b, rjeSenje traZimo na
skupu gdje je x # 0 ili y # 0. Postavljamo pripadni sustav

s_dy_
xu  yu —(x24+y?)’

Iz prve jednadzbe dobivamo:

odakle integriranjem slijedi
ln‘x‘ = ln‘y‘ +C17

odnosno

X = Cly.
Dakle, prvo rjesenje je dano s

0 (x,,u) == ’5(: C1).

Promatramo sada jednakost prvog i treeg izraza u sustavu. Imamo

dx B du

xu —(x2+y2)

dx _ du

xu —(14+ L2
( +C12)'x

1
= —(1+ CTz)de = udu,
1
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odakle integriranjem slijedi

1
—(1+ =) =u? +C.
( C% ) 2
Konacno, vra¢anjem izraza za C| dobivenog ranije dobivamo drugo rjeSenje

wx,y,u) i=u? + 3% +y (= C).

Provjerimo uvjet funkcionalne nezavisnosti rjeSenja ¢ i Y. Racunamo minore:

2. v)| |y — X
SASER #4 N —2(1+%),
‘ Ixy) | |2x 2y < yz)
29, v)| _|=5 Of_
d(y,u) v 2u ¥’
ApW)| _ |5 O _,u
d (x,u) 2x 2u| ¥y

Dakle, opce rjeSenje je dano relacijom
F(f,x2 +y2 +u2> =0,
Yy

ili ekvivalentnom relacijom
()4
u-=g{-)=x =y,
y

na skupu na kojem je barem jedna od determinanti razli¢ita od 0. S obzirom da su svi izrazi
dobro definirani za y # 0, te da je veé ‘ % ‘ # 0, vidimo da je rjeSenje dano gornjom relacijom

na skupu y # 0, odnosno na R3 bez xu-ravnine. |

Sustav (3.9) ponekad moZze biti kompliciran za rijesiti direktno kao u prethodnom zadatku.

Koristeci sljedeca dvije tehnike moZemo si Cesto pojednostavniti rjeSavanje:

_ AA+4ucC
~ AB+AD"

1) Ukoliko imamo jednakost omjera % = %, tada za sve A, u # 0 vrijedi %

2) Iteriranjem izraza u 1) moZemo zakljuciti i sljedece: ako imamo jednakost tri omjera, "li-
nearna kombinacija brojnika"/"linearna kombinacija nazivnika" daje isti omjer. Posebno,

u slucaju naseg sustava mozemo gledati jednakost omjera

Adx+pdy+vdu _dx _dy du
Aay+uar+vb  a; ay b’

Ukoliko mozemo naéi A, u, v takve da vrijedi Aa; + par + vb = 0, tada mora biti i
Adx+ udy+vdu = 0.

pa je jedno rjeSenje (3.9) dano s ¢ (x,y,u) = C, gdje vrijedi V¢ = (A, u, V).
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Zadatak 3.2.2. Odredite opce rjesenje jednadzbe

2 2
X“+y
(=X ux+ (y+x)uy = .

Rjesenje. RjeSenje trazimo izvan ishodiSta. Postavljamo pripadni sustav:

dx dy  du
y—x y+x 20?7
u

Promatramo prvo prvu jednadZzbu u sustavu, te koristimo prvu tehniku navedenu prije zadatka:

dx dy dx+dy
y—x y+tx  (y—x)+@+x)

odakle dobivamo, promatranjem posljednje jednakosti

dy d(x+y)

y+x 2y

Posljednja jednakost je ekvivalentna s
(x+y)d(x+y) = 2ydy,

odakle integriranjem slijedi
(x+y)> =2y"+C.

Dakle, prvo rjeSenje sustava je dano s
(P(x?ya I/l) ::Xz +2xy—y2(: Cl)

Za drugo ¢emo rjeSenje pokusati s drugom navedenom tehnikom. Prvo pronadimo A, i, v takve
2.2
da vrijedi A(y —x) + pu(y+x)+v (%) = 0. Jedan od izbora je sljedeci

Sada preostaje pronadi funkciju y takvu da je Vy = (A, u, v). Iz prve jednadZzbe imamo

oy (x,y,u) = x,
iz Cega slijedi
1
W(xvya l/t) = Exz +F(y7u)

Parcijalnom derivacijom po y i koriStenjem drugog uvjeta imamo

-y = ayW(x7y7u) = ayF(y7”)7
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odakle zaklju¢ujemo da je

1
F(y,bt) = _§y2+G(u)v

odnosno |
W(x>y7 u) = 5(}62 _y2) + G(I/t)
Konacno, parcijalno deriviramo po u te koristimo posljednji uvjet da bi dobili

U= 8ul;/(x,y,u) = Gl(”)?

iz Cega slijedi
)

G(u) = U +C,
pa je drugo rjeSenje sustava dano s
1
W) = 5 (2 =+ i) (= C).

Provjerimo funkcionalnu nezavisnost ova dva rjeSenja. Racunamo ponovno minore pripadne
Jacobijeve matrice

AP, v)| _ |[2x+2y 2x—2y 5
B =] x|
(¢, v)| |2x—=2y O]
‘ 201 ’— o =2(x—y)u.
(P, w)|  |2x+2y O
‘m’— X " —2(x—|—y)u

Dakle, imamo opce rjeSenje dano relacijom
F(xX*+2xy—y* x> —y*+u*) =0,

kad god je barem jedna od minora razlicita od 0, Sto imamo izvan ishodiSta. Ekvivalentno,
rjeSenje mozemo zapisati i relacijom
2_ .2 2 2 2
Ut =y —x"+g(x"+2xy—y°),
zaneku g € Cl. |

Zadatak 3.2.3. Odredite opce rjesenje jednadzbe

Uy + yuy = X.
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Rjesenje. RjeSenje trazimo izvan ishodiSta. Zapisujemo pripadni sustav ODJ:

dr_dy _du

u y X

Ponovno ¢emo potraziti A, i1, v kao ranije. Jedna opcija su vrijednosti

Trazimo funkciju ¢ takvu da je V¢ = (A, u, V). Iz prvog uvjeta imamo

8X¢ (X,y, u) =X,
iz Cega slijedi
1
¢(xay7u) = EXZ—FF(y, Lt)-

Sada deriviramo po y te koristimo drugi uvjet pa imamo

0= ay(P(x,y, Lt) = ayF(yv Lt),
iz Cega vidimo da je
F(y,u) = G(u),
odnosno |
lll(xuyu I/t) = E)CZ + G(I/t)

Konac¢no, deriviramo po u i koristimo posljednji uvjet da dobijemo

—u= au¢(x7y7u) = Gl(”)7

odakle slijedi
1
G(u) = —Euz +C.

Dakle, jedno rjeSenje sustava je dano s

05 30) = 5 (2 ) (=C).

Naravno, nije za oCekivati da za bilo koji odabir A, i, v koji zadovovljavaju Zeljeni uvjet mo-

Zemo pronaci funkciju ¢ije komponente gradijenta odgovaraju istima. Primjerice, uzmimo
A=y, U= —u, v=0.

Iz prvog uvjeta dobivamo
¢ (x,y,u) =xy+F(y,u),
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no deriviranjem ovog izraza po y i koriStenjem drugog uvjeta dobivamo
—u=x+0,F(y,u),
Sto nije moguce jer F ne smije ovisiti o x. Sli¢no, ni odabir
(0,x,—y)

nas nece dovesti do rjeSenja. Uzet ¢emo stoga sljedeée vrijednosti:

1 X+u 1
A:—, 'LL:_—Z’ V=-—.
y y y

Na isti nacin kao i u prethodnim zadacima dolazimo do drugog rjesSenja
u

x
x,y,u)=—-+—(=QC).
w( ) y y( 2)

Provjerimo sada funkcionalnu nezavisnost ova dva rjeSenja. Racunamo ponovno minore pri-

padne Jacobijeve matrice

‘M’ 0 xxtuw
Ay | 7|1 e Ty
’M‘_ 0 —ul _ ulxtu)
Iyu) | |=2 Ly
‘3<¢,w)) _ Y o _xtu
=, ,|=
d (x,u) y oy y
Dakle, imamo opce rjeSenje dano relacijom
F<x2—u2,)—c+z> =0,
y oy
na skupu na kojem je barem jedna od minora razlicita od 0. |

Zadatak 3.2.4. Odredite opce rjesenje jednadZbe

x(y — w)uy +y(u—x)uy = u(x—y).
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Dodatak

4.1 Polarne koordinate

Oznacimo s .,
SN ) = {(x1, ... ,xq) €eRY: lez =7}
i=1
d — 1-dimenzionalnu sferu radijusa r u RY. Neka je x € S9~! := §9=1(1). Posebno je |x;| < 1,
pa postoji ¥y € [0, x| takav da je x; = cos ¥,_;. Tada vrijedi 2?2_1] X} =1-x3 =sin* 9,1,
pa zakljuujemo da se (x,...,x;_1) nalazi na d — 2-dimenzionalnoj sferi radijusa sin ¥9;_1, tj.

(X1,...,%4_1) € S92 (sin¥;_; ). Induktivno dobivamo iduéu parametrizaciju sfere
(X150 ,xg) = Pg_1 (B,...,0g-1),

gdje je ®y_; : [0,27) x [0, 7]9~% — R? definirana (prvo rekurzivno kao u ranije opisanom pos-
tupku) s

cos
®1(B1) = [sinﬁl] 7

sinty_1Pg2(A,...,%4-2)

Dy (D,...,01) = c0s &
-1

], zad > 3.

odnosno raspisano

sintdy_qsin¥y_o - - -sin ¥, cos
sin;_1sindy_5---sind, sin ¥
sintd;_1sindy_5---costh
Dy (O, 0 1) = .

sin¥;_1cosVy_»

cos ¥y

31
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Parametrizacija sfere radijusa r, S~1(r), se sada jednostavno dobije kao
(D10, 0g—1) = rP(Dh, ..., V1)

Svaki x € R?\ {0} moZemo na jedinstven nain zapisati kao produkt pozitivnog broja (modul)

te elementa na sferi (smjer) u polarnim koordinatama

x=r-x, r=|x >0,0 = esiT,

&
Na taj na¢in dobivamo parametrizaciju od R?\ {0} kao
(x1,..yx0) =Ya(r,V1,...,0%-1),
gdje je ¥, : (0,00) x [0,27) x [0, ]2 dana s
Yi(rd,...,0 1) =r-®;_1(V,...,%_1).

Napomena 1. Navedene parametrizacije se mogu promatrati restringirati na otvoreni skup
(0,00) x (0,27) x (0, 7)4=2; slika ¥ po ovom skupu se od prethodnog razlikuje do na skup
mjere nula (uvjerite se), sto ne cini nikakvu razliku pri integriranju (neki rezultati s INTRAF-a

su napravljeni za otvorene skupove, dok neki za kvadre).

4.2 Integriranje u polarnim koordinatama

Zadatak 4.2.1. (Jacobijan zamjene varijabli)
1. PokaZite da je

detV‘Pd(r, H,..., ﬁd—l) = rsin?? ¥y_1detVW,_ (I’, ¥,..., ﬁd_g).

2. PokaZte da je det V¥, = r¢~! Hz;é sink~1 9.

Napomena 2. Za iduci zadatak nije potrebna eksplicitna formula za Jacobijane dobivena u
prethodnom zadatku; ovdje je prije svega navedena radi potpunosti te kako bi se mogli racunati
integrali funkcija u polarnim koordinatama koje nisu nuzno radijalne. Treba napomenuti da
je ve¢ racunanje samog volumena kugle netrivijalno zbog pojave potencija trigonometrijskih
funkcija u integralu, vec se najcesce koristi trik s gamma funkcijom (dodatak materijalima na
INTRAF-u).
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Zadatak 4.2.2. Oznacimo © = (01,...,04_1) € [0,27) x [0, |42, Iz definicije imamo (u blok-
matri¢nom zapisu)

V¥ (r,0) = [¢d—1(19) ”V‘I’d—l(ﬁ)] :
odnosno

(V¥a(r,0))" =

1. Dokaite da vrijedi (u blok-matricnom zapisu):

1 0
(Valr0)) V(s 9) = [O rZ(V‘Pdl(ﬁ))TV‘I’dlw)']

2. DokaZite da vrijedi

ety (9)] = 1/ det(V (ry-1) (9)T V(- 1)(8).

Koristeci prethodni odnos Jacobijana u polarnoj zamjeni varijabli te Jacobijana parametri-

zacije sfere, moZzemo pokazati:

Zadatak 4.2.3. Neka je f : R? — R integrabilna funkcija. Tada je

/Rdf:/ow(/rsdlf)dn

Poseban slucaj koji ¢e se nama Cesto javljati u kolegiju je onaj u kojem je f radijalna funk-

cija, tj. ovisi samo o modulu, a ne i o smjeru.

Zadatak 4.2.4. Neka je f: RY — R radijalna funkcija, tj. pretpostavimo da postoji g : (0,00) —
R td. je f(x) = g(|x|). Tada je

/ f(x)dx = |Sd_1|/oog(r)rd_1dr.
R4 0

4.3 Zamjena varijabli pri integriranju po sferi

Neka je sada d > 2 fiksan. Ozna¢imo s S(x,r) sferu radijusa r oko x € RY. Stavimo Q =
[0,27) x [0, 71]972, te neka je kao ranije @ := &;_; : Q — R parametrizacija jedini¢ne sfere.

Zadatak 4.3.1. Neka je A € L(R?) dan s Ay = x +ry, pri cemu su x € R? i r > 0 zadani.

1. Parametrizacija sfere S(x,r) je tada dana s @5 := Ao ®.
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2. Vrijedi
(V®4) VD, = (VD) VD,

3. Neka je u: R? — R neprekidna funkcija. Tada je

/ qu:r(dl)/ u.
S(0,1) S(x,r)

4. Posebno, tada je |S(0,r)| = ri=15(0,1)|,

4.4 Deriviranje pod znakom integrala

U poglavljima o Poissonovoj 1 toplinskoj jednadzbi dolazimo do sli¢nih zakljucaka: ako je
@ bilo elementarno rjeSenje pripadnog diferencijalnog operatora L, tada je rjeSenje jednadzbe
Lu = f dano konvolucijom

) =@ f(5) 1= [ Dlr—y)fr)dy

Pritom nam je bitno da moZemo ovako definirane funkcije derivirati, te s derivacijom uéi pod
znak integrala (tj. da vrijedi rezultat poput % Jga F(x,y)dy = [ga aa—xF (x,y)dy); naINTRAF-u je
pokazan odgovarajuéi rezultat za funkcije dvije varijable na pravokutnicima, a analogon u vise
dimenzija i za opcenitije prostore mjere (primjerice na sferi gdje je pripadna mjera dobivena iz

ranije parametrizacije) ¢emo pokazati u idu¢em zadatku.

Zadatak 4.4.1. Neka je (X,.%,u) prostor mjere, I C R otvoreni interval te f : X xI — R
funkcija takva da je za svaki t € I funkcija x — f(x,t) u L1(X,.7 1) dok je za svaki x € X
funkcija t — f(x,t) klase C' na I. Ako postoji g € LY(X,.%, u) takva da je ‘a[ fx t)‘ < g(x) za
svake x € X ,t € I, pokaZite da onda vrijedi

/fxtdu /8 flx,t)dp(x).

Rjesenje. OznaCimo s

= [ ftxant
Neka je (h,), niz takav da Vrijedi hy — 0. Imamo
F(t+ h fx, t—l—h — f(x,1)
/ du(x).
Podintegralna funkcija po tockama konvergira ka 2 5/ (x t) dok je zbog teorema srednje vrijed-
nosti N 3
t — f(x,t
it b hn) = P00 G019 )] < g(x) € L (1),
hn rel | Ot

Stoga moZemo primijeniti LTDK, odakle slijedi tvrdnja. ]
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4.5 Prostor glatkih funkcija s kompaktnim nosacem

Podsjetimo se da smo ranije ve¢ spomenuli sljedeci prostor funkcija:

C2(RY) = {f e CX(RY) : supp f = {x € RZ: f(x) # 0} je ograniCen skup}.

U ovom trenutku ne znamo niti jednu netrivijalnu funkciju koja pripada tom prostoru, stoga

sada navodimo postojanje takve.
Zadatak 4.5.1. Oznacimo s f(t) = e_l/’]l<0,oo> (t). Tada je
a) feC?R),

b) funkcija p : R? — R definirana s

1
Cel*-1 x| <1,

px)=Cf(1—|x) = :
0, x| >1

pri cemu je C = ( [pa el/(|x|2_1)dx)_l, klase C* te vrijedi suppp = K|[0,1]. Funkciju p

zovemo jos i standardni izgladivac.

Napomena 3. Konstanta C sluZi radi normalizacije integrala, tj. da bi vrijedilo [ p = 1. Pri-

mijetimo takoder da je p radijalna funkcija.

Zadatak 4.5.2. Definiramo niz (p,), C CZ(RY) s p,(x) := n?p(x).
1. Vrijedi: suppp, =K[0,1/n], [p,=1.

2. Neka je Q C R otvoren i ogranicen skup. Za n € N definiramo
2
Q, ={xeQ:d(x,dQ) > —}.
n

Neka je u € C(Q), te stavimo u, *= u- 1o, DokaZite da je supp p, *u, C {x € Q:d(x,0Q) >
1/n} te da je p, *u, € C2(Q).

3. Neka je sada v € C(Q) takva da je suppv kompaktno sadrZan u Q (tj. postoji otvoreni
skup Q' takav da je suppv C Q' C Q). DokaZite da tada niz p, * v, konvergira uniformno
kv na Q, pocevsi od dovoljno velikog n takvog da je p, * v, dobro definiran (tj. od takvog
n da je d(suppv,dQ) > 1/n).

Napomena 4. Prethodne aproksimacije funkcije u glatkim (C”) funkcijama u unutrasnjosti

skupa se pojavljuju u dokazu glatkoc¢e harmonickih funkcija.
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Prethodni rezultat nam daje nacin kako od funkcije koja nije nuzno glatka dobiti dovoljno
dobru aproksimaciju iste, uz uvjet da nosac funkcije "ne ide preblizu rubu". Taj rezultat najéesce
kombiniramo sa sljedecim, a to je tzv. cutoff funkcija, koja zapravo predstavlja glatku verziju
karakteristi¢ne funkcije skupa.

Zadatak 4.5.3. Neka je Q C R? otvoren te K C Q kompaktan. Oznacimo s § = d(K,9Q) > 0.
Neka je n € N takav da je % < 8 te stavimo redom

K,={xeQ:dx,K)<2/n}, y=p,=*lg,.
Tada vrijedi:
1. yeCr(Q),
2.0<y<l,
3. y=1naskupu {x € Q:d(x,K) < 1/n}.

Zadatak 4.5.4. Neka su f,g € C}(R). Tada je

/ng'=—/Rf'g~

Rjesenje. Kako su f,g kompaktno noSene, postoji a € R takav da je

supp f Usuppg C [—a,al.

Posebno su onda i f, g’ noSene u istom kompaktu. Slijedi
0= flag(a)—f-ag(-a) = [ (re = [ (e = [ Ferre.
]

U gornjem zadatku nije bilo potrebno da su obje funkcije kompaktno nosene, dovoljno je da
je jedna takva da bismo zakljucili isto: mozemo prebaciti derivaciju s jedne funkcije na drugu
bez rubnog ¢lana.
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Laplaceova jednadzba

5.1 Harmonicke funkcije

U ovom ¢emo se poglavlju posvetiti dvjema vrlo bitnim parcijalnim diferencijalnim jednadz-
bama, Laplaceovom jednadZbom
—Au =0,

odnosno Poissonovom jednadzbom
—Au = f7

pri ¢emu s A oznacavamo Laplaceov operator definiran s

97,

1

™=

A=

i=1

U oba sluéaja traZimo nepoznatu funkciju u : Q — R, pri ¢emu je zadan otvoren skup
Q C R?. U sluéaju Poissonove jednadzbe zadana je i funkcija f: Q — R.

Definicija 5.1.1. Funkciju u € C*(Q) koja rjesava Laplaceovu jednadZbu zovemo harmonicka
Junkcija.

Zadatak 5.1.2. a) Neka je U C C otvoren skup te f: Q — C. f = u+ iv holomorfna funk-

cija, pri cemu su u,v : Qp2 — R. Tada su u i v harmonicke funkcije.

b) Vrijedii svojevrsni obrat. Ako je dodatno Q 1-povezan, te u : Q — R harmonicka funkcija,
tada postoji holomorfna funkcija f : Q — C takva da je u = Ref.

RjeSenje.  a) Iz Cauchy-Riemannovih uvjeta imamo uy = vy i uy = —vy, pa vidimo da je
Uy + Uyy = Vyx — Vxy-

37
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b)

Kako je realni dio holomorfne funkcije C* funkcija, primjenom Schwartzovog teorema

dobivamo da je gornji izraz jednak 0. Sasvim analogno se pokaZze tvrdnja i za v.

Za (x,y) € Q stavimo
f(x+ly) = ux(x,y) _i”y<x7)’)-

Kako je u harmoni¢ka funkcija (posebno C?), jednostavno vidimo da je f € C!(Q) te da
zadovoljava CR uvjete. Dakle, f je holomorfna funkcija. Fiksirajmo sada zo = (xo +
iyo) € Q, te stavimo za z € Q

F(2) = u(z0) + /y Fw)dw,

pri ¢emu je Y proizvoljan put od zg do z u Q. Funkcija F' je primitivna funkcija funkcije f
(pa je posebno i ona holomorfna). PokaZimo sada da je ReF’ = u. Oznac¢imo s U = ReF'.
Zasve z = (x+1iy) € Q imamo

Ux(x7y) - in(xay) = F/<Z) = f(Z) = ux<x7y) - iuy(xvy)7
odnosno DU = Du na Q. Kako je U (xp,yo) = u(xo.yo), slijedi
u = ReF.

Napomena 5.1.3. Usporedite rezultate o harmonickim funkcijama s rezultatima za holomorfne

funkcije iz kolegija Kompleksna analiza.

U sluéaju Q = R¢ smo vidjeli kako se koriste¢i neke prirodne pretpostavke i uvjete na funk-

ciju u moZe doéi do tzv. elementarnog rjeSenja Laplaceove jednadzbe na R?. Prvi korak na

tom putu je bila pretpostavka da je pozeljno rjeSenje Laplaceove jednadZzbe traZiti medu radijal-

nim funkcijama. To je pak bila posljedica Cinjenice da je Laplaceova jednadZba invarijantna na

rotacije. U nastavku ¢emo pokazati i neSto opcenitiju tvrdnju.

Zadatak 5.1.4. Neka je u € C*(R?), te nekaje A = (a;;) € My(R). Tada je A(uoA) = (Vu)oA:

AAT, pri demu : oznacava standardni skalarni produkt matrica, a V* matricu drugog diferenci-

jala od u.

Rjesenje. Stavimo v = uoA. Ratunamo:

d
dv(x) = Y (dju)(Ax) - aji,

j=1
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te
d
oPv(x) =Y (dju)(Ax)ajiay.
k=1

Sada je

d d

Av(x) = Z v(x) = Z (djiu) (Ax)a jiay
i=1 ij k=1

Posebno, ako je A € My ortogonalna matrica, slijedi da je AA” = I, pa dobivamo
AuoA) = (V2u)oA : 1= (Au)oA.

Dakle, ako je u bila harmonicka funkcija, takva ¢e biti i u o A za svaku ortogonalnu transforma-
ciju A; rotacije prostora su samo specijalan slucaj takvih.

Definicija 5.1.5. Elementarno rjesenje Laplaceove jednadZbe je funkcija

— - Inlx], d=2,

1 1
a@e e 423

D(x) :=

v

definirana za x € R\ {0}.

Iako funkcija ® ima singularitet u ishodiStu, ona ipak ima jedno poZeljno svojstvo koje ¢emo
sada pokazati: ona pripada prostoru lokalno integrabilnih funkcija

L. (R :={f:R' >R : / |f| < oo, za svaki kompakt K C R?}.
K
Zadatak 5.1.6. PokaZite da je
JLEIEE
K
za svaki kompakt K C R4,

Rjesenje. Primijetimo prvo kako je zbog neprekidnosti od & funkcija integrabilna na svakom

kompaktu koji ne sadrZi 0. Stoga je za svaki K C R?

oide=[ [ el
Rd KK(O,1)  JK\K(©O1)

(.

~~

<Jxon|®l <e
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/ B < oo.
K(0,1)

Pokazat ¢emo prvo slucaj d = 2. S obzirom da je rije¢ o radijalnoj funkciji, poZeljno je prijeci

pa je dovoljno pokazati da je

na polarne koordinate (vidjeti iduce poglavlje, korolar 3.2.2.). RaCunamo:
1
/ P(x)dx =20, | P(r)rdr
K[0,1] 0
1
= —/ rinrdr (parc. int.)
0

1 L,
—dr.
0+/0 2 "

Preostaje pokazati da je lim,_,o+ 7*Inr < oo. Ovdje koristimo L’Hopitalovo pravilo kako bismo

Inr
2

zakljuili
1 1
lim 2lnr= lim — = — lim = =0.

r—0t r—0t Lz r—07T %
r r

Dakle, gornji integral je konacan, te iznosi ;.

U slucaju d > 3 postupamo analogno. Ponovno prelaskom na polarne koordinate dobivamo

1
1 1
D(x)dx = da)d/ = dr
/K[o,u @) 0 d(d—2)w;r?2
1 1
=— d
-2 ), rdr
B 1
C2(d—-2)

Napomena 5.1.7. lako je funkcija ® lokalno integrabilna, ona nije integrabilna zbog svog

ponasanja u beskonacnosti.

Zadatak 5.1.8. (alternativni dokaz jakog principa maksimuma)
Neka je u € C*(Q) N C(Q) harmonicka funkcija na ograni¢enom otvorenom skupu Q C R?,
Tada je

max ¢ = maxu.

Q 2Q

RjeSenje. Za € > 0 definiramo ug (x) := u(x) + €|x|>. Kako je funkcija u harmoni¢ka, imamo

Aug - 2d8.
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Pretpostavimo sada da se maksimum ne postiZe na rubu, ve¢ u unutrasnjosti (tj. u Q) u tocki xo.

Tada za matricu drugog diferencijala u tocki xq vrijedi

D?ue(xp) < 0.

Kako je to simetri¢na matrica, postoje ortogonalna matrica O i dijagonalna matrica D = diag(4,, . ..

gdje su Ay, ..., Ay <0 svojstvene vrijednosti matrice D?u (xg) takve da vrijede
O D?ue(x9)O = D.

Imamo

Ai <0.

M=

0 < 2de = Aug = tr(D*ue(xg)) = tr(OT D?ue (x0)0) =
1

~.

Dakle, funkcije ue postiZzu svoj maksimum na rubu. PuStanjem € — O slijedi tvrdnja (provjerite

da ovo zaista vrijedi). ]

Zadatak 5.1.9. KaZemo da je u € C*(Q) subharmonicka ako vrijedi
—Au<0, naQ.

a) DokaZite da za subharmonicku funkciju u vrijedi

u(x) < ][ u(y)dy, za svaku kuglu B(x,r) C Q.
B(x,r)

b) DokaZite da subharmonicke funkcije zadovoljavaju jaki princip maksimuma, tj.

maxu = maxu.

Q oQ

Zadatak 5.1.10. Neka je Q=K (0,1), te f, g neprekidne funkcije. DokaZite da postoji konstanta
C takva da vrijedi
max |u| < C(max | f| + max \g|)
Q Q 0Q

za svaku funkciju u koja rjesava
—Au=f nakK(0,1),
u=g naS(0,1)

RjeSenje. Oznacimo s M := max|f|. Promotrimo funkciju
Q

x?

M.
2d

v(x) = u(x) +
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Ako je u rjeSenje gornje zadade, tada u kugli imamo
—Av=f-M<O.

Prema prethodnom zadatku, v tada postiZe svoj minimum na rubu (sferi), pa za sve x € K[0, 1]
slijedi
1
u(x) < v(x) < max g+ oM < max lg| + max| /.
2Q aQ Q

S druge strane, za v(x) = —u(x) + %M u kugli vrijedi

—Av=—(f+M) <0,

pa sli¢no dobivamo za svaki x € K[0, 1] da vrijedi i

1
—u(x) <v(x) <max(—g)+ ﬁM < max |g| + max |f],
aIQ Q0 [9)

odakle slijedi tvrdnja zadatka uz C = 1.
|

Prije nego nastavimo, uvest éemo pomoc¢no poglavlje koje sluzi za motivaciju cijelog pojma

Greenove funkcije i njenog izvoda.

5.2 Diracova delta funkcija: uvod

Na samom pocetku ¢emo pokusati dati kratku motivaciju za objekt koji je u nekom obliku spo-
minjan na kolegiju ODJ, a rije€ je o tzv. Diracovoj delta funkciji. Prije svega su se koristila
neka njena svojstva pri postavljanju i raCunanju rjeSenja linearnih obi¢nih diferencijalnih jed-
nadzbi. No, Sto je zapravo delta funkcija, i kojem matematickom okviru ona pripada? Kao
Sto se moglo vidjeti u svakom od kolegija koji u nekoj mjeri obuhvacaju teoriju diferencijalnih
jednazbi, ovo podru¢je matematike je prije svega nastalo kako bi se mogli opisati, modelirati
a zatim 1 rijeSiti (ili predivdjeti) razni fizikalni procesi, odnosno zakoni. Pri tome smo Cesto

navikli na odredena pojednostavljivanja ili idealizacije stvarne situacije:

* Jako gotovo svi objekti u stvarnosti imaju volumen, zami$ljamo ih kao tockaste objekte u
kojima su koncentrirani svi njihovi atributi, bilo da je rije¢ o masi, elektricnom naboju ili

potencijalu, temperaturi itd.
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* QOdvijanje fizikalnih procesa, a samim time 1 promjene koje se u njima dogadaju, Cesto
smatramo instantnima. Primjerice, ukoliko lopta miruje, te ju zatim u trenutku #y udarimo
nogom, trajanje prijenos koli¢ine gibanja p smatramo beskonac¢no kratkim, ne uzimajuci
u obzir ipak netrivijano vrijeme medudjelovanja noge i lopte, kako na makroskopskoj
razini, tako i na samoj subatomskoj razini, te nakon toga lopta nastavlja imati koli¢inu

gibanja p.

Stoga se javila potreba za nacinom na koji bismo takve aproksimacije mogli zapisati, ali i racu-
nati s njima na nacin koji nam fizikalna opaZanja sugeriraju. Naravno, ociti naCin oznacavanja

gornjih pojava bi bio:
* Karateristicnom funkcijom tockastog objekta, 1,(x),

* Step funkcijom 1,5, (7).

Obje ove funkcije imaju slican problem u vidu onoga §to Zelimo postiéi: u dosadasnjoj te-
oriji mjere i izmjerivih funkcija, obje ove funkcije zapravo "ne vide" §to se dogada u kljuénom
trenutku. Naime, prva funkcija je zapravo s.s. jednaka nuli, dok druga funkcija ima s.s. de-
rivaciju jednaku nuli, dok u ¢ = #y derivacija ne postoji. Dakle, za svaki tip rauna nam prva
funkcija uopcée ni ne moze o€uvati informaciju o koli¢ini koja se nalazi u tocki xp, dok u drugom
sluc¢aju nemamo nikakvu informaciju o tome da je nekakve promjene u trenutku 79 uopce bilo, a
kamoli kolika je. Diracova delta funkcija Ce biti rjeSenje prvog od tih problema; objekt koji nam
oznacava koncentraciju cijele mase/naboja/itd. u jednoj jedinoj tocki, ali pritom ne narusavajuci
neka svojstva koja posjeduju trodimenzionalni objekti. Drugi dio problema ¢e zapravo voditi
na pitanje deriviranja funkcija koje nisu nuzno vise derivabilne u klasicnom smislu, cuvajuci

informacije o tome gdje se pojavio skok, i koliki je on bio.

Iako je vec sugerirano da delta funkcija nece zapravo biti standardna funkcija, pogledajmo
kako bismo htjeli da ona izgleda kada bi to ipak bio slucaj. PosluZzimo se opet fizikalnim pri-
mjerom tijela u prostoru u tu svrhu. Radi jednostavnosti, neka je naSe tijelo kugla oko ishodista
radijusa 1 (K1) mase m > 0. U slucaju da je kugla homogena, njena funkcija gustoce je dana s

p(x)= ‘1’?—”1 k, (x), gdje je | - | oznaka za volumen u R3, tj. vrijedi

m= /R3 p(x)dx.

Nas je cilj reci nesto o slu€aju koji se nalazi na drugoj krajnosti; kada tijelo nije homogeno
vec je cijela masa koncentrirana u jednoj tocki (npr. ishodiStu). Za aproksimaciju tog efekta

moZemo prvo uzeti niz gustoca koje su uniformne na vrlo maloj kugli oko ishodista (K¢), ali
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tako da masa tijela i dalje ostane m. Drugim rije¢ima, oznaimo s pg(x) = ‘IQ"—€| -1k, (x). Tada
ponovno imamo
m= [ pe(x)dx.
R3
Za aproksimacijske funkcije pe vrijedi
. +°°7 X = Oa
Po(x) := lim pg(x) = . (5.1)
€0 0, inace.

Kako je za svaki &€ > 0 vrijedilo [ pe = m, te uzevsi u obzir fizikalnu interpretaciju ("masa

= integriranje gustoce po volumenu"), htjeli bismo da vrijedi i

/ po(x)dx = m. (5.2)
R3

Naravno, iz teorije mjere i integrala znamo da ne postoji izmjeriva funkcija koja zadovoljava
1 (3.10) 1 (5.2). Stoga vidimo da promatranje jakog limesa prethodnog niza funkcija nema
smisla. Na taj nacin nastala je cijela teorija tzv. distribucija (ili generaliziranih funkcija).
Drugim rije¢ima, smisao nasoj "funkciji" pg, koju ¢emo sada oznaciti s 6 (za normaliziran
sluc¢aj m = 1) ¢emo dati tek kada s njom djelujemo na neku drugu "dovoljno dobru" funkciju.
Preciznije, Diracovu delta distribuciju ¢emo definirati kao linearan funkcional na prostoru
testnih funkcija, C°(R?), na sljedeéi nadin

. o1
3.0)i=lim [ pelplods=tim . [ o(x)dx=p(0)
-0 JRpd e—0 |Ke| Jk,

Napomena 5. (a) Nekad se za djelovanje (3, Q) na test funkciju @, u skladu s uvodnom pri-

com, koristi i neprecizna oznaka

O (x)@(x)dx.
R4

(b) Gornja definicija, odnosno racun, ima smisla i za funkcije ¢ koje su samo neprekidne u
nuli. Medutim, pojam distribucije opcenito se definira kao neprekidni linearni funkcional
na C2 (]Rd ). U ovom trenutku nije jasno Sto neprekidnost podrazumijeva, s obzirom da za
cr (R?) nije spomenuta nikakva topoloska struktura. Nesto vise o tome ce biti reCeno u

kolegiju nastavku, no za sam pojam delta distribucije nam ne treba nista od toga.

(c¢) Primijetimo da nam ovakav objekt daje upravo ono sto nismo mogli posti¢i s obicnim

funkcijama; informaciju o mjeri nekog atributa u jednoj jedinoj tocki.
(d) Ukoliko uvrstimo @ = 1, tada bismo dobili upravo

O(x)dx=1.
R4
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(e) Delta distribucija nam da je informaciju o tome S$to se dogada u ishodistu. Ukoliko Zelimo
isto napraviti za neki drugi a € R?, tada bismo promotrili "funkciju” O(x— a) odnosno
preciznije distribuciju definiranu kao slabi limes funkcija x — pe(x —a) = | K &l 1k, (x—a).

Koristec¢i ponovno oznaku kao u (a) imamo za sve a € R4

8(a—x)f(x)dx = f(a),

R4
§to bismo mogli zapisati i kao 8 x f = f. Dakle, 6 moZemo smatrati kao neutralni element

za operaciju konvolucije.

Dotaknimo se za kraj ovog dijela i pitanja deriviranja funkcija koje nisu nuZno nepre-

kidne, kao sto smo spomenuli u primjeru step-funkcije. Oznacimo s

1, x>0,
0, x<0.

H(x)=

Vrijedi H'(x) = 0 za x # 0 dok u nuli derivacija ne postoji. Medutim, htjeli bismo ipak na
neki nacin pri deriviranju dobiti informaciju i $to se dogodilo u tocki prekida. Primijenit
Cemo isti pristup kao i u slucaju definiranja delta funkcije, a to je zamjena pitanjem jakog

limesa slabim. Time dolazimo do iduéeg kandidata za H' kao distribucije:

(H', p) —%1m/H Hix— h)qo )dx = lim — /(p ©(0)=(3,0).
—0

Ovo Ce se zaista podudarati s definicijom deriviranja distribucija koju ¢emo imati na
PDJ2. Primijetimo u ovom trenutku da nam H' u ovom smislu zaista daje informaciju
koju Zelimo; pojava 6 u derivaciji sugerira upravo da se u nuli dogodio skok visine 1, dok
je van toga "jednaka nuli” (naravno, to da je distribucija jednaka nuli na nekom skupu u
R zasad nema smisla, s obzirom da je rijec¢ o funkcionalima koji djeluju na funkcije, a ne

na tocke).

5.3 Greenova funkcija i elementarno rjeSenje - motivacija

U ovom ¢emo dijelu pokusati dati kratki pregled pojma Greenove funkcije, odnosno elemen-

tarnog rjeSenja, kao i pozadinu iza njihove veze s rjeSenjem odgovarajuc¢ih PDJ-ova. Pritom je
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vrlo bitno napomenuti kako ¢e racuni koji ¢e se provoditi u ovom dijelu biti fomralni: drugim
rijeCima, operirat ¢emo s 6 kao s funkcijom, koriste¢i nepreciznu notaciju za djelovanje kao
integral, koristiti neke rezultate iz analize funkcija viSe varijabli (Greenovi teoremi, parcijalna
integracija, itd.), te se neemo baviti opravdavanjem konvergencije integrala, zamjena limesa i
slicno. Bez razvoja teorije distribucija poopcenja gornjih rezultata ni ne mozemo dokazivati.
Takoder, s obzirom da se bavimo rjeSavanjem Poissonove jednadzbe, odnosno rubne zadace za
istu, imat ¢emo zadane i nekakve funkcije f, g; za njih moZemo pretpostaviti da su iste (ili vece)
regularnosti kao i u odgovaraju¢im rezultatima u kolegiju, makar za one dijelove racune koji bi

se tada zaista mogli opravdati.

Kao uvodni primjer cemo uzeti primjer problema odredivanja elektricnog potencijala u elek-
tricnom polju. Ukoliko s u : R* — R oznaimo elektriéni potencijal te s f : R — R gustoéu
elektricnog naboja, veza je dana upravo Laplaceovom jednadzbom (do na odredene konstante

koje ovdje izostavljamo)

—Au(x) = f(x). (5.3)

Sada ¢emo formalnim raCunom (tj., ne bavimo se pitanjima konvergencije integrala niti ula-
skom limesa pod integral i sli¢no) dati ideju kako pristupiti rjeSavanju ovog problema. Pretpos-
tavimo za pocetak da nam je dan jedini¢ni tockasti naboj koncentriran u tocki y € R3. Recimo
da smo u mogucnosti odrediti koliki potencijal generira taj tockasti naboj u svakoj drugoj tocki

prostora, drugim rije¢ima, moZemo odrediti rjeSenje x — G(x,y) jednadzbe

—AG(xy) = 3(x—). (5.4)

MnozZenjem gornje jednadzbe s f(y) imamo

—AJG(,y) )] = f()(x— ). (5.5)

Desnu stranu u (5.5) moZemo protumaciti sada kao tockasti naboj u y, ali ne jedini¢ni, vec
jacine f(y). Pretpostavimo u iduéem koraku da nemamo jedan izvor naboja, veé da se izvori
nalaze u tockama yy,...,y, koje imaju naboj jacine f(y;). S obzirom da je problem linearan,
ukupni potencijal koji dobijemo u tocki x € R® moZemo dobiti kao sumu svih potencijala koji
generiraju toCkasti naboji, pa bi rjeSenje problema trebalo biti

u(x) = ilc;(x,yi)f(yi).

J



5.3. GREENOVA FUNKCIJA I ELEMENTARNO RJESENIJE - MOTIVACIJA 47

Konacno, ako je pak izvor glatko rasporeden kroz cijeli prostor (odnosno, dan funkcijom

f: R3 — R3), tada formalno zamijenimo sumu s integralom, te dobijemo

~a( [ 6enfotr) = [ ~aGenfoiy = | 10186y = 0.
Dakle, ukoliko stavimo
)= [ Gle)f )y 5.6

ocekujemo da Ce to biti rjeSenje jednadzbe (5.3).

Postupak koji je opisan je osnovna ideja Greenove funkcije. Medutim, mi smo pri rjeSavanju
Poissonove jednadZzbe prvo krenuli od pojma elementarnog rjeSenja, a onda smo kasnije vidjeli
da je Greenova funkcija doSla kao odredena korekcija tog elementarnog rjeSenja. Ova dva
pojma su u nekim slucajevima gotovo jednaka; a rijeC je u sluajevima kada je diferencijalni
operator koji opisuje jednadZbu invarijantan na translacije (fizikalno, opisuje procese/zakone u
kojima vrijednosti ovise samo o udaljenosti objekata). Naravno, Laplaceov operator je upravo
takav. U takvim slucajevima je prirodno traziti Greenovu funkciju kao funkciju koja ovisi samo

o razlici argumenata, drugim rije¢ima u obliku
Gx,y) = P(x—y).

Dakle, tada bi nam bilo dovoljno rijesiti (5.4) za slucaj y = 0, odnosno @ bi bio rjeSenje

— AD(x) = 8 (x). (5.7)
Uvrstavanjem G(x,y) = ®(x —y) u (5.6) dobivamo i poznatu nam formulu za rjeSenje Po-

issonove jednadzbe

)= [ @r=y)fO)dy

Napomena 6. Formalni postupak napravljen za Laplaceov operator jednako tako je moguce

napraviti i za bilo koji linearni parcijalni diferencijalni operator L.

Primijetimo kako nam jednadzba (5.7) ujedno daje i potencijalnu definiciju pojma elemen-
tarnog rjeSenja za pripadni diferencijalni operator; re¢i ¢emo da je ¢ elementarno rjesenje
operatora L ako vrijedi Ld = 6.

Napomena 7. (a) S obzirom da je desna strana jednakosti, 8, generalizirana funkcija, a pri-
ori nije za ocekivati da c¢e pripadno elementarno rjesenje ® biti ista bolje od takoder
generalizirane funkcije. Naravno, $to znaci primjena diferencijalnog operatora na distri-

bucije koje nisu funkcije nije jasno u ovom trenutku.
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(b) Rjesavanje jednadZbe L® = O u sklopu teorije distribucija se najcesée provodi tehnikama
Fourierove analize. U nekim slucajevima, ovisno o samom operatoru L, moZemo pronaci
odgovarajuce invarijante ili simetrije pomocu kojih si moZemo olaksati rjeSavanje gornje

JjednadZbe, kao sto je bilo u slucaju Laplaceovog operatora (radijalnost).

(c) Ukoliko elementarno rjeSenje postoji, ono nije nuzno jedinstveno. Primjerice, za L = —A
neka je u bilo koja harmonicka funkcija (u klasicnom smislu); takav je recimo bilo koji
polinom prvog stupnja. Tada je i —A(P+u) = —AP — Au = 8. Jedinstvenost se ponekad

moZe posti¢i dodavanjem dodatnih uvjeta na ®, primjerice zahtjevom lim, x‘_mCI)(x) =0.

(d) Promotrimo ponovno slucaj L = —A, te pretpostavimo da imamo neko elementarno rje-
Senje ®. Jednakost u definiciji moZemo protumaciti na sljede¢i nacin: na R¢\ {0} vrijedi
AD = 0, Sto sugerira da se izvan ishodista ® zapravo ponasa kao (harmonicka) funk-
cija, dok pojava delte na desnoj strani jednakosti kao i u posljednjem primjeru prvog
dijela sugerira da u samom ishodistu imamo neki tip singulariteta (npr. prekid/skok, gu-
bitak glatkoce ili divergenciju vrijednosti). Primijetimo da je to upravo ono sto imamo za

Sfunkciju

— 5 1In x|, d=2,

1 —(d-2

D(x) =

koju smo "prozvali" elementarnim rjesenjem za A.

5.4 Greenova funkcija na omedenim domenama

Greenova funkcija za omeden skup Q C R? s C! rubom je funkcija G(x,y) na Q x Q definirana

sljede¢im svojstvima:
(1) y+ G(x,y) —®(x—y) je harmonicka funkcija na Q i neprekidna na Q, gdje je P elemen-
tarno rjeSenje za —A.

(2) G=0naQ x Q.

Napomena 8. (a) Zbog cinjenice da je —A,®P(x —y) = 6(x —y), uvjet (1) je ekvivalentan s
uvjetom AyG(x,y) = 6(x—y), za svaki x € Q. Posebno, G moZemo definirati i kao funkciju
koja za svaki x € Q rjeSava zadacu

_AyG<x7y):6(x_y)7 na Qv
G(x,y) =0, na 0Q,
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(b) Ukoliko Greenova funkcija za Q postoji, tada je ona jedinstvena. Zaista, ukoliko su G i
G, funkcije koje zadovoljavaju gornja svojstva, tada je G := G| — G; rjesenje zadace

—AG(x,y) =0, naQ,
G(x,y) =0, na 0L,

za svaki x, odakle zbog principa maksimuma slijedi G = 0. Pritom napomenimo razliku
izmedu zadaca iz (a) i (b): jednadzba u (a) govori kako je Greenova funkcija harmonicka
po drugoj varijabli van dijagonale, gdje ima isti singularitet kao i elementarno rjesenje,
dok je u jednadzbi u (b) oduzimanjem ponistimo taj singularitet, tako da je rijec o obi¢noj

Laplaceovoj jednadzbi.

(d) Ovdje to necemo dokazivati, medutim vrijedi sljedeci rezultat: ako je 2 omeden skup s
C' rubom, tada Greenova funkcija za Q postoji, i za svaki x € Q je y — G(x,y) klase C
na Q\ {x}.

Lema 5.4.1. G(x,y) = G(y,x) za sve x,y € Q.

Dokaz. Za fiksne x,y € Q oznacimo s u(z) = G(x,z) te v(z) = G(y,z). Tada je Au= 6(x —z) i

Av = 6(y — z), pa primjenom Greenovog teorema slijedi
Glxy) = Glor) = [ [6(r2)8(—2) — G3)3(x -2z
= [ 166 2982) = Gl 2) A
= | 166:270(6) = G2 Va)ldo )
=0,
zbog toga $to su funkcije z — G(x,z),G(y,z) jednake nula na dQ. O

Napomena 9. Simetricnost Greenove funkcije nam daje i prirodno prosirenje domene na £ x Q

na nacin G(x,y) =0 za x € Q.

Pogledajmo sada kako nam Greenova funkcija pomaze pri rjeSavanju rubne zadace

—Au=f, naQ,
(5.8)
u=g, na dQ.

Ovu zadacu moZemo rastaviti na dvije zadacée
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—Av=f, naQ, —Aw =0, naQ,
v=0, na dQ, w=g, na dQ.

Naravno, tada je rjeSenje u zadace (5.8) dano s u = v+ w, gdje su v, w rjeSenja rastavljenih
zadaca.

Za nehomogenu zadacu s Dirichletovim rubnim uvjetom definiramo kao i prije

u(x) = /Q G(x,)f(y)dy = /Q [G(x,y) —@(x —y)]f(v)dy+ / O(x—y)f(y)dy.

Q

Neka je prvo x € Q. S obzirom da je y — G(x,y) — ®(x —y) harmonicka funkcija unutar
Q, prvi integral ¢e nakon primjene —A biti jednak nula, dok za racunanje drugog integrala mo-
Zemo prvo prosiriti funkciju f nulom izvan Q, te zatim iskoristiti da je @ elementarno rjeSenje
(koje smo spomenuli samo na &itavom prostoru R?) da bismo zakljuéili da drugi €lan daje f(x).
Takoder, za x € dQ je y — G(x,y) =0 za sve y € Q, pa vidimo da je na rubu zaista zadovoljen
Dirichletov uvjet.

Pretpostavimo sada da je w rjeSenje homogene zadace s nehomogenim rubnim uvjetima.
Tada je

wx) = /Q w(y)8(x—y)dy
- / w()AG(x,y)dy
Q
_ / Aw(y)Glx,y)dy + / W(H)VaG(x,y) — G(x,y)Vaw(y)ldo()
Q aIQ

_ / g()VaG(x,y)do ().
oQ

Napomena 10. (a) Uvjet (1) u definiciji Greenove funkcije osigurava da funkcija u defini-
rana kao prije zadovoljava samu jednadZbu unutar Q, dok uvjet (2) osigurava da é¢emo

zadovoljiti Dirichletov rubni uvjet.

(b) Iako pojam C' ruba do sada nije zapravo ni definiran (kao $to smo vidjeli, bavimo se
ionako nekim jednostavnim slucajevima €2), napomenimo samo kako je odredena glat-
koca ruba potrebna kako bi proSirenja funkcija izvan Q (primjerice, nulom) dala funkcije

koje su ponovno integrabilne i s kojima moZemo racunati odredene izraze.
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5.5 Greenova funkcija - racun

U ovom ¢emo se dijelu posvetiti problemu rjeSavanja Poissonove jednadzbe na otvorenom
skupu Q ¢ R? s C! rubom (u na§im sluajevima ée on biti "ravan" ili "okrugao"), odnosno
rubne zadace

Definicija 5.5.1. Greenova funkcija podrucja Q je funkcija
Glx,y) :=P(y—x)—¢*(y), (xyeQx#y),
pri Cemu je ¢° = ¢*(y) funkcija korektor dana kao rjeSenje rubne zadace
AP* =0, uQ,
¢ =®(-—x), nadQ.

Ukoliko moZemo za dani skup Q konstruirati pripadnu Greenovu funkciju, rjeSenje rubne

zadace tada trazimo u obliku
G
u(X)I—/ g(y)a (x,y)do(y /f G(x,y)dy, xcQ,
Q

pri Cemu je n vanjska normala na dQ, a BG( y) = VG(x,y) - n(y) normalna derivacija.

U praksi se Cesto ispostavlja da je Greenovu funkciju teSko konstruirati ako  nema jednos-
tavnu geometrijsku strukturu. Navodimo dva podrucja Cija je Greenova funkcija konstruirana

na predavanjima.

Primjer 5.5.2. (Poluprostor ]Ri )
Neka je Q= {(x1,...,x4) € R?: x4 > 0}. Oznacimo s X' refleksiju x € R% s obzirom na ravninu
xg = 0. Pripadni korektor je tada dan s

¢ () := Oy —x) = D(y1 —x1,52 = X2, -, Ya—1 —Xd—1,Yd +%Xa);

te je Greenova funkcija za poluravninu
G(x,y) = ®(y—x) — Py —x').
Primjer 5.5.3. (Jedinicna kugla)
Neka je Q = K[0,1]. Za x € R\ {0} definiramo dualnu to¢ku s obzirom na S(0, 1)
X
R
Pripadni korektor je tada dan s

¢*(y) := P(|x|(y — X)),

te je Greenova funkcija za kuglu

Glx,y) = Dy —x) — B(|x[(y — %)).
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U oba prethodna primjera ideja je bila reflektiranjem s obzirom na rub prebaciti singula-
ritet na podrucje izvan skupa. PokuSat ¢emo sada na sli¢an nacin, kombinacijom refleksija,

konstruirati Greenovu funkciju za jo$ neke skupove.

Zadatak 5.5.4. (Prvi kvadrant u R?)
Konstruirajte Greenovu funkciju za skup Q = {(x1,x) € R? : x1,x, > 0}.

Rjesenje.
X
[— €% ) (. X,

e Bt S
| |
| |
| .
| |
\ | %
| |
| |
# fffffffffff 4

(-, ) b, )

Za toCku x = (x1,x2) € Q prvo napravimo standardne refleksije obzirom na dQ, odnosno

koordinantne osi, te dobijemo tocke x’ = (—x,x2) i X" = (x1, —x»). Tada éemo izrazom
Py —x') +P(y —x")

"ponistiti" ®(y — x) na koordinatnim osima, medutim ostaje problem relfeksije to¢ke x’ obzirom
na x;-0s, odnosno x” obzirom na x;-o0s, gdje je zapravo rije¢ o istoj tocki: x”' = (—x1,—x2).
Dakle, od gornjeg izraza moramo jo§ oduzeti i ®(y —x") da bi dobili traZzeni korektor. Konacan

izraz za Greenovu funkciju je tada

G((x15%2), (v1,52)) =<I>(y —x) —®(y —X’) —D(y—x") + Py — ")

=——In[(x + (2 = 2)’]

1
+Eln[xl+y1 + (2 —y2)?]

1
Eln[ XQ —|—y2)2}

1
——1n [(x1+31)% + (x2 4+ 32)7] -
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Napomena 5.5.5. Cilj ¢e nam, kao i u prethodnom primjeru, dobiti zatvoren sustav refleksija.
Pritom, one tocke koje su dobivene neparnim brojem refleksija dolaze s predznakom + u korek-
toru (odnosno — u konacnom izrazu za Greenovu funkciju), dok one s parnim brojem refleksija

dolaze s predznakom — (odnosno + u Greenovoj funkciji).
Zadatak 5.5.6. Konstruirajte Greenovu funkciju za kuglu K[O,R|.

Rjesenje.

Kao i u sluaju R = 1, radimo inverziju obzirom na sferu S(0,R). Za tocku x € K[0,R]\ {0}

definiramo

=R

K
Definiramo korektor za x # 0
X o
00 =o(Hp-9).
odnosno
Gry) =@ - o p-9).

Primijetimo kako funkcija G(x,y) ima singularitet u x = 0, medutim taj singularitet je uklonjiv.

Zaista, za 'y # 0 imamo

R
1imc1><i|(y—f)) - 1imc1><@ - —x).
x—0 R x—0 R |x|

Izraz % tezi ka 0, dok se izraz % uvijek nalazi na S(0,R). Zbog radijalnosti funkcije P je tada

gornji limes jednak ®(R). [

Zadatak 5.5.7. Konstruirajte Greenovu funkciju za polukuglu Q = {(x1,x;) € R? : x} + x5 <
1,x > 0}.



5.5. GREENOVA FUNKCIJA - RACUN 54

Rjesenje.
%
7
/

/

s

/( e
-
2
&
N
' ‘
VA |

N a

<! ;
x‘\*\\ ‘
BN
\ S
| [

.

Prvo radimo refleksiju tocke x = (x1,x2) s obzirom na x;-0s, pa zatim i inverziju s obzirom
na sferu S(0,1) te dobivamo redom tocke x' = (x1,—x;) i ¥ = ﬁ Sljedece moramo napraviti
refleksiju tocke ¥ s obzirom na x;-os te inverziju s obzirom na sferu tocke x’. U oba slucaja
dobijemo istu tocku, ¥ = % Dakle, Greenova funkcija za polukuglu je dana s

G(x,y) = @(y—x) = P(y—a) = D(|x|(y — ) + P(|x|(y — &)

Zadatak 5.5.8. Izvedite formulu za rjesenje rubne zadace na prvom kvadrantu ).

Au=0 na .,
M(',O) =&
u(0,-) =0,
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Rjesenje. Greenovu funkciju za prvi kvadrant smo ve¢ odredili te je ona dana s

G((x1,x2),(y1,y2)) ———ln[ + (2 —y2)?]
1

tn [(e1+31)% + (2= y2)?]
1

+Eln[ +(x2 +}’2)2]

= = [0 +31)* + (+y2)7].

Rub skupa Q nisu nista drugo nego pozitivni dijelovi koordinatnih osi. Konacno, jedini¢na
vanjska normala na x-os je dana s (0—, 1), dok nam za y-os nece biti ni potrebna zbog rubnih

uvjeta. Posebno je

IG((x1,%2), (v1,0)) _ 9G((x1,%2),(¥1,0))
Iny, o) 9y2
1 X2 _l X2
T —y1)2+x5 T +y1)>+x3

UvrStavanjem svih podataka u formulu za rjeSenje dobivamo

2
u(x17x2) = —/ &G((x]’xz)J (}’1,0))
0 8n(y170)

:)2/2 1=y —1 dyl—ﬂ/z 1=y —1f dy,
T Jo (x1—y1)2+x3 T Jo (xi+y1)?+x3

Racunanje svakog od integrala sada moZemo rastaviti na intervale [0, 1] i [1,2] (gdje je g jednaka

g(y1)dy:

y1, odnosno 1 —y;). Za prvi dio imamo

! yi boyi—x ! 1
_dylz/ —dy1+x1/ ————dy
/0 (xl—y1)2+X% o On )? +xz 0 ()’l—xl)z"'x%

I 1
1 —
= -In[(y1 —x1)*+x3]| + 1 aretan (yl all )
2 0 X2 X2

1 1
= Eln [(1 —xl)z—l—x%] — Eln (x%—i—x%)

X1 x1—1 X1 X1
— — arctan + —arctan | —
X2 X2 X2 X2
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Analogno dobivamo i odgovarajudi izraz u drugom integralu:

1
Vi 1 2, 2 1 2, 2
—— —dyi==In|(1 +x1)"+x5| — =In (x] +x
/ e = 3 0 ] - g ()
X1 xi+1y  x X1
——arctan( )—i——arctan (—)
X2 X2 X2 X2

Dijelovi na intervalima [1,2] se dobiju vrlo sli¢no, te je konacno rjeSenje (nakon sredivanja)
dano s

-2 —1
+(—2x;+1) arctan™
X2 X2

1
u(xy,xz) = [(xl —1) arctan™

1
+(2x1+1) arctan’™ T (x1+1) arctan’™ + }
X2 X2

+x_21n<((x1 —1>2+x§>2<<x1+z>2+x%>>
28\ (+ 12 +22)% (=22 +23) )

Zadatak 5.5.9. Neka je u € C>(R?), te f € C>(R%;R?). Pretpostavimo da za svaki x € R?
postoje A(x) > 0 i matrica rotacije (ortogonalna matrica s determinantom 1) O(x) takvi da je

Df(x) = A(x)O(x). Tada je A(uo f) = A?- (Au)o f.
Zadatak 5.5.10. Izvedite formulu za rjesenje rubne zadace

Au=0, naQl
u=g, naodQ)

gdje je @ = {(x1,x2) € R* : xp —x1 > 0} i g(x1,%2) = X (0,1)(*1,%2).

Rjesenje. Oznac¢imo s O matricu rotacije ravnine za kut 7, te uvedimo funkciju
v(x) = u(Ox). Prema zadatku 3.1.4., v takoder zadovoljava Laplaceovu jednadZbu, dok pocetni

uvjet, zbog invarijantnosti funkcije g na rotacije, ostaje isti. Dakle, transformirana zadaca je:
Av =0, na R xR,
v(x1,0) = x—1,1(x1), naRx{0}.

Vanjska normala na rub je dana s n(y;,0) = (0,—1), pa nam je jedino potrebno izracunati

3—;. Rjesenje gornjeg problema je onda dano formulom
'a9G

(xl,xzy)’hO)X[—l,l}(J’l)d)’l - / _(x1>x27y170)dy1
~19y2

* JdG

V(Xl,xz) = a_yz
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Greenova funkcija za gornju poluravninu je dana s

1
Glonxan.y2) =~ (100 =0+ 02 =3 =l 0+ O 2] ).
Deriviranjem po y; te uvrStavanjem y, = 0 dobivamo

8G( 0) 1 X
= \X1,X2, ) = 7 1 -
Jyy I T 2

Uvrstavanjem u formulu za rjesenje slijedi

1
d 1 1— 1
v(xy,x2) = )2/ % = — | arctan ) 4 arctan ikl
TJai—x)24+x T« x x2

Preostaje jo iskoristiti u(x1,xp) = v(0OT (x1,x2)) = v(@(xl —x2,x1+X2)).




Poglavlje 6

Jednadzba provodenja

U ovom poglavlju promatramo jednadzbu provodenja

odnosno nehomogenu jednadzbu provodenja
u—Au=f,

na skupu Q x (0,00), pri emu je Q C RY otvoren. Ovdje ¢emo se uglavnom baviti slu¢ajem

Q = R?, odnosno trazenjem funkcije u : R? x [0,) — R koja rjesava pocetnu zadaéu

w—Au=f, uRIxR,,
u=g, na]Rdx{t:O}.’

prigemusu f:R? xR, — Rig:R? — R unaprijed zadane funkcije.

Rjesenje te pocetne zadace je reprezentirano sljede¢om formulom:

)= [ @—rig0ds+ [ [ @lmri—9s0us)asds,

gdje je @ : R x R — R elementarno rjeSenje jednadzbe provodenja definirano s

1 kw2
P(x,1) = e,
(4mt)2
Napomena 6.1.1. Za svakit > 0 vrijedi
D(x,t)dx = 1.

R4
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Zadatak 6.1.2. PokaZite da za sve a,b € R, a > 0 vrijedi

Zadatak 6.1.3. Odredite rjesenje pocetne zadace

u—Au=é, naR* xR,

u(xy,x2,0) = cosxj sinx;.
Rjesenje. Koristimo formulu za rjeSenje:
t
u(xy,x2,t) = / D (x —y,t)cosy siny,dy dy, + / / D (x —y,t —s)e* dy1dyrds.
R2 0 JR2
Racunamo prvi integral u izrazu:
/ D (x —y,t)cosy siny, dyidy;
R2

1 / ,m;mz J 1 / ,<xz;yz)2 v d
= e t COS Y1 1 e t Sy, dyr
vVant Jr ey vVant Jr 24y

=1 -b.

IzraCunajmo sada I; zasebno:

_(-vp)?
L= [ e " cosy;dy
R
g
:/E‘UCOS(Zl—f—Xl)le
R

3 .
= [ e % (coszjcosx; —sinz; sinxy)dz;
R

2 2
_a . 4.
:cosxl-/e a coszldzl+s1nx1-/e 4 sinz; dzy
R R

= V4ntcosxje .

Na isti na¢in dodemo 1 do
L = Vantsinxe ',

pa je prvi integral jednak

e % cosx sinx,.

Sada ra¢unamo drugi integral u pocetnom izrazu:

t t t
/ / D(x—y,t —s)e’ dyidyrds = / es</ D(x—y,t — s)dy)ds = / efds=¢e —1.
0 JR2 0 R2 0
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Dakle, konac¢no rjeSenje je

2

u(xy,xp,t) = e “cosxysinxy +e —1.

Primijetimo kako je rjeSenje homogenog dijela zadace
u —Au =0,
u(+,0) = cosxj sinx;

2

dano s e~ % cosx; sinxy = e~ u(x1,x2,0). Ovdje je klju¢no sljedece svojstvo funkcije (x1,x;) —

cosx] sinxy: vrijedi A(cosx; sinxy = —cosxj sinx,. Drugim rije¢ima, ova funkcija je svojstveni
vektor za A (u ovom trenutku ne¢emo ulaziti u preciziranje vektorskog prostora na kojem bi ovo

bilo dobro definirano). Pogledajmo stoga opcenitu zadacu oblika

ur—Au=20
M(',O):g,

gdje je g € C*(RY) takva da je Ag = Ag za neki A € R. Motivirani prethodnim primjerom,
trazimo rjeSenje u obliku u(x,7) = g(x)h(t) za neku funkciju & koja, da bi bio zadovoljen pocetni
uvjet, mora zadovoljavati £(0) = 1. Kada bi u ovakvog oblika zadovoljavala jednadZbu, tada bi
moralo za sve (x,¢) € RY*H! biti

0= g(x)I (1) — h(1)Ag(x) = g(x) ('(1) — Ah(1)) .
Stoga se problem svodi na rjeSavanje ODJ-a

W (t) = Ah(t)
h(0) =1,

Gije je rjeSenje h(t) = e*'. Sada se lako provijeri da je funkcija
u(x,1) = M g(x)

zaista trazeno rjesenje.

Navedimo neke od najjednostavnijih primjera takvih funkcija:
(a) g(x1,...,xq) = eXin %%, gdje je A = Tf_, of

(b) g(x1,...,x4) =cos (L4_, oyxi), gdjeje A = —Y¢_, o
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©) g(x1,...,xq) =sin (L4, oy ), gdjeje A = — YL, o

(d) Ako su g1,g2 € C*(RY) pridruzene istoj svojstvenoj vrijednosti A, tada je i bilo koja

njihova linearna kombinacija pridruZena istoj svojstvenoj vrijednosti

U prethodnom zadatku pocetni uvjet nije ve¢ zapisan u traZzenom obliku, medutim to se lako

postigne pomocu trigonometrijskih identiteta te imamo
cosx| sinxy = E(sin(xl +xp) —sin(x; —x3)).

Zadacu tada moZemo zbog linearnosti rastaviti na dvije homogene s pocetnim uvjetima sin(x;
x7), odakle je zbog prethodne diskusije i A; = 1,4, = %1 trazeni h(t) = e~ (u oba slucaja).
Alternativno, moZemo primijetiti i sljedede: ako je funkcija g € C?>(R?) dana u obliku

g(xt,.xg) = g1(x1, -, x0) &2 (Xt 1,5+, %q), gdje je k € {1,...,d — 1} te g € Cz(Rk),gz €
C2(R47*), tada je

Q1+ a) = A1 (X1, o1 X1) - 82Xkt 153 Xa) + 81 (H1, 1 30) - A2 (Xt 11 Xa).

Stoga, ako su g; i g pridruzene istoj svojstvenoj vrijednosti A, tada je Ag = 2Ag. Ovu pri-
mjedbu takoder moZemo primijeniti na prethodni primjer, s obzirom da su i cosxj i sinx, pri-

druzene A = —1.
Zadatak 6.1.4. Izvedite eksplicitnu formulu za rjesSenje pocetne zadace.
w—Aut+cu=f, uRYxR,,
u=g, na R? x {t = 0}.
Rjesenje. Uvedimo pomoénu funkciju
v(x,t) = u(x,t)e”.
Vidimo da tada v zadovoljava jednadzbu
vi—Av =" (u+cu—Au) = e“f,

uz pocetne uvjete
v(x,0) = u(x,0).

Koriste¢i formulu za rjeSenje jednadZbe provodenja zakljucujemo da je

t
)= [ @leyngoiy+ [ [ Slemya—se ia)dyds

Konacno, imamo

) = () = [ @mynsly+ [ [ @yt =) flro)ds
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Napomena 6.1.5. Izvedimo formulu za rjesenje pocetne zadace
U —kAu=20
u(x,0) = g(x)

gdje je k > 0. Stavimo
v(x,t) = u(x,t/k).

Tada v zadovoljava jednadZbu
1 1
Vi —Av = g —Au= %(ut —kAu) =0,

uz pocetne uvjete

v(x,0) = u(x,0) = g(x).

Koristeci formulu za rjesenje ovog problema dobivamo

u(x,1) = v(x, kt) = (4mkt) "2 / e T g(y)dy

Funkciju
2
Dy (x,1) = (4mke) %o i,

¢emo takoder zvati elementarno rjesenje jednadZbe provodenja. Isto kao i ranije, za sve t > 0

/ Dy (x,1)dx = 1.
R4

Zadatak 6.1.6. Izvedite eksplicitnu formulu za rjesenje pocetne zadace.

vrijedi

u —kiyy +buy+cu=0, uRXR,,
u=4g, na R x {t =0},

gdje su k > 0, b, c konstante. PokaZite da u slucaju da je ¢ > 0i g € L”(R) vrijedi

tlgg|u(x,t)| =0.

Rjesenje. Pretpostavimo da je u rjeSenje zadace. Kao i u prethodnom zadatku, uvest ¢emo

pomocénu funkciju oblika
v(x,1) = u(x,t)e® P

pri ¢emu ¢emo konstante o i B odrediti tako da nova funkcija zadovoljava jednadZbu provode-

nja. Za pocetak, dobivamo

v = ea”ﬁt(ut +Bu), vi= eax+ﬁt(ux+ o), Vex= eax+ﬁ’(uxx + 20w, + azu),
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pa vidimo da v zadovoljava
— kv = € P (w4 — iy — 2kotug + (B — kot )u).
Konstante o i B sada odabiremo tako da vrijedi
2kot = —b, B—ko?=c,

odnosno

=% Y

Uz ovaj odabir, funkcija v ¢e tada biti rjeSenje zadace

v —kAv =0,
v(x,0) = e~ %7g(x)

Stoga moZemo koristiti formulu za rjeSenje izvedenu u napomeni prije zadatka, te dobivamo
b
() = [ @nle-yne Pgldy
R
odnosno, vraéanjem natrag na pocetnu funkciju u

_ z%x—(%-i-c)t d . —%y d
u(x,t) =e . (x—y.t)e g(y)dy.

Pokazimo jo§ da je u slucaju ¢ > 01 ||g]|e < oo za svaki x

tlgg|u(x | =

Ocjenjujemo redom:

b

2
i, )] < e (e / <I>k<x—y,r>e*%yrg<y>\dy

ng%x 4k‘"C | g||e (47tkt) %/e b e Zkydy
R

—_

bt) 2
—||g|| eka (4k+c 47[]@ 2/R Zkrl e_%“'%k’dy

(y—(x=bt))

< lgllwe (4tk) / e gy
R

=Ce

Kako je ¢ > 0, gornji izraz puStanjem ¢ — oo tezi ka 0. ]
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Promotrimo sada iducu pocetno-rubnu zadacu

u—uy =0, naRy xRy,
u(x,0)0=g, x>0
u(0,1)=0, >0,

gdje je g neka unaprijed zadana funkcija takva da je g(0) = 0 (kompatibilnost pocetnih i rubnih
uvjeta). RjeSavanju ovog problema ¢emo pristupiti na iduci nacin; pokuSat ¢emo ga proSiriti
do odgovarajuce pocCetne zadace (dakle, na cijelom prostoru R x R ) na kojem znamo formulu
za rjesSenje, te "oCitati" vrijednosti za nenegativne x. Prije nego nastavimo, pokazimo sljedecu

tvrdnju.

Zadatak 6.1.7. Pretpostavimo da je u rjesSenje pocetne zadace

Uy — Uy, =0,
u(x,0) = g(x),

najvise eksponencijalnog rasta gdje je g neparna funkcija. Tada je i x — u(x,t) neparna funkcija
za svet > 0.
RjeSenje. Stavimo v(x,t) = u(—x,t). Zbog neparnosti funkcije g, funkcija v je tada rjeSenje
sljedece pocetne zadace
Ve — Vi = 0,
v(x,0) = —g(x).
Slijedi da je w := u+ v rjeSenje
Wi — Wy =0,
w(x,0) =0,
paje w =0, odnosno
u(x,t) = —v(x,t) = —u(—x,t).

Vratimo se sada na nasu pocetno-rubnu zadadu. S obzirom da za neparnu funkciju f vrijedi
f(0) =0, te uzevsi u obzir prethodni zadatak, prirodno je nas problem proSiriti na cijeli prostor
prosirenjem po neparnosti. Tada je uvjet u(0,¢) = 0 automatski zadovoljen za sve ¢t > 0, te nam
preostaje samo rijeSiti odgovarajucu pocetnu zadacu. Preciznije, neka je i proSirenje funkcije
u, a g funkcije g po neparnosti, tj.

u(x,t), x>0 g(x,1), x>0

ﬂ(xat): ) g(xvl):
—u(—x,t), x<0 —g(—x,1), x<O.



Tada v rjeSava pocetnu zadaéu

i —Aii=0, naRxR,,
i(x,00=¢g, naRx{r=0}.

Koriste¢i formulu za rjeSenje jednadZzbe provodenja na cijelom prostoru dobivamo
iler) = [ @—r0g0)dy

0 o
:_/ cp(x—y,t)g(—y)dy+/0 D(x—y,1)g(y)dy

= [ (@50 + Bl yn) sy
Zadatak 6.1.8. Neka je g € C'(R) takva da je g(0) = 0. Zadana je pocetno-rubna zadaca
I/lt—uxx:O, MR+XR+,

u=0, na Ry x {r =0},
u=4g, na {x =0} x [0, ).

Izvedite iducu formulu za rjeSenje te zadace:

2

) g(s)ds.

(x.1) X / | _
u(x,t) = e
Var Jo (1—s)3
Rjesenje. Pretpostavimo da je u rjeSenje pocetno-rubne zadace. Stavimo
V(X,f) = M(X,f) _g(t)

te proSirimo funkciju v po neparnosti po prostornoj varijabli

u(xvt)_g(t)’ )CZO,

r) = —u(—x,t)+g(t), x<O.

Tada funkcija ¥ rjeSava sljedecu pocetnu zadacu

¥(x,0) =0, xeR.

Koriste¢i formulu za rjeSenje pocetne zadace, zakljuCujemo kako je

v(x,1) =/Ot /ifp(x—y,t—S)g’(S)dyds—/Ot/qu%x—y,t—S)g’(S)dyds,
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Sto zapisujemo kao

1 o t oo
/ / D(x—y,t —5)g (s)dyds — 2/ / D(x—y,t —s)g'(s)dyds.
0 J—oo 0 JO
Prvi integral je jednak g(7), dok za racunanje drugog integrala uvodimo
h(s) = / D(x —y,t —s)dy.
0

Tada je drugi integral jednak

—2/0 g (s)h(s)ds.

Uvodenjem zamjene varijabli z = Z (_tx ) dobivamo
—S
1 « 2
h(s) = — e “dz,
( ) \/E B .
4(t—s)
odnosno
x o
W(s)= e )

Parcijalnom integracijom sada dobivamo
t t t t

—2/ g’(S)h(S)dS=—2g(S)h(S)(O+2/ g(S)h’(S)ds=—2g(t)+/ —————3¢ "g(s)ds.
0 0 0

Dakle, funkcija 7 je dana s

X 2

ﬁ(x,t) = —g(t)+/0 me‘wg(s)ds.

S obzirom da nas zanima formula za u u slucaju x > 0, vraamo se natrag u izraz u(x,t) =
v(x,t) + g(t) te dobivamo trazenu formulu. |

Promotrimo sada iducu pocetno-rubnu zadacu.

u— iy =0, naRy xR,,
u(x,0)0=g, x>0
uy(0,1) =0, >0,

Kao i u prethodnim primjerima, ideja je prosiriti problem na cijeli prostor odgovarajuéom re-
fleksijom te primijeniti rezultat rjeSenja na novonastali problem. Za razliku od prethodnog
slucaja, ovdje je zadan uvjet na prostornu derivaciju u to¢kama na #-osi. Potrebna nam je odgo-

varajuca refleksija koja ¢e automatski zadovoljiti taj uvjet. Prvo primijetimo kako je derivacija
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parne funkcije neparna; zaista, iz u(x) = u(—x) deriviranjem slijedi u’(x) = —u’(—x)). Stoga
nam je prirodno proSirenje u ovom slu¢aju ono po parnosti. Stoga stavimo
u(x,t), x>0 glx,t), x>0

ﬁ(x7t): ) g<x7t):
u(—x,t), x<0 g(—x,t), x<O.

Tada i rjeSava pocetnu zadadu

Koriste¢i formulu za rjeSenje dobivamo
i) = [ @520y

o -
:/ d)(x—y,t)g(—y)dy+/o D(x—y,1)g(y)dy

= /Ow ((I)(x—y,t) _c1>(x+y,t))g(y)dy

Zadatak 6.1.9. (alternativni dokaz principa maksimuma)
Pretpostavimo da je u € C3(Qr) NC(Qr) rjesenje jednadzbe provodenja. Tada vrijedi

maxu = maxu.
.Q.T I_‘T

Uputa: Promotrite familiju funkcija ug = u — €t.

Za kraj ovog poglavlja éemo promotriti neSto opéenitiju varijantu jednadZbe provodenja
topline. Neka je A € M, (R) pozitivno definitna i g € C(R). Zelimo izvesti formulu za rjesenje
zadace

u —div(AVu) = 0,

u(,0)=g.
Ideja je uvesti (linearnu) zamjenu varijabli te pripadnu pomoénu funkciju v koja ée rjeSavati
standardnu jednadZbu provodenja topline, v; — Av = 0 (uz transformirani pocetni uvjet). U tu
svrhu se koristimo rezultatom iz Zadatka 5.1.4. Naime, kako je A konstantna matrica, imamo
div(AVu) = A : V2u, pa vidimo da je dovoljno pronaéi M € M, takvu daje MMT = A. S obzirom
da je A > 0, moZe se dijagonalizirati u obliku A = ODO pri ¢emu je D > 0, pa stavljanjem
M = OD? iv(x,t) :=u(Mx,t) dobivamo

vi(x,t) — Av(x,1) = u,(Mx,t) — A : VZu(Mx,t) = 0.
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Naravno, pocetni uvjet za v sada glasi v(x,0) = u(Mx,0) = g(Mx). RjeSenje zadace je tada dano

S

u(x,r) =v(M 'x,1)

_d M ey? )
= (4mt)™ 2 ) e i g(My)dy zamjena 7 = My
R
(A=l (x—g)x—z (6.1)
— (41r)~ % (detA)} / T 0 (2)dz zamjena y = O7 (x — 7)
]Rd
_d _1 (0l
= (4mt)” 2 (detA) 2 de i g(x+Oy)dy
R

Zadatak 6.1.10. Rijesite zadacu

u[ — 2(thlxl + uxl)CZ + MX2X2) — O, na Rz X RJ’_

M(,O) = 17
Rjesenje. Vrlo je lako pogoditi da je konstantna funkcija u(x,) = 1 rjeSenje dane zadace. Sto-
viSe, mogu se kombinirati i zakljucci prethodne diskusije s onima gdje je pocetni uvjet svoj-

stveni vektor od —A. Medutim, radi ilustracije rauna ¢emo ipak provesti gornji postupak.

JednadZbu moZemo zapisati u obliku

u; —div(AVu) =0,

gdjeje A =

1
2] . Lako vidimo da je A > 0 (Sylvesterov kriterij npr.) te da se moze dijago-

nalizirati u obliku A = ODOT uz

D = diag(1,3), 0:%[ ! 1].

Sada je prema (6.1) rjeSenje dano s

(0" lyy)
u(x,1) = (4mt) "' (detA) 2 / o = g (x+ Oy)dy

R

(0" lyy)
= (4\/§M)_1/}R2 e_%dy

[ P _n?
:(4\/§7rt) e 4 dy | e 2dy,
R R

=1

Zadatak 6.1.11. RijeSite prethodni zadatak uz g(x1,x3) = cosxj sinx;.



Poglavlje 7
Valna jednadzba

U posljednjem poglavlju bavimo se valnom jednadzbom,
up —Au=0, uR?x(0,00),
u(-,0)=g, naR?x{r=0},
u(-,0)=h, naR?x{r=0},

gdje su g, h unaprijed zadane funkcije, a u traZzeno rjeSenje.
Formula za reprezentaciju rjeSenja postoji, medutim, ona ovisi o dimenziji prostora. Navest

¢emo u nastavku samo pripadne formule za dimenzije d = 1,2, 3.

D’Alembertova formula:

X+t
uler) = Sleer ) +als=0l+3 [ hO)dy

Poissonova formula:

1 tg(y) +12h(y) +1Ve(y) - (v —x)
u(x,t) = > ]{((x,t) @ |y—x|2)% dy

Kirchhoffova formula:

u(x,t) = ][ th(y)+g(y)+Ve(y) - (y—x)dS(y)
S(x,t)

Nehomogenu jednadZbu rjeSavamo pomoc¢u Duhamelovog principa; za zadacu

uy —Au=f, uR?x (0,00,
u(-,0)=0,  naR?x{r=0},
u(-,0) =0, naR?x {r=0},

69
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rjeSenje je dano s
t
u(x,t) :/ v(x,t —s355)ds,
0
pri ¢emu je v(-,-;s) rjeSenje zadace
Vie (5, 18) —AV(+,:5) =0,  uR? x (0, 00),
v(-,0;5) =0, naR? x {t =0},
u(+,058) = f(-,5), na R? x {t = 0}.

Primjer 7.1.1. Kako bismo malo pojasnili kako izgleda primjena Duhamelovog nacela, izve-

dimo formulu za rjeSenje valne jednadzbe u jednoj dimenziji

U — Uxx :f;
M(,O) :07
M;(',O) =0.

Prvo rijesimo pomocni problem ovisno o parametru s,

Vir (4, 38) = vae (4, 58) = 0,

v(+,0:5) =0,

vi(+,0:5) = f(-,5).
Prema D’Alembertovoj formuli, rjeSenje je dano s

1 X+t
v(x,t;s) = 5/ f(y,s)dy.
x—t

Sada je rjesenje originalne zadace dano s

t
u(x,t) :/ v(x,t —s;5)ds
0

t o px+(t—s)
= / / f(,s)ds
0 Jx—(t—s)
t prx+t
=/ / (it —s)ds.
0 Jx—t

uy —Au=f, uR?x (0,00,
u(-,0) =g, naR? x {t =0},
u(-,0)=h, naR?x{r=0},

Ukoliko imamo pocetnu zadacu

tada ju rjeSavamo rastavljanjem na dva dijela:
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Uy —Au=f, uR?x (0,00), Uy —Au=0, uR?x(0,00),
u(-,0)=0, naR?x{r=0},, u(-,0)=g, naR?x{r=0},
u(-,0)=0, naR?x{r=0}, u(-,0)=h, naR?x{r=0}.

Zatim pronademo rjeSenje svake od ovih dviju zadaca, te konac¢no rjesenje dobivamo njiho-

vim zbrajanjem.
Zadatak 7.1.2. Rijesite Cauchyjevu zadacu
I/ltt—AI/tZZ, MR2X<O,°°>,

u(xy,x2,0) =x1, naR?>x{t=0},

ur(x1,%2,0) = x2, naR?x {t =0}.
Rjesenje. RjeSavamo prvo pripadni homogeni dio:

ur — Au=0, uR? x (0,00),
u(xy,x2,0) =x;, naR?x {r=0},

ut(xl,xz,O) =Xp, na Rz X {t = ()}.

Prema Poissononvoj formuli rjeSenje ove zadace je dano s

u(x t)_l][ ty1+t2y2+t(y1—x1)d
) 2 _ly—x[2)3
Kerr) (2 =[y—x]?)2

Prelazimo na polarne koordinate
yi=x1+rcos@, y=xy+rsing, |J|=r,

pa integral postaje

//2” trcosqo—i—tx]—|—t2rsm(p+t2xz+trcos(pd i
;
U= o (12— r2)3 ¢

—r

I r
=— [ —— 27 tx2)d
2wt 0 (tz _ }"2)% (XI + Xz) ’

x)+txy ! r
= / -dr
1 0 (t2—r2)7

=Xx1+1x

27
tr
2rcos @ +trsin @ +x1 +tx2)dodr
27U2/0 (t2 2);/0 ( ¢ ¢ 1 2) %
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Preostaje jo$ rijesiti i drugi dio zadade. Za rjeSavanje tog problema potrebno nam je rijesiti
sljedecu zadacu:

Vi —Av =0, uR? x (0, 0),

v(x1,%2,0) =0, naR?x{r=0},

vi(x1,x2,0) =2, naR?x {r=0}.

Ponovno koristimo Poissonovu formulu za rjeSenje; ono je dano s

1 212
v(x,t) = 5— / rdy
27t% J (xy) (12 —|y—x?)2
B l/ dz
T Jx(0) (12~ [2]?)?

1 t 2w
_1 / / " e
TJoJo (12—r2)2

=2t

Stoga je rjeSenje nehomogenog dijela jednadZbe dano s

t t
/ v(x,t—s;s)ds:/ 2(t —s) =12
0 0

Konacno, rjeSenje pocetne zadale je
u(x,t) = xi +1x +12.
|

Ovdje moZemo primijetiti kako je rjeSenje vrlo jednostavnog oblika, te blisko zadanim po-
cetnim uvjetima. Stoga ¢emo pokusati izvesti jednostavniju formulu za rjeSenje valne zadace uz
odgovarajuée dodatne pretpostavke na ulazne funkcije. Za poctak, napravit ¢emo to za d = 3.

Kirchhoffova formula nam daje rjeSenje izrazom

u(x,t) = jg(mg(y)dc(y) +tfs(x’t)h(y) do(y) +t][ Ve(y)-(y—x)do(y).

S(x,t)

S obzirom da se u prva dva izraza pojavljuju srednje vrijednosti danih pocetnih uvjeta, prirodno
je promotriti Sto se dogada ukoliko je rije¢ o harmonickim funkcijama. Naime, tada prema
teoremu srednje vrijednosti prva dva pribrojnika daju jednostavno g(x) +th(y). Za posljednji

pribrojnik teorem o divergenciji daje

| Ve t-xdot) =t [ iy =0,
S(x,t)

K(x,t)
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1z toga slijedi da je rjeSenje homogene zadade s harmoni¢kim pocetnim uvjetima g, h € C*(R?)
dano formulom
u(x,t) = g(x) +h(x).

Ukoliko imamo nehomogenu jednadZzbu u;; — Au = f, Duhamelov princip nam daje nacin kako
rijesSiti takav problem (uz Dirichletove pocetne uvjete g = & = 0). Da bismo mogli primijeniti
sli¢no rezoniranje, pretpostavit ¢emo da je f dana u obliku f(x,t) = fi(x)f2(¢), gdje je f1 €
C>(R?) harmonicka, a f> € C'(R). U tom slucaju je rjeSenje takve zadace dano s

t
u(x,r) :/ v(x,t —s)ds,
0
gdje je v(x,t;s) rjeSenje
Vi —Av =0, uR3 x (0,00),
v(-,0;5) =0, na R® x {t = 0},
vi(+,0:5) = fi(-)fa(s), maR®x {r=0}.

Ponovno koriste¢i Kirchhoffovu formulu i harmonic¢nost od f;, dobivamo da je

v(x,t55) =tfa(s) fH)do(y)dy =tfa(s) f1(x),

S(xt)
pa slijedi
u(x,t) = /tv(x,t —s;8)ds = fi(x) /z(t —3) f2(s)ds.
Konac¢no, rjesenje zadace ’ ’
uy —Au= fi(-) f2()
u(-,0) =g
u(-,0) =h

uz gornje pretpostavke je dano s

() = o) +1h(x) + o) [ (=) (s)ds.

Sada se lako direktnom provjerom vidi da dana formula daje rjeSenje iste zadace i za proizvoljnu
dimenziju d, pa posebno i u naSem prijasSnjem primjeru gdje je d = 2.

Zadatak 7.1.3. Neka je u rjesenje zadace

U — Uy =0, na RxRL
u=g, naRx {t=0}
u = h, na R x {t =0},
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pri Cemu su g,h € CZ(R). Definiramo kineticku energiju s

1
k(t) = —/ u? (x,1)dx
2 Jr
te potencijalnu energiju s
p0) = [ i
2 Jr
Dokacite:

a) k(t)+ p(t) je konstantno,

b) postojity > 0 takav da je k(t) = p(t) za t > 1.

Rjesenje.  a) Prema D’ Alembertovoj formuli, rjeSenje u je dano s
x+t)+glx—t) 1 [
u(n,1) = SEFO T8 )+—/ h(y)dy.
2 2/,

Primijetimo prvo kako za fiksni ¢+ > 0 funkcija x — u(x,7) ima kompaktan nosac. To
slijedi direktno iz gornje formule; za dovoljno velike x je [x —7,x+¢] N (supp g U supp
h)) = 0. Zbog ovoga i funkcije x — u,(x,1) i x — u,(x,) takoder imaju kompaktan nosac.
Posebno, opravdano je deriviranje pod integralom i parcijalna integracija nema rubni ¢lan
pa imamo:

kp)0)= [

ututtdx—l—/uxuxtdxp'zl'/u,(un—um)dxzo.
R R R

b) Koristimo ponovno D’ Alembertovu formulu. Deriviranjem po x, odnosno po ¢, dobijemo

sljedece izraze:

wet) = 18! 0) +¢/ (=] 4 G-+ 1) — (1),

= N —

w(x,1) = =g’ (x+1)—g' (x—1)] + %[h(x+t) +h(x—1)].

Racunamo:

plt) — k(1) = /R (1 — uP)dx = /R (1 — )t +

:/R[g/(x—t)—h(x—t)][g/(x-l-t)+h(x+t)]dx~

Ponovno, zbog kompaktnosti nosaca od g i A, za dovoljno veliki ¢ je za svaki x jedna od
toCaka x —¢ 1 x+1 izvan nosaca i od g i od A, pa je za takve ¢ uvijek jedan od faktora
jednak 0; preciznije, dovoljno je uzeti a > 0 takav da je (supp gUsupp h)) C [—a,q], te
staviti o = 3a. Za t > to tada vrijedi k(1) = p(z).

|
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