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SADRZAJ




1. Prirodni koordinatni sustav

Prirodni koordinatni sustav je sustav ¢ije su koordinatne osi (s,n,z) medusobno
okomite. Jedini¢ni vektori pripadnog sustava su (¢, n, k). Sustav se postavlja tako da je
os u smjeru vektora brzine v = V¢, gdje je V modul vektora brzine (odatle vektor brzine

ima samo s-komponentu koja je uvijek pozitivna), n os je normalna na s os u horizontal-

noj ravnini, a z os je vertikalna.

Vt S

Slika 1.1: Prirodni koordinatni sustav.

Za gibanja po zakrivljenim strujnicama s i n osi su takoder zakrivljene, ali uvijek medu-
sobno okomite. Dogovor je da je radijus zakrivljenosti strujnice R na sjevernoj hemisferi
pozitivan (ciklonalan) ako je strujanje protusatno. Kod strujanja u smjeru kazaljke na
satu R je negativan (anticiklonalan).

Horizontalna brzina:
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Akceleracija:
dt
d0s = RO
d0s 08§
S = — = =
TR
Imamo razmjer:
55 _
§s R’

d 1% ds
ds B ds ds B Vd§
dt  ddsdt  ds
ds ds 05
2 9 22— lim —
ds ds 3530 05
R > 0 ciklonalno na NH
R < 0 anticiklonalno na NH

ali je 05 u 77 smjeru, pa slijedi:

s . |oslm 1
%Z(sig%) 0s :}_%n
ds dsds 7
dt ~ dsdt R

Pa slijedi da je akceleracija u PKS-u:

dvy,
dt

=§—+V—=55—+4+—

dt dt dt R

e Coriolisova sila: uvijek je okomita na smjer gibanja

e Sila gradijenta tlaka:

FBO:—fEsz

FE'O - _fVﬁ
—aVyp = —a%§— a%ﬁ

e Horizontalna jednadzba gibanja u PKS-u:

po komponentama:

(1.10)

(1.11)
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. v _ 19
: d152_ p Os

ve — _19p
n... 7+ /V=—25

1.1 Ravnotezna (stacionarna) gibanja u PKS-u
1. Geostroficko strujanje, v = v,

e stacionarno: dv/dt =0

e pravocrtno: R — oo (VZ/R — 0)

_10p
S 0= 505
_ _109p
n... fug = o

p+A4p
Pa slijedi da je izraz za geostroficki vjetar u PKS:

1 op
Vg = _pf n (1.12)

2. Inercijalno strujanje

e stacionarno: dv/dt =0

e Vip=20 (dp/On = 0)

Ako je polje tlaka jednoliko horizontalno: —aVyp =0

n... fo+fV:0
V = —Rf

Prema tome, mora biti R < 0 (anticiklonalno strujanje) jer je V' > 0 uvijek. Buducéi
da je dV/dt = 0, slijedi da je V' = const. i R = const.
— Cest zraka koja kruzi anticiklonalno — oscilacije

— Buducdi da su Corisolisova sila i centrifugalna sila uzrokovane inercijom fluida

— inercijalne oscilacije (Cest se giba zbog inercije iako je V,, = 0)
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— Period oscilacija:

_27TR B —27R B 2 2 T

T pu— pu— p— pu— pu—
1% —Rf f 2Qsing  Qsing’

gdje je f Coriolisov parametar, ¢ je geografska Sirina, {2 je kutna brzina rotacije

Zemlje.

— U meteorologiji su inercijalne oscilacije manje vazne jer je sila gradijenta tlaka
uglavnom razli¢ita od nule i ona je gotovo uvijek uzrok strujanja zraka, ali u
oceanima, gdje su brzine (a time i R) puno manje nego u atmosferi, velika
koli¢ina energije je sadrzana u strujanjima koja osciliraju inercijalnim peri-

odom.

3. Ciklostrofi¢ko strujanje (Ry >> 1)
e ovaj tip strujanja nastaje oko polja niskog tlaka kad je zakrivljenost izobara
takva da su sila gradijenta tlaka i centrifugalna sila u ravnotezi
e tornado predstavlja ovaj tip ravnoteznog strujanja
e stacionarno je dV/dt =0

e Coriolisova sila je puno manja od centrifugalne sile i sile gradijenta tlaka (zbog

dovoljno male horizonatlne skale)

Ciklonalno strujanje Anticiklonalno strujanje

R>0,2<0 R<0,2>0

<

Iz sljedece jednadzbe nademo brzinu ciklostrofickog strujanja:

L (1.13)
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Brzina ciklostrofickog strujanja:

V=, -2 (1.14)

— U praksi je uo¢eno da vecina tornada na sjevernoj hemisferi rotira u ciklonal-
nom smjeru jer nastaju od velikih rotirajucih supercelijskih oluja koje 'osjec¢aju’

djelovanje Coriolisove sile

— Kod pojava manje skale (pjescane oluje, morske pijavice) nema preferiranog

smjera jer ne ‘osje¢aju’ Coriolisovu silu
4. Gradijentsko strujanje

e stacionarno: dV/dt =0

e sve tri sile (sila gradijenta tlaka, Coriolisova i centrifugalna sila) djeluju pod-

jednako
— _19
S 0= D5
vz — _10p
n =+ fV = > on

Slijedi da je brzina gradijentskog strujanja:

2 P2
V:—f—R;I: ’R R Op

2 4 p on
V=—Lf4 JEE —B& | Ciklonalni tok (R > 0) | Anticiklonalni tok (R < 0)
0 f2R2 RO
£>0 /- ;% V<0 V>0
antibaricko strujanje
0 f2R2 RO
£ >0 —\/ - ;% V<0 V<0
) f2R2 RO
5 <0 /g ;a—fl V>0 V>0
0 f2R2 RO
<0 —\/ - ;E’; V<0 V>0

— V < 0 nema fizikalnog smisla jer V' > 0 u PKS-u
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Da bi rjeSenje imalo fizikalni smisao, |/~ — %% € R.
PREROp 0 ofIR
4 pon — on 4
Za cikolnalni tok: dp/dn < 0, R > 0 = uvijek ispunjeno foQ — %g—z >0
Za anticiklonalni tok: dp/on > 0, R < 0 = f24—R2 — %g—z > 0 samo ako je
2R* _ ROp
4 p On

Za R — 0, Op/On — 0 gradijent tlaka u blizini centra anticiklone je manji nego
u blizii centra ciklone — vjetar u blizini centra anticiklone je slab (tisina) —
slabiji nego blizu sredista ciklone

1.2 Zadaci

1. Stvarni vjetar je zakrenut za 30° udesno od geostrofickog vjetra. Koliko je ubrzanje

vijetra ako je iznos geostrofickog vjetra 20 m s=!, a f = 107* s7L.

Rjesenje:
dv._ 10p
,~'S dt — pOs
1 )
A ! 8_p = |Vp|cosf = |Vp|sina
= s
Vg 1 Op
4 v, = ———
v Y pfon
1
@ 05| = — 1Vl = |Vp| = pf |yl
g g
(3] Vp pf 5
J a 4 a—p = pf|vg|sin
: s
I/ v 19
p Lo
ds E:_;az—;pﬂvﬂsma
av
- nd : — _1073 -2
Do P +8p o flug|sina m s
2. Nadite vezu izmedu gradijentskog i geostrofickog vjetra u istoj tocki.
Rjesenje:
% V= 1 0p
R  pon
10p
fog = _;a_n
V2
vg=—=+V

=77
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3. Odredite Rossby-jev broj u zrelom tornadu ako je tangencijalna brzina na udaljenosti
300 m od centra vrtloga 30 m s~!. Pretpostavite da je f = 107* s7!. Kakav je to
tip gibanja?

RjeSenje:
av V2 1
—5+ —n=—fVi—=Vp
dt R P
~ Fcor ——
akceleracija grad p
V2 1 9p
[ V=——
R pOn

Rossby-jev broj je definiran kao omjer akceleracije i Coriolisove sile, pa slijedi:

B Vv B 30 m st
 fR 104571 300 m

Ro =103

Strujanje je ciklostroficko.

4. Na R = 50 km od centra ciklone izmjeren je radijalni gradijent tlaka od 5 hPa/100
km. Ciklona se nalazi na 20° N. Odredite gradijentski i geostroficki vjetar. Kakav
se rezultat dobije za slucaj ciklostroficke ravnoteze? Q = 7.29 x 107° s7%, p = 1.25
kg m~3.

Rjesenje:

R = 50 km
Op/On = -5 hPa/100 km
¢ =20°N

e Gradijentski vjetar: V = —% + ‘/]024_32 — %% —129ms!

e Geostroficki vjetar: v, = V(1 + f—‘;) =796ms !

e Ciklostroficko strujanje: V = —%g—z —142ms!

. .. _ V o
Rossby-jev broj: Ro = R 5

- $to je Rossby-jev broj manji, to je bolja geostroficka aproksimacija

- §to je Ro vedi, vrijedi ciklostroficka aproksimacija
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Prema tome, za Ro = 5 ne vrijedi ciklostroficka ravnoteza.

5. Pod pretpostavkom da tornado rotira stalnom kutnom brzinom w, pokazite da je
tlak u centru:
pe = poexp(—w?ry /2RT)

gdje je po prizemni tlak na udaljenosti ro od centra, T srednja temperatura izracu-
nata od centra do rg. Trenje zanemarite. Nadite tlak u sredistu torndada za sljedeé
vrijednosti:

(a) T =287 K, 79 = 100 m, v(r) = 100 ms™, p(ry) = po = 1000 hPa.

(b) T =290 K, ro = 200 m, v(ry) = 80 ms™!, p(rg) = po = 1000 hPa.
Rjesenje:

Za tornado vrijedi ciklostroficko gibanje, tj. F,, << Fey, F),

V2 1 dp
A V=_--f
R +/ pon
vi__ 1%
R pon
v:_10p
R por
V2 dr p
dp = —pdr = V*——
p= i =V R
d 2d
@ _ %—T, V =wr, T=T
P r
dp B w2T2 @ @ B w_QTdr / T0o Po
P B RT r p RT 0 Pe
P L 2(r_(2))
p. RT 2
w?r?
Pe=Dpo exp(—zRT)

(a) p. = 941.1 hPa

(b) p. = 962.3 hPa

6. Odredite maksimalni moguéi vjetar u anticikloni na ¢ = 55° N na udaljenosti 500
km od sredista anticiklone. Odredite pripadnu maksimalnu udaljenost izmedu
izohipsa na izobarnoj karti ako je skala karte 1:2x107. Izohipse se crtaju svakih 40

m visinske razlike.
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Rjesenje:
R = -500 km
¢ =55°N
0z =40 m

U anticikloni: R < 0, 22 < 0 (regularno visoki).

2R? . . . 2 R2
Prema tome, V = — L8 — /IR RO \[aksimalna brzina je za /8 — 892 —
’ 2 4 p on 4 p on

Slijedi da je: Viee = —L% = 29.9 m 57!

Udaljenost izohipsa An odredujemo iz:

fPR*  ROp

4 pon
fPR*  ROpoz
4 pozon

PR? R 0z 9z [*R
4 _p( pg)@n:>8n_ 4g

490
on=— Jg; =2.2-10° m (u prirodi)
. o . on
Udaljenost izohipsi na karti: An = 7107 = 1.1 cm

7. Izrac¢unajte brzinu geostrofickog vjetra ako je gradijent tlaka 1 kPa/1000 km te
usporedite sa svim mogucéim gradijentskim brzinama vjetra ako je radijus zakrivl-
jenosti R = 500 km. p=1.0kg m™3, f =10"*s"1

Rjesenje:
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V2 10p

- V=_—22£

R +f p@n NA

_10p
97 pfon d
1 _105'];3 nd p/6n<0 p—Ap
YT T 0 kg m 1045 ( 106 m ) I
1%
Vg = 10ms™t 2 P
XE

9,
IR| =5-10° m, ‘—p‘ —107% Pam™!

on

e Gradijentski vjetar:
IR f?R*> ROp

2 * 4 p on

V=

(a) regularno niski: R > 0, ++/(), dp/dn < 0

V=85ms!

(b) anomalno niski (antibari¢ko strujanje): R < 0, ++/(), dp/On > 0

V =585m s !

(c) regularno visoki: R < 0, —/(), dp/on < 0
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V =138ms™!

V =362ms !

8. Kolika je brzina geostrofickog vjetra ako je razmak susjednih izobara na karti

mjerila 1:10” An = 3 cm, ¢=60° N, p = 1.27 kg m~3. Izobare su nacrtane svakih 5
hPa.

Rjesenje:
1 dp N4
Vg = ————
Y pfon
&: (_5hPa> nd ap/an<0 p—2Ap
ATL 3 CIM / karta
Aap _ ( _ ﬂ) L
An 3-10°5m/u prirodi Ug
14
vy =10.4 m s >
X,E

9. Izracunajte brzinu geostrofickog vjetra na 500-hPa plohi ako je razmak susjednih
izohipsi na karti apsolutne topografije 500-hPa 3.5 cm, ¢ = 60° S, a razmjer karte
je 1:2x107. Izohipse se crtaju svakih §Z= 40 gpm.
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Rjesenje:
- 9y 1~
vg:?k}xva:?k:Xquﬁ
f=2Qsin¢

17| 1 40-98m 1 e
Vgl = =441 S
9 2Qsin¢ 3.5-1072 2- 107

10. Zrakoplov leti pod azimutom o = 60° brzinom v,, = 200 m s~! u odnosu na zrak
i giba se u odnosu na ¢vrstu tocku na tlu pod azimutom S = 90° brzinom v, =
225 m s—!. Ako zrakoplov leti na plohi konstantnog tlaka, kolika mu je promjena
visine (izraZena u metrima po kilometru horizontalne udaljenosti) ako je polje tlaka
stacionarno, te ako je vjetar geostroficki? f = 107% s71.

Rjesenje:
Iz skice ispod slijedi da je:

Vg = Vaz + Yy

Opcenito:

NA

<[

t/
mV

Az

(x.y,p)

Uar = €08(90° — )47 + 8In(90° — @) vy, ] = Tpr = SIN Q4,1 + COS AV, )

Uy = c0s(90° — B)vJ—F sin(90° — 6)%;’ — 7, = sin Buai + cos fva]

-
— — —

Uy = Uy — Uyz = (Vg sinbeta — v,z sin a)f+ (Vg cOS B — Vg, COS Q)]

Geostroficki vjetar u izobarnom koordinatnom sustavu (x,y,p):
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@,:%Exvpz [k x
_9

Exﬁg: V,Z = V,Z=—"kxT,

f g

V,Z oznacava horizontalne promjene visine izobarne plohe na kojoj zrakoplov leti.

Promjene visine izobarne plohe u Langrageovom sustavu:

dz A A
E = 88_15 +Ua-va+waaa—
=~ p

=0
we, =0 budu¢i da se giba po plohi p = const.
az dz 1 km

— =1,-V,Z, AZ =—At, At=
dr ~ teT Ve - dt a
Slijedi da je:
T, = 2257
7, = 51.87 — 1005
I L0~ 7k ) )
VpZ = kXt =—g| 00 1| =-102- 107°(51.85 + 1007)
g . ug vy 0
dz A
U, V,Z=-023ms" — AZ = —At=-1.02m km™*

dar dt

11. Gradijentski vjetar u (a) cikloni i (b) anticikloni na kruznoj izobari radijusa
R =400 km i ¢ = 60° N iznosi 15 m s~!. Kolika je brzina geostrofickog vjetra pri
istim uvjetima.

Rjesenje:

S pfon
V2 10p
7V ="
& V2
E+fV:fvg:>vg:R—f+V

a) R>0. v,=1945m s !
(a) , Ug

(b) R<0,v,=10.55 ms!
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12. U nekoj tocki u visini na ¢ = 55° N puSe geostroficki vjetar sa sjeverozapada
brzinom 10 m s~!. Kolika je horizontalna komponenta gradijenta tlaka u toj tocki

i u kojem je smjeru ako je gustocéa zraka na toj visini p = 1.1 kg m~3.

Rjesenje:
v o
R pon E,
= 0 jer R—oo
10p
fog=——o"
pOn _Ap
W __p, _ _L3hPa vp i
on — P17 7100 km Vg
p

e smjer gradijenta tlaka (Vp): prema jugozapadu

e smjer sile gradijenta tlaka (F}D): prema sjeveroistoku



2. Trajektorije 1 strujnice u PKS-u

U PKS-u, s(z,y, z) oznacava udaljenost uzduz krivulje koja odgovara putanji cesti
zraka na horizontalnoj ravnini. Putanja koju slijedi ¢est zraka u kona¢nom vremenskom

periodu se naziva trajektorija. Vazno je jasno razlikovati trajektorije od strujnica.

e Trajektorija je putanja individualnih Cesti fluida u kona¢nom vremenskom inter-

valu

e Strujnica je krivulja za koju je u svakoj tocki vektor brzine tangencijalan na nju,

tj. ona prikazuje "snapshot" polja brzine (strujanja) u nekom trenutku
Horizontalne trajektorije se odreduju integracijom jednadzbe

d
=~ oy, t)

dt
u nekom kona¢nom vremenskom periodu za svaku Cest zraka koja se prati. Strujnice se

odreduju integracijom
@ _ U(ZE, Y, tO)
dx 'LL([L', Y, tO)

u trenutku ¢y3. Uvjet tangencijalnosti:
dx dy dz

= = 2.1
u(t7$7y7 Z) /U(t7$?y7 Z) w(t7 x7y7 Z)’ ( )

gdje je t vrijeme, u, v, w su komponente brzine u z,y, z smjeru. Za 2-dimenzionalni slucaj

1mamo:

dy v
-~ _Z 2.2

pri ¢emu dy/dx oznaCava nagib strujnice, a v/u odgovara nagibu vektora brzine. Polje
strujnica se odreduje za svaki trenutak posebno (npr. t — t;).

Opcenito, strujnice(t;) # strujnice(ts).

Veza izmedu brzine vjetra i gradijenta tlaka ne vrijedi u ekvatorijalnom podrucju jer je

19



Trajektorije i strujnice u PKS-u

Coriolisova sila toliko mala da je njen utjecaj zanemariv. Na ekvatoru je Coriolisova sila
jednaka nuli, te je zanemariva do otprilike 15 stupnjeva geografske Sirine. Zbog toga se
ne koriste polje tlaka da bi se prikazalo baricke sustave. Umjesto toga koriste se strujnice
(analiza gradijentskog vjetra) da bi se pokazao smjer vjetra (Sl. 2.1).

o TR CNSSS

045 kis

I'I- 45-

| " 'Ir

/RN

Darwin RSMC
B ol Meleorohig

Gradient Wind Analysis —\-
Valid: | 000G ETC 27 Jun 2018
Issued: D334 UTC 27 Jun 2018

Slika 2.1: Crne krivulje oznac¢avaju strujnice, odnosno smjer strujanja u vremenskom trenutku
00:00 UTC, 27. lipnja 2018. godine. Iznos brzine vjetra je oznacen bojom.

Prakti¢ni pristup u racunanju strujnica:

e "zamrznemo" vrijeme i ubacimo marker - ¢est u "zamrznuto" polje brzine (u

T(ﬂﬁm Yo, Zo))

e gibanje markera koji je ubacen u T'(zg, o, 20) moZzemo opisati kao:

e fizikalno vrijeme ¢ je fiksno (zamrznuto), a varijabla 7 je pseudo-vrijeme

e strujnice su u stvari trajektorije markera koji se giba u polju "zamrznutih" brzina

U jednadzbi za gradijentski vjetar

V2 10

4y =-=22

R pon
, R se odnosi na zakrivljenost trajektorije Cesti zraka. U praksi za R se ¢esto uzima za-
krivljenost izobara (izohipsi) jer ih se moze jednozna¢no procijeniti pomocu sinoptickih
karata. Za gradijentsko strujanje izobare (tj. izohipse) odgovaraju strujnicama. Trajek-

torije = strujnice ako brzina ne ovisi eksplicitno o vremenu, tj. ako je strujanje stacionarno
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Medutim, gibanja na sinoptickoj skali (cilone i anticiklone) nisu stacionarna gibanja, ve¢
putuju brzinom koja je istog reda veli¢ine kao i brzina vjetra u njima.

Stoga promatramo vezu izmedu zakrivljenosti trajektorija i zakrivljenosti strujnica za
baricki sustav koji se giba da bismo procijenili pogresku koju radimo kad koristimo za-
krivljenost strujnica umjesto zakrivljenosti trajektorija..

Slika 2.2: Veza izmedu kuta promjene smjera vjetra i radijusa zakrivljenosti.

e 00 je kut za koji se zakrene vjetar, tj. promjena smjera vijetra na izobarnoj plohi
e R, je radijus zakrivljenosti trajektorije

e R, je radijus zakrivljenosti strujnice

5s = R6f lim (2.5)
6s—0

s 1 , . . . .
—_—= promjena smjera vjetra duz trajektorije (2.6)
ds Rt

op _ 1 . o o

s = i promjena smjera vjetra duzstrujnice u nekom trenutku (2.7)

S s

43 _dids _V

dt  dsdt R,

dg 0B 66_% 1
dt Ot +V@s ot +VR5
Vv op Vv
_ = 4+ —
Rt 825 RS
op 1 1
E—V(E—E) (2.8)

Sada promotrimo kruZzne izobare koje se konstantnom brzinom c gibaju bez promjene

oblika

e ¢ je brzina kojom se giba sustav

e V' je brzina vjetra, odnosno kruznog gibanja oko centra niskog ili visokog tlaka, t;j.

gradijentski vjetar




WP Trajektorije i strujnice u PKS-u

e U ovom slucaju izobare = strujnice, a lokalno zakretanje vjetra nastaje samo zbog
gibanja sustava strujnica tako da je:

oB B ap
Friaiah V3 = —ceos Y5 (2.9)
7 je kut izmedu strujnice (izobare) i smjera gibanja sustava.
Iz jednadzbi (2.8) i (2.9) slijedi da je:
1 1 1
V(E - E) = —CCOS*)/E (2.10)
Ry = Ry(1 — %cos*y) (2.11)

Primjer 1: Stacionarno 2-D strujanje

Brzina je dana kao: U(x,y) = —yit+ ) = [—y, z]

d
strujnice: W _V_ T o ode +ydy =0 //
de u —y
2’ +y? = R? (R > 0) — koncentri¢ne kruznice
: . d
trajektorije: ZE="Y z(0)=R
d

Sy = 0) =0
Y= y(0)

z(t) = Rcos(t), y(t) = Rsin(t)
24y’ = R?

Primjer 2: Nestacionarno 2-D strujanje

Brzina je dana kao: #(x,y) = (—y — t)i +zj = [~y — t, z]

d d
strujnice: T Y e = —(y + t)dy //
—y—t T
72 2
L _w+to /Q
o~ 2 W7

vt =y -2y +c
= —(y+t)+t2+c
P+ (y+t)=t"+c= R c>—t

—> Rjesenja su koncentri¢ne kruznice koje se gibaju duz osi y stalnom brzinom.



Trajektorije i strujnice u PKS-u

d
trajektorije: 7 t, z(0) =z
—_— pr— O p—
Zv== v =y

x(t) = (o + 1) cos(t) — yosint — 1
y(t) = (xo + 1) sin(t) + yocost — t
Neka je npr. xg = —1, te yo = 0, slijedi da je rjeSenje:

x(t) = —1, y(t) = —t

— Element fluida se giba ravno prema dolje duz vertikalnog pravca x = —1 brzinom -1

Iz ova dva primjera vidimo da strujnice i trajektorije mogu biti bitno razlic¢ite.

2.1 Zadaci

1. Brzina je dana s:
7= (14 At 4+ Bt*)i 4 zj.

(a) Nadite jednadzbu strujnice koja u t = ¢y prolazi kroz toc¢ku (xg, yo).
(b) Nadite trajektoriju elementa fluida koji dolazi u (zg,yo) u t = to.

(c) Pokazite da je za A = 0, B = 0 (tj. stacionarno strujanje) strujnica jednaka
trajektoriji.

Rjesenje:
(a) Komponente vektora brzine su:

uw =1+ At + Bt v=u

Nagib strujnice dy/dz je jednak nagibu vektora brzine v/u.

dy v x
dr  u 1+ At+ Bt?
dy x

t=tg: S —
0 dr 1+ Aty + Bt?

xdx Ly
o
1 + Ato + Bto fBO;'yO

1 1

. - - = 2 2
Yo =T At + B2 2 (v" =)
x? — x?

(y —yo)(1 + Ato + Bt3) = strujnice




Trajektorije i strujnice u PKS-u

(b) Trajektorija = element fluida prolazi kroz (zg,yo) ut = o, a u nekom drugom

trenutku ¢ vrijedi

Tr = x(x07y07t>; Yy = y(x(h Yo, t)

dx dy
— =u=1+At+Bt*; —=v=
g U A B g =

x,t
dz = (1 + At + B2)dt //
zo,to

2 — 12 3 —t3

3

r—x9=(t—1ty)+ A + B

Iz izraza za v komponentu brzine, nademo jednadzbu za y:

dy
— =v=x
dt
dy 2 — 2 -t
— = t—to)+ A 04+ p—-=2
g~ Dot (E—t) + A=+ B
t2—t2 t3—t3 t
dy:[:co—l-(t—to)—i-/l °+B O]dt //
2 3 "
£ — 13
Y — Yo = xo(t —to) + 5 —to(t —to) +
Art? — 3 Brtt -t}
w5l ] - g [ )

Jednadzbe za x 1 y su parametarske jednadzbe trajektorije.

(c¢) Za A = B slijedi da je:

T —x

Strujnica: y — yg = 5 0
Trajektorija:

r — Ty = t— to

t—t,
e —to](t—to)
x? — x}
Y—% = 5



Trajektorije i strujnice u PKS-u

Nadite strujnicu koja prolazi kroz tocku (1,0).
Rjesenje:

Jednadzba strujnice: v x ds =0

udy — vdr =0
dy v x

dr u

Y
Y
ydy = —xdx / /
Z0,Y0

2+t =K, K = const.
Za tocku (1,0) slijedi da je K =1 = 2? +9* =1

. Odredite radijus zakrivljenosti trajektorija ¢esti zraka smjestenih 500 km (a)

isto¢no, (b) sjeverno, (c) juzno i (d) zapadno od centra kruzne ciklone. Ciklona se

1

giba prema istoku brzinom 15 m s~ . Pretpostavite da je strujanje unutar ciklone

geostrofitko s jednolikom tangencijalnom brzinom vjetra od 15 m s

Rjesenje:
R =500 km
c=15ms™!

v,=V =15ms!

R, =7

Buducdi da je geostroficko strujanje

stacionarno, strujnice=izobare.

Stoga je, Ry = R = 500 km. % =1

Na skici su prikazani polozaji Cesti zraka koje se nalaze isto¢no, sjeverno, juzno i
zapadno od centra ciklone. L oznacava minimum tlaka u centru ciklone. Brojevi
1, 2, 3 oznacavaju polozaje u sukcesivnim vremenskim trenucima. Izraz za radijus

zakrivljenosti trajektorije je:
Ry

B 1 — {Fcosy

Ry

(a) v =90°, odnosno cosy = 0, pa slijedi da je R; = 500 km



Trajektorije i strujnice u PKS-u

(b) v = 180°, odnosno cosy = —1, pa slijedi da je R; = 250 km
(¢) v =0° odnosno cosy = 1, pa slijedi da je Ry = oo
(d) v = 270°, odnosno cos~y = 0, pa slijedi da je R, = 500 km

4. Nadite brzine gradijentskog vijetra za cesti zraka iz prethodnog zadatka koristeci

dobivene vrijednosti za R; iz prethodnog zadatka. Usporedite te brzine s brzinama
geostrofickog vjetra, a vrijednost Coriolisovog parametra je 1074 s71.
Rjesenje:

Izraz za gradijentski vjetar je:

IR PR} Rop
Vorad = 7 " 2 p On

Izraz za geostroficki vjetar u PKS-u:

Lop _ Rop

Yo = fpon - pon

= —fRuy,

Slijedi da je:

R 2R?
‘/grad - _f2t + \/f2 L +thUg7

- o . _ —1
pri ¢emu je vy, = 15 m s~ .

(a) Za Cesti istocno od centra ciklone R, = 500 km: V,pq = 12.1 m s7!

(b) Za &esti sjeverno od centra ciklone R, = 250 km: Vg = 10.5 m s™*

(c) Za Cesti juzno od centra ciklone R, — 00: V4 = v, buduéi da znamo da je

veza izmedu ova dva tipa strujanja dana sljedeé¢im izrazom:

2
__ Vgrad
Yg

- fR,

+ ‘/grad

(d) Za Cesti zapadno od centra ciklone R, = 500 km: V00 = 12.1 m s7!



3. Geostroficka devijacija (ageostroficki

vjetar)

Horizontalna jednadzba gibanja glasi:

47 , 1. ,
Y _aVp— fEx T+ -F, /f*l,kx
dt P

Trenje zanemarujemo, pa slijedi da imamo:

1- dv - - o
?kxd—z——%kap—kx(kxﬁ)
1- dv Lo
?kx%:—vg—%v

1- dv .
U— Ty = Uy = ?k X d_: ageostrofiki vjetar

(3.1)

(3.2)

— ageostroficki vjetar predstavlja odstupanje stvarnog vjetra od geostrofickog. Iz jed-

nazbe 3.2 vidimo da ageostroficki vjetar postoji kad postoji i ubrzanje stvarnog vjetra, tj.

i
5% 7 0.

Iznad atmosferskog grani¢nog sloja atmosfera je u pravilu u kvazigeostrofickoj

ravnotezi. Pogledajmo sad koji su razlozi zbog kojih dolazi do odstupanja od geostrofije.

Iz teorije znamo da premda U’ # v, parcijalne derivacije stvarnog i geostrofickog vjetra su

priblizno iste:

ov 0y,
at ot
ov _ Jv,
s Os
ov v,
9z 0z
Prema tome, slijedi da je:
dv  Ov 0y v,

@ o TV TV

27

(3.3)



WPER  Geostroficka devijacija (ageostroficki vjetar)

Uvrstavanjem jedn. 3.3 u jedn. 3.2, dolazimo do izraza za odstupanje od geostroficke

ravnoteze: 1 o 1 o 1 9
- v - v - v

G = =T, = <k x 294 “F D 2D

R A A A T T

(.
-~ -~ -~

I II IIT

(3.4)

Promotrimo pojedina¢no ¢lanove (I), (II) i (III) iz jedn. 3.4.

. 1- 071 - 1 dp
Clan (1) = 2k x g [p—fk x Vhp} ==V,

Clan koji uklju¢uje prostorne promjene tendencije tlaka (Vh%) nazivamo izalobar-
icki vjetar.

« 1~ 0o,
Clan (IT) = ?kxvﬁ oznacava da do geostroficke devijacije dolazi zbog promjene

O0s

geostrofickog vjetra uzduz strujnica.

Difluencija v—9<0

Vg
> > —>
» .
> > —> Vg
R
¢+ 5 gﬁ
X —_—
v ds

Kod difluencije imamo horizontalnu konvergenciju geostrofickog vjetra. Ovdje
imamo zakretanje stvarnog vjetra prema visem tlaku (protivno gradijentu tlaka) te

zbog toga vjetar nuzno usporava joS viSe nego samo zbog konvergencije.

Kod konfluencije imamo horizontalnu divergenciju geostrofickog vjetra. Ovdje
imamo zakretanje stvarnog vjetra prema nizem tlaku te zbog toga vjetar ubrzava.

Ovo je cesta pojava kod ciklona - strujanje zakrec¢e prema centru niskog tlaka.



Geostroficka devijacija (ageostroficki vietar) B2

Konfluencija v—2>0

ﬁg
— > .
e -

vy

3 oznacava da do geostroficke devijacije dolazi zbog vertikalnog
z

. 1-
Clan (III) = ?kxw

smicanja geostrofickog vjetra.

3.1 Zadaci

1. Koliko je ubrzanje Cesti zraka ako je v, = 87 m s ~!, te ako je kut izmedu
geostrofickog i stvarnog vjetra 30° (pri ¢emu je v, otklonjen ulijevo od ¥). Brz-
ina stvarnog vjetra je v = 10 m s™!, a geografska Sirina je ¢ = 60 °N.

Rjesnje:

Geostroficka devijacija je:

1~ dv -
ﬁ—ﬁg:*a:—kxd—z k x
- 1dv
kx (V- g)_—?a
dv - -

%:

Iz skice na desnoj strani slijedi da je: v = 107

Vektor geostrofickog vjetra:
7, = 8.7cos 307 + 8.7sin 305 = 7.537 — 4.355

Slijedi da je: ¥ — ¥, = 2.477 — 4.35]



Geostroficka devijacija (ageostroficki vjetar)

Imamo da je ubrzanje cesti zraka:

. i ik
d - — -,
@ _ f(0—0,)xk=f|247 —435 0 |=2-7.29-10"sin60(—4.35i — 2.47j
dt 7
0 0 1
dv - 2 —92
pri =1.26-10"*(—4.35i — 2.47j) m s

Slijedi da je iznos ubrzanja Cesti zraka:

d—’
—”‘ —6.32-10 4 m s 2
dt

2. Pokazite da se izalobaricki vjetar u (x,y, p) sustavu moze prikazati kao:

. 0P
Uizl = _Fv_
Rjesenje:
Ageostroficki vjetar je:
oL 1]; y dv
U— U, =0y = = —
g f dt

1- 07 - ov, 1- (%
— :—k -9 k’ g k’ Y%
Vo = 5h X5 +f XU TNy,

[zalobaricki ¢lan (vjetar) je prvi ¢lan na desnoj strani:

o, 1 0 9,

1.0,

G = 5k x —fk at[kavqb} kax (ka@)
1. o5, 1 9d aq>
}k’XE—FI{?X(kXVpat) f2

3. Pokazite da se izalobaricki vjetar u izentropskom sustavu moze prikazati kao:

~ 1 _ oM
Vixl = —FVQW, M:CPT+(I>
Rjesenje:

Jedandzba gibanja u sustavu s generaliziranom koordinatom glasi:

dv

== —aVep — Vb — 1k x ¥

generaliziranu koordinatu (£) zamijenimo s 6 jer se trazi izalobaricki vjetar u izen-



tropskom sustavu.

dv
Y aVp— Ved — fhx
dt
Izraz za potencijalnu temperaturu: 6 = T(@> g /ln Vo
p
—VQ 0= —VG T — —Vgp
4 cpP
=0
1 Ra
~V, T =
7V ¢, RT
CpVgT = CYVQP
Uvrstimo ovaj izraz za aVyp u jednadzbu za akceleraciju:
d —
U VT —Vo® — [k x T =~V (c,T +®) —fk x &
dt N——
M
dv 1-
d: — VoM — fEX 7 /?kx
1~ dv 1=
—kX —=—=kxVyM+ 7
PR T T ve e

—

Geostroficka devijacija (ageostroficki vjetar)

Znamo da je za dv/dt = 0 stvarni vjetar jednak geostrofickom (7 = ), pa iz ove

jednadzbe nalazimo da je U, jednako:

1-
?7g:?]€XV9M

Definicija izalobarickog vjetra:

te uvrStavanjem izraza za v, slijedi da je:

1. 9/1- 1_ oM
Vizl = fk &<?k} X VgM) = _FVGE
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4. Termalni vjetar

Termalni vjetar predstavlja vertikalno smicanje geostrofickog vjetra. Da bismo izveli izraz

za termalni vjetar, kre¢emo od poznatog izraza za geostroficki vjetar.

1-
Ug = -k x V,®

f
95, 1. 0
Py _lpv P90 —1ix
o F Y fv
a¢
. T
@:—#MV;%:—E%XVT

’092 Ugl - __/

(4.1)
(4.2)
(4.3)
(4.4)

(4.5)

Termalni vjetar je definiran kao Uy = ¥, — U, , te ako na lijevu stranu uvrstimo jednadzbu

4.1 slijedi da je:
— 1 g
vr = ?k X vp(q)g — (1)1)

R [P
U = ——/ kx V,I(dIlnp)
f Im

Uz pretpostavku da je T =T = const. slijedi:

UT——§/{ZXVTIH—

D1
= TPy v, T
f D2

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Prema tome, termalni vjetar predstavlja vezu izmedu horizontalne promjene temperature

(tj. mase) i vertikalne promjene u polju strujanja. Termalni vjetar je teorijsko strujanje,

33



Termalni vjetar

a ne realno.

— 1 g R D2 —
vp = =k XV, (P —P)) = —=In—k x V,T
LS P2 =) [ m g
Pomnozimo gornju jednadzbu s kx:
1 R D2 —
—=V, 00 = —In—=V,T
fr fom

pri ¢emu je 0® = &y — & debljina sloja izmedu p; i po

V,00 = —RIn 22V, T
b1
V,00 = Rn 22y, T
P2
V,00 = V,(RIn %T) =
2

56 = TRIn 22
D2

(4.10)

(4.11)

(4.12)
(4.13)
(4.14)

(4.15)

Iz jednadzbe 4.15 slijedi da je 6® debljina sloja izmedu p; i ps proporcionalna srednjoj

temperaturi sloja. Na sjevernoj hemisferi termalni vjetar "puse" tako da mu je topli zrak

s desne strane.

skretanje v, visinom u smjeru

= hladna advekcija

17g1i iﬁgz suprotnom od kazaljke na satu

v
d T + 6T
T — 48T
5 skretanje v, visinom u smjeru
T
kazaljke na satu (anticiklon-
3 /5, alno) = topla advekcija
T + 0T

4.1 Zadaci

1. Izolinije RT3%), izvucene su svakih 60 gpm. Koji je odgovarajuéi interval izolinija

vertikalno usrednjene temperature?
Rjesenje:

§P=60 gpm=60 - 9.8 J kg~!

p1 = 1000 hPa, p, = 500 hPa



Termalni vjetar

Izraz za termalni vjetar:
1~ R - _ -
B = F X V(@ = @) =—71n@k><vp:r /Ex

1 R pa_ —=
—?vp(qp2 _ 3y = S 29,7 /(—f)

V,(®y — B1) = Rlni—lvﬁ
2

V,(60) = RIn 22y, T

b2
e  _RmE=
An an An -

AT =295 K=3K

2. Srednja temperatura u sloju izmedu 750 i 500 hPa opada prema istoku za 3 °C po
100 km. Ako je na 750 hPa plohi jugoistocni geostroficki vjetar brzine vy =20 m
s71, koliki je vy na 500 hPa? f=10"*s!.

Rjesenje:
V,T = —3° C/100 km i
v,1=20 m s~!, p; = 750 hPa, p, = 500 hPa

N A Up =VUga —Ugt  —  Ugo = U + Ug1

. ( V2 V2

> 2 3
Uy = 207 + 720;') m 5!

2
By . ;
N D/ U1 = Big(—10v/2i + 10\/53') ms !
XE ) .
Vg2 Ur = _’UTU

Izraz za termalni vjetar:

vr
R — J—
; L. U=~ 2k xV,T
D2
R - OT - .
Up = —ln&k X (— —)Z =—-34.97 m st
I p Ox

Tyo = Up + Uy = (—34.95 — 10v/2i 4+ 10v/25) m s~
Ty = (—10v/27 — 20.87) m s~

U2 =252 m s}



Termalni vjetar

Odredujemo smjer vjetra na 500 hPa:

Tgo
tana = |25 | = o = 34.2°

Ug2,y

3. Odredite brzinu termalnog vjetra u sloju debljine 2 km ako je horizontalni temper-
aturni gradijent 2.5°C/150 km, a srednja temperatura sloja 27 °C, ¢=45° N.
Rjesenje:

Az =2 km
V,T = 2.5°C/150 km
t=27°C, ¢ =45° N

Izraz za termalni vjetar:
R . _
Ur = —In 2k x V,T
[ p2
Da bismo nasli brzinu vy, odredimo ¢emu je jednako In % koristeé¢i jednadzbu za

hidrostaticku ravnotezu.

o __ . __P9
0z RT
2+Az
1 B _i / D2 +
Op = RT@Z /pl .
b2 982 P gAz
P RT D2 RT
Pa slijedi da je:
R gAz
o = —>——kxV,T
T f R p

A _
G| = 22|V, T| = 11.6 m s~
T

4. Usporedite termalni vjetar na polu i na ¢=30° ako su svi ostali uvjeti isti.
Rjesenje:

Izraz za termalni vjetar:

R P13y =
Up = In—k x V,T
T 2€)sin ¢ npg P
U1 ol 1
L — S — sin30° = 1/2

UT30°  Sinaoo

5. Na kojoj visini iSCezava geostroficki vjetar na ¢ = 40° N, ako je na 500 m geostroficki

! a horizontalni gradijent temperature 2°C /100 km uz T—273

vjetar brzine 6 m s~

K.

Rjesenje:



Termalni vjetar

Vgp =0 m s

¢=40°N, vy =5ms™*
V,T =2° C/100 km, T =273 K

Izraz za termalni vjetar:

— — R 7
Up = Ugg — Ug1 = 7ln%k x V, T
Iz prethodnih zadataka znamo da vrijedi:
A
Ty — Uy = Lok x V, T
T
. gAz _ —
(% ==V, T = Az =
|gl| fT| P | |V T’|91|

Az=7824m = 29=2+Az=500m+ 782.4m = 1282.4 m

. Nadite geostroficku advekciju temperature u tocki na 700 hPa, ¢ = 50° N ako je

!, a vjetar visinom zakreée ciklonalno za 20°/50

brzina vjetra u toj tocki 17 m s~
hPa ne mijenjajuci brzinu.
Rjesenje:

ng| = |7792| B
Advekcija temperature: —v, -V, T =7

1_7)92 P2 = 650hPa
Koordinatni sustav je proizvoljno odabran, S
20

odnosno geostroficki vjetar puse prema istoku na

700 hP ﬁgl P11 = 700 hPa
a.

Vg1 = 171

Tyo = 17 c0os 20 + 17sin 20°5

Termalni vjetar: Up = Uy — U1 = —1.025¢ + 5.814}'
Pa slijedi:
. . R pz
Up = Vg — Uy = —In—k XV, T
’ 9 e f D2

—1.0257 + 5.814] = 1.904 - 10°% x V, T /Ex
—1.0257 — 5.8141 = —1.904 - 10°V, T

V,T = 3.053-107% 4 5.383 - 107%]



Termalni vjetar

Geostroficka advekcija temperature na 700 hPa:
—Ty1 - V, T = —17i(3.053 - 107% 4 5.383 - 10757)
—Tp1 -V, T =—519-10"* °C/s = —1.87 °C/h  (hladna advekcija)

7. Nadite smjer i brzinu geostrofickog vjetra na 1000 hPa ako je vjetar na 500 hPa

1 500

sjeverni iznosa 17 m s™, a relativni geopotencijal RT3, raste u smjeru od sjevera

prema jugu za 10 gpm /100 km, ¢ je 60° N.

Rjesenje:
p1 = 1000 hPa, p, = 500 hPa
Ugp = —17m sty

RT?gg() - (5@ = (I)Q - q)l
Véd = —10 gpm/100 kmj = —9.8 - 10~* m s72j

N

Termalni vjetar: vp = Uy — Up
Uvrstimo izraz za geostroficki vjetar: N 0¢

1. e VSp

T, = -k x V,® —T>
f
a
i 5¢ + A5

Slijedi da je: U = $hkx Vy(Py—P1) = $hx V0P Yo v Vg2

77g1 = 1792 - 6T
S 1- S S R
Uy = —175 — ?k x (—9.8-107%)j = —7.76i — 17

Slijedi da je brzina geostrofickog vjetra na 1000 hPa: |7,;| = 18.69 m s™*

7.76
= —— =0.4555 =
17

Smjer vjetra na 1000 hPa je: tana =
a=24.5° — NNE

8. Nadite smjer i brzinu geostrofickog vjetra na 500 hPa ako je geostroficki vjetar na
1000 hPa juzni brzine vy,; = 10 m s™!. Izohipse RT50), su paralelne s geografskim
paralelama. Udaljenost izohipsi na karti je 1.5 c¢m, a mjerilo karte je 1:1.5-107.
Izohipse se crtaju svakih 40 gpm, a relativni geopotencijal raste prema jugu, ¢ je
55% N.

Rjesenje:
p1 = 1000 hPa, p, = 500 hPa



Termalni vjetar

Ty =10 m s~y

AJ® = 40 gpm, An = 1.5 cm -1.5- 107

ASD _ ASDT
An An J

Termalni vjetar: Up = Ugo — Uy

Uvrstimo izraz za geostroficki vjetar: N
L 1
Uy = -k x V,® . A
f Vg1 .
Vg2 5¢
Slijedi da je: vp = 1k _ ip Vo
jjedi da je: vp = 5 X V(P — D) kaVp(S(I) a
a U E
1 - ASDN - smjer
”T_}’”(_ An)J 5 + A6
. 1 AdD-
fl} —_——
"7 f An
1 40-98m?s >

T = 97929105 s 'sinb5° 1510 2-1.5- 107 m.

Up = 14.597 m s~
Brzina geostrofickog vjetra na 500 hPa: Uy = vy + vr

Ty = (14.597 + 105) m s

Kut «a je kut izmedu i i jedini¢nog vektora smjera i Slijedi da je a:

Vg2.y 10

_ = — = . :4.40
ot = Tagp ~ 0B > a =3

tana =

Smjer geostrofickog vjetra na 500 hPa: 270° — a = 235.6° — WSW

9. Pokazite da se promjena geostrofickog vjetra visinom u izentropskim koordinatama

moze prikazati kao:
8’Z7g R D R/ep

— = —= k

20~ fp <p0> x Vo

Rjesenje:
Geostroficki vjetar u (x,y, ) sustavu glasi:
1

7, = ?/2 X Vo(c,T + @)



Termalni vjetar

1 1 9
¥, = —k x Vo(c,T) + —k x Vo /%

f f

95, c,. _ OT 00

50 —\kaVQae—kaXVgae
T T

Da bismo nasli 97'/06 u ¢lanu (I) koristimo izraz za potencijalnu temperaturu:
=1
p

R R 0
Inf=InT+ — lnpo—c—lnp /%

P P
16 10T Rop _ O T KTOp
000 T 00 cpl 90 0 cpb

U drugom ¢lanu izraz 2 % odredimo iz poznatog izraza za hidrostaticku ravnotezu:

op 09 0P (9p
= —p0d - =
p==r0% = FH="Pe T W "%
Pa slijedi da je:
pa
Jv, ¢ T RT Op 1- op
o0~ prxVe B o 5] FrxVoagg
0v, cp= Cp padp 1 op
20 fk’XVQQ—ka’XVngpae fk Vgaae
-0
07, c c
a—é] f]; Vol = P k x VT
(%)
Wy _ G (/5 x VglﬂT)
TRY:
£(3)
Oy  Co(DP\ery R R
W_?<p_0> kXVQ[lne glﬂpo*}‘glﬂp}
OV, ¢ (D \or R R
% 7(;) k‘X [Vglﬂ@—-pVglnpo—l— pVanp]

=0 N————
=0

()



Termalni vjetar

10. Odredite srednji temperaturni horizontalni gradijent u sloju izmedu z; = 1 km i

7y = 2 km na ¢ = 60° N, ako je srednja temperatura sloja T = 27 °C. Odredite

smjer gradijenta temperature ako je vjetar na 2z, sjeverozapadni v, = 8 m s™!, a na

visini 2; sjeverni v; = 10 m s 1.

RjesSenje:

z1=1kmiz =2km
¢ =60° N
T =27°C=300K

1 -1

v=10ms ", v, =8ms

Izraz za termalni vjetar:

Da bismo nasli brzinu vy, odredimo ¢emu je jednako In E: o koristeé¢i jednadzbu za

hidrostaticku ravnotezu.
o _ P9

% =

_8p——ﬁaz //:2,/:2

A A
wlo 980 g

= — n = —
D1 RT D2 RT
Pa slijedi da je:
R gAz =
=50 ZkxV,T [k
T f R p
k x T:——_kxva — VpT:—EkXUT
v, 7 -t kx (03— )
P gz
Na nivou z; vjetar je sjeverni: v = —105 m s*1

Na nivou zy vjetar je sjeverozapadni: 05 = (4v/2i 4\/_] m st

Slijedi da je: vy — v = (5.66;—{— 4.34}) m st — ‘UT‘ =713 ms™!



Termalni vjetar

, i ]k
— 2-7.29-107% sin 60 - 300 K > -
T = — = (1.68: — 2.195
Vo 9.81 ms2-103 m 0 0 1 (1.68 97)
5.66 4.34 0
T| = 2.
VT 70700 km
Smjer gradijenta temperature je:
‘GT/ay‘
tana = 1.3 = a = 52.5°
‘3T/8x‘
11. Pokazite da je promjena geostrofickog vjetra visinom u (z,y, z) sustavu
vy, 1 (9T
D I ExV,T
0z  fT VI 7 T 82
Rjesenje:
Izraz za geostroficki vjetar u (z,y, z) sustavu:
1= 0
iy=—kxVp [
T e
v, 0 1 1 - dp
’ Do () + —k X V.
0z oz pf"  pf 0z
ovy, - 0 RT 1 -
— =k x V,p—(—)+ =k x V(-
P x paz(pf) Pl (—=pg)
Uy RO g =
— =pfty,——(—)— =k xV,
v, L [pOT [0z — TOp/0z g - P
% _ »R } T Ex v
(92 p Ug p2 pf X (RT)
5’179 pRp oT  pRT Op . 1
A ey [Tvz v T]
0z Y99, p? 920 pRf . p=p T2
U, 10T gl - -
Wy 10T p9s 9T b gt kx V., T

9z To:0 " " LRf RfT2

o

100 km




Termalni vjetar

i, 10T, pg._ g . g -
— = —— =, — —— —kxV,T
92 Taz9 +\p Y prpr“i—i_fT 8

=0

I time smo pokazali da je promjena geostrofickog vjetra s visinom jednaka:

ov, 10T g -
P _ 2 L IRV
5. ~Ta: TV



Termalni vjetar




5. Cirkulacija

Definicija: Cirkulacija je krivuljni integral tangencijalne komponente brzine oko

C:%U- df:j{|17|cosadl

Putanja [ je materijalna krivulja koja uvijek zatvara istu povrsinu A.

zatvorene putanje [.

Slika 5.1: Cirkulacija oko zatvorene krivulje.

Primjer cirkulacije, tj. integracije oko kvadrata:

u + (ou/dy)Ay

v Vv + (0v/0x)Ax
u
0—3517 Df = UA avA A auA A A
= = x+(v+£ x) y—(u+@ y) x — vAy
v auAA



W Cirkulacija

Prema konvenciji, C' > 0 na sjevernoj hemisferi za integraciju po krivulji u smjeru
suprotnom od smjera kazaljke na satu (ciklonalna).
Cest koja miruje ima cirkulaciju zbog rotacije Zemlje.Ukoliko je C' > 0 cirkulacija je u

smjeru kazaljke na satu (anticiklonalna).

C = cdl

x R

U=

o, :Ql \S\
<

R je udaljenost od osi rotacije Zemlje

do ruba fluida.

A C:%(ﬁxﬁ)df:]{QRdl
N——
||dl’
dl = Rdo =

27
C = / QR?*da = 2rQR? = 2A0
0

Cirkulaciju mozemo smatrati kao ukupnu silu koja gura duz zatvorene krivulje puta

(npr. ukupna sila koja gura prema van kad se tijelo giba po kruznici).

¢ Diskusija Kelvinovog teorema - Bjerkness

%:j{a(—vm- df—2%(

N N J/

1 11

ol
X
=
&

— Promotrimo promjenu cirkulacije zbog drugog ¢lana:

ac d df dA
(1)~ dipay=ad g

dt /i1 dt dt dt
Prvi ¢lan na desnoj strani ukljucuje promjene Coriolisovog parametra zbog promjene
geografske Sirine. Drugi ¢lan na desnoj strani je doprinos zbog promjena povrsine

uslijed konvergencije ili divergencije.



gibanje prema sjeveru

gibanje prema jugu

konvergencija
(Cest se skuplja)

divergencija
(Cest se Siri)

dp >0, df/dt>0
4
—A(df/dt) <0
Y

dcC
(E>II <0

razvija se anticiklonalna
cirkulacija

Y

Coriolisova sila je veca
na sjevernoj strani cesti
pa se javlja anticiklonalni
zakretni moment

dp <0, df/dt <0

U
_A(df /dt) > 0
I

ciklonalna
cirkulacija

4

dA/dt <0

U
_f(dA/dt) > 0

ciklonalna
cirkulacija

4

npr. hladenje
podloge

dA/dt >0
4
—f(dA/dt) <0
4

anticiklonalna
cirkulacija

4

npr. zagrijavanje
podloge

— Promotrimo sada jos promjenu cirkulacije zbog prvog ¢lana:

(@)

j{a(—Vp)~ dl’ = //AVozx(—Vp)wlfT

1

1. Promjena cirkulacije je to jaca $to je viSe solenoida (odnosno §to je atmosfera

baroklinija), tj. Sto je kut izmedu (—Vp) i Va vedi, jer je [Va x (—=Vp)] ~

sin(Va, —Vp).

2. Promjena cirkulacije je to vecéa $to je veca povrSina A, jer je veci broj solenoida.

3. Vp je najveéi u vertikalnom smjeru = promjena cirkulacije je veéa u ver-

tikalnim ravninama nego u kvazihorizontalnim.

Solenoidi:

S =Vax (=Vp) = —(

S=Vax (-=Vp) =—

Oa Op

—

— —— )i+

0z Oy

- - -

i 7k

da 9o da

oxr Oy 0z

op Op Op

8 By Bz
O Op 8048]9)7
oz 0z 8z8x‘7

(222
Oxr dy 0Oy ox

Ako gledamo u (z,y,p) sustavu — horizontalne promjene se zbivaju na izobarnoj

Cirkulacija



Cirkulacija

solenoid

Lower density

Higher pressure

Slika 5.2: Izobarne i izosterne plohe ¢ine formacije koje se nazivaju solenoidi.

plohi:

Slijedi da je:
= Oadp- Oadp- Oda- Oa-
Su =~y 335 = 14 )

oy ox
—_———
—kxVa

- - - 0P - 0
Sy = —pgk x Va = —pgk x V— = —pgk x —V
Ip dp

- 0 - ov,
Su = 195, [kf X Vi)] = —fpga—pg

U proslom poglavlju smo naucili da se vertikalna promjena geostrofickog vjetra (%—%)
naziva termalni vjetar. Ovo vrijedi u baroklinom fluidu.



Cirkulacija

U slucaju barotropnog fluida (%)I = 0.

,—-’7 ‘Zn -'f"’::’l
”f"”' "_/’;;/:/‘I
-=7 //‘/ _/‘?” I
po-2dp po-2dp| . -=7Z5-= 7" -
, it | //,,__—"__—’}I::: —————————— ,7
po-dp po-dp =" 77
/I’ _____:-_.f———-"/l
o ool "/ geostrophic wind
(b)
»X » X
Barotropic Atmosphere Baroclinic Atmosphere

Slika 5.3: Prikaz razlika u geostrofickom vjetru i izobarnim plohama u barotropnoj i baroklinoj
atmosferi.

Proces nastanka cirkulacije zbog postojanja solendoida, odnosno zbog naginjanja
izobarnih i izopiknih ploha, se najbolje moze islustrirati na primjeru obalne cirku-

lacije, tj. smorca (eng. sea breeze) i kopnenjaka (eng. land breeze).

warm

Slika 5.4: Kopno se brze zagrijava nego more te se javlja horizontalna nehomogenost tempera-
ture, tj. horizontalni temperaturni gradijent. Zbog zagrijavanja, zrak iznad kopna se dize, zbog
Cega se visina 925 mb izobarne plohe diZze. Na nekoj visini A nad kopnom dolazi do gomilanja
zraka, te je tlak na toj visini visi nego tlak na morem na istoji visini. Zbog toga se javlja stru-
janje, odnosno sila gradijenta tlaka od viSeg ka niZzem tlaku. Ovo dovodi do slabe divrgencije
zbog Cega je prizemni tlak nad kopnom nizi (L) nego nad morem (H). Stoga je strujanje blizu
tla od mora na kopno, a na visini  je s kopna na more. Zrak u prizemnom sloju nad morem se
nadomjeSta spusStanjem zraka s visine, te se na taj nacin céelija zatvara.




Cirkulacija

Zbog gradijenta tlak izmedu mora i kopna u prizemnom sloju dolazi do mezoskalnog
strujanja blizu tla od mora na kopno koje se zove smorac. Kad padne no¢ cirkulacija

ide u obrnutom smjeru i imamo vjetar koji se zove kopnenjak.

Slika 5.5: Usporedba dnevne (smorac) i no¢ne (kopnenjak) obalne cirkulacije.

5.1 Zadaci

1. Cest zraka kruzne baze ¢iji je radijus » = 100 km u pocetku miruje u odnosu na
Zemlju tako da se srediSte baze nalazi na ekvatoru. Nadite srednju tangencijalnu
brzinu zraka na udaljenosti r od sredista baze Cesti ako se ona prenese na Sjeverni
pol duz izobarne plohe i to tako da joj se povrSina ne mijenja.

Rjesenje:

Bjerknessov cirkulacijski teorem:

ac - d d
T fervd A =ag

TV
=0 jer je gibanje duz izobarne plohe

ta,pol
a9 /
dt dt )

1,ekvator

Cpol - Cekvator = _A(fpol - fekvator); A= 702777 f = 2()sin ¢

C = %ﬁ -ds a Vekvator = 0— Cek:vator =0
Chot = —A[QQ(sin 90° — sin 0°)] = 2120
C = 7{ U+ dS = 2T Vopodna =

—27TT‘2Q = 27T7“U0bodna



Cirkulacija

-1

Vobodna = —Sr = —7.29 m s anticiklonalna cirkulacija

2. Cilindri¢ni stupac zraka radijusa 100 km pocinje se gibati po izobarnoj plohi of
¢1 = 40° N do ¢ = 80° N. Izracunajte srednju obodnu brzinu cesti kada stupac
dode do ¢».

Rjesenje:
dC - d
— = —Vp)-dl——(fA
R LI R

-~

=0

c  df t2

Cy — C1 = —A(f2 — f1) = —2AQ(sin ¢ —sin¢)

Co— Cy = —A(fo — f1) = —2r*7Q(sin ¢ — sin ¢1)

C= f’lj ds = 2T Vobodna = CQ =

C —2r27(sin ¢y — sin . )
Vobodna = 2 - ( ¢2 le) = —TQ(SID qbg — Sin ¢1)
2rm 2rm

Vobodna = —2.49 m s~!,  C < 0 anticiklonalna cirkulacija

3. Izracunajte promjenu cirkulacije u jedinici vremena oko kvadrata ¢ija je stranica
duljine 1000 km. Temperatura raste prema istoku 1°C/200 km, a tlak prema
sjeveru 1 hPa/200 km. Tlak u centru je py = 1000 hPa.

Rjesenje:

dt dt
H/—/

//Vx (aVp) - = / (Va x Vp) - dA
——// [V(@)xvp]-dj

VTpr CdA — // vvap - dA

9©_ fa(-vp)- di- < ra)

I

pretp.p=po



Cirkulacija

// VT x Vp) - // aT* ap . dedyk

@__Ea_T@//dd __RoTop,
dt — po Oz Oy po Ox Oy
ac' —2
— = -72m?
7 7.2 m" s

4. Cilindri¢ni stupac zraka u pocetnom trenutku miruje na ¢ = 30°. Radijus stupca
je r = 100 km. Kolika ¢e biti srednja obodna brzina cesti na rubu stupca ako on
ekspandira tako da mu se radijus udvostruci?

Rjesenje:

dc

= fatvn - L0

=0

dcC d

o = —Qth(Asmng) —QQsmgb— //

Cy — Cp = —2Qsinp(Ay — Ay) = —2Q sinqﬁ[r% — 7“%]
Cy = —2Qsin¢ [(2r)27r — 7’27r] = —2Qsin ¢ [47”2# — r27r]
Cy = —6r°7Qsin ¢

C = fﬁ - ds = 27T7“?)Obodna

02 = 2r27rvobodna = 4Tjﬂ_Uobodna, =
AT Uopodna = —6r°m sin ¢
672 sin ¢

Vobodna = ——— = —55ms ! anticiklonalna cirkulacija

5. Kruzni disk radijusa r rotira kutnom brzinom €2 oko z-osi. Kolika je cirkulacija na
rubu diska?

Rjesenje:

Brzina na rubu diska:

Cirkulacija:

Za promjene vektora pomaka d§ vrijedi: d5 || ¥



Cirkulacija

Magnituda brzine na rubu diska je:
|| = Qr

C’—]{(Q X ) - d§—7{Qrd5—2ﬂrQr—27’27rQ
Slijedi da je za rotaciju ¢vrstog tijela:

i<

2

=20,

rem

gdje je r?1 povrsina koju zatvara krivulja koju toc¢ka opisuje rotacijom.

. Koliku ¢e srednju brzinu imati zrak 1 sat nakon uspostavljanja dnevne cirkulacije
zbog postojanja izobarno-izosternih solenoida ako je: py = 1000 hPa, p; = 900 hPa,
Ty—T,=10°C, L=20kmih =1 km.

Rjesenje:

dC d
== fa(—vm = 5(1A) =~ $ adp
=0

f——@——R%Tamm
dC

—:—R[Tghl&—f—Tlln@]:RIDZE(TQ—TJ —
dt Do D1 D1

C to

- el Po
dC = R(Ty — T1)In 2 at /,/
(T> =T > / )

C= R(TQ - Tl) In —At
P

Iz definicje cirkulacije:
C= }{U ds=v(2h+2L) =2v(h+ L)

R(Ty —T;)In 2 At
T = ¢ = (T 1) PL_ —959ms !
2L+ h) 2(L + h)

Dobivamo velike brzine jer smo zanemarili trenje. U stvarnosti, kako brzina vjetra

raste, trenje usporava njegovu stopu ubrzanja, a temperaturna advekcija smanjuje

temperaturni kontrast.

. Kolika je promjena cirkulacije u jedinici vremena oko kvadrata ¢ija duzina stranice
iznosi 150 km, ako temperatura raste prema zapadu 1 °C/100 km, a tlak raste

prema sjeveru 1 mb/100 km. Tlak u centru kvadrata je 1005 hPa.
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Rjesenje:

dC - d
i %@(—VP) - dl — E(fA) =
~——

/ (Va x Vp) - dA = // [V(%) X Vp] dA
RT

—//A [;VTpr—p—QVpXVP} -dA

Uz pretpostavku: p = pg:

T - 3 -
/ (VT x Vp) - // —a—zx—j>-da:dyk

dC R@Tap//dxdy: ROTOp

E_poﬁxﬁy

po Ox Oy

ac

— — 6425 m?s

8. Temperatura raste prema jugozapadu za 1.5 °C po 100 km, a tlak raste prema
sjeveru za 1 mb/100 km. Kolika je promjena cirkulacije oko kvadrata ¢ije su
stranice na pravcima sjever-jug, odnosno istok-zapad, a duljina im je 1000 km.
Tlak u centru je 1000 hPa.

Rjesenje:
Vp = 8
VT = -5~ cos 45°] — oy 9L gin 4505'

dt

//VX (aVp) - dA = — //(Voszp)-dfT
—//Ap—o(v:rxvp)-M

// —— cos 45°7 — Z—T sin 45°7) x gpj] - dzdyk
Y Y
R 8T op\ -
= 0s 45° L
dt po( 830 g 8y)

9 304 m? 572
dt

= $al=T) dl- L(14) -



6. VrtloZznost

Matematicka definicija vrtloznosti kaze da je vrtloznost rotacija vektora brzine:

it j k

. — a a8 a ow dv\, £ (0w Jdu\,kK (O0v OJu\.
dx 0dy 0z dy 0z dx 0z dx Ox
u v ow

6.1 Relativna vrtloznost

U meteorologiji uglavnom gledamo samo vertikalnu komponentu vrtloznosti:

- - L Ov  Ou
C—k-W—k-va—ax 3y (6.1)

¢ nazivamo relativna vrtloznost. Vrtloznost je mjera cirkulacije po jedinici povrSine

(ili drugim rije¢ima, to je spin):

v 0
te cirkulacija za primjer kvadrata iz poglavlja 5: C = (8_2) — a—u>AacAy =
x  Jy

C=¢CA - (=

] Q

Drugim rije¢ima, cirkulacija je makroskopska mjera rotacije fluida, a vrtloznost je

mikroskopska mjera rotacije (u svakoj tocki fluida).

U prirodnom koordinatnom sustavu, relativna vrtloZznost se sastoji od dvije

komponente:

(a) vrtloznost zakrivljenosti=zakretanje vjetra duz strujnice (eng. curvature vorticity)

95



VrtloZnost

(b) vrtloznost smicanja=promjena brzine vjetra okomito na strujnice (eng. shear vor-

ticity)

e k™
_|_ 2 +
~ 7 =l
>
Curvature vorticity Shear vorticity
[VI/R, -0/V|/on
Slijedi da je izraz za relativnu vrtloznost u PKS-u:
v ov
= — - — 6.2
=% " on (6.2)

oA | N

R—<0

VrtloZznost
zakrivljenosti

Vrtloznost
smicanja

O C

dv

Ciklonalna vrtloznost Anticiklonalna vrtloznost

Slika 6.1: Analiza doprinosa vrtloznosti zakrivljenosti i smicanja (oznacene crvenim i plavim
kruznim strelicama) relativnoj vrtloznosti.



VrtloZnost

Za kombinacije ¢lanova na dijagonalama kvadrata na slici predznak relativne vrtloznosti

(ciklonalna ili anticiklonalna) ovisi o magnitudama v/Rs i Ov/0n.

6.2 Apsolutna vrtloZznost

Za razliku od relativne vrtloznosti (( = V x ) koja se vidi sa Zemlje, apsolutna vrtloznost
se vidi iz inercijalnog sustava. Prema tome, apsolutna vrtloznost je rotacija vektora

apsolutne brzine, koja predstavlja zbroj relativne brzine i brzine rotirajuce Zemlje:
7=V XU, =V X (U, + ) (6.3)
7=V XU +V X7, (6.4)
Vertikalna komponenta aposlutne vrtloznosti:

k-f=k-(VX0)+k-V X7, (6.5)

Foi=cf (6.6)

Pa slijedi da je apsolutna vrtloznost zbroj relativne vrtloznosti i planetarne vrtloznosti

(zbog rotacije Zemlje):

- v Ou
7ok =——_ 6.7
7 o oyt (6.7)
Planetarna vrtlofnost —  f = 2Qsin¢ odgovara spinu (vrtloZenju) zbog rotacije

Zemlje (rotacija oko lokalne vertikale). Njen maksimum je na polovima, dok je na

ekvatoru jednaka nuli.

North North

ay
A
o

@ L <0 s

; €>0
Equator
(A) Shear (B) Curvature (C) Earth Rotation

Slika 6.2: Komponente koje ¢ine apsolutnu vrtloZnost.
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6.3 JednadzZba aposlutne vrtloznosti

Pomocu jednadzbe vrtloznosti se odreduje individualna promjena rotacije vektora brzine,
Sto je od posebnog znacaja za tumacenje kretanja zraka u ciklonama i anticiklonama, kao
i u vrtlozima manjih dimenzija. Jednadzba oc¢uvanja aposlutne vrtloznosti u skalarnom

obliku glasi:

d L | (Owdv  Jwdu 1 /0p 0pdx Op Op
dt(<+ f) N (€ +f,)vH by <8x 0z 0Oy 87;) + P> <8y — Ox 8y> (6.8)
I N ~~ g - ~~
I 11

Prema tome, ukupna promjena apsolutne vrtloznosti u vremenu je jednaka sumi: élan (I)
je ¢lan horizontalne advekcije (jos se naziva ¢lan divergencije), (II) je tilting (twisting)

¢lan, a (III) je solenoidalni ¢lan.

Analizom magnituda ¢lanova na sinoptickoj skali, nalazimo da su tilting i solenoidalni
¢lan puno manji od ¢lana divergencije, pa slijedi da za gibanja sinopticke skale imamo

sljedec¢u jednadzbu:
d S
G+ ) ==+ )Vu v (6.9)

Ovo je kvazigeostroficka jednadzba apsolutne vrtloZznosti. Negdje u sredini
troposfer (~ 500-600 hPa) atmosfera je nedivergentna, tj. Vg -7 = 0 = vrijedi

geostroficka ravnoteza.

d
E(C—i—f):(] —  (+ f= const.

Prema tome, u sredignjoj troposferi, apsolutna vrtloznost je sayvana, tj. ona je konzerva-

tivno svojstvo za barotropni nedivergentni fluid.

SN ATV ) =0 (6.10)
T=17,=Fkx

V,® (6.11)

Prema tome, moZzemo naci izraz za geostroficki vrtloznost koristeéi izraz za geostroficki

vjetar i definiciju relativne vrtloznosti:

- 1
(=k-Vxiu,= %vf,@, (6.12)

pri ¢emu je fy Corisolisov parametar koji je konstantan.
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6.4 Potencijalna vrtloZznost

Izraz za potencijalnu vrtloznost izvedemo iz kvazigeostroficke jednadzbe vrtloznosti uz 2

pretpostavke: plitkog fluida (promjene strujanja u vertikalnom smjeru su zanemarive) i

da je gustoca konstantna. Slijedi:

¢+ /f
= . 1
T+h const., (6.13)

pri ¢emu je H gornja granica fluida, h je odstupanje od srednje visine. Slijedi da je

potencijalna vrtloznost konzervativno svojstvo u kvazigeostrofickoj atmosferi.

U izobarnom koordinatnom sustavu potencijalna vrtloznost glasi:

c+/ (6.14)

= const.,
Po




Vrtloznost

Potencijalna vrtloznost je korisna za prognozu nastanka ciklona u zavjetrini planina.

C+f
Az

= cnost.

B+AB

B

Column stretches
Stability decreases
-00/0p decreases

(¢+f) increases

rl%@gl \ B

Column compresses
Stability increases
-06/0dp increases
(¢+f) decreases

Column compresses
Stability increases
-06/0p increases
(¢+f) decreases

Column stretches
Stability decreases
-00/0p decreases
(Z+f) increases

Windward
Ridge

Slika 6.3: Zonalna struja s pocetnom relativhom vrtlozno$éu nailazi na planinsku barijeru.

6.5 Zadaci

1. Koliko se prostorno mora mijenjati geostroficka brzina vjetra po 100 km udaljenosti
u smjeru okomitom na tok da bi strujanje bilo irotaciono unato¢ anticiklonalnoj
zakrivljenosti ¢iji je radijus 1800 km?

Rjesenje:

Relativna vrtloznost u PKS:
v ov
R, On

Anticiklonalni radijus zakrivljenosti: Ry = —1800 km.

(=

Irotaciono strujane: relativna vrtloznost je nula (¢ = 0)

ov v Av  An

8_n_Rs - U—E

B 100km
1800 km



VrtloZnost

2V 56%
v

2. Nadite vrtloznost polja vjetra na zakrivljenoj strujnici ¢iji je ciklonalni radijus za-

krivljenosti 500 km, a brzina vjetra na strujnici i susjednoj strujnici je 11 m s

Rjesenje:
Relativna vrtloznost u PKS:
(=2 o
R, On
Av v 11m st
— =0 = (== =22-107"5""
An C= Rs ~ 500-10° m >

3. Odredite vrtloznost polja vjetra na kruznoj strujnici ako je anticiklonalni radijus
zakrivljenosti 2000 km. Brzina vjetra na strujnici je 7 m s ~*. Brzina opada linearno
u smjeru centra anticiklone.
Rjesenje:

Relativna vrtloznost u PKS:
v ov

CIES on

@ =const=c — Ov=con, On=—0R,

on
Rs
ov = —cOR,, /
/),

U(Rs)—U(O) = —CRS S = _v(;fs)
o _ v
on R,
jczi—@—inti:&:_pmfﬁsq

Rs on B Rs Rs Rs

4. Nadite vrtloznost polja vjetra ako su strujnice pravci, a brzina se mijenja za 3 m s

~1 svakih 600 km u smjeru okomitom na strujnice.

Rjesenje:
An = 600 km
Av=3ms?

Relativna vrtloznost u PKS:

v ov v

= — = — RS g , T = 0
C Rs on - > Rs
v v 3ms !
= —— - | = - @ - . 1 —6 —1
=" 7 ol T 600 1m0




Virtloznost

(a) Akoje 22 >0 — (<0 anticiklonalna vrtloznost

(b) Akoje 22 <0 — (> 0 ciklonalna vrtloznost

5. Koliki je gradijent brzine vjetra u smjeru okomitom na strujanje u cikloni na strujnici
¢iji je radijus zakrivljenosti 800 km ako je strujanje irotaciono unato¢ cikonalnoj
zakrivljenosti, a vjetar iznosi 10 m s~
Rjesenje:

Relativna vrtloznost u PKS:

v ov
R, On

¢ = 0 za irotaciono strujanje
ov v 10 ms™!

== —1925-10°s ' =125ms /100 k
on  R. 800-10°m i m s~ /100 km

6. Nadite iznos prosjecne vrtloznosti u koncentricnom prostoru unutrasnjeg radijusa

r = 200 km i vanjskog r = 400 km u sluc¢aju kad je tangencijalna brzina v = 10°/r
1

m s, gdje je r zadan u metrima. Kolika je prosjecna vrtloznost kruga radijusa 200
km?
Rjesenje:

=Q

Prosjecna vrloznnost Z == —

Definicija cirkulacije:

27 106
C = %17 ds = ]{vm”grdqﬁ = / —rd¢ = 2 - 10° m?s 2
0

r

Veza izmedu cirkulacije i vrtloznosti:

C:fﬁ.ds*://vw-dff
A

Prosje¢na vrtloznost za krug radijusa 200 km:

r 2 _22 _
csz// rdrd¢=cr2ﬂzr27rc -
0 0
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<

(=—-=5-107"s"
r

T
7. Cest zraka na ¢ = 30° N giba se prema sjeveru tako da joj je sacuvanja apsolutna
vrtloznost. Ako joj je pocetna relativna vrtloznost 5- 107> s7!, kolika je relativna
vrtloZznost ¢esti kad dode do 90° N?
Rjesenje:
(i =5-10"%s7!
¢1 =30° N, 9o =90° N

Apsolutna vrtloznost je sacuvana:

d
%(CﬁLf):O

Slijedi da je: ¢ + f =const.

G+rh=0G+fo =G=G+f[—/
=G+ 2Q(Sin @2 — sin ¢1) =-229.107° ¢!

8. Stupac zraka proteze se do tropopauze koja se nalazi na 11 km visine. Stupac se
prvobitno nalazi na ¢ = 15° N. Ako se on giba prema planini visine 3 km koja se
nalazi na ¢ = 45° N, kolika ¢e biti relativna vrtloznost stupca zraka u trenutku
prelaska preko vrha planine?

Rjesenje:
¢1 = 15° N, ¢ = 45° N
h =3 km, Ah; =11 km

1+ f

P1 %)

Ocuvanje potencijalne vrtloznosti:

¢+/f

—— = const

Ah



W Vrtloznost

G+ fi G+ fa _ Ahy B
A Ahy - G2 = AhQ(Cl-I-fﬂ f2

¢ =0, Ahy = Ahy — h =8 km

C_Ahl—h
27 Al

(o= —766-10""s""! anticiklonalna vrtloznost

2Q) sin ¢y — 202 sin ¢y



7. Atmosferske oscilacije

Atmosferski valovi su oscilacije u polju varijable, npr. brzine ili tlaka, koje se Sire u
prostoru. Za proucavanje razvoja valova se koristi metoda linearnih perturbacija —
jednostavna metoda za kvalitativhu analizu. Ova metoda kaze da se svako polje moze
rastaviti na osnovno stanje i perturbacije oko osnovnog stanje. Npr. za zonalnu struju
vrijedi da je brzina vjetra:

u(z,t) =u+u(z,t)

gdje je uw prostorno-vremenski srednjak zonalne struje (usrednjen po x i t).

Postoje dvije osnovne pretpostavke ove metode:
1. varijable osnovnog stanja moraju i same zadovoljavati osnovne jednadzbe
2. perturbacije su male i njihovi umnosci su zanemarivi

Na ovaj nacin jednadzbe se svode na linearne diferencijalne jednadzbe u kojima su pore-
mecaji varijable, a varijable srednjeg stanja su koeficijenti — jednadzbe s konstantnim

koeficijentima imaju sinusoidalni ili eksponencijalni oblik.

Helmholtzov teorem kaze da se svako polje brzine moze rastaviti na bezdivergentni

dio i irotacioni dio. Fizikalno, rastavljamo brzinu na vrloznu i divergentnu komponentu:

UV = Uyrtlozno + Udivergentno = Vs + Uy, (71>
S—— N——
bezdivergentno @y,  irotaciono @

gdje je ¥ strujna funkcija, tj. potencijal vrtlozenja, a x je potencijal brzine, tj. potencijal

divergencije. Prema tome, vektor brzine vjetra je:
T=kx Vi +Vy (7.2)

Rossbyjevi valovi

65



DN Atmosferske oscilacije

Rossbyjevi valovi su posljedica o¢uvanja potencijalne vrtloznosti

d (C +f ) _0
at\ n )
te se stoga javljaju i u atmosferi i u oceanu. Javljaju se zbog rotacije Zemlje, te su
pod utjecajem Coriolisove sile (promjene Coriolisovog efekta s geografskom Sirinom) i sile
gradijenta tlaka.
Brzina gibanja Rossbyjevih valova je definirana faznom brzinom c:

g

¢ = B

B ~ 20 cos ¢
f27 -
K+

R

Rossbyjeve valove u atmosferi prepoznajemo kao izrazena krivudanja (meandri, obi¢no 4
do 6) mlazne struje na velikoj skali (vidljivi u polju geopotencijala). Ovi valovi su dugi

valovi (valne duljine vece od 6000 pa ¢ak do 10 000 km), te se joS zovu i planetarni valovi.

Slika 7.1: Lijevo: Rossbyjevi valovi vidljivi u mlaznoj struji, dijele hladni polarni zrak od toplog
suptropskog zraka. Desno: Primjer strukture od 5 planetarnih valova.

Kada su odstupanja od srednjeg stanja toliko velika, masa hladnog (ili toplog) zraka se
moZe odvojiti te moze do¢i do razvoja ciklona (ili anticiklona). Stoga su oni odgovorni za
vremenske uvjete na sjevernoj hemisferi. Djelovanje Rossbyjevih valova objasnjava zasto
su isto¢ni krajevi kontinenata na sjevernoj hemisferi hladniji od zapadnih dijelova na istoj

geografskoj Sirini.
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Slika 7.2: Primjer nastanka izvantropskih ciklona iz Rossbyjevih valova.
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Slika 7.3: Primjer kako amplifikacija Rosbbyjevih valova (zbog rasta nestabilnosti) dovodi
do razli¢itih vremenskih situacija. Na prvom primjeru ("Breaking event") mlazna struja se
zavija oko polja niskog prema visokom tlaku zraka (nastaje greben) i dolazi do pucanja vala.

Pucanje vala dovodi do situacije koja se zove atmosfersko blokiranje ("Blocking event", izvor:
do0i:10.1007/s00015-019-00343-4).
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7.1 Zadaci

1. Ako je 9 strujna funkcija, a x potencijal brzine

7=k x Vi + Vy

pokaZite da je vertikalna komponenta vrtloznosti ¢ = V21, a divergencija brzine
D = VZ?y.

Rjesenje:

Podsjetimo se operatora.

Hamiltonov operator ili nabla:

d- 0- 0
S I ST X
v 8$Z+8y‘7+82

VU = gradU

V - U = divy

Laplaceov operator:
A=V-V=V?

0*U 09U  9*U

72717 __
AU =V = 55+ 57 T 5

Definicija relativne vrtloznosti:

Uvrstimo zadanu brzinu:

gzg{vx(Ewi+vg]=E[VX(EXV¢)fZé;E}
C:%-[Vx(ﬁxvﬂbﬂ

Podsjetimo se diferencijalnih pravila vektorskog mnozenja:



Atmosferske oscilacije [

0 (20, v
?z ox dy
=0 (z;,const.)

v x (/2 X w) = K (V2y)

Slijedi da je relativna vrtloznost (vertikalna komponenta vrtloznosti):
(= k-k(V*) =V

Definicija divergencije:

Uvrstimo zadanu brzinu:
D=V (Exw+vx) =V (Fx Vi) + V- (Vx)

D=V (Vxk)—Fk-(VxV)+ Vi
D = V?%y

. Pokazite da se kvazigeostroficka jednadzba vrtloznosti za bezdivergentni dio brzine

moze pomocu strujne funkcije ¢ prikazati kao

0

Ow
5 (V) S, T3+ f) = (V0 + e =0,

Pretpostavite da je fluid nestlaciv. Izvedite i geostroficku jednadzbu vrtloznosti.
Rjesenje:

Kvazigeostroficka jednadzba vrtloznosti:

SN =+ Vi

Pretpostavka da je fluid nestlaciv:

Vx = 0 jer prema uvjetu zadatka gledamo bezdivergentni dio brzine. U proslom

zadatku smo pokazali da je

¢ =V,
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gdje je 9 strujna funcija. Uvrstimo izraz za ¢ u kvazigeostroficku jednadzbu vrt-

loZnosti: 5 5
2 2 2 W
o VYN TV ) ==(Vi+ N=5))
9 2 8f 1. 2 _ 2 8_w
5 (V%0)+ G+ (B V) - V(T4 ) = (V04 1)
0 S0 =0 -0 0
5 (PO (TG T ) [ (P DT (TP 4R (T )] = (P )
0 oy 0 oy 0 ow
E(V%) " %(V2¢+f)+%'a—y(vz¢+f) - (V2¢+f)a—p =
Definicija Jacobiana: G498  OAOB
J(A,B) = ey Oy or

Sada jednadzbu vrloznosti mozemo napisati:

0

2 2 2 @W_
ang»hﬂwvw+fwwvw+ﬁ55—

Pokazali smo da se kvazigeostroficka jednadzba vrtloznosti za bezdivergentni dio
brzine moze pomocu strujne funkcije ¥. Sada ¢emo izvesti izraz za geostroficku

jednadzbu vrtloznosti.

d
E(C‘rf):o

Ponovimo sve korake kao u prijeSsenjem izvodu i dobijemo:

O (T20) + I, V2 + ) =0

Veza izmedu strujne funkcije i geopotencijala:

7, =k x Vi, @—Efo® =

_2 2 — Ly
b= o V= pve

o1, 11, - .
8JEV®y+ﬁﬂ®0V®+f)() /!ﬁ
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8 2 1 2 _
5i(V®) + J(@, £V + f) =0

3. Gibanje pratimo u Kartezijevom koordinatnom sustavu u kojem je x-os u smjeru
azimuta, a y-os je orjentirana prema van okomito na os rotacije. Ako sustav rotira
kutnom brzinom €2, a dubina fluida je linearna funkcija od y: H(y) = Hy — v,
pokazite da je:

(a) perturbirana jednadzba kontinuiteta za nestlaciv fluid

H0<Z—Z+(Z—Z> — v =0

(b) a perturbirana kvazigeostroficka jednadzba vrtloznosti

o, oW
el v oS NI sl
gy G, =0

gdje je B = 2Qy/Hy. Pretpostavite da je polje strujanja geostroficko osim u
¢lanu divergencije.
(c) Kolika je fazna brzina Rossbyjevih valova ako je valna duljina 100 cmiu z iu

y smjeru, Q = 1s7!, Hy =20 cm, v = 0.05.

Rjesenje:

(a) Jednazba kontinuiteta:

dp L
ETi V(pv) =

Za nestlacivi fluid: p =const. i V-7 =0

u=1u(z,t), v=1v(x,t), h=H+h(x,t)=Hy—~yy+h(x,y,t)

o Ty T o

ou o ow’ / OH

—sou O
T2 2
(890 * dy
H=Hy—vy~H, (yy<<H)
ou’ 8v’) dH

Ho(@ +a—y

) = —w(T) + w(0)
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Hg(@_u’ 8@’) _ _<8F JH  H ﬁ)

oz By ETIMR r TR
ou o
H,y (_u + _v> =~v' — perturbirana jedn. kontinuiteta
Jor Oy

(b) Za plitki fluid o¢uvanje potencijalne vrtloznosti u kvazigeostrofickoj atmosferi:
i ()
- | — - 0
at\ H

d 1 dH —2
T+ = D= =0 /H

—d d
Ho(C+f)— (C+f) — =0
=0jerje (<< f
—.d dH
(G AL

ov  Ou OV Ou

& o ac’ a¢ - ,ac
prialri A Sl i L A
—_——

=0 produkt perturbacija

Sada uvrtavamo u jedn. (x) izraz za H i ("

(Ho — vy)aa—i - (W) —0

d(Ho —vy) _ O(Ho —vy) _

<< H = _
Y 0 i e vy

Pa slijedi da je:

H(ail>—l—fvv 0 /:HO

!
a@i ny v'=0 ()
Relacije za komponente geostrofickog vjetra:

,__gow o 9o
foy’ fox
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Prema tome izraz za perturbacije relativne vrtloznosti:

, o ou gdPh gd*h g _,,,
S T M R A

Uvrtavamo u jedn. (s:):

gﬁv%/_i_f_VQa_h:() /i
g

fot Hy f Ox
9 271 f’}/ah,
oY e
2€)y
= 20) — =
f : e 8

Slijedi da je perturbirana kvazigeostroficka jednadzba vrtloznosti:

0o, OB
th—FB%—O

(c¢) Da bismo nasli faznu brzinu Rossbyjevih valova, pretpostavimo da je pertur-
bacija h' oblika:
B = hoei(kx-l—my—wt)

pri ¢emu je k valni broj u x smjeru, m valni broj u y smjeru, a w je frekvencija
w=k.-c, ak.,=+vk?+ m? za 2-dim slucaj.

Clanovi u jedn.

0 s, on’
su sljededi:
on' on’ o*h o*h
— =ikh!, — =imh’ = —k*N = —m?2N
B oy T g T Oy? "
VW = —h'(K* +m?) — %V2h' = — (B> +m?) (—iw)h = iw(k* +m*)H
Uvrtavamo u jedn. (k% x):
iw(k* +m?)h' + Bikh =0
w(k®> +m?) + Bk =0
kec(k* +m?) 4+ Bk =0
k
(VE2+m2)e(B +m?) + k=0 =c=— g

(k2 + m2)3/2
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Za nas slucaj: A, =\, =1m, k=m=27/\ =27 m™*

B pk g 20y 1
€= _(2k2)3/2 T 93/2p2 T H, 23/2k2

¢c=—0.45cm s}

4. Nadite faznu brzinu Rossbyjevih valova za homogeni nestlacivi ocean dubine h.

Pretpostavite da ocean miruje i da su perturbacije funkcije od z i ¢:
w=1u(z,t) v=1'(z,t) h=H-+h(z1t),

gdje je H srednja dubina oceana. Pokazite da je perturbirana jednadzba vrtloznosti:

2 2 /
B L

@QH

Zadano je: H = 4 km, L = 10000 km, ¢ = 45° N.
Rjesenje:

Za plitki fluid vrijedi o¢uvanje potencijalne vrtloznosti:

(i) -0

S-S =0 fow

—<<+f>—(c+f>@—

(G ) NG =0

Promjena Coriolisovog parametra u vremenu:
df _of  of of of

R el “J — B Gep _
I 8t+ 8x+ By + w 2, =pfv=0v jerjev=uv

Kao i u prethodnom zadatku, za vrtloznost vrijedi:

ov Ou o ou

____:___:/
C_ax oy Or Oy ¢

d¢ _d¢ _ o , o¢ ,0¢ o¢ o
G o UV T T ua U T
—_————

=0 produkt perturbacija
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Promjena dubine oceana u vremenu:

dh  Oh oh oh oh — ,
E_EJFU%JH}&_@;JNU%’ h=H + h(x,1)

dh _on" O _ ON'
i o "or ot

Uvrstavamo u jedn. (x):

7 / aC' / / on’' o
(H‘Fh)(E*-ﬁU) —((H )5 =0
Produkte perturbacija zanemarujemo pa slijedi:
ac’ , fon
o T g 0

Ako pretpostavimo da vrijedi geostroficka aproksimacija, imamo:
;. gon ,_ gon
u = -, Vv = ———
f oy f ox
oo 0 g g O gy
or Oy fox2 foy2 f

Uvrstavamo u jedn. (xx):

099, Bgoh  fOn
af "t e w7 /

@ |~

) oK
AN LA el

Pretpostavimo da su odstupanja srednje dubine mora h’ valnog oblika:

I = Aeik(m—ct)
Pa imamo: aH o ai
o ikh, 37 = — k2K, o = —ikeh/
V2h = -k — szh’:ick?’h’

ot

Uvrstimo u jedn. (k * *):

2 .
. . . ]
ick®h' + g—ﬁzckh’ + Bikh! =0 / =
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Odredimo izraz za faznu brzinu:

s

f2
2 — L
c(k + _> +5=0 —c E; 2/ (o)

gH

Promjena Coriolisovog parametra s geografskom Sirinom:

_ df _ d(2Q sin ¢) _ 2Qcos ¢

b dy Rd® R

gdje je 2 =7.29-10"° s}, a R = 6371 km.
Slijedi da je fazna brzina Rossbyjevih valova u ovom sluc¢aju:

20
c=— cos ¢ — _243ms!

2
o (202sin )2
Rl(%) + 5]

5. Nadite faznu i grupnu brzinu Rossbyjevih valova za geostroficku atmosferu ¢ija je

brzina 20° geografske duljine u 24 h, a valna duljina valova je 60° geografske duljine.
Valovi se nalaze na ¢ = 45° N.
Rjesenje:

U slucaju geostroficke atmosfere imamo sljedece:

Brzina osnovnog vjetra:

109 ou

U=—-——-, Uz — =
f Oy dy

0,
tj. zonalna struja se ne mijenja u y smjeru (s geografiskom Sirinom). Perturbacije

polja brzine:
, 109’ , 109

T Joy " foa
Lo 1o,
Cdxr Oy Ox  f O0xr

—~—

=0

¢

Jednadzba apsolutne vrtloznosti za geostroficku atmosferu:

A+ f) ¢ df
dt =0 = dt+dt_0 =



Atmosferske oscilacije

o, ., n0¢  ,0¢ 06 , of  of  ,0f
6t+(u+u)8:v+v8y+(waz+u8x+v8y+waz_o
o¢ o :
d 10%°0'\ 0 /10°d 109
a<?8x2) u%(?8x2>+ﬂ?8x—0 /f

0 0*d 0 /0% 0P’
ot Ox2 +“%(ax2>+ﬁax_0 (+)

Pretpostavimo da su perturbacije geopotencijala valnog oblika i da se gibaju u x

smjeru:
P = (I)Oeik(xfct)
Pa imamo: 50’ 2o 50’
o . 2 . .
5 ik®’, 5T = —k°P, e —ikc®’

0 0*d' 03P/

= = ick’®' = —ik’®’

otor T o T
Uvrstimo derivacije u jedn. (x):

k3’ + T(—ik®)D + Bikd = 0 / k;,

E(c—u)+B=0 — c:ﬂ—g fazna brzina

Grupna brzina:

v O(ke) O(ku— B/k)

“=or T ok ok dwd=
cg:ﬂ—l—%

Uvjeti zadatka su:

Azr RA«a 20° 20-6371-10% m - cos45° 7

YTAt T ot 24n 243600 s 180
B ldf 1 20sing  L*Qcos¢
k2_k2dy_<2_,r>2 R 2mR

L

Valna duljina valova je: L = 60° = 60° - gz R cos ¢ = SR cos ¢.
Slijedi da je B/k* = 9.12 m s~ 1.




Atmosferske oscilacije

Sada izra¢unamo iznos grupne i fazne brzine Rossbyjevih valova:
c=9.08ms ' =997°/24 h

cg=27.32ms ' =30.02°/24 h



8. Dodatak: Metoda konac¢nih razlika

Numeric¢ko rjeSsavanje jednadzbi gibanja u dinamickoj meteorologiji se danas u velikoj
vecéini slucajeva radi tako da se izabere neki skup tocaka u prostoru za koje se racunaju
vrijednosti zavisno promjenjivih varijabli.

Promatramo priblizne vrijednosti funkcije u(x) u diskretnim tockama x = iAz, tj.
imamo w; = u;(1Ax), gdje je Az udaljenost izmedu dvije tocke mreze. Da bismo
konstruirali priblizne jednadzbe, koristimo konacne razlike (eng. finite differences)

pribliznih vrijednosti u;.

'y
dL _ _
Yjrr- — — Lt
tigly ey
Yy --
Yif - - s
. K
| h Lo |
| N |
| T |
| | | | |
| | 1 1 |
a Xi1 X X+ b -

Slika 8.1: Zavisno-promjenjive varijable z i y u to¢ki (7, j) imaju vrijednosti z; i y;.
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W Dodatak: Metoda konacnih razlika

Rubne i rubno-pocetne probleme, u kojima se pojavljuju parcijalne diferencijalne
jednadzbe, mozemo takoder rjesavati metodom konac¢nih razlika, ili kako se u ovom
slucaju ¢esto kaze metodom mreze. Osnovna ideja je zamijeniti derivacije (u ovom slucaju
parcijalne) s kona¢nim diferencijama, i time svesti parcijalnu diferencijalnu jednadzbu na

sustav algebarskih jednadzbi.

Metoda kona¢nih razlika je numericka metoda koja pomocéu jednadzbi konacnih
razlika aproksimira derivacije elemenata unutar diferencijalnih jednadzbi. Metoda se

zasniva na aproksimaciji formule za derivaciju funkcije:
<8U> Ui — Ui
ox/li 2Ax
8.1 Primjeri:

1. Na primjeru 2-dim polja temperature (7'(x, y)) prikazat ¢emo kako se koriste konacne
(centralne) razlike da bismo odredili prvu i drugu derivaciju temperature u = i y

smjeru. Odredujemo derivacije u tocki (0,0):

A

® @ ® ® @ >
(-20) (-1,00 (0,00 (1,00 (2,0 X

Prva derivacija T po z i y u tocki (0, 0):

(%)0 0o o 0>2_A11:(_1, 2



Dodatak: Metoda konacnih razlika

(%)0 o & 1)2_AZ(07 -

Druga derivacija:

<d2_T> _ i(d_T> B <%>1,0_ <%>1,0
0,0 dx

dx? dzx 00 2Az

T(2,00-T(0,0)  T(0,0)—T(—2,0)
< d2T > — 2Az - 2Az
0,0 2Ax

(dQT) _ T(2,0) — 27(0,0) + T(~2,0)

dz? 4Ax?

dy

dar _ (4
<6571;)00_ d (%)0’0: (dy)0,12A£d )0,1

7(0,2)—T7(0,0) 7(0,0)—T7(—0,—2)
( d2T> 2Ay B 2Ay
0,0

dy?Joo 2Ay

dy?

d*T ~T(0,2) —27(0,0) + T(0, —2)
( )oo 4Ay?

( d*T > _ i(ccli_T> _ <%>1,0 B <%)1,0
0,0 Y /00

dzxdy dx 2Ax

TOH-TA,-1)  T(=1,1)-T(-1,-1)
( d2T ) _ 2Ay - 2Ay
dxdy/ 0,0 2Ax

< d*T ) _T(1,1) -7, -1)+T(-1,1) + T(~1,-1)
drdy/oo 4Az Ay

2. U tablici su dani sljedeéi podaci iznosa brzine vjetra oko postaje (P).

Ako je udaljenost izmedu postaje i mjernih tocki 50 km, izracunajte priblizno di-

vergenciju i vrtloznost.



Dodatak: Metoda konacnih razlika

v(msh) a ()
tocka (1) 10 90
tocka (2) 4 120
tocka (3) 8 90
tocka (4) 4 60
A
y
(2)
— Ay = 50 km
v v
——g Q0 (=@ —— >
3) (P) (1)
Ax = 50 km
(4)
Rjesenje:
Divergencija:
V.7 ou N ov
Y = — -
or Oy
VrtloZnost:
‘= ov  Ou
- Ox Oy
U =—10m s, vy =0ms !
Uy = —4c0s30° = —2v/3 m s~ 1, vy =4sin30° =2m s}
Uz = —8ms !, v3=0m s !
uy = —4c0s30° = —2v/3 m s~ vy = —4sin30°=—-2m s !




Dodatak: Metoda konacnih razlika

’U,l—’LL3+’U2—U4_ —10+8S_1 2_(_2)8_1
2Ax 2Ay 100 - 103 100 - 103

V- 7=2-10"°¢"!

Ul—Ug_UQ—U4_ 0-—0 Sil _2\/5—’_2\/5871—
2Ax 2Ay 100103 100 - 103 B

¢ = 0s !
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