MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 28. sije¢nja 2019.

Zadatak 1. (6 bodova) Niz (a,)nen zadan je rekurzivnom formulom

Gni1 = V4 +3a,, a =0.

Dokazite da je konvergentan i odredite mu limes.

Rjesenje. Dokazimo matematickom indukcijom da niz (a,,) raste.
Baza: kako je as = 2, oCito vrijedi as > ay. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi a,, > a,,_1.
Tada imamo

VA4 +3a, + 4+ 3a,-1
VA +3a, + 4+ 3a, 1

Ani1 — Gy = V4 + 3a, — /4 +3a, 1 = <\/4—|—3an — \/4+3an,1) .

(44 3ay) — (44 3a,-1)
VA~ 3a, + 4+ 3a,
—3 Ay — Ap—1

VAT 3a, + A+ 3,1

Nazivnik u posljednjem izrazu je oCito pozitivan, a brojnik je pozitivan po induktivnoj pretpostavci.
Odavde zaklju¢ujemo da vrijedi a,41 — a, > 0, to jest a,.1 > a,. Time je induktivni korak zavrSen;
pokazali smo da niz raste.

Potrebno je dokazati i ograni¢enost niza. Dokazat ¢emo (ponovno indukcijom) da vrijedi a,, < 4,Vn € N.
Tvrdnja u bazi indukcije je o¢ita. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi a,, < 4. Tada imamo

a1 = VA +3a, < VE+3-4=1+16=4.

Time je induktivni korak zavrsen; dokazali smo da je niz odozgo omeden s 4.
Budu¢i da je niz rastudi i ogranicen, zaklju¢ujemo da je konvergentan. Neka je L = lima,. Tada
n

imamo
s = VT30, [ lim
L=V4i+3L
L* =4+3L.
Rjesavanjem kvadratne jednadzbe L? — 3L — 4 = 0 dolazimo do rjeSenja L; = —1 i L, = 4. Kako su svi

¢lanovi niza pozitivni, zaklju¢ujemo da —1 ne moze biti limes. Zbog toga je lima, = L, = 4.
n



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 28. sije¢nja 2019.

Zadatak 2.

(a) (4 boda) Odredite limes

iy " 2k (L sin(p))™
n—00 Inn

(b) (3 boda) Neka je (a,), odozgo ogranic¢en niz takav da je

Rjesenge.

(a)

1
Qpi1 > Qp — o0 za sve n € N.
Dokazite da je niz (a,), konvergentan.
Neka je a, = —n+ > p_;(1+sin(3))™ i b, = Inn. Bududi da je niz (b,) neogranicen i strogo rastudi,

po Stolzovom teoremu dovoljno je odrediti limes lim 72—

a za njega imamo
n—o0 tnt+1=bn’

1. an+1 — Qp . (1 + Sin(yplrl))ﬂ— - 1
m — =

n—00 bn+1 — bn n—00 ln(’n, + 1) —Inn
7 In(14sin(—==)) -1

e e
= A )
_ em(+sinGT) _ 1 In(1 + sin(=7)))  sin(77) 1 n
= (wln(l—i—sin(n%l))) . sin () . — ' In(1+2) . n—l—l)

—7-1-1-1-1-1

pri ¢emu pretposljednju jednakost dobivamo koristeéi dobro poznate limese i odgovarajuée supstitu-
cije koje teze u 0.

Uoc¢imo da, zbog danog uvjeta, za svaki n € N vrijedi i

1

an+1—2—nEGn—F,

odakle slijedi da je niz (an — 2"%1)71 rastu¢i. Nadalje, uo¢imo da je gornja meda niza (a,), ujedno i
gornja meda niza (an — 2"%1)71

Iz zakljucka da je niz (an — 2,1%1)” rastuc¢i i odozgo ogranicen slijedi da je i konvergentan, a buduéi

da je i niz (2n—1,1)n konvergentan, slijedi da je konvergentan i niz dobiven njihovom sumom, odnosno

(an)n-
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Zadatak 3. (6 bodova) Odredite infimum i supremum skupa

n*+1 . /nrw
S:{2n2+n-sm<7>:n€N}.

n2+1
2n2+n?

Rjesenje. Neka je, za svaki n € N, a,, = tada je

n?—3n—3
n(n+1)2n+1)(2n +3)’

Apy1 — Ap =

odnosno a,; > a, ako i samo ako je n? — 3n — 3 > 0, §to vrijedi ako i samo ako je n > 4. Dakle, za niz
(a,) vrijedi
a1 > Ay > a3 > 04 < a5 < ag < ayp < ...

Primijetimo da je

a,, akojen=1 (mod 4),

. nm .
a, - sin (7) =4 —a,, akojen=3 (mod4),

0, ako je n paran.

Nadalje, vrijedi da je

10 . .
= 1 lim a, ==

2
a; = — as = —
! 37 3 21 n—-+oo

Kako je % > % zakljucujemo da je

2
supS =max S =a; = 3

. 010 _ 1
Konacno, kako je 37 < 5 i
. _ 1
lim a4.3 = lim a, = =,
k—+o00 n—-+0o0o
zakljucujemo da je
1

inf § = ——.
in 5
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Zadatak 4.

(a) (2 boda) Neka je zadana omedena funkcija f: R — R. Postoji li

o f@sn() 1),
=400 2 +1

U sluc¢aju potvrdnog odgovora, izrac¢unajte taj limes.

(b) (4 boda) Odredite limes
lim & cos(In(1 + sm(mc))).
z—0 x

Rjesenge.
(a) Neka je M > 0 takav da vrijedi |f(z)| < M za sve € R. Tada vrijedi

f(z)sin(f(z) + 1) < M

0< 2 S eI za sve x € R.
Kako je lim, 1 I%H = 0, po teoremu o sendvicu zaklju¢ujemo da postoji lim, %ﬁx)m i
vrijedi
o T@sn(f@) £
z—+00 2 +1
(b) Vrijedi
i & cos(In(1 + sin(7x))) — im <e -1 N 1 —cos(In(1 + 81n(7rx)))>
z—0 X z—0 xT X
_ e —1 1 —cos(In(1+sin(rz))) (In(l +sin(rz))\* [sin(rz)\> ,
= lim + : - T
20 x (In(1 + sin(7z)))? sin(mx) X
1

=1+--1*-1*.0=1
T3
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