MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 27. sije¢nja 2020.

Zadatak 1. Izracunajte limese:

(a) (4 boda)

. 3’ veos3r — 1
lim - ;
2—0 In(1 + 3z) In(1 + 3 arcsin z)

(b) (2 boda)
lim L4et) +2
z—~+00 |_5€‘TJ —+ 1

Rjesenge.

(a) Vrijedi

lim 37\ /cos 3z — 1 — lim (e3x2 — 1)v/cos 3z + V/cos 3z — 1

z=0 In(1 + 3x) In(1 + 3arcsinz)  2-0 In(1+ 3x)In(1 + 3arcsin )

i Vv cos 3z . e — 1 ‘ 3T ' Jarcsinx o n
z=0 3 322 In(1+3z) In(l+ 3arcsinz) arcsinz

4 lim cos3z — 1 . 1 ' 3 ' Jarcsinw o
=0 (3x)? Veos3z +1 In(l1+3z) In(l+ 3arcsinz) arcsinx
1 11 1

--.1-1-1-1—-=-2:1-1-1= —,
3 2 2 12

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili tabli¢ne limese i da vrijedi lim, . sinz _

= hm$—>0 z

arcsin x

(b) Kako za svaki realan broj = vrijedi  — 1 < |z| < x, imamo

4e” +1 < |4e” | + 2 < 4e” + 2

he® < |be”| +1 < 5e® + 1.
Dakle, vrijedi

4e” + 1 < |4e” | + 2 < 4e* + 2
5e* +1 — [be*] +1 ~ e
Kako je
4e* +1 4 . . 4" +2 4
im =- i im = -,
z—+o0 0e®+1 5 z—+oo  Het 5)

po teoremu o sendvicu zaklju¢ujemo da trazeni limes postoji i da je jednak

|4e”] +2 4



MATEMATICKA ANALIZA 1
Drugi kolokvij — 27. sije¢nja 2020.

Zadatak 2. (6 bodova) Odredite infimum i supremum skupa

2em 2 2em —e"—6 2_6 3 2
emiteemz e mn m :m,n € N U 1+C—|—T—:r,sGNrelativnoprostiir<s :
enm? + emm s 2s?

Rjesenje. Neka je S skup iz teksta zadatka i

A= 1—i:n€N , B= 2—;:m€N ,
en m(m + 1)

2

roor

C=414 -4 —:7,s € Nrelativno prostiir < s .
s 282

Uocimo da je S = A- BUC. Niz (1 — &),y je rastudi pa je in

Sli¢no, niz (2 — @)m@\; je rastuci pa je inf B = 2 — %

1—% isup A = lim, ,oo(1—2)=1.

i sup B = limy, (2 — —1 ) =2.

m(m+1)

wolce A
I

m
Sada mozemo zakljuciti da je

sup A - B = max{sup A - sup B,sup A - inf B, inf A - sup B,inf A - inf B} =2

6
inf A- B =min{sup A -sup B,sup A -inf B,inf A -sup B,inf A-inf B} =2 — —.
e

Uoc¢imo da je
,
{— : 7,5 € N relativno prostiir < s} =Qn{0,1).
s

Zbog toga mozemo pisati
C={1+q+¢*/2:q€Qn{0,1)}.

Neka je f: [0,1] — R s pravilom pridruzivanja
f(x)=1+2+2?/2.

Funkcija f je ocito rastuca i neprekidna pa je

sup € = sup F(Q (0,1)) = Flsup@ 1 (0,1)) = (1) = 2.
Sli¢no,
inf C' =inf f(QN(0,1)) = f(infQ@N (0,1)) = f(0) = 1.
Konaé¢no, imamo da je

)
sup S = max{sup A - B,supC'} = 3

inf S = min{inf A- B,inf C'} =2 — g
e



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 27. sije¢nja 2020.

Zadatak 3.

(a) (4 boda) Odredite limes
Y n+vn+n+--+ Vin
im :

n—00 n

(b) (3 boda) Neka je (a,)nen niz pozitivnih realnih brojeva koji je neogranicen i za koji vrijedi

nli_g)l()((ln_;_l —ap) =0.

Za n € N sa f(n) oznac¢imo najmanji broj koji je veci od n, takav da je afnm) — a, > 1. Dokazite da
je
lim (afm) — a,) = 1.

n—oo

Rjesengje.
(a) Ako je a > 1, tada je x — a” rastuca funkcija pa za k > 3 vrijedi: ¥/n < /n. Prema tome, vrijedi

L VA Yt SR nk vk (VA -2

- n

Kako je

n—o0

iy VR (L] = 2)Yn

1
= lim (1+—+
n

SCE

n2/3

po teoremu o sendvicu slijedi da je trazeni limes jednak 1.

(b) Iz prvog uvjeta znamo da je f(n) dobro definirano. Naime, kako je niz neogranicen, za proizvoljan
n postoji m > n takav da je a,, > a, + 1 pa onda postoji i najmanji takav koji je ve¢i od n pa njega
ozna¢imo sa f(n).

Neka je £ > 0 proizvoljan i ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi |a,+1 — a,| < €. Po definiciji
funkcije f znamo da je afm) — a, > 1. S druge strane, zbog toga sto je f(n) najmanji indeks takav
da je afmm) —an, > 1, vrijedi aymy—1 —a, < 1 pazan > ng, zbog toga to je f(n) —1 > n > ng, vrijedi

af(n) = an = (@fm)-1 = an) + (Afm) = apmy-1) <1 +e
Dakle, zakljucujemo da za n > ng vrijedi
I <afpm —a,<1+¢

Kako je € > 0 bio prozivoljan, zaklju¢ujemo da je lim, oo (afm) — an) = 1.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 27. sijecnja 2020.

Zadatak 4. (6 bodova) Neka je (a,)nen niz zadan s

a, + 3
2a,

ap =1, apy1=

Dokazite da je niz (a,)nen konvergentan i odredite mu limes.

Rjesenje. Indukcijom se lako pokaZe da je a,, > 0 za sve n € N. Pretpostavimo da niz (a,, )n,en konvergira i
ozna¢imo L = lim,_,« a,. Pustanjem limesa na rekurzivnu relaciju slijedi 2L? — L — 3 = 0, odnosno L = g

ili L = —1. Zbog pozitivnosti ¢lanova niza limes ne moze biti —1 pa je L = %
Tvrdimo da zaista a,, — % Pokazimo indukcijom da je a,, € [%, 2} za sve n > 2. Zaista, imamo
)
g — 2 € |:Z_l’ 2:| .
Pretpostavimo da za neki n > 2 imamo a,, € [g, 2}. Sada je
1 . 3
Opy1 = =+ —
o T oa,
te imamo % € [%, %] pa je
5 1 31 1 3 1 1 3 4 17
T SR T g B g |
4 2+2 2_2+2 an_2+25 10
N——
=An+1
odnosno a, 1 € [%, 2}. Sada za svaki n > 2 imamo
3 1 3 3 3 ] 113 < 413
ap — =| = |= ——l=l—=1l=—|z—ap 1| < - |z —an_
2 12 " 2a,, 2| |2a, an |2 =52 !

pa iteriranjem slijedi

_ <z
=51 =5

3| _ (4 2 3 _ (4 n=2
175l = \5) |27 5 =" = \5
3

3| _ 1 (4" noe
27917 2\5
Iz teorema o sendvicu slijedi lim,, o0 @, = 3.

Napomena. Niz (a,)neny nije monoton — njegovi ¢lanovi osciliraju oko limesa % priblizavajuéi mu se sa
svake strane. Ipak, monotonost se moze iskoristiti za dokaz konvergencije. Naime, za proizvoljan n € N
imamo

3‘4

1 3 1 3 1 3

nio = = + ==+ —. (1)
2 2a, 2 1 3 2 1+=
(n+1 2 (5 + ﬁ) + o
Prvih nekoliko ¢lanova niza je jednako
D 17
p—y 1 e 2 —_ - e —_—.
a1 ’ a2 ) as 47 Qg 10

Imamo a; < asz te as > a4. Sada se indukcijom iz relacije lako pokaze da je podniz (as,), padajué, a
podniz (ag,_1), rastué. Oba podniza se nalaze unutar [2, 2} pa konvergiraju. PuStanjem limesa u relaciji
(1)) slijedi da je lim,, o0 ag, = lim, o agp,—1 = % pa zaklju¢ujemo i lim,,_, . a, = %
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