MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 23. studenog 2021.

Zadatak 1.

(a) (4 boda) Odredite prirodnu domenu funkcije
f(z) = arcsin (ctg (27)) — logysg_gs (2! + 22 — 3)..

Napomena: nije potrebno naci presjek izracunatih uvjeta.

(b) (2 boda) Postoji li elementarna funkcija (ili kompozicija elementarnih funkcija, ili linearna kombi-
nacija kompozicja elementarnih funkcija) ¢ija je prirodna domena R\ (2021Z U {v/2,7})?

Rjesenge.
a) Vrijedi da je x € onda i samo onda kada su zadovoljeni svi od dolje navedenih uvjeta:
Vrijedi da j D(f) onda i da kad dovoljeni svi od dolj denih uvj
(i) ctg(z?) € [-1,1] jer je domena arkusa sinusa [—1, 1],
(ii) 22 # km, k € Z jer je domena kotangensa R \ {k7, k € Z},
256 — 2% > 0 jer baza logaritma mora biti veé¢a od 0,
v - er baza logaritma ne smije biti 0,
iv) 256 — 2! # 1 jer baza logari ije biti 0
(v) z* +22% — 3 > 0 jer argument logaritma mora biti ve¢i od 0.

)
(i)
)
)

Promotrimo ove uvjete jedan po jedan i odredimo za koje x-eve su oni ispunjeni.

(i) Oznacimo y = 2% te odredimo sve y za koje je —1 < ctg(y) < 1. Restringirajmo se prvo samo
na interval periodi¢nosti (0, 7) funkcije ctg. Za y € (0,7) vrijedi
T 3T

Prosirivanjem po periodi¢nosti, za y € R vrijedi

m ™
—1<ctgy <1 <= ye€ — 4+ kn,— + k=
etgy <1y UL % 4

Kako je y > 0, vrijedi da

U 3T 9 U 3T
ye {ZMW’TMW} = 27 e | {ZMW,ZMW}
keZ kEZ
3
— 1’e¢ U [z—l—kmf—i—lm],
keNU{0}

a to je ispunjeno onda i samo onda kada je

3 s
T € U [—\/I—i—kw,—,lz—i—lm U

keNU{0}

w/%+k7r,1/%r+k7r




(ii) 22 # kr < x # +£Vkm za k € Z. Vidimo da uvjet (i) implicira uvjet (ii), pa ovaj mozemo
zanemariti.

(iii) 256 — 2! > 0 <= 2! <256 < x € (—4,4).

(iv) 256 — 21 #£1 <= ' #1255 <= =z #£ +/255.

(v) Zamjenom y = 2% dobivamo 2?4+ 222 -3 >0 <= 3> +2y—-3>0 < (y—1)(y+3) >0
sto daje y € (—o0,—3) U (1,4+00). Kako je y > 0, dovoljno je promatrati y € (1,+00) $to je
ekvivalentno s x € (—oo, —1) U (1, 4+00).

(b) Primijetimo kako funkcija x +— sinz ima nultocke km, k € Z. Stoga, nultocke funkcije x — sin(mx)
su Z. Konacno, nultocke funkcije z + sin(z55;) su 2021Z. Dakle, funkcija s traZzenom prirodnom
domenom jest




MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 23. studenog 2021.

Zadatak 2. (7 bodova) Funkcija f : R — R zadana je formulom
f(z) =sin®z + 1.

Odredite f ([O, %} U <%’r, 37”]), pokazite da je

-1
bijekcija te odredite (f\[og]u<%%ﬁ]) :

Rjesenje. Definiramo funkcije

T 3 1 1
g1 : [O,g] U <§,§] — {O, 5] U {—1,—§>, g1(x) =sinx,

ga - {0%} U {—1,—%> —1[1,2], go(z)=2*+1

koje su bijekcije. Zaista, s grafa lako vidimo da je

91|[o,g] : [0’%] - [Oé]

| . 77T37T_>_1_1
91(7%73%]- 6 2 7o

je strogo padajuca bijekcija. Iz disjunktnosti njihovih slika slijedi da je g; bijekcija. Sli¢no,

ot 4]

oty 1)~ 3

je strogo padajuca bijekcija. Iz disjunktnosti njihovih slika slijedi da je go bijekcija.

Zakljuéujemo da je f ([0, %] u (=, 1) = [1,2] te da je

strogo rastuca bijekcija, a

je strogo rastuca bijekcija, a

T m 3T
Mg = 92002 50 (5 5| -

bijekcija kao kompozicija bijekcija. Prema formuli za inverz kompozicije, imamo
! -1 -1
(Moo 1) =o' os"

Odredimo inverze komponentnih funkcija. Nadimo prvo

g [1,2) - {oﬂ U [—1,_%>.



Imamo
P rl=y <= z=4y— L

Za x € |0, %} biramo predznak + (tada je y € [1, ?J), azax € [—1, —%> biramo predznak — (tada je
y € (2,2]). Zaklju¢ujemo
y—1, akojeye[l,i],
92(4) = {—\/yTl, ako jey € (2,2].

_1'01U 1 1—>[OW]U Tm 3w
R 79 "6 62|

Ako jey € [0, %], tada trazimo jedinstveni x € [O, %} takav da sinx = y. Zbog x € [ 2 “] , jasno je da je

T2 2
x = arcsiny. Ako je pak y € [—1, —%>, tada trazimo jedinstveni x € (= 3—“] takav da sinz = y. Imamo

Preostaje naci

602
=sinx = — sl — — in(—y)=o—m <= v = in(—y).
y =sinz sin( z — ) arcsin(—y) =z — 7 x = m + arcsin(—y)
e[-5.3]
Zakljucujemo
ol (y) = arcsin y, ako jey € [0, %] ,
! 7 + arcsin(—y), ako jey € [-1,-1).

Kona¢no za y € [1,2] imamo

(Mloies)) @ =o'

gt (—v/y — 1), akojey€<§,2}.
———
[-i-1)
_Jarcsin(yv/y — 1), ako je y € [1, g} ,
7+ arcsin(y/y — 1), ako je y € <§,2} .
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MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 23. studenog 2021.

Zadatak 3.

(a) (3 boda) Dana je funkcija f pravilom pridruzivanja

f(x) = 2021155 41,
Odredite R(f).
(b) (3 boda) Neka su h i g dvije funkcije dane pravilima pridruzivanja

h(r) = 4% — 271 411

g(x) = 2arcsin .

Odredite najveci skup I takav da kompozicija g o h|; bude dobro definirana.

Rjesenge.

(a) Uo¢imo da je D(f) = R, pa je R(f) = f(R). Za funkciju f vrijedi f = hy o h3 o hy o hy, gdje su
hi,hs, hy: R — R 1 hy: R\{—2} — R funkcije za koje vrijedi

hi(x) = cosx,
r—1
h =
2(7) 24z’
hs(z) = 2] + 1,
ha(z) = 2021°

Sadaje R(f) = f(R) = ha(hs(ha(h1(R)))) = ha(hs(ha([—1,1]))) = ha(hs([-2,0])) = ha({-1,0,1}) =
{2021*1, 1,2021}.

(b) Da bi kompozicija goh|; bila dobro definirana mora vrijediti R(h|;) € D(g). Kako je D(g) = [-1, 1],
to onda slijedi da mora vrijediti I C h~'([—1,1]). Odredimo h~*([-1,1]). Za funkciju h vrijedi
h = hy o hy, gdje su hy, ho: R — R funkcije za koje vrijedi

Sada je
h_l([_la 1]) = hl_l(h2_1([_1’ 1])) = h1_1<[072]) = <—OO, 1]'

Dakle, najveci skup I za koji je trazena kompozicija dobro definirana je interval (—oo, 1].



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 23. studenog 2021.

Zadatak 4.
(a) (2 boda) Je li funkcija
f(z) = sin% + cos4x
periodi¢na? Obrazlozite.

(b) (2 boda) Odredite sva rjesenja jednadzbe
1
—-r+ —arctgz =1
4 s

(c¢) (2 boda) Postoji li surjekcija f : R — R za koju vrijedi

1
(x) — f(z) > 7008, 23 svaki x?

Rjesengje.

a) Funkcija sin £ ima period 27 /% = 67, a funkcija cos4x ima period Z. Kako je 67 = 12 - T, to je 67
3 3 2 2
period funkcije f, pa je ona periodi¢na.

(b) Vidimo da je jedno rjesenje x = 1. Kako su %w i %arctg x strogo rastuce funkcije, to je i f, kao

njihov zbroj, strogo rastuca funkcija, pa je x = 1 jedino rjesenje.

(c)
1, 1

2 2 1
(f@)—ﬁ) 1 = f(x) — f(z) > 7 608

Kako je f surjekcija, postoji zg takav da je f(x¢) = % Sada imamo

1 1 1

—= = [*(z0) — flxo) > Zcosxo > T

Dakle, takva funkcija ne moze postojati.
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