MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 1. veljace 2021.

Zadatak 1.

(a) (2 boda) Koristenjem tabli¢nih limesa pokazite da je za sve a < 0

. _a
lim n»+1 = 1.
n—oo

(b) (4 boda) Izrac¢unajte limes

Rjesenge.

(a) Uotimo da je nait = (nw)wt1 = (nw)* 741, Kako je a < a — 45 < 5 zasve n € N, slijedi da je

1

(n7)* < it < (nn)E, e N.

o . . . . . .. . a o
Koristenjem limesa lim {/n = 1, neprekidnosti funkcija z — 2% i z +— 22, te teorema o sendvicu
n—oo

slijedi da je

1 = (lim n%)“ < lim natt < (lim n%)% =1,
n—oo n—oo n—oo

Sto dokazuje trazenu tvrdnju.

_k_

n
(b) Ozna¢imo nizove a,, = > (% =]

n
)2k E2ib, =n*+ > k##1, n € N. Uocimo da je niz b, strogo rastuci
k=1

i neogranicen (niz (n®),en je strogo rastudi i neogranicen, te je nitt > 0 za svaki n € N). Sada po
Stolzovom teoremu slijedi da je tada

Ap — Ap—1

()"
lim = = lim = lim ~E e
n n—oo b, — b,_1 n—00 3 _ (n _ 1)3 4 patl
. (1+3) "
= lim e T
o2 4n(n—1)+ (n—1)2 4 nnt
. (1+a)™
= lim " ; —5
e B e N € e B S A

< lim (1 + %)n> -~ o2

n—oo

14+ 1— lim L4 (1= lim )2 4 lim nwer 4

n—oo n—oo n—o0

pri ¢emu smo u zadnjem redu koristili neprekidnost funkcija fx +— 2P za p € R i (a) dio zadatka.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 1. veljace 2021.

Zadatak 2. (7 bodova) Odredite infimum i supremum skupa

_1\n 2 2 _1\n
S:{sin<< 1)"nm? + 2m* + ( 1)n+2):n,m€N}.

2nm?2 + nm + 10m?2 + 5m

Rjesenje. Uocimo da se skup S moze zapisati kao:

_1\n 2
5= {uin (2222 ) ey

n+5 2m2 +m

Definirajmo sada skupove A = {()—”H neNpyiB= { il gy € N} Nadalje, skup A se moze

+5 2m24+m
prikazati kao unija skupova A; = 3212 neN}iA;= 21123 n € N}. Sada rac¢unamo:
Ay : Zaniz a, = gZig vrijedi da je rastuéi i omeden odozgo s 1, pa je konvergentan i zaklju¢ujemo da je
inf Ay = min Ay = a; = % isup Ay = lim, o a, = 1.
Ag: Zaniz b, = %ﬁf’ vrijedi da je padajuci i omeden odozdo s —1, pa je konvergentan i zakljucujemo
da je inf Ay =lim,, o b, = =1 isup Ay = max Ay = b; = %.

A : Kako za skup A vrijedi da je A = A; U Ay, zaklju¢ujemo da je inf A = min{é, —1}=—-1lisupA=

max{1, £} = 1.

B : Zaniz x,, = Q’W’T;i}n vrijedi da je x,, < T,,11 za m > 4, odnosno niz z,, je rastuéi pocevsi od cetvrtog
¢lana. Takoder, x,, je omeden odozgo s 1, pa je konvergentan. Kako vrijedi x1 > z9 > 23 > 24 <
x5 < x6 < ..., to zakljuujemo da je inf B = min B = x4, = % i sup B = max{zy, lim,, o T} =
max{%,1} =

Sada zakljuc¢ujemo da je

Sup((A1UA2) B) :max{l é,l 17 -1 %)_1 é(?i %

36
Primijetimo da je (4, U Ag) - B C [-3, 5], pa je skup S zapravo jednak S = sin|_z =)((A; U Ay) - B).

Kako je sin |[—§,§] strogo rastuca i neprekidna funkcija, zakljuc¢ujemo da je

inf S = sin (—%) i supS =sin (%) :



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 1. veljace 2021.

Zadatak 3.

(a) (2 boda) Koristeci teorem o sendvi¢u odredite limes

lim /171 4 2n+2 4 3n+3 4 ... 4 2(02]n+2021

n—oo
(b) (4 boda) Neka je f: R — (0,400) padajuca funkcija, te neka je niz (an)nen takav da je a; =11
Uny1 = an + f(a,) zasven € N.

Dokazite da je lim,, .o a, = +o0.

Rjesenge.
(a) Uocimo da za svaki k < 2021 vrijedi k"™ < 2021"TF < 202172921, Zato je
202172021 < il oot 4 g L 902172021 < 2021 - 2021720 = 202172022

pa je

9021 (+2021)/n < /1l 42042 4 33 L. 4 9(02]n 2021 < 9021 (n+2022)/n
Pustivsi n — oo te koriste¢i neprekidnost funkcije x +— 20217 i teorem o sendvi¢u dobivamo da je

trazeni limes jednak 2021.

(b) Budu¢i da f poprima isklju¢ivo pozitivne vrijednosti, iz definicije niza (a,).en zaklju¢ujemo da
je rastuéi. Ako pretpostavimo da zakljucak koji zelimo dokazati nije istinit, slijedi da je (ap)nen
konvergentan. Neka je M = lim,_,. a,, te uofimo da je M gornja meda (StoviSe, supremum)
promatranog niza.

Bududéi da je f padajuca, vrijedi da je
0 < f(M) < flan) = ans1 — an, (1)

pri ¢emu posljednja jednakost slijedi iz zadane rekurzivne relacije. Bududéi da je lim, o apy1 =
lim,, .o, a, = M, puStanjem n — oo u iz, teorema o sendvic¢u dobivamo da je f(M) = 0, §to je
nemoguce jer je kodomena funkcije f skup (0, +00).

fla1)

f(az)

ay a2 as Qy M
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Drugi kolokvij — 1. veljace 2021.

Zadatak 4.

(a) (4 boda) Izrac¢unajte limes
1 —coslncosz?
lim
z—0 xtgw

(b) (2 boda) Neka je f: R — R funkcija neprekidna u bar jednoj tocci takva da vrijedi

flx+y) = f(z)+ fly) zasveryeR.

Dokazite da je f neprekidna na cijelom R.

Rjesenge.
(a) Uocimo da je

. l—coslncosz? | [1—coslncosz? (In(1+ (cosz® —1))\* [cosa? —1\° =z
lim = lim —— COST | .
20 Ttgx 20 (In cos x2)? cosx? — 1 (x2)? sin x

Buduéi da su limesi lim, ,Incos2?, lim, ,o(cosz? — 1) i lim, ,o2? jednaki 0, koriste¢i zamjenu
varijabli dobivamo poznate limese

1 —coslncosz® . 1—cosy 1
lim =lim —— = -,
=0 (Incos 2?)? y—=0 g2 2
lim In(1 + (cosz? — 1)) — im In(1+y) _1,
a—0 cosx? — 1 y—0 Yy
cost—l_l_ cosy — 1 1
xli% (x2)2 - yli% yz 9

| —

—_

(]
/T
DN | —
N~
(V)

—_

—_

Il
| =

(b) Neka je a neka tocka u kojoj je f neprekidna. Tada za proizvoljni b € R vrijedi
f(b+h)—fb)=f(h)=fla+h)— f(a) zasveheR. (2)
Buducdi da je f neprekidna u a, za proizvoljni € > 0 postoji § > 0 takav da je
|f(a+h)— f(a)] <e zasve |h| <.
Medutim, iz sada slijedi da je i
|f(b+h)— f(b)| <€ =zasve |h| <,

pa je f neprekidna i u b.
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