Fourierovi redovi i primjene
Domaca zadaca, 9. 5.2025.

Za samostalno rjesavanje do 23.5.2025. (do kraja dana). Dozvoljeno je medusobno diskutiranje i koristenje
svih materijala, ali rjeSenja morate napisati samostalno i potpuno. RjeSenja predajte nastavniku, ili osobno ili
emailom (uslikana). Bodovi ¢e biti normalizirani na 20% ili 50% ocjene, $to kasnije bude u boljem interesu
pojedinog studenta.

1. (20 bodova) Dokazite da za svaki x € R vrijedi

> n—1

Eervzz/ﬂﬂeuM—ﬂwdt
= I=n+k)  Jo

Konvergira li gornji red funkcija u varijabli # uniformno na intervalu [—2,2]? A konvergira li u
L2([~2,2))?

2. (10+10 bodova)

(a) Razvijte funkciju zadanu formulom f(x) = sin § u trigonometrijski Fourierov red na intervalu
[_Wv 7T] :

n? 2

(b) Dokazite ngl Gn—1)22n T 172 =&l

3. (20 bodova) Pronadite (uz dokaz) sve 2m-periodi¢ne funkcije f: R — R klase C'! koje zadovoljavaju
obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

f@)=1(e+3)

za svaki x € R.

4. (20 bodova) Za f € LY(T) i svaki k € N oznacimo f**:= fxfx---xf . Ako postojen € Ni
—_—

k puta se pojavljuje f
€1,€2,...,cn € C takvi da je

Zn: e f** =0,
k=1

dokazite da f mora biti 1-periodi¢ni trigonometrijski polinom.
5. (5+15 bodova)

(a) Reéi ¢emo da funkcija f: R — R zadovoljava Zygmundov uvjet reda v > 0 u tocki t € R ako
postoje C € [0, +00) i a > 0 takvi da za svaki h € [—a, a] vrijedi

|[f(t = h) = 2f(t) + f(t+h)| < Cln|". (1)

Neka je f: R — R 2m-periodi¢na funkcija takva da je f[_ . € Li([-7,7]). Ako u tocki
t € R funkcija f zadovoljava Zygmundov uvjet nekog reda v > 0, dokazite da tada Fourierov
red funkcije f konvergira u tocki ¢ prema f(t).

(b) Redi éemo da funkcija f: R — R zadovoljava uniformni Zygmundov uvjet reda v > 0 ako

postoji C' € [0, +o0) takva da za svake ¢,h € R vrijedi formula (1). Neka je f: R — R 27-
periodi¢na funkcija takva da je f |[77m] € Ly ([~m,7]). Ako funkcija f zadovoljava uniformni
Zygmundov uvjet nekog reda v > 2, dokazite da ona mora biti konstanta.

Vjekoslav Kovaé



Fourierovi redovi i primjene
Rjesenja domace zadace od 9. 5. 2025.

1. Iz razvoja eksponencijalne funkcije u red potencija dobivamo

o _ 42\n,.n
(/A=) _ T (1/4 —t°)"x

n!
n=0

za t,xz € R. Za fiksirani = posljednji red funkcija u varijabli ¢ uniformno konvergira na [0,1/2],
naprosto jer je

‘(1/4 )"

n!

|=["
<

n!
i red brojeva ) |z|"/n! je konvergentan. Zato se moze integrirati ¢lan-po-¢lan:

1/2 > Ln 12 9 n
(1/4—t2)z 31 _ - 1 2
/0 e at nz:;) - /0 (4 ¢ ) dt.

Integral na desnoj strani je

/1/2 (1/4-#)"at = [t-%sm@} 22i+1 /”/2coszn+1 o,
0 0

Koristenjem parcijalne integracije lako se induktivno dokazuje formula

/2 41, |
/ cosz+1 gag — 2 + 1)t

pa kona¢no imamo

nfl

1/2 0 " 00
(1/4—t3)z 34 _
/0 ° di nz(n+2) @n+2) = (n+1)-(2n)

Red potencija po x svakako uniformno konvergira na [—2, 2|, naprosto jer je

! 2" 2\
__T < <z
‘szl(n—i—k)‘ —nt T (3)
za n > 3, a geometrijski red ), (2/3)" je konvergentan. Posljedi¢no, naravno, red potencija
konvergira i u L2([-2,2]).

Zanimljivost. Erdosa i Grahama je zanimalo je 1i broj

Z = 0.59229653646932657566 . . .
Hk 1

iracionalan. Cini se da je to i dalje otvoren problem.
2. (a) Fourierovi koeficijenti se izrac¢unaju kao:

a, =0zan €Ny

b :1/7r singjsinnazdx:1/7r <1cos (n—1>x—lcos (n+1>x>dx
T ) 7). \2 2 2 2
2 ) 1 2 ) 1
:7r(2n—1) Sm<n7§)7T77r(2n+l) Sln(n+§)7r
2 2 (—=1)"18n

_ _ _ _ _ N.
T2 =D ) G ) O T T D) A"




Zato razvoj u Fourierov red glasi

8 i n_ln i

— sin nx.

T 2n—1)(2n+1)

n:l
(b) Imamo

1 1 (" 1 1-—
= f(@) / sm2xdx:/ O e =1
s T J)_n 2 T J)_x 2

pa Plancherelova formula
@ N~z L[ 2
f—i-Z(an—i-bn):— f(z)*dz
2 = 7 -

daje
82 oo TL2

2 —1)2 2
T £~ (2n —1)*(2n + 1)

=1,

odakle proizlazi trazeni identitet.

3. Odgovor. Funkcije oblika
f(z) = Acosx + Bsinz

za proizvoljne koeficijente A, B € R.
Naime, ako standardno a.,, b, oznacavaju Fourierove koeficijente od f, tada su Fourierovi koefici-

jenti od f’ dani s
an(f') = nb, zan € Ny,

bo(f') = —nay zan € N.

Nadalje, Fourierovi koeficijenti od g definirane s g(z) = f(z + 7/2) su

an(g) = (cos %)an + (sm n2 )b za n € Ng,

nm nm
bn(g) = (— sin 7)% + ((cos ?)bn zan € N.
Po teoremu jedinstvenosti imamo f’ = g ako i samo ako vrijedi

an(f) = an(g) za svaki n € Ny, b, (f’) = bn(g) za svaki n € N.

Jednakost za n = 0 vodi na ag = 0, dok za n > 2 jednakosti

{(cos”;) n + (sin% —n)bn =0

(n —sin)a, + (cos )b, =0
vode na a, = b, = 0, radi toga sto je

nm : nm

cos™™  sin™™ —np nmw. 2 . NI .2

det L2 2 = (cos—) " + (n —sin — 0.
n — sin % cos % ( 2 ) ( ) 7

Konaéno, za n = 1 ne dobijemo nikakav netrivijalan uvjet. Dakle,

f(z) =ajcosz+bysinx

za proizvoljne a1, b; € R su sva rjesenja od f/ = g.



5.

Napomena. Dovoljno je samo traziti da je f derivabilna, jer iz diferencijalne jednadzbe odmah
slijedi da f’ mora biti neprekidna.

Alternativno rjesenje (koje ne koristi Fourierovu analizu). Odmah se vidi da je f ¢ak klase C'™
te da je

f@) = f(z+ %)

za svaki n € N. Posebno je, radi 27w-periodi¢nosti:
fO(@) = f(z +2m) = f(a).
Rjesavanjem te diferencijalne jednadzbe (s karakteristi¢cnom jednadzbom A* — 1 = 0) dobivamo
f(z) = Ae® + Be™ + Ce™ + De™ ™,

Kako je f omedena na R, imamo

te

B= 1im 1% _g
r——o00 e 7T
Preostaje da f(x) mora biti linearna kombinacija od €™ i e~ tj. linearna kommbinacija od cos =
isinz, a lako se provjeri da takve funkcije jesu rjesenje.

~

Uzimanjem Fourierovih koeficijenata te koristenjem linearnosti i svojstva (f/*\g)(n) = f(n)g(n),
zakljuCujemo da za svaki n € Z vrijedi

Z cef(n)F =0.
k=1

Dakle, svi su brojevi f(n), n € Z, kompleksne nultocke polinoma P(z) = Y 7_, cx2®. Kako P

~

ima samo konatno mnogo nultocaka, a Riemann-Lebesgueova lemma daje lim, o f (n) =0,

~

mora postojati N € N takav da vrijedi f(n) = 0 za sve n € Z, |n| > N. Tada je, po teoremu
jedinstvenosti,

N
f= . fnen
n=—N
pa je f doista trigonometrijski polinom.
(a) Imamo
t—zx)—2f( t v v
PSR RS (R TPy gy S P
[0,a] x (04 T [0,a] v

Zato je
[t —x)=2f(t) + f(t+x)

T

X

u LL([0,a]) pa mozemo primijeniti Dinijev kriterij.
(b) Definiramo li g(x) := f(2mz), dobit éemo funkciju iz L*(T) takvu da i dalje vrijedi

lg(z — h) —2g9(x) + g(z + h)| < C|A)”



za v > 2, za neku konstantu C' > 01 za svake z € T iy € [—1/2,1/2]. Za bilo koji m € Z
pomnozimo posljednju jednakost s e 2™™% te integrirajmo po z € T. Dobit ¢emo, na lijevoj
strani,

6—27rimh / g(x o h)e—Qwim(x—h)dx _2/ g(x)e—Qm'mxdx +eZ7rimh / g(x + h)e—27rim(x+h)dx’
T T T

g(m) g(m) g(m)
tj.
|(cos(2mmh) — 1) g(m)| < C|h|”.
Mozemo podijeliti posljednju nejednakost s h?

cos(2rmh) — 1 _ b
‘(hz)g(m)‘ < Clh?

i pustiti limes kada h — 0 koristeéi v > 2:
’ - 4m27T2:q\(m)’ <0.

Zakljuéujemo g(m) = 0 ¢m je m # 0 pa, po teoremu jedinstvenosti, g mora biti identicki
jednaka konstanti g(0)eg. Zato je i f konstantna funkcija.

Alternativno rjeSenje (koje ne koristi Fourierovu analizu). Fiksirajmo z € R,y >0in € N
te definirajmo h = y/n. Vrijedi identitet

n—1

Y (=lkD(f(z+(k=1)h)=2f (z+kh)+ f(a+(k+1)h)) = f(z—y)=2f(2)+f(z+y). (2)

k=—n+1

Za dokaz od (2) ozna¢imo z" := max{z, 0} te lijevu stranu zapisimo kao

D ((n=lk+1)F =2(n— k)T + (n— [k — 1)) f(x + kh).
kEZ

Diskutiranje slucajeva lako daje

-2 za k=0,
(n—lk+1D" =20 — kDT +(n—|k—1)" =1 zak=-nilik=n,
0 inace,

sto znadi da je cijeli izraz upravo f(z —nh) —2f(x) + f(z + nh), a to smo i trebali.
Sada koristenjem uvjeta (1) lijevu stranu od (2) ocjenjujemo po apsolutnoj vrijednosti sa

n—1
S (n— [K)CK = Cn®h¥ = Cn(y/n)” = Cn2yp".
k=—n+1

Pustanjem na limes kada n — oo taj izraz, radi v > 2, konvergira u 0 pa iz (2) slijedi

flx—y)—2f(z)+ fx+y) =0

za svake € Riy > 0. Odavde se lako vidi da f definirana s f(z) := f(z) — f(0) zadovoljava
Cauchyjevu funkcijsku jednadzbu

fla+b)=fla)+ f(b), a,beR.

Kako je ona i izmjeriva, mora biti linearna, a radi periodi¢nosti mora biti konstantno jednaka
0. Radi toga je f konstantna funkcija.



