Fourierovi redovi i primjene
Kolokvij, 9. 6.2025.

Za samostalno rjesavanje do 23.6.2025. (do kraja dana). Dozvoljeno je medusobno diskutiranje i koristenje
svih materijala, ali rjeSenja morate napisati samostalno i potpuno. RjeSenja predajte nastavniku emailom (npr.
uslikana). Ovaj kolokvij moze nadomjestiti pismeni ispit (tj. do 80% ocjene).

1. (8+6+6 bodova)

(a) Razvijte u trigonometrijski Fourierov red funkciju f: R — R zadanu formulom f(z) =
sin(x/3) za x € [—m, ) i prodirenu na R po 2r-periodi¢nosti.
(b) U kojim sve tockama od R Fourierov red funkcije f konvergira? U kojima od njih konvergira

bas prema funkciji f?
oo

1 1 1 1
Izraéunait —1’“( )
(¢) Tzracunajte kzzo( ) 9k+2+9k+4+9k+5+9k+7>

2. (15+5 bodova)

(a) Neka je f: R — R neprekidna 27-periodicna funkcija takva da je f|_r . € Li([~m, 7)) i ciji
Fourierovi koeficijenti zadovoljavaju

ap >az >az>---, lim a, =0,
n—oo

by >by>bg>---, lim b, =0.
n—oo

Dokazite da trigonometrijski Fourierov red od f konvergira prema f u svakoj tocki od R.
(b) Dokazite da postoji funkcija f sa svim svojstvima iz (a) dijela zadatka koja nije identicki
jednaka 0.
3. (4+8+8 bodova) Za n € Z standardno oznaéavamo e, : R — C, e, (z) := e*7"*,

o0
(a) Pokazite da za svaki parametar 0 < o < 1 red Z 27 F ¢, uniformno konvergira prema nekoj

k=0
1-periodi¢noj neprekidnoj funkciji f: R — C.

(b) Dokazite da za funkciju f iz (a) dijela zadatka i svake x,y € R vrijedi
|f(z) = f(y)] < 2mfz —y[ 4+ 27 f(22) — f(2y)].

(c) Dokazite da funkcija f iz (a) dijela zadatka u svakoj toc¢ki domene zadovoljava Holderov uvjet
reda a.

4. (10+10 bodova) Neka je p € N.

o
(a) Dokazite da red Z(—l)"np konvergira u smislu Abela.
n=0

(b) Dokazite da red Z(—l)”np ne konvergira u smislu Cesara.
n=1
5. (10+10 bodova)

(a) Ako K := {z € R? : |z| < 1} oznacava standardnu jedinicnu kuglu u R3, dokazite da je
Fourierova transformacija njezine karakteristi¢cne funkcije dana formulom

-~ 1 cos 2m|¢] 1 sin27[¢|
1 =
KO T e

za svaki £ € R3, £ # (0,0,0).



(b) Dokazite da broj cjelobrojnih to¢aka unutar kugle
Kgr:={zr€R®: |z| <R}
oko ishodista radijusa R > 0 ima asimptotiku, za svaki € > 0,

4
card(Kp N Z3) = ?”R?’ +O(R3/2%)  kada R — oc.

Vjekoslav Kovac



Fourierovi redovi i primjene
Rjesenja kolokvija od 9. 6. 2025.

(a) Fourierovi koeficijenti se izra¢unaju kao:

ap =0zaneNy

b, = i/w sin%sinnwd:ﬂ: 71T/7r <;COS (n— %)x— écos (n—i—;)x)d:r
_?7: . 1 N 3 . 1
EPTETIEE) (“‘5)”_ IR <”+§>”

3 ( . 7r> 3 ( . 77)
= ————| —cosnmwsin — | — ———— | cosnmwsin —
3 ( 3

m(3n —1) 3n+1)
nV3 2 V3
- 7T(3n3— 1) ( - 73) B 7r(3n3+ 1) <(71) 73>

n € N.

(D)3 1 1 (1) 193n
B 2 (3n—1 3n+1)  m(B3n—1)(3n+1)

Zato razvoj u Fourierov red glasi

3V3 & e 1 1 .
f(a:)N—Z(—l) 1(3n_1+3n+1)smnm

n=1

ili

sinnx.

9v/3 (—1)"In
T Z (3n—1)(3n+1)

(b) Radi !

fla)=scost mae(-mm), flr-)=rlnt)=¢

funkcija zadovoljava Dirichletove uvjete pa po Dirichletovom teoremu njezin Fourierov red
konvergira u svakom realnom broju. Konvergencija je svakako prema funkciji u svakoj tocki
neprekidnosti od f, $to su

R\ (m+27Z) ={(2k+ )7 : k € Z}.
U posljednjim pak tockama Fourierov red konvergira prema

L (fr)+ £ = 0% =22 = fim),

tj. ne konvegira prema samoj funkciji.

(c) Radi (b) dijela znamo da u razvoj iz (a) dijela smijemo uvrstiti = 2F. Time dobivamo

21 33 «— i/ 1 1 2nm
e Sy )
=S 2V g e )

n=1

MY -y

n=3k+1, keNy n=3k+2, k€Ng

V3 [ V3« V3
- 3?(}{3(}“”%%12 * 9k:1+4)23 +Z(_1)k+1<9k1+5 * 9k:1+ 7) ( B 23>>

k=0
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25 )
4WZ( Y orr2 Torratoras Tore7



(b)

Dakle,

i( 1)k< LS S S ) dr 27
— = —sin—.
p 9k +2  9k+4  9k+5 @ OktT

Rijec¢ je o Fourierovom redu

o0 o0

ap .

5 + g ap COSNT + E b, sinnx.
n=1 n=1

Najprije gledamo tocke z € R\ 27Z. Konvergencija gornjeg reda ¢e slijediti iz Abel-
Dirichletovog kriterija konvergencije ako (uz dane pretpostavke na a,, i b,) jos provjerimo da
redovi

(e} [e.e]
E cos N, g sinnx
n=1 n=1

imaju ogranicene pacijalne sume, no to pak proizlazi iz

N . N+1 . . (N+1
sin % cos # < sin % sin ¢ Jg )z
g cosnr = — , E sinnr = —
sin £ sin £
n=1 2 n=1 2

Dakle, po Abel-Dirichletovom kriteriju, Fourierov red od f konvergira u svakoj tocki x €
R\ 27Z, a prema Korolaru 1.8.7 s predavanja (posljedica Fejérovog teorema o uniformnoj
konvergenciji) i radi neprekidnosti od f slijedi da mu je limes bas f(z).

Sada jo$ gledamo tocke x € 277Z u kojima Fourierov red postaje naprosto red brojeva

a 00
0 j :

? + Q.
n=1

Kada bi posljednji red divergirao u 400, tada bi Fejérove sume takoder konvergirale u +oo,
no Fejérov teorem o uniformnoj konvergenciji kaze da one konvergiraju prema f(0) € R.
Dakle, Fourierov red od f konvergira i u tockama x € 27Z i to bas prema f(z) = f(0).

Naprimjer red
[e.e]
1
g — COS N
n2
n=1

uniformno konvergira prema Weierstrassovom kriteriju uz brojeve M,, = 1/n? pa mu je limes
neka neprekidna funkcija f. Jo§ jednom primjenom Weierstrassovog kriterija mozemo red
pomnoziti s cos mx 1 integrirati ¢lan-po-clan, odakle slijedi da je on bas Fourierov red funkcije
I

Jo§ jednostavniji primjer je, recimo, f(x) = sinx.

Uniformna konvergencija slijedi iz Weierstrassovog kriterija uz brojeve M, = 27%¢ koji za-
dovoljavaju > 72 My = ﬁ < 4o00. Obzirom da je svaka parcijalna suma 1-periodi¢na

neprekidna funkcija (kao trigonometrijski polinom), slijedi i da je suma reda f takoder 1-
periodi¢na neprekidna funkcija.

Za svaki x € R imamo
o0 ] [ee]
fl@) = 27 ey (z) = ™7 43 27 (EtDoe,, 4, (x)
k=0 k=0

oo
_ e27riac 49 @ Z 2—kza62k (21,) _ eQm'ac + 2_af(2x)
k=0



pa za x,y € R vrijedi
f@)~ o) = [ 2mictmiat +270 (1(20) ~ f(20)
y
odakle je doista
[f(@) = f(y)] < 2mle —y[ + 277 f(22) — f(2y)]-

Oznacimo M := max |f(z)| te uzmimo proizvoljne u,v € R takve da je 0 < |u —v| < 1.
S

Nadalje, uzmimo jedinstveni m € N takav da je 27™ < |[u—v| < 27™*! te m puta iskoristimo
nejednakost iz (b) dijela:

|f(u Z 120w — 200 + (27" f(2Mx) — f(2™y)]
j=0
m—1 '
< 27fu—o| Y 207 4 2prpmem
=0

9(1—a)m
S 27T|U — ’U|ﬁ + 2M2_am

-«
= 27T|U — U|ﬁ(2_m+l)a_l + 2M(2_m)a
koristedi a« — 1 < 0, a > 0
l1-a 1
S 27T|U/ — UIW‘U — U‘a_ =+ 2M”U/ — 'l)’a.

Dakle, za neku konstantu C,, € (0, 4+00) imamo
[f(u) = f(v)] < Calu—v|*

¢im su u,v € R takvi da je 0 < |u —v| < 1, a to dokazuje Holderov uvjet reda a u svakoj
tocki od R.

Za p € Ny i za bilo koji r € [0,1) definiramo:

[e.e]
fp(r) = Z ) nPr" an
n=0
Primijetimo
> 1
_ o\ —
folr) =S ()" =
n=0
te da je

—anp 1 —n( an Ip(7)

za svaki p > 1, pri ¢emu smo red potencija derivirali ¢lan-po-Clan na njegovom intervalu
konvergencije. Dobili smo rekurzivnu relaciju

Fo(r) =1Ly (r)

iz koje indukcijom slijedi da je



5.

za neki polinom Qp(z) € R[z]|. Naime, bazu indukcije p = 0 smo ve¢ vidjeli, a korak indukcije
slijedi iz
P Q) T+ 0@ ()~ @y ()
dr (1+7)P (14 r)ptt

pa je zapravo
Qp(7) = 2(1 +2)Q)_, () — prQp—1()

za p > 1. Zato svakako postoji

(A) S (-1)"P = lim fy(r) € R.
n=0

(b) Oznacimo a,, := (—1)"nP, parcijalne sume s, = > ;_; aj, i Cesarove sume o, = (1/n) >_1_; k.
Kada bi niz (0,) konvergirao prema nekom broju o € R, tada bismo iz

p = Sp — Sp—1 = (nan —(n— 1)an_1) — ((n —Dop—1—(n— 2)0’n_2)

=no, —2(n—1)op—1+ (n —2)op_2

dobili

2(n—1 -2
lim dn _ lim (an—uon_l—kn an_g) =0—20+0=0.
n n

n—oo N n—o0

S druge strane, u naSem slucaju
CLn —1
on (1P
" (1)
ne konvergira u 0 kada n — oo. Zato ne konvergira (C) > "7, (—1)"nP.
(a) Najprije primijetimo: ako je f radijalna funkcija (tj. f(x) ovisi samo o |z|), tada je i f'radi—
jalna. Naime, za svaku rotaciju U oko ishodista u R? (tj. ortogonalnu linearnu transformaciju
R? — R3 s detU = 1) i svaki £ € R imamo

fe) = [ | e

= [U je ortogonalna] = . fla)e 2V w8 gy
=ly=U"tz, detU =1] = . f(Uy)e 2™y
= [ o radifalnal = [ ey = 7(6),

Odavde odmah slijedi da je i fradijalna. Dakle, dovoljno je racunati 1 k(&) samo u slucaju
kada se £ nalazi na pozitivnom dijelu z-osi, tj. kada je

§= (0707 ’f’)
Prelaskom na sferne koordinate
x = (rsinfcosp,rsinfsinp,rcosf), r>0,0<0<m0<p<27m

racunamo

iK({) — / /]IK(x)e—%rix‘fdx — /Ke—Qﬂi:r:-(D,0,|§)dx

R3
27 pm 1 ) 1 pr )

= //e_2mr5|cose7“2$ir10drd9dg0—27r/ / e 2mirléleos0,.2 6in 9 46 dr
o Jo Jo 0o Jo



1 r1 ) 1 e—27rir|§| — e2mir|g]
= [t =cosf] = 277/ / e~ 2 qte2? dr = 27r/ , dtr® dr
B 0 —27ir|¢|

9 1
= ’5‘/ rsin(27r|£|) dr = [parcijalna integracijal

~ lcos2ml¢| 1 sin2r¢]
T lER e g

(b) Iz (a) dijela zadatka dobivamo kljuénu ocjenu

Tk (O] S (L +1e)~?

Neka je ¢ neka fiksirana nenegativna C'™ funkcija integrala 1 s nosac¢em u kugli K. Ona
takoder zadovoljava

P©)] S (1 +1¢h~
Poissonova formulu sumacije, za svaki R > 2 i za neki zasad neodredeni 0 < § < 1, daje
W 47 ~ R
F(R,8) = n%g(nKR * 5)(n) = n%g(nKR * ps)(n) = ?RP’ + %3 R¥T i (Rn)@(6n).

n#(ozo’o)

Iz gornjih ograda posljednju sumu ocijenimo po apsolutnoj vrijednosti s

3
< Y i .
~ =, (L+|Rn])?(1+ [dn])?
nez
n#(ozoao)
Dio te sume je po cjelobrojnih to¢kama sa svim koordinatama razli¢itima od 0, koji se lako
ocijeni integralom

dz +00 r2dr
<. (L [2)2(1 £ 3Jal/R)? 5/0 (L4 2(1+ 6r/R)

+
1 R/S R\ 2 +o00 dr R
< T2dr+/ dr+(— / - S =
/0 1 (6) R/§ 7“2 )
—_——

SN—— ~—_——
<1 SR/6 =(R/5)~1

Dio sume po cjelobrojnih tockama s jednom koordinatom 0 je

3
S Z (1+ |Rn|)§(1 + [on])?
ne(Z\{0})?

+o00
< R/ dx <R/ rdr
~ R2 (1+]w\)2(1+5|xl/R 2~ 0 (14+7r)2(1+0r/R)?

1 R/$ +00
,§R< rdr—l—/ ar (B / d;”) < Rln<§>,
0 1 R/§ T 4
—ln(R/§ <(R/5)~2

a s barem dvije koordinate 0 je

Y B gy lop kR
NnEN (1+Rn)2 b nENn2 - o0

Sve u svemu, dobili smo

‘ (R, 6)——}23 ,§§+Rln(?>



a s druge strane je
F(R—6,6) < card(Z* N Kg) < F(R+6,0).

Konaéno imamo

47 R R
3 _ AT 53 2
‘card(Z NKr)— =R ‘NR 5+ +R1n<6)
pa odabir § = R~/2 daje
‘ card(Z3 N Kg) — 733( < RY? 4 RInR < R*?,
¢ime smo dobili malo ja¢u tvrdnju od trazene:

4
card(Kp N Z3) = %}23 +O(R¥?) kada R — oc.



