
Fourierovi redovi i primjene
Kolokvij, 9. 6. 2025.

Za samostalno rješavanje do 23. 6. 2025. (do kraja dana). Dozvoljeno je medusobno diskutiranje i korǐstenje

svih materijala, ali rješenja morate napisati samostalno i potpuno. Rješenja predajte nastavniku emailom (npr.

uslikana). Ovaj kolokvij može nadomjestiti pismeni ispit (tj. do 80% ocjene).

1. (8+6+6 bodova)

(a) Razvijte u trigonometrijski Fourierov red funkciju f : R → R zadanu formulom f(x) =
sin(x/3) za x ∈ [−π, π⟩ i proširenu na R po 2π-periodičnosti.

(b) U kojim sve točkama od R Fourierov red funkcije f konvergira? U kojima od njih konvergira
baš prema funkciji f?

(c) Izračunajte

∞∑
k=0

(−1)k
( 1

9k + 2
+

1

9k + 4
+

1

9k + 5
+

1

9k + 7

)
.

2. (15+5 bodova)

(a) Neka je f : R → R neprekidna 2π-periodična funkcija takva da je f |[−π,π] ∈ L1
R([−π, π]) i čiji

Fourierovi koeficijenti zadovoljavaju

a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ · · · , lim
n→∞

an = 0,

b1 ≥ b2 ≥ b3 ≥ · · · , lim
n→∞

bn = 0.

Dokažite da trigonometrijski Fourierov red od f konvergira prema f u svakoj točki od R.
(b) Dokažite da postoji funkcija f sa svim svojstvima iz (a) dijela zadatka koja nije identički

jednaka 0.

3. (4+8+8 bodova) Za n ∈ Z standardno označavamo en : R → C, en(x) := e2πinx.

(a) Pokažite da za svaki parametar 0 < α < 1 red
∞∑
k=0

2−kαe2k uniformno konvergira prema nekoj

1-periodičnoj neprekidnoj funkciji f : R → C.
(b) Dokažite da za funkciju f iz (a) dijela zadatka i svake x, y ∈ R vrijedi

|f(x)− f(y)| ≤ 2π|x− y|+ 2−α|f(2x)− f(2y)|.

(c) Dokažite da funkcija f iz (a) dijela zadatka u svakoj točki domene zadovoljava Hölderov uvjet
reda α.

4. (10+10 bodova) Neka je p ∈ N.

(a) Dokažite da red
∞∑
n=0

(−1)nnp konvergira u smislu Abela.

(b) Dokažite da red
∞∑
n=1

(−1)nnp ne konvergira u smislu Cesàra.

5. (10+10 bodova)

(a) Ako K := {x ∈ R3 : |x| ≤ 1} označava standardnu jediničnu kuglu u R3, dokažite da je
Fourierova transformacija njezine karakteristične funkcije dana formulom

1̂K(ξ) = − 1

π

cos 2π|ξ|
|ξ|2

+
1

2π2

sin 2π|ξ|
|ξ|3

za svaki ξ ∈ R3, ξ ̸= (0, 0, 0).



(b) Dokažite da broj cjelobrojnih točaka unutar kugle

KR := {x ∈ R3 : |x| ≤ R}

oko ishodǐsta radijusa R > 0 ima asimptotiku, za svaki ε > 0,

card(KR ∩ Z3) =
4π

3
R3 +O(R3/2+ε) kada R → ∞.

Vjekoslav Kovač



Fourierovi redovi i primjene
Rješenja kolokvija od 9. 6. 2025.

1. (a) Fourierovi koeficijenti se izračunaju kao:

an = 0 za n ∈ N0

i

bn =
1

π

∫ π

−π
sin

x

3
sinnx dx =

1

π

∫ π

−π

(
1

2
cos

(
n− 1

3

)
x− 1

2
cos

(
n+

1

3

)
x

)
dx

=
3

π(3n− 1)
sin

(
n− 1

3

)
π − 3

π(3n+ 1)
sin

(
n+

1

3

)
π

=
3

π(3n− 1)

(
− cosnπ sin

π

3

)
− 3

π(3n+ 1)

(
cosnπ sin

π

3

)
=

3

π(3n− 1)

(
− (−1)n

√
3

2

)
− 3

π(3n+ 1)

(
(−1)n

√
3

2

)
=

(−1)n−13
√
3

2π

( 1

3n− 1
+

1

3n+ 1

)
=

(−1)n−19
√
3n

π(3n− 1)(3n+ 1)
za n ∈ N.

Zato razvoj u Fourierov red glasi

f(x) ∼ 3
√
3

2π

∞∑
n=1

(−1)n−1
( 1

3n− 1
+

1

3n+ 1

)
sinnx

ili

f(x) ∼ 9
√
3

π

∞∑
n=1

(−1)n−1n

(3n− 1)(3n+ 1)
sinnx.

(b) Radi

f ′(x) =
1

3
cos

x

3
za x ∈ ⟨−π, π⟩, f ′(π−) = f ′(π+) =

1

6
funkcija zadovoljava Dirichletove uvjete pa po Dirichletovom teoremu njezin Fourierov red
konvergira u svakom realnom broju. Konvergencija je svakako prema funkciji u svakoj točki
neprekidnosti od f , što su

R \ (π + 2πZ) = {(2k + 1)π : k ∈ Z}.

U posljednjim pak točkama Fourierov red konvergira prema

1

2

(
f(π−) + f(π+)

)
= 0 ̸= −

√
3

2
= f(π),

tj. ne konvegira prema samoj funkciji.

(c) Radi (b) dijela znamo da u razvoj iz (a) dijela smijemo uvrstiti x = 2π
3 . Time dobivamo

sin
2π

9
=

3
√
3

2π

∞∑
n=1

(−1)n−1
( 1

3n− 1
+

1

3n+ 1

)
sin

2nπ

3

=
3
√
3

2π

( ∑
n=3k+1, k∈N0

+
∑

n=3k+2, k∈N0

)
=

3
√
3

2π

( ∞∑
k=0

(−1)k
( 1

9k + 2
+

1

9k + 4

)√3

2
+

∞∑
k=0

(−1)k+1
( 1

9k + 5
+

1

9k + 7

)(
−

√
3

2

))

=
9

4π

∞∑
k=0

(−1)k
( 1

9k + 2
+

1

9k + 4
+

1

9k + 5
+

1

9k + 7

)
.



Dakle,
∞∑
k=0

(−1)k
( 1

9k + 2
+

1

9k + 4
+

1

9k + 5
+

1

9k + 7

)
=

4π

9
sin

2π

9
.

2. (a) Riječ je o Fourierovom redu

a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnx+

∞∑
n=1

bn sinnx.

Najprije gledamo točke x ∈ R \ 2πZ. Konvergencija gornjeg reda će slijediti iz Abel–
Dirichletovog kriterija konvergencije ako (uz dane pretpostavke na an i bn) još provjerimo da
redovi

∞∑
n=1

cosnx,

∞∑
n=1

sinnx

imaju ograničene pacijalne sume, no to pak proizlazi iz

N∑
n=1

cosnx =
sin Nx

2 cos (N+1)x
2

sin x
2

,

∞∑
n=1

sinnx =
sin Nx

2 sin (N+1)x
2

sin x
2

.

Dakle, po Abel–Dirichletovom kriteriju, Fourierov red od f konvergira u svakoj točki x ∈
R \ 2πZ, a prema Korolaru 1.8.7 s predavanja (posljedica Fejérovog teorema o uniformnoj
konvergenciji) i radi neprekidnosti od f slijedi da mu je limes baš f(x).

Sada još gledamo točke x ∈ 2πZ u kojima Fourierov red postaje naprosto red brojeva

a0
2

+

∞∑
n=1

an.

Kada bi posljednji red divergirao u +∞, tada bi Fejérove sume takoder konvergirale u +∞,
no Fejérov teorem o uniformnoj konvergenciji kaže da one konvergiraju prema f(0) ∈ R.
Dakle, Fourierov red od f konvergira i u točkama x ∈ 2πZ i to baš prema f(x) = f(0).

(b) Naprimjer red
∞∑
n=1

1

n2
cosnx

uniformno konvergira prema Weierstrassovom kriteriju uz brojeve Mn = 1/n2 pa mu je limes
neka neprekidna funkcija f . Još jednom primjenom Weierstrassovog kriterija možemo red
pomnožiti s cosmx i integrirati član-po-član, odakle slijedi da je on baš Fourierov red funkcije
f .

Još jednostavniji primjer je, recimo, f(x) = sinx.

3. (a) Uniformna konvergencija slijedi iz Weierstrassovog kriterija uz brojeve Mk = 2−kα koji za-
dovoljavaju

∑∞
k=0Mk = 1

1−2−α < +∞. Obzirom da je svaka parcijalna suma 1-periodična
neprekidna funkcija (kao trigonometrijski polinom), slijedi i da je suma reda f takoder 1-
periodična neprekidna funkcija.

(b) Za svaki x ∈ R imamo

f(x) =

∞∑
k=0

2−kαe2k(x) = e2πix +

∞∑
k=0

2−(k+1)αe2k+1(x)

= e2πix + 2−α
∞∑
k=0

2−kαe2k(2x) = e2πix + 2−αf(2x)



pa za x, y ∈ R vrijedi

f(x)− f(y) =

∫ x

y
2πie2πitdt+ 2−α

(
f(2x)− f(2y)

)
,

odakle je doista
|f(x)− f(y)| ≤ 2π|x− y|+ 2−α|f(2x)− f(2y)|.

(c) Označimo M := max
x∈R

|f(x)| te uzmimo proizvoljne u, v ∈ R takve da je 0 < |u − v| < 1.

Nadalje, uzmimo jedinstveni m ∈ N takav da je 2−m ≤ |u−v| < 2−m+1 te m puta iskoristimo
nejednakost iz (b) dijela:

|f(u)− f(v)| ≤
m−1∑
j=0

2π(2−α)j |2ju− 2jv|+ (2−α)m|f(2mx)− f(2my)|

≤ 2π|u− v|
m−1∑
j=0

2(1−α)j + 2M2−αm

≤ 2π|u− v| 2
(1−α)m

21−α − 1
+ 2M2−αm

= 2π|u− v| 21−α

21−α − 1
(2−m+1)α−1 + 2M(2−m)α

koristeći α− 1 < 0, α > 0

≤ 2π|u− v| 21−α

21−α − 1
|u− v|α−1 + 2M |u− v|α.

Dakle, za neku konstantu Cα ∈ ⟨0,+∞⟩ imamo

|f(u)− f(v)| ≤ Cα|u− v|α

čim su u, v ∈ R takvi da je 0 < |u − v| < 1, a to dokazuje Hölderov uvjet reda α u svakoj
točki od R.

4. (a) Za p ∈ N0 i za bilo koji r ∈ [0, 1⟩ definiramo:

fp(r) :=
∞∑
n=0

(−1)nnprn =
∞∑
n=0

np(−r)n.

Primijetimo

f0(r) =

∞∑
n=0

(−r)n =
1

1 + r

te da je

rf ′
p−1(r) = r

∞∑
n=1

np−1
(
− n(−r)n−1

)
=

∞∑
n=1

np(−r)n = fp(r)

za svaki p ≥ 1, pri čemu smo red potencija derivirali član-po-član na njegovom intervalu
konvergencije. Dobili smo rekurzivnu relaciju

fp(r) = rf ′
p−1(r)

iz koje indukcijom slijedi da je

fp(r) =
Qp(r)

(1 + r)p+1



za neki polinom Qp(x) ∈ R[x]. Naime, bazu indukcije p = 0 smo već vidjeli, a korak indukcije
slijedi iz

r
r

dr

Qp−1(r)

(1 + r)p
=

r(1 + r)Q′
p−1(r)− prQp−1(r)

(1 + r)p+1

pa je zapravo
Qp(x) = x(1 + x)Q′

p−1(x)− pxQp−1(x)

za p ≥ 1. Zato svakako postoji

(A)
∞∑
n=0

(−1)nnp = lim
r→1−

fp(r) ∈ R.

(b) Označimo an := (−1)nnp, parcijalne sume sn =
∑n

k=1 ak i Cesàrove sume σn = (1/n)
∑n

k=1 sk.
Kada bi niz (σn) konvergirao prema nekom broju σ ∈ R, tada bismo iz

an = sn − sn−1 =
(
nσn − (n− 1)σn−1

)
−
(
(n− 1)σn−1 − (n− 2)σn−2

)
= nσn − 2(n− 1)σn−1 + (n− 2)σn−2

dobili

lim
n→∞

an
n

= lim
n→∞

(
σn − 2(n− 1)

n
σn−1 +

n− 2

n
σn−2

)
= σ − 2σ + σ = 0.

S druge strane, u našem slučaju
an
n

= (−1)nnp−1

ne konvergira u 0 kada n → ∞. Zato ne konvergira (C)
∑∞

n=1(−1)nnp.

5. (a) Najprije primijetimo: ako je f radijalna funkcija (tj. f(x) ovisi samo o |x|), tada je i f̂ radi-
jalna. Naime, za svaku rotaciju U oko ishodǐsta u R3 (tj. ortogonalnu linearnu transformaciju
R3 → R3 s detU = 1) i svaki ξ ∈ R3 imamo

f̂(Uξ) =

∫
R3

f(x)e−2πix·Uξdx

= [U je ortogonalna] =

∫
R3

f(x)e−2πiU−1x·ξdx

= [y = U−1x, detU = 1] =

∫
R3

f(Uy)e−2πiy·ξdy

= [f je radijalna] =

∫
R3

f(y)e−2πiy·ξdy = f̂(ξ).

Odavde odmah slijedi da je i f̂ radijalna. Dakle, dovoljno je računati 1̂K(ξ) samo u slučaju
kada se ξ nalazi na pozitivnom dijelu z-osi, tj. kada je

ξ = (0, 0, |ξ|).

Prelaskom na sferne koordinate

x = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ), r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ < 2π

računamo

1̂K(ξ) =

∫
R3

1̂K(x)e−2πix·ξdx =

∫
K
e−2πix·(0,0,|ξ|)dx

=

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0
e−2πir|ξ| cos θr2 sin θ dr dθ dφ = 2π

∫ 1

0

∫ π

0
e−2πir|ξ| cos θr2 sin θ dθ dr



= [t = cos θ] = 2π

∫ 1

0

∫ 1

−1
e−2πir|ξ|t dtr2 dr = 2π

∫ 1

0

e−2πir|ξ| − e2πir|ξ|

−2πir|ξ|
dtr2 dr

=
2

|ξ|

∫ 1

0
r sin(2πr|ξ|) dr = [parcijalna integracija]

= − 1

π

cos 2π|ξ|
|ξ|2

+
1

2π2

sin 2π|ξ|
|ξ|3

.

(b) Iz (a) dijela zadatka dobivamo ključnu ocjenu∣∣1̂K(ξ)
∣∣ ≲ (1 + |ξ|)−2.

Neka je φ neka fiksirana nenegativna C∞ funkcija integrala 1 s nosačem u kugli K. Ona
takoder zadovoljava ∣∣φ̂(ξ)∣∣ ≲ (1 + |ξ|)−2.

Poissonova formulu sumacije, za svaki R ≥ 2 i za neki zasad neodredeni 0 < δ ≤ 1, daje

F (R, δ) :=
∑
n∈Z3

(1KR
∗ φδ)(n) =

∑
n∈Z3

(1KR
∗ φδ )̂(n) =

4π

3
R3 +

∑
n∈Z3

n ̸=(0,0,0)

R3
1̂K(Rn)φ̂(δn).

Iz gornjih ograda posljednju sumu ocijenimo po apsolutnoj vrijednosti s

≲
∑
n∈Z3

n ̸=(0,0,0)

R3

(1 + |Rn|)2(1 + |δn|)2
.

Dio te sume je po cjelobrojnih točkama sa svim koordinatama različitima od 0, koji se lako
ocijeni integralom

≲
∫
R3

dx

(1 + |x|)2(1 + δ|x|/R)2
≲

∫ +∞

0

r2dr

(1 + r)2(1 + δr/R)2

≲
∫ 1

0
r2dr︸ ︷︷ ︸
≲1

+

∫ R/δ

1
dr︸ ︷︷ ︸

≲R/δ

+
(R
δ

)2
∫ +∞

R/δ

dr

r2︸ ︷︷ ︸
=(R/δ)−1

≲
R

δ
.

Dio sume po cjelobrojnih točkama s jednom koordinatom 0 je

≲
∑

n∈(Z\{0})2

R3

(1 + |Rn|)2(1 + |δn|)2

≲ R

∫
R2

dx

(1 + |x|)2(1 + δ|x|/R)2
≲ R

∫ +∞

0

rdr

(1 + r)2(1 + δr/R)2

≲ R

(∫ 1

0
rdr︸ ︷︷ ︸

≲1

+

∫ R/δ

1

dr

r︸ ︷︷ ︸
=ln(R/δ)

+
(R
δ

)2
∫ +∞

R/δ

dr

r3︸ ︷︷ ︸
≲(R/δ)−2

)
≲ R ln

(R
δ

)
,

a s barem dvije koordinate 0 je

≲
∑
n∈N

R3

(1 +Rn)2
≲ R

∑
n∈N

1

n2
≲ R ≤ R

δ
.

Sve u svemu, dobili smo ∣∣∣F (R, δ)− 4π

3
R3

∣∣∣ ≲ R

δ
+R ln

(R
δ

)
,



a s druge strane je
F (R− δ, δ) ≤ card(Z3 ∩KR) ≤ F (R+ δ, δ).

Konačno imamo ∣∣∣ card(Z3 ∩KR)−
4π

3
R3

∣∣∣ ≲ R2δ +
R

δ
+R ln

(R
δ

)
pa odabir δ = R−1/2 daje∣∣∣ card(Z3 ∩KR)−

4π

3
R3

∣∣∣ ≲ R3/2 +R lnR ≲ R3/2,

čime smo dobili malo jaču tvrdnju od tražene:

card(KR ∩ Z3) =
4π

3
R3 +O(R3/2) kada R → ∞.


