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. (6 bodova) Neka Dy : T — C, Dy(x

Fourierovi redovi i primjene
Prvi kolokvij, 10. 5.2019.

. (2+2+2=6 bodova) Ispitajte konvergira li niz funkcija (f,)22, zadan sa

2

farR=R, falz) =™

(a) g.s. na R, (b) uniformno na R, (c) u LY(R).

. (3+3=6 bodova)

(a) Razvijte funkciju zadanu formulom f(z) = x|z| u trigonometrijski Fourierov red na intervalu
[—m, 7.

1 2\2 2\2
(b) Izracunajte: Z —2<1 - —) (1 + —) .
n ™m ™m

neN
n neparan

(83+3=06 bodova)

(a) Ako je f € LY(T) takva da je f * f g.s. jednaka nekoj konstantnoj funkciji, dokazite da je f
takoder g.s. jednaka nekoj konstantnoj funkciji.

(b) Ako je f € L(T) takva da je [1(f * f)(z)dz = 0, dokazite da je tada [ f(z)dz = 0.

(6 bodova) Izracunajte
/ sin 7z sin 9z
—Fdx.
0

sin z sin 3z

)= Z e?™nT oznagava 1-periodiénu Dirichletovu jezgru.
Dokazite da postoje konstante ¢, C € (0, co) takve da za svaki p € [2,00) i svaki N € N vrijedi

1-1 1-1
cN 7 <|Dyl|p <CN "».

(8+3=6 dodatnih bodova)

(a) Neka je p € [1,00). Dokazite da za svaku f € LP(T) vrijedi

,}gr;o;Zf r+2) = [ f@ds 1)

uz konvergenciju po normi || - [|,.

Napomena: Posebni slucaj p = 2 bio je obraden na nastavi kao zadatak 1.4.11. Taj posebni
slucaj smije se koristiti bez dokaza, a neée se bodovati ako ga ipak raspisete.

(b) Pokazite da postoji f € LY(T) takva da skup svih tocaka x € T za koje vrijedi (1) (kao
konvergencija niza brojeva) ima mjeru 0.

Vjekoslav Kovac



Fourierovi redovi i primjene
Rjesenja prvog kolokvija, 10. 5. 2019.

(a) DA. Za svaki x € R\ {0} radi e~ < 1 imamo

dok u tocki x = 0 imamo
lim f,(0) = lim 1=1.
n—oo n—oo

Dakle niz (f,)52; konvergira po tockama pa posebno i g.s.

(b) NE. Limes po totkama dobiven u (a) dijelu zadatka je funkcija

0 zax#0,

1 zax=0,

f:R—=R, f(x):{

a ona nije neprekidna. Kada bi konvergencija bila uniformna, tada bi, obzirom da su funkcije
fn neprekidne, limes f takoder bio neprekidna funkcija, a ona to nije. Zakljucujemo da
konvergencija nije uniformna.

(c) DA. Iz (a) dijela zadatka znamo da je nul-funkcija jedini kandidat za limes (do na jednakost
g.s.). X
—0||; = — [ e dr =t = :/ gt "7 0.
=0l = Ul = [ o=t = vl = —= [

U gornjem zakljuc¢ivanju ne trebamo znati pravu vrijednost integrala fR e dt (koja je /),
ve¢ samo da je on konacan. To se pak vidi iz

/ e dt = 2/ et dt + 2/ e~ dt < 2/ 1dt + 2/ e~ tdt =2+ 21 < fo0.
R [0,1] [1,4-00) [0,1] [1,4-00)

(a) Fourierovi koeficijenti su:

anp=0zaneNy, b,= zan €N

pa razvoj u Fourierov red glasi

o —
(=)t (2n%n? —4) —4 | 2m2n? -8 —2m .
f(x) ~ g 3 sinnz = E ————sinnz + E sinnz.
™m ™m n
n=1 neN neN
n neparan N paran

(b) Plancherelova formula postaje

I D Ml 0 Y

neN neN
7 neparan n paran
tj.
2 2 o0 4
4 Z (mn — 2)*(mn + 2) +ﬂ22i_2ﬂ'
2 nd k2 57
neN k=1
n neparan N——

w2 /6



odnosno

neN
N neparan
Odavde je
1 2 \2 2\2 7r?
oY (R L e
n? ™ ™ 120
neN

n neparan

3. (a) Fourierovi koeficijenti od f x f su f(n)2; n € Z. Ako pretpostavimo da je f * f g.s. jednaka
konstanti, tada su svi njezini Fourierovi koeficijenti osim nultog jednaki 0, tj. f(n)? = 0 za svaki

~

n € Z\ {0}. Slijedi f(n) =0 za svaki n € Z \ {0} pa po teoremu jedinstvenosti imamo f = f(0)
g.s.
(b) Ako pak imamo [(f * f)(z)dz = 0, tada zapravo znamo da je nulti Fourierov koeficijent od

~

f* [ jednak 0, tj. f(0)* = 0. Odatle je f(0) =0, $to je upravo [} f(z)dz = 0.

4. Prisjetimo se da se Dirichletova jezgra Dy (x) := Zf:/:_N 2™ moze zapisati

sin(2N + 1)7x

sinwx

Dy(x) =

za svaki x € [—1/2,1/2) \ {0}. Zato integral iz zadatka mozemo prepoznati kao

| oa(2) o (% )ao= [1= 2] - w/ol Ds(t) Dy (31) .

Na posljednji integral se pak moze gledati kao na skalarni produkt funkcija

D3(t) _ e?m’(—S)t + e27ri(—2)t + eZﬂ'i(—l)t + e27ri0t + e27ri1t + 62m'2t + e27ri3t

D4 (3t) = e27ri(—3)t + e2mi0t + p2mi3t

Po Parsevalovoj formuli rezultat zadatka je

m(1-1+404+0+1-140+0+1-1) = 3n7.
5. Najprije rijesimo posebne slucajeve zadatka za p = 2 i p = 4, jer ¢e se svi ostali slucajevi svesti
na njih.
Za p = 2 po Plancherelovoj formuli imamo jednakost
— \1/2 12
IDxllz = (32 Dn(m)2) " = 2N +1)'2,
nez

odakle je
NY2 <||Dyll2 < 2N/2. (2)

Za p = 4 najprije rac¢unamo

Dy(z)?=1- 2mi(=2N)z | o 2mi(=2N+D)e | (2N) - 2=z (2N +1) - 2mi0®
+ (2N) - e2mile 4 4 1. 2mi(2N)z



pa je

/4
1Dxlls = DAY = (105 m)?)

nel

1/4
:(12+22+---+(2N)2+(2N+1)2+(2N)2+---+12)/
1/4
- <%(2N+ )(8N2+8N+3)> /

odakle imamo
N3/% < || Dylls < 3N3/*. (3)

Neka je sada p € (2,4). Gornju ogradu dobijemo iz Hélderove nejednakosti (za konjugirane
eksponente 4%13 i 1%) te (2) 1 (3):

[ Dnllp = (/T!DN(:B)]pdx)l/p = (/ ’DN(:B)]4_p\DN(:L‘)]2p_4dx>l/p

< ([aps@rnsa)” ™ ( [apytpr-ian)
_ (/T|DN(:U)|2da:)42;(/ D)) 2

4 (2),(3) 4_ 4 _1
=HDNH2 HDNH4 < @NYH TN <3N

Za donju ogradu koristimo trivijalnu ogradu |Dy(z)| < 2N + 1 < 3N u rac¢unu:
N® < Dyl = [ |Dx()l'de < (3N)7 [ |Dx(a)Pdz =9N* 7Dy,
T T

koji povlaci
1. 1.1
IDllp > 5N

Neka je kona¢no p € (4,00). Za donju ogradu koristimo Holderovu nejednakost (za konjugirane
eksponente = D=2 § P2) te (3) i (2):

1/4
[1ox@itas)" = ([ 10357 1Dy (@) 7ds)

p—4 2

(
(/ D P@de)ip_?(/(m]v( ) ) 7

)
= ||Dn H;“’ 2 |Dn Hp(” P < 23— 2)N4(p 2>HD H2<P D < N1 ) (2| Dwlp )2<pp—z),

®)
N4 < | Dylla =

§to implicira
1Dyl > 5N,

Za gornju ogradu treba jedino zapisati, korlstenjem |Dn(z)] <2N 41 <3N,

3)
IDN 15 = / Dy (z)[Pdz < (3N)p4/ Dy (2)|'de = BN~ Dn |} < (3N)P~13'N? = 3P NP,
T T



odakle je
| Dyl <3N

Sve u svemu, jednakosti iz zadatka vrijede za sve navedene vrijednosti od p i to uz ¢ = % iC =3.

. Oznac¢imo
1 n—1
(Ru)) = 521 (x4
k=0
Funkcije R, f ima smisla zvati “varijabilnim Riemannovim sumama” integrala [ f(z)dx.

(a) Uzmimo bilo koju f € LP(T) i proizvoljni ¢ > 0. Zbog gustoée od C(T) u LP(T) postoji
g € C(T) takva da je || f — g, < §. Kako je g uniformno neprekidna, postoji 6 > 0 takav da

€
|z —yl <6 = [g9(x) —g(y)| < 3

Uzmimo ng € N takav da je 1/nyg < §. Tada za n > ng i svaki z € T imamo

o)~ fowa] <SS [ e k) < 250

g
Rn—/ H<7.
H 9= 190,53

Osim toga, za n > ng po nejednakosti trokuta za p-normu imamo

pa je posebno

k\|P 1p 12
[Bof — Rugly < /]fm N —g(ot )ar) T =S gl =1~ gl < 5
k=0
Konacno,
Holder €
[ 15 - g@ldz = 1£ = gl "< f - gl < 5.

Sve u svemu, za n > ng vrijedi
€ € €
|Rot = [ £] < 1Ras = Bugl+ [Rug = [ +| [o- [ ] <5+5+5=
T !lp T llp T T 3 3 3
(b) Uz identifikaciju T = [ — 3, 3) definirajmo f(z) := |$\_%. To je funkcija u prostoru L(T) jer
= —= < +o0.

imamo o s
/ _3 . LTMK .. 2 . 1
|| dde "="" lim 2 x”ddr = lim 8z1 "
—-1/2 e—0t c e—0t r=¢ ﬂ

Trebat ¢emo sljede¢u lemu. Ona je poznati rezultat iz diofantskih aproksimacija.

x=1/2 8

Lema. Za iracionalni broj x postoji beskonaéno mnogo parova (m,n) € Z x N takvih da je
o =Tl <5

Dokaz leme. Za svaki N € N promotrimo N + 1 brojeva nx mod 1 € [0,1) zan =0,1,...,N. Po
Dirichletovom principu neka dva od njih udaljena su za manje od 1/N; neka su to brojevi

nix mod 1 =niz —mi, ngx mod 1 = nox — ms



za neke 0 < ny < ng < N, mi,me € Z. Imamo

% > |(ngx — mg) — (n1x — my)| = [(ne — n1)x — (me — my)|

pa smo, uz m := msg — mi, N := Ng — nq dobili

@‘_|nx—m\<i 1
- on nN — n2’

‘a’:_
n

Ovaj postupak ponavljamo tako da svaki iduéi put biramo N takav da je 1/N manji od svih

razlika |z — m/n| iz prethodnih koraka konstrukcije. |

Vratimo se na zadatak. Za svaki iracionalni broj x € [ — %, % radi leme postoje prirodni brojevi

2 <ni(x) < ng(z) < --- takvi da za svaki k € Z postoji my(z) € Z sa svojstvom

mg(x
‘w a n:(x))‘ < nk(lx)2
Tada je ) 1 3
f<x7 n:(x)> = f(nk(x)2> = ng(x)>
pa imamo
(Rnk(x)f)(x) > nk(e%)%
Odavde je

lim (R, (2)f)(z) = 400

n—00

pa zaklju¢ujemo da (1) ne vrijedi ni za koji iracionalni broj x. Dakle, (1) moze vrijediti samo u
racionalnim brojevima x, a skup takvih ima mjeru 0.
Napomena. Rudin je 1964. nasao primjer ograni¢ene funkcije za koju (1) vrijedi samo na skupu

mjere 0. S druge strane, Jessen je jos 1934. pokazao da za svaku f € L!(T) konvergencija (1) na
svakom podnizu odredenom indeksima nq|ng|ns|--- vrijedi za gotovo svaki x € T.



