[\

4

ot

6

Fourierovi redovi i primjene
Prvi kolokvij, 10. 5. 2023.

. (3+3+4=10 bodova) Ispitajte konvergira li niz funkcija (f,)5; zadan sa
Jn: [_171] — R, fn(x) = (1_1,2)71

(a) g.s. na [—1,1], (b) uniformno na [—1, 1], (c) u L2([-1,1]).

. (5+5=10 bodova)

(a) Razvijte funkciju zadanu formulom f(z) = xsinx u trigonometrijski Fourierov red na inter-
valu [—m, 7].

o
L Z 1
(b) IZraCUnajte n:2 m

. (5+5=10 bodova)

(a) Ako je f € LY(T) takva da je f * f g.s. jednaka nekoj konstantnoj funkciji, dokazite da je f
takoder g.s. jednaka nekoj konstantnoj funkciji.

(b) Ako je f € L!(T) takva da je [(f * f)(z)dz = 0, dokazite da je tada [} f(z)dz = 0.

T sin(2N 4 1)z 3
. (10 bodova) Za svaki N € N izracunajte / (M) de
0 S x
Napomena. Rezultat treba biti iskazan kao elementarna funkcija u varijabli N, bez znakova sume
ili integrala.

. (10 bodova) Neka je f: T — C 1-periodi¢ni trigonometrijski polinom ¢iji Fourierovi koeficijenti su
nenegativni, tj. f(n) > 0 za svaki n € Z. Pokazite da za svaku g € L!(T) vrijedi

/T f(z) (g % g)(@) dz > 0,

pri ¢emu je g* € LY(T) funkcija definirana sa g*(z) := g(—x).
* (10 dodatnih bodova) Neka Dy : T — C, Dy(x) := ZiV:_N e2™nT oznacava 1-periodiénu Dirichle-
tovu jezgru. Dokazite da postoje konstante ¢, C € (0,00) takve da za svaki p € [2,00) i svaki

N € N vrijedi

1—1 1—1
cN 7 <||Dy|p <CN 7.

Vjekoslav Kovac



Fourierovi redovi i primjene
Rjesenja prvog kolokvija, 10. 5. 2023.

(a) DA. Zapravo konvergira u svakoj tocki iz [—1,1]. Naime, za = € [—1,1] \ {0} zbog 0 <
1 — 22 < 1 imamo
lim (1 —z%)" =0,

n—oo

dok za x = 0 taj limes iznosi

lim 1" = 1.
n—00

Dakle,
0 zaxe[-1,1]\{0},

n—00 1 zaxz=0.

lim fn(z) = {

(b) NE. Primijetimo da su funkcije f,, neprekidne. Iz (a) dijela zadatka znamo da je kandidat
za limes funkcija f: [-1,1] — R,

fz) =

1 zax=0,

{0 za z € [—1,1]\ {0},

ali ona nije neprekidna pa konvergencija ne moze biti uniformna.

(c) DA. Koristimo Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji, uz dominiranost konstantom
1, koja je integrabilna funkcija na [—1,1], i g.s. konvergenciju iz (a) dijela,

Jim [ £ — f]

1 1
31 = Jim /_1 o= fPdA = /10dA = 0.

(a) Fourierovi koeficijenti se izra¢unaju kao:

1
ag = 2, ar = —3, an:(—l)”_1n2_1 zan>2, b,=0zaneN
pa razvoj u Fourierov red glasi
1 — (-1t
flz)~1-— 200835—1—22(712)_10037&.
n=2
(b) Imamo
1 [" 1 (7 21
/ f(z)%dz = / 2sinrde = — — =
L - T _n 3 2
pa Plancherelova formula
2 0 T
a 1
DY@+ =— [ fera
n=1 T
daje
00 2
1 T 1
24— +4 =——=
it nZ::Q(nQ—l)Q 32

odakle proizlazi



3. (a) Fourierovi koeficijenti od f  f su f(n)% n € Z. Ako pretpostavimo da je [ f gs. jednaka
konstanti, tada su svi njezini Fourierovi koeficijenti osim nultog jednaki 0, tj. f(n)? = 0 za svaki

~

n € Z\ {0}. Slijedi f(n) = 0 za svaki n € Z \ {0} pa po teoremu jedinstvenosti imamo f = f(0)
g.s.

(b) Ako pak imamo [(f * f)(z)dx = 0, tada zapravo znamo da je nulti Fourierov koeficijent od
f * f jednak 0, tj. J?(O)2 = 0. Odatle je f(O) = 0, §to je upravo [ f(z)dx = 0.

4. Ako Dy(z) := ij:_ n €271 oznagava 1-periodiénu Dirichletovu jezgru, tada mozemo pisati:

Iy /0“ <sin(2N—|—1)t>3dt:/“/Q (sin(2N+1)t>3dt

sint - sint
= /2, g6in(2N + 1 3 1/2
= [ t=mz } :7r/ (u> de =7 Dy (z)3dx.
dt = wdzx —1/2 sin Tx ~1/2
Sada je
N 3
DN(x)?) _ ( Z 62m’nr> _ Z 627ri(n1+n2+n3)a:
n=—N —N<ninz,n3<N
i odmah oéitavamo da je koeficijent uz e*™0% jednak broju parova (nq,n2) € {—N, ..., N} takvih

da je ny + ng = —ng takoder u {—N,..., N}. Spomenuti broj je
(N+1)+ (N+2) 4+ +2N+ 2N+ 1)+ 2N+ -+ (N+2)+ (N +1) =3N2 + 3N + 1

pa je rezultat zadatka
In = (3N? + 3N + 1).

5. Raspisivanjem konvolucije ¢* * g po definiciji i koriStenjem Fubinijevog teorema dobije se da je
integral na lijevoj strani

[ [ sutwtr=aasy = s =yl = [ [ 1t~ ot

Napomenimo da se Fubinijev teorem smio viSestruko koristiti radi

[ [ 15Nowllaty ooy = (= =y~
= [ L1 =2llawlslvd= < 1 Flclall? < +x.

Sada raspisujemo f po koeficijentima

N o~ .
fl@)y=">Y_ Fln)er™
n=—N

te uvrsStavamo u gornji izraz:

J

N
> F)e ) g(y)g(2)dyds



6. Najprije rijeSimo posebne slucajeve zadatka za p = 2 i p = 4, jer ée se svi ostali slucajevi svesti
na njih.

Za p = 2 po Plancherelovoj formuli imamo jednakost

1Dxls = (X BamP) = v + 1)

neL

odakle je
NY2 <||Dyll2 < 2N/2. (1)

Za p = 4 najprije rac¢unamo
DN(.T)Z —1. 627T7:(72N)x +92. 627T’L'(*2N+1)$ 4o (2N) . 6271'1'(71):): + (2N + 1) . e27m'0:p
+ (2N) . e2mile 41 627ri(2N)x
pa je

1Dxll = 10312 = (S 1D%mR) "

neL
1/4
- <12+22+~--+(2N)2+(2N+1)2+(2N)2+---+12) /
1/4
- (3(2N+1)(8N2 +8N+3))

odakle imamo
N3/% < || Dylls < 3N3/*. (2)

Neka je sada p € (2,4). Gornju ogradu dobijemo iz Holderove nejednakosti (za konjugirane
eksponente 4%1) i 1%2) te (1)1 (2):

1Dl = ( [ 1Dat@)Par) " = ([ IDx(@t Dy Pr-taz)
< ([opwtrnan) = ( [ps@p-rna) T

/yDN |dx E /|DN |4da: =

s (1,02
= HDNH2 YDyls P S @NY2ITI N <3N

Za donju ogradu koristimo trivijalnu ogradu |Dy(z)| < 2N + 1 < 3N u rac¢unu:
N < Dyl = [ IDx(a)i'de < (3N)7 [ |Dx(a)Pdz =9N* 7Dy,
T T
koji povlaci
1 -1
IDllp > SN

Neka je kona¢no p € (4,00). Za donju ogradu koristimo Holderovu nejednakost (za konjugirane

eksponente L= i i B2 2) te (2) 1 (1):

1/4 2(p—4) 2 1/4
N3/ S [Dnlla = (AIDN(m)I4dx) = (/ |Dy ()| 72 |DN(:E)|P—2d:E)

2

< ([4ou = 4dx)lpg(/<|DN (@)17%5)"5" ) 7
/!DN |d 4(p2> /|DN ‘pd -2

= ||Dn H;"’ 2 |Dn Hp(” 2 (<) 23— 2)N4(p 2>HD HQ@ D < N1 ) (2| Dwlp )2<pp—z),




Sto implicira

1
2
Za gornju ogradu treba jedino zapisati, koristenjem |Dy(z)| < 2N 4+ 1 < 3N,

_1
IDnllp > SN' 5.

2)
(

2
1PN = / | D (2)[Pdx < (3N)p4/ Dy (2)['de = BN~ Dn | < (3N)P~13IN? = 3P NP,
T T

odakle je
1
1Dl < 3N

Sve u svemu, jednakosti iz zadatka vrijede za sve navedene vrijednosti od p i to uz ¢ = % iC =3.



