Fourierovi redovi i primjene
Drugi kolokvij, 14. 6. 2017.

1. (2+2+2=6 bodova) —x—m zaz € [—m0),
(a) Razvijte funkciju f(z) = ¢ 0 za x =0, u trigonometrijski Fourierov red na
—z+m zax € (0,7
intervalu [—7, 7].
(b) U kojim sve tockama x € [—m, 7] Fourierov red od f konvergira prema samoj funkciji?
: S 1
(¢) Izracunajte sumu reda ,;0 BT Bk 2)

2. (6 bodova) Neka je (/,)22; niz realnih brojeva. Dokazite da red Y -2 | 3, sinnz konvergira uni-
formno na R prema nekoj funkciji klase C*° ako i samo ako za svaki m € N vrijedi 1i_>m n™|5,| = 0.
n—oo

3. (2+2+2=06 bodova) ~ '

(a) Za svake v > 01z € R dokazite indentitet: Z e Msinnr = —— 0L

— 2(chy — cos )
2 102
(b) Za v > 0 izracunajte / R )
o chy—rcosx
(¢) Za v > 0 izracunajt /27r sin'r
c) Za izracunajte ——dx.
7 ! o (ch~y —cosz)?

4. (2+2+2=6 bodova) Za n € Z standardno oznaéavamo e, : R — C, e, (z) := >z,

o0
a) Pokazite da za svaki parametar 0 < a < 1 red 27*¢,, uniformno konvergira prema nekoj
2
k=0
1-periodi¢noj neprekidnoj funkciji f: R — C.

(b) Dokazite da za funkciju f iz (a) dijela zadatka i svake z,y € R vrijedi
|f(z) = f(y)] < 2mfz —y[ 4+ 27 f(22) — f(2y)].

(c) Dokazite da funkcija f iz (a) dijela zadatka u svakoj toc¢ki domene zadovoljava Holderov uvjet
reda a.

5. (6 bodova) Neka je (an)o, niz kompleksnih brojeva za kojeg vrijedi a, = o(1/n) kada n — oo,
tj. ILm nlay| = 0. Ako red > a,, konvergira u smislu Abela i vrijedi (A)Z an = a € C, dokazite

n=0
oo

da taj red konvergira i klasi¢no te da mu je suma Z an = a.

n=0

6 (6 dodatnih bodova) Pokazite da je za svaki r € (0, +oc) i svaku f € L?(R) formulom
t
(T f)(x) == /Rf(w - t)m dt

definirana funkcija T,f € L?*(R). Nadalje, dokazite da je (T} )re(0,400) uniformno ogranicena
kolekcija operatora na Hilbertovom prostoru L?(R).
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1.

Fourierovi redovi i primjene
Rjesenja drugog kolokvija, 14.6.2017.

(a) Primijetimo da je funkcija f neparna pa je ap = 0 za svaki n € Ny, dok za n € N racun

(koristenjem parcijalne integracije) daje

2 [" 2 (7 2
—/ f(x)sinna:dfc:/ (—x + ) sinnx dx =
T Jo T Jo

n

Dakle,

. sinnx
x) ~2 E .
n
n=1

(b) Funkciju f prosirujemo po 2m-periodi¢nosti na cijeli R. Ona tada zadovoljava Dirichletove

uvjete jer za svaki x € R vrijedi f/(x—) = —1 = f’(x+). Nadalje, f je neprekidna u tockama

od R\ 27Z, dok za svaki € 27Z imamo 1 (f(z—) + f(z+)) = 0 = f(z). Po Dirichletovom

teoremu Fourierov red od f u svakoj tocki konvergira prema funkciji f.

(¢) Zahvaljujuéi (b) dijelu zadatka u razvoj iz (a) dijela smijemo uvrstiti x = 27 /3 i dobiti

o0

W_QOOsin%_2 5 V3 V3
3 nz_:l no §<3k+1+3k+2> Z 3k+1)3k+2)

odakle slijedi

T ™3
(3k +1) 3k+2)_3\/§_ 9

Mg

k:O

2. Ako navedeni red unifomno konvergira prema nekoj 2m-periodi¢noj funkciji f, tada mnozenjem

3.

s cosnx 1 sinnz pa integriranjem po [—m, 7| clan-po-¢lan slijedi da su njezini Fourierovi koeficijenti

n=0zaneNy, b,=p0,zanecN.

Fiksirajmo neki prirodni broj m. Iz dodatne informacije da je f klase C* parcijalnom integracijom
za parni broj k > m slijedi

1 (7 1 /7
b (FR) = = ®)(z) sin nz de = — f(@)(=1)2nF sinna do = (—1)*/?nFb,
” TJ_

s

pa imamo

W B = 0P b < 7 PN s

odakle je lim n™|3,| = 0.
n—oo

Tvrdimo da za svaki & € Ny red Zle(%)k(ﬁn sin nx) uniformno konvergira prema nekoj
funkeiji fr. Naime, obzirom da je |sinnx| < 11 |cosnz| < 1, za to samo treba iskoristiti Weiestra-
ssov kriterij uz brojeve My, := n*|B,|. Red Y °° | M}, ima konaénu sumu jer zbog ograni¢enosti
niza (n*+2|3,])°2, nekom konstantom Cj2 € [0, +00) vrijedi My, < Cryo/n?. Zakljuéujemo da

za svaki k € N vrijedi fo = fr pa funkcija fy ima derivaciju svakog reda, tj. ona je klase C*.

(a) Ra¢unamo:

0 0 e~ Vtiz

o
E e Msinnx = Im E e 1M = Im g (e = Tm ————
1= et

n=1

n=1 n=1



(b)

e—’y-i-i:c(l _ e—’y—i:c) e—'y-i—i:(: _ 6—27
(1 — e~ vHi@)(1 — e—7—iz) B e —2e 7 cosz

e Tsinz sinx

=Im

T 1te 2 7Vcosx 2chy —2cosx’

Iskoristimo li prethodni zadatak na niz (8,)52; dan sa f§, := e 7", zakljucit ¢emo da je

formulom f(x) = 5222 dana C* funkcija ¢iji Fourierov red uniformno konvergira i ¢iji
2(chy—cos z)

Fourierovi koeficijenti su
a,=0zaneNy, b,=e ™zanecN.

Posebno imamo

27 f02 ™
/ T e =2 f(z)sinz der = 2mby = 2me™ 7.
o chvy—cosz o

Nastavljajuéi na (b) dio zadatka i koristeé¢i Plancherelovu formulu dobivamo:

2T 2 T 0
s~ xr
"2 dr=4 2dr = 4 b2
/0 (chy —cosa)? /_ﬂ’f“)’ ’ ”nzl !

o0 —2v
_ e 47

=47 E e "M = 4r = .

l—e 2 -1

n=1

Uniformna konvergencija slijedi iz Weierstrassovog kriterija uz brojeve Mj := 27% koji
zadovoljavaju Y po o My = ﬁ < +0o0. Obzirom da je svaka parcijalna suma 1-periodi¢na
neprekidna funkcija (kao trigonometrijski polinom), slijedi i da je suma reda f takoder 1-

periodi¢na neprekidna funkcija.

Za svaki x € R imamo
0 0
f(.%‘) _ Z Q—ka€2k (1’) _ e27ri9c + Z 2—(k’+1)o¢62k+1 (1_)
k=0 k=0
0o
— e27rz'm + 9—a Z 2—ka62]C (29,;) — 627rim + 2_af(2l‘)
k=0

pa za z,y € R vrijedi
f@) = fy) = [ 2mictmiat +270 (1(20) - f(2)
y

odakle je doista
[f(@) = f(y)| < 2mle —y|+ 277 f(22) — f(2y)].

Oznac¢imo M := maléc\f(x)] te uzmimo proizvoljne u,v € R takve da je 0 < |u — v| < 1.
Te

Nadalje, uzmimo jedinstveni m € N takav da je 27™ < |u—v| < 27™*! te m puta iskoristimo
nejednakost iz (b) dijela:

m—1
[f(w) = f0)] < 7 2m(27) 20w — Pu| + (7)™ |f(272) — f(27y)]
=0



m—1

< 2rfu —v| > 2079 4 20270

j=0
9(1—a)m

< 27|u — v|ﬁ + 2027

-«
e 27T|U — U|ﬁ(2_m+l)a_l + 2M(2_m)a

koriste¢i a — 1 <0, a >0

-«

< 27|u — v|ﬁ|u — | 4 2M|u — o]

Dakle, za neku konstantu Cy, € (0, 4+00) imamo

[f(u) = f(v)] < Calu—v|*

¢im su u,v € R takvi da je 0 < |[u —v| < 1, a to dokazuje Holderov uvjet reda « u svakoj

tocki od R.
5. Po pretpostavci znamo
o0
| "=
Jip 2" =
n=

Zato za dani € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki r € (1 — 4§, 1) vrijedi

‘ganr”—a’ <e. (1)

Nadalje, iz li_)m nlay| = 0 slijedi da postoji Ny € N takav da za svaki n > Ny imamo
n o

nlay| < e. (2)

Osim toga, kao na predavanjima zakljucujemo da niz (n|a,|)2, i u smislu Cesara konvergira
prema 0, tj. da vrijedi A}iinooﬁzg:on|an| = 0. Dakle, postoji Ny € N takav da za svaki
N > N7 imamo
;N
—_— <e. 3
N+1 nan| (3)
n=0
Uzmimo sada neki N € N, N > max{Ny, N1,0~}. Uvrstit é¢emo r =1 — ﬁ u (1), $to smijemo
jer je r > 1 — 4. Osim toga, radi (2) moZemo ocijeniti

> . ern € > €
n < — < n < — = €. 4
D aur ’— P I N+D(1-1r ° ()
n=N-+1 n=N+1 n=N-+1

Nadalje, iz (3) proizlazi

N
’ Z an(1—r™)
n=0

——

N N
< anll=rll4r i+ < (1 =1)Y nfan| < (5)
n=0 1/(N+1)n:0

Kombiniranje (5), (4) i (1) konaé¢no daje
N N
’Zan —a‘ < ’Zan(l —r")
n=0 n=0

Napomena: Ovo je teorem A. Taubera iz 1897.

o0 (o)
—i—‘ Z anr”’+‘2anr”—a’<3a
n=0

n=N-+1



6. U daljnjem fiksirajmo r € (0,+o00). Cilj je dobiti ogranicenost operatora T, na L?(R) i gornju
medu na njegovu normu koja ne ovisi o broju r.

Neka je najprije f € LY(R) N L?(R). Oznagimo li g(z) := 27,2, definiciju operatora mozemo
zapisati T, f = f * g. Kako je f € L}(R) i g € L?(R), lako je zakljuciti f * g € L%(R):

L1 sa@pds < [ ([ 156 - lswds) ds

Cauchy-Schwarz

(vt =wian) ([ 156 = lato) ) da
(P[P

=l [ 1o P( [ 15— n)lde)dy = 1512z lolBs < +x.

Nadalje, imamo formulu (7, f) = (f x g) = fg, pri ¢emu je ovdje Fourierova transformacija
progirena do jedinstvenog unitarnog operatora na L?(R). U svrhu ra¢unanja § oznacimo h(€) :=
—imsgn e 2™l Iz racuna

/ h(g)e%rzx{dé _ Zﬂ'/ e27r(r+zx)£d§ - Zﬂ'/ 627r(77°+zx)§d§
R —o0 0
s s x

on(r +iz) 2m(r —iz) 12+ a2

slijedi i = g te je posljedi¢no § = h. Prema tome, Plancherelov teorem i |§(¢)| = |h(¢)| < 7 daju

1T flle = (T7f)

2R < 7THJEH2,R = 7| fll2,-

or = || /4

Uzmimo sada opéenitu f € L?(R) i neka je (f,)22; niz u L}(R)NL?(R) koji po L? normi konvergira
prema f. Radi neprekidnosti skalarnog produkta na L?(R) za svaki 2 € R imamo

() (@) = (f(e =), g)m = T (fulw =), g) = lim (T, f)(@).

n—o0

Zato Fatouova lema i prethodni dio dokaza (primijenjen na funkcije f,,) daju

| T fllor < liminf |7 fpller < 7wliminf || f|lor =7 lm || fullor = 7] fll2,r-
n—r00 n—00 n—00

Dakle, T je ogranicen na prostoru L?(R) i operatorska norma mu je najvise jednaka 7.
Napomena: Grani¢ni operator f — % 11%1 T, f naziva se Hilbertova transformacija, pri ¢emu bi
r—0+

za njezinu definiciju tek trebalo argumentirati postojanje limesa u odgovaraju¢em smislu.



