Fourierovi redovi i primjene
Drugi kolokvij, 20. 6.2017.

1. (3+3=6 bodova) Za o € C\ (2miZ) = C\ {2min : n € Z} dana je 1-periodi¢na funkcija f, takva

da vrijedi fo(t) = e za svaki t € [0,1).
(a) Razvijte funkciju f, u eksponencijalni Fourierov red.

1
b) Izracunajte —_—
(b) ) 1% (6n — 1)2

2. (3+3=6 bodova) Neka su ), on i) 7 Bn apsolutno konvergentni redovi.

(a) Dokazite da je red ) s n—mfBm konvergentan za sve n € Z. Nadalje, uz oznaku v, :=
Y mez On—mbBm,n € Z dokazite da vrijedi

Sl < (D lenl ) (X 18a1)-

neL nez nez

(b) Ozna¢imo f(z) := 3, cp ne€®™ 7, g(x) := 3, cp Bn€®™ ™, h(z) 1= Y, cp 1> za svaki
x € R. Dokazite da su f, g i h neprekidne funkcije te da vrijedi h = fg.

3. (2+2+2=6 bodova) Dana je 2m-periodi¢na funkcija f takva da je f(z) = Lj_r o) (%) + 31 5 (7) za

svaki z € [—m, ).

(a) Razvijte funkciju f u trigonometrijski Fourierov red na intervalu [—m, 7].

(b) U kojim sve tockama x € [—m, 7] Fourierov red od f konvergira prema samoj funkciji?

(c) Odredite Z(Gn:— 1~ 6n1—|—5)'

4. (6 bodova) Razvijte u eksponencijalni Fourierov red 1-periodi¢nu funkciju f: R — C danu formu-

627rit _ 6(8271'1'15).

lom f(t) :=e

2rint pri Gemu su N € N i

5. (6 bodova) Dokazite da za trigonometrijski polinom f(¢) := Zivzo cne
co,Cl,...,cn € C, vrijedi

!/
< .
max |f'(t)] < 100N max|f(?)]

6* (6 dodatnih bodova) Neka su p € [1,00) i ¢ € (1,00). Ako je (m;)2, niz prirodnih brojeva

j=1
takav da je m;i1 > gm; za svaki j € N i ako je (Cj)j.i1 niz kompleksnih brojeva sa svojstvom
Z;’;l |cj|?> < +o0, dokazite da (1-periodi¢ni eksponencijalni) trigonometrijski red Z;; cje?mimjt

na torusu T konvergira po normi || - |[,.

Vjekoslav Kovaé i Mario Stipcicé



2.

Fourierovi redovi i primjene
Rjesenja drugog kolokvija, 20.6.2017.

(a) Vrijedi

o — 2min |,_ o — 2min a — 2min

fa(n) =

za n € 7. Stoga je trazeni Fourierov razvoj

f (t) ~ Z e —1 627rint
« a — 2min '
neL

1 (a—2min)t [t=1 a—2min a
o e e -1 e*—1
/ eate 27rzntdt
0

(b) Za o = §i izvedeni Fourierov koeficijent je oblika

fg\i(”) = =

e 1 3(—;+sz')3<1 \/§> 1

27 2 6n—1

%i — 2min T — 6min )

pa po Plancherelovoj formuli imamo

9 1 —~ 2 2 /1 T2 /1
—_—_—— ] = Ly - dt — dt = 1
EGZ: 72 (6n — 1) n§ez:|f3 (n){ Hf3 Hz ) ‘63 ‘ .

71.2

1
; - .
Z (Gn _ 1)2 9
nez

(a) Za e > 0 postoji my € N takav da je |a,| < € za sve m € Z takve da je |m| > my. Uz
M :=max{e, |am| : m € Z,|m| < mp} slijedi

Z |an—mﬁm| <M Z |ﬂm| < +o0,
meZ meZ

Sto znaci da je red ), o mBm apsolutno konvergentan, a onda ujedno i konvergentan.
Stoga ima smisla definirati v, := " .7 0n—mfBm za sve n € Z. Vrijedi

> el <303 an-mBal = D2 (D lan-ml ) 1Bal = (D lanl ) (D 18nl )-

Pritom smo zamijenili poredak sumacije jer je rije¢ o dvostrukom redu s nenegativnim su-
mandima (ili mozemo iskoristiti Tonellijev teorem za produkt dviju brojeéih mjera na Z).

(b) Redovi
§ : 2minx § : 2minx § : 2minx
ane Y /Bne I ’Y’N/e
neZ neZ neZ
su redovi neprekidnih funkcija koji uniformno konvergiraju, po Weierstrassovom kriteriju i

radi konvergencije od
Slanls 180 S bl

nez nez neZ
(gdje koristimo i (a) dio zadatka), iz Cega slijedi neprekidnost funkcija f, g, h. Nadalje,

h(l‘) — Z ,YneQTrin;r _ Z Z animﬁme%rinac _ Z Z anime%ri(n—m)xﬁme%rimx

neZ neEZ meZ MEZNEL
_ Z (Z ane27rmx) Bme%rzmm _ f(l‘)g(l‘)
meZ n€EZ

Pritom smo mogli napraviti zamjenu u poretku integracije jer je dvostruki red apsolutno
konvergentan (ili primjenom Fubinijevog teorema na produktne brojeée mjere po Z).



3. (a) Vrijedi ap =4, ay =0, by = 20=00% zan € N, aonda i by = 01 boy 1 = iy 7a k € N.
Trazeni trigonometrijski Fourierov razvoj je

x) ~ 2+Z:7r(27jl_1)sin(2n— Dz, ze€[-m,n].

(b) Funkcija f (proSirena po 2m-periodi¢nosti) zadovoljava Dirichletove uvjete obzirom da je
f(x+) = f'(x—) = 0 za sve € [—m,7]. Stoga Fourierov red u svakoj tocki = € [—m,7]
konvergira prema 3(f(z—) + f(z+)), ali to je jednako f(z) samo za x € (—m,0) U (0, ).

(c) Radi (b) dijela u Fourierov razvoj mozemo uvrstiti x = 5. U toj tocki je funkcija f neprekidna
pa slijedi

> C (2n—1D)7
2+;7r2n—1 n 3 :
4 V3 4 4 V3

2 ( 6k —5) 7+7r(6k—3)'0+7r(6k—1)'(_ 2))

o 23 1 1
- T 6n+1 6n+5/"

Dobivamo da je trazena suma

=1(5)-
243

o

Z 1 o 1 . T _7T\/§
—\6n+1 6n+5) 23 6 °

4. Za n € N vrijedi

—2mint |t=1

1 1
~ 27it o, arc. int. 27it € 1 . i 2mwit 9
f(n) — / e i e 27rzntdt p ¢ e ™ : : / (27”) e27rztee ™ e 27rzntdt
0 —2min|,_, 2min Jy
1[N mit i f(n —1
— e e 2mi(n l)tdt _ M
nJo n

Primijetimo da je f(—1) = fol e e2mit gt — L.ee%m

211

0, odakle slijedi f(n) = 0 zasven < —1.
)

\

(

Iz dobivene rekurzivne relacije po n > 0 slijedi f(n) =

§ : 27mnt

Time bismo dobili Fourierov red

Zbog > °, |f(n)] = Yoo ‘ffl?)l < +oo vrijedi da on uniformno konvergira prema funkciji f.
Uvrstimo li ¢ = 0, dobivamo

o~ F(0) oms .
0) =) = e = f(0) ) — =ef(0)
n=0 ’ n=0
iz cega slijedi f (0) = 1. Prema tome, trazeni Fourierov razvoj je

f(t) ~ Z 1 27rmt

nl
n=0



Mogli smo pristupiti i na drukéiji nac¢in. Ako u Taylorov razvoj eksponencijalne funkcije

X _n
z
e = g T, Z€ C
n!
n=0
uvrstimo z = €2, dobivamo
) > 1
2mit § : 2mint
= —'e
n!
n=0

Uocimo da ovaj red, po Weierstrassovom kriteriju i zbog > "7 71, < 400, konvergira uniformno.
Zato ga se smije pomnoziti s e 2™ i prointegrirati, iz ¢ega slijedi da su Fourierovi koeficijenti od
f doista f(n) = % zan >0, f(n) = 0 zan > 0 pa je gore navedeni red uistinu eksponencijalni
Fourierov razvoj funkcije f.

. Prisjetimo se Fejérove jezgre za sistem B:

1 V-1 N In|
— _ 2mint
N2 Dl = 30 (1= )em,
n=0 n=—N
da je
1 N=
Fn(®) < % Z (2n+1)
i da za svaki t € R\ Z imamo
1 /sin Nmt\2
o= (322
N (t) N\ sinmt

Usporedivanjem Fourierovih koeficijenata slijedi

N N N
_ n 2mint _ 2mint 1 ominte, - _ L
(Fy * f)(t) = Z (1— N)cne e —g:ocne et _ 27(@_]\[;:00716 T 2min = f(t) — 27riNf (t)

n=

pa za svaki t € T' imamo
[f'(O)] < 2nN[f(t)] + 2aN|(Fy + f)(t)] < 27N|f(t)] + 27TN/T [Fn ()| f(t = w)|du,

odakle je

el /()] < 27N max £(0)] -+ 27 ([ [F(wldu) e (0.

Preostaje ocijeniti

1/2N 1/2 1/2N 12w
/FN(u)|du§2/ |FN(u)|du—|—2/ FN(u)\dUSQ/ Ndu + — /
T 0 1/2N 0 N 1/2N sin? 7u

N . 2
koristenjem sint > —t za t € [0, 7/2]
T

1,2 1 —1pu=12
<ON - —— 4 ==

< =
2N "N 4 u sl+l=2

u=1/2N

te primijetiti 27N + 47N < 100N.

Napomena: Ovo je tzv. Bernsteinova nejednakost, premda navedena konstanta 100 nije optimalna.



6. Najprije pokazujemo da za dane p € [1,00) i ¢ € (1,00) postoji konstanta C), sa sljede¢im
svojstvom: ako je (mj)?L niz prirodnih brojeva takav da je m;y1 > gm; za svaki j € N i ako je
(cj)jo-il niz kompleksnih brojeva, tada za svaki N € N vrijedi

H ZC jePmimat ‘ < Cpq(z |51 )1/2 (1)

(Pritom se podrazumijeva da se p-norma uzima u varijabli ¢t € T.)

Za p € [1,2] nejednakost (1) vrijedi ¢ak uz Cp 4 = 1, jer po Plancherelovom identitetu imamo:

Y 2mim it al 2mim it 1/2
| st < [ e, = (Zlcﬂ)
j=1 P j=1

Nadalje, dovoljno je dokazati (1) kada je p > 2 paran cijeli broj. Naime, inace za neki m € N
vrijedi 2m < p < 2m + 2 pa po monotonosti p-normi imamo:

N 1/2
2mim it 2mim;t < C ’ ‘
cje C e 2m+2,q C]
— 2m+-2
j:

Dakle, pretpostavimo p = 2m za neki m € N i raspiSimo p-tu potenciju norme na lijevoj strani
od (1):

N N om N N
H ch€27rimjt _ / }cheQTFimjt dt :/ (che%imj) (Z o= 2mim;t ) dt
j=1 m [ T =1 =1
m! , A
— Z ﬁ(cle%zmﬂf)lﬁ . (cNeZMmNt)kN
T Eyl-- - kp!

k1,...,knE€Np
kit tky=m
|
m' _ . _ .
2 : o l |(Ge 2mm1t)ll L (—CNG 2mmNt)lN)dt
l1,..,INENp 1 N
Li++ly=m
m)! m!
= E C’fl...C?VNall...WlN_

kile o knt It Iy

k1, kN1, I N EN L N N
ki++ky=li++Iny=m

miki+--+myky=mili+-+mnly

Pretpostavimo sada dodatno da je
qg>m+1. (2)

U tom slucaju je uvijet miky + -+ + mykny = mily + --- + myly ispunjen samo ako indeksi
zadovoljavaju k1 = Iy, ..., ky = In. To se vidi indukcijom po N € N, pri ¢emu je baza N =1
trivijalna, a za korak jedino treba pokazati ky = Iy. Kada bi bilo ky < Iy — 1, tada bismo radi
my > gmy—1 > ¢*my—_g > -+ imali

0= (mily + -+ mnly) — (mik1 + -+ myky) > my —m(my—1+ - +my)

(1= e )) =1 20 = (1= 15),




sto vodi na kontradikciju s (2). Zato mozemo pisati

Y omim,t]| 2™ m! 2 ok 2%k
Hzcje J ‘ > ( > 1|21 e |2
= 2m kl'kN'
j=1 1,--,kNENp
ki+-+ky=m
m! 21k 2k a 2\™
<ml > e (e (e =t (Y lel?)
ki, kneNg L N =1
k1t thy=m

tj.

N
H § :Cj€27mmjt
=1

pa Zeljena nejednakost vrijedi s konstantom (m!)

N
< ()2 ()
j=1

1/2m

2m

Sada pokazimo nejednakost (1) bez ogranicenja (2) na broj ¢ > 1. Neka je M € N dovoljno velik
da vrijedi ¢ > m + 1. Rastavimo sumu na M dijelova, ovisno o ostatku kojeg indeks j daje pri
dijeljenju s M, pa primijenimo prethodno dokazani slu¢aj na tih M pod-suma, kod kojih je omjer
susjednih frekvencija m;y ar/m; > ¢ > m + 1

N

M—-1

2mim it 2mim;t 1/2 2

| 3 e, <2 2 e, <o) (S lef?)
1<j<N r=0

1<G<N Jj=1
j=r (mod M)

1/2

Ovog puta zeljena nejednakost vrijedi s konstantom M (m!)Y/?™ koja ovisi samo o p = 2m i q.

Sada uzmimo niz kompleksnih brojeva (cj)J"-‘;1 za kojeg je Z?; |cj|? < +oo te za N,N' € N,
N < N’ iskoristimo nejednakost (2):

o 2mimt > 2mim,t 2mimt 2\ /2 N.N'o0
H E cje ™Mt — E cje ™Mt = H E cies™mat < Cp,q( E le;] ) — 0.
j=1 j=1 P

N<j<N' N<j<N/

p

Odavde vidimo da parcijalne sume Z;VZI cje?™mit gine Cauchyjev niz u prostoru LP(T) pa one

konvergiraju po p-normi prema nekoj funkciji iz tog prostora.

Napomena: Trigonometrijski redovi ovog oblika nazivaju se lakunarnima, a nejednakost s pocetka
dokaza je klasi¢na ocjena A. Zygmunda.



