Fourierovi redovi i primjene
Drugi kolokvij, 5.7.2023.

1. (10 bodova) Dokazite da za svaki x € R konvergira red f(x Z

i da njegova suma
n=1
definira funkciju f klase C* na cijelom R.

2. (5+2+1+2=10 bodova)
(a) Razvijte u trigonometrijski Fourierov red na intervalu [—m, 7| funkciju zadanu formulom
f(z) = (cosx)+ = max{cosz, 0}.
(b) U kojim sve tockama intervala [—m, 7| Fourierov red funkcije f konvergira prema samoj
funkciji f?
(¢) Je li 2m-periodiéno progirenje funkcije f klase C! na cijelom R?
(d) Konvergira li Fourierov red od f uniformno na cijelom intervalu [—m, 7]?

3. (10 bodova) Reéi ¢emo da funkcija f: R — R zadovoljava Zygmundov uvjet reda v > 0 u tocki
t € R ako postoje C € [0,400) i a > 0 takvi da za svaki h € [—a, a] vrijedi

|[f(t = h) = 2f(t) + f(t+h)| < Cln|". (1)

Neka je f: R — R 27-periodi¢na funkcija takva da je fli_r . € Li([~7,7]). Ako u tocki t € R
funkcija f zadovoljava Zygmundov uvjet nekog reda v > 0, dokazite da tada Fourierov red funkcije
f konvergira u tocki ¢ prema f(t).

Napomena: Smijete (bez dokaza) koristiti sve rezultate s predavanja.

4. (10 bodova) Razvijte u eksponencijalni Fourierov red 1-periodi¢nu funkciju f: R — C danu for-
mulom f(t) := e = (&™),

5. (5+5=10 bodova)

(a) Izracunajte sumu reda u smislu Cesara: Z (n=1)/2]

(b) Izracunajte sumu reda u smislu Abela: Z 1)/,

6* (10 dodatnih bodova) Fourierova transformacija konaéne mjere p na (R3, B(R3)) je funkcija
fi: R? — C definirana sa

(€)= [ e duta)

za svaki € € R3. Sferi¢na mjera je mjera o na (R3, B(R3)) takva da za svaku neprekidnu funkciju
f: R3 — C vrijedi

/ fdo = plosni integral od f po standardnoj jedini¢noj sferi S* ¢ R3.
R3

Dokazite da vrijedi
- 2sin(27m|€

za svaki € € R\ {0}, pri cemu je |¢] = (67 + €3 + €2)1/2.

Vjekoslav Kovac



2.

Fourierovi redovi i primjene
RjesSenja drugog kolokvija, 5.7.2023.

Uoc¢imo da za svaki j € Ny red

> d \J rsin(nx) _ 2. sin(nz + jm/2)
nzz:l(dx> ( nn ) nz::l nn—J

konvergira uniformno po Weierstrassovom kriteriju jer je

‘sin(nx+jw/2)‘ 1

< -
nn-J - nhJ

Sada znamo da su formulama

Fo) =30 (2 (202, e,

nn
n=1

definirane neprekidne funkcije takve da je f(gj ) — fj, odakle zakljucujemo da je f = fy funkcija
klase C°.

(a) Lako izracunamo Fourierove koeficijente od f:

1 [7/? 2
aoz/ cosxdr = —,

T _ﬂ./Q 7T

1 [7/? 1
aoz/ cos?zdr = =,

7T _ﬂ./Q 2

2

/2 _1\n/2-1__ 2
Qn = 1/ cosx cosnx dr = (=1) r—Tm  2an > 2 paran,
T —m/2 0 za m > 2 neparan,

b, = [zbog neparnosti] = 0 za n > 1.

Zato je Fourierov razvoj od f dan sa

[e.e]

(—1)*1 cos 2kx
J@~ ot a1

Obzirom da vrijedi

=1 =1
BT DR
k=1 k=1
zakljucujemo
o
> (Jan] + [bn]) < +00
n=1

pa Fourierov red od f uniformno konvergira prema f na ¢itavom intervalu [—m, 7]. Posebno,
tockovna konvergencija vrijedi u svakoj tocki tog intervala.



(c) Nije. Naime, ve¢ funkcija f uopée nije derivabilna u tocki 7 /2:

lim f(x) — f(m/2) i CoS T

= b
a—7/2— X —T/2 a7 /2— T — /)2 ’
lim M — lim L —0.
a—r/2+ X —T/2 x%ﬂ/2+$—ﬁ/2
3. Imamo
/ fE—2) = 2f(t) + f(t+ x)|d:z < / Co = Cx’ Yz = Ca < +00.
[0,a] X [0,a] T [0,a] v

5.

Zato je x +— f(t_z)_2f$(t)+f(t+m) u L ([0, a]) pa mozemo primijeniti Dinijev kriterij.
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Iz dobivene rekurzivne relacije po n > 0 slijedi f (n) =

§ : 27r'mt

= 0, odakle slijedi f(n) = 0 zasven < —1.
f

Primijetimo da je f(—1) =

/\

). Time bismo dobili Fourierov red

Zbog > >, |f(n)] = Yomto ‘fr(l?” < +oo vrijedi da on uniformno konvergira prema funkciji f.
Uvrstimo li ¢ = 0, dobivamo

o~ S(0) o o 1
0)=> = e =f0)) ] — =cf(0)
n=0 n=0
iz cega slijedi f (0) = 1. Prema tome, trazeni Fourierov razvoj je

f(t) ~ Z 1 eQﬂ"mt

|
mn.
n=0

Mogli smo pristupiti i na drukéiji na¢in. Ako u Taylorov razvoj eksponencijalne funkcije

o0 n

z
zZ _
e —g o zeC

n=0

uvrstimo z = 2™, dobivamo
27'rzt Z 1 27r1nt

Uocimo da ovaj red, po Weierstrassovom kriteriju i zbog > o0 0 ni < +00, konvergira uniformno.
Zato ga se smije pomnoziti s e 2™ i prointegrirati, iz ¢ega Slljedl da su Fourierovi koeficijenti od
f doista f(n) = % zan >0, f(n) = 0 za n > 0 pa je gore navedeni red uistinu eksponencijalni
Fourierov razvoj funkcije f.

(a) Rezultat: 1.
Uputa: Uocite da su ¢lanovi zapravo 1,1, —1,—1,... i ponavljaju se s periodom 4 pa su
parcijalne sume 1,2,1,0,... te se i one ponavljaju s periodom 4.



(b) Rezultat: 1.

Uputa:
o0
1
Z(_l)tn/QJ r™ — rastavite na 4 sume = ——
1472
n=0
zar € 0,1).

Alternativno, smije se iskoristiti (a) zadatak i ¢injenica da sumabilnost u smislu Cesara
povla¢i sumabilnost u smislu Abela.

6. Neka je R proizvoljna rotacija oko ishodista u R3. Koristeé¢i unitarnost linearnog operatora R, tj.
R* = R™!, i o¢iglednu invarijantnost mjere o na rotacije, imamo

G(RE) = /R3 o~ 2miz-RE do(z) = /RS e 2miR wg do(z) = 5(¢).

Dakle, o(£) je radijalna funkcija, tj. ovisi samo o |£|. Prema tome, dovoljno je izracunati o(§)
samo u tockama oblika

§£=1(0,0,1)
za neki t > 0.

Prelaskom na sferi¢ne koordinate na S?,
x = (sin @ cos p, sin @ sin p, cos 0),

mozemo pisati

2T pm ) s )
a(0,0,t) = / / e 2miteostgin 0 do dp = 2m / e~ 2miteost gin 0 dg
o Jo 0

[supstitucija s = t cos 6]

_ 2 [ o 27iS g _EL(e—Zwit _ eQm’t) _ 2sin(2nt)
_t t 2mi t ’

Dakle, doista imamo
2sin(27|¢])

a(§) =a(0,0,1¢]) = €]



