Fourierovi redovi i primjene
Popravni kolokvij, 14.9.2017.

1. (4+4+4=12 bodova)

(a) Razvijte u trigonometrijski Fourierov red na intervalu [—, ] funkciju f: [—m, 7] — R zadanu
0 zax € |—m,0
formulom f(z) = [ )
1—cos2z zaz € |0,
(b) U kojim sve tockama intervala [—m, 7] Fourierov red funkcije f konvergira prema samoj
funkciji f? Konvergira li Fourierov red of f uniformno na cijelom intervalu [—m, 7] prema
funkciji f?

(c¢) Izracunajte:

1 1 1 1 > —1)k
=y (=1)

135 35.7 5.7.9 7911 (2k +1)(2k + 3)(2k +5)

k=0

2. (12 bodova) Nadite sve izmjerive funkcije f: R — C koje su istovremeno 1-periodi¢ne i 27-
periodi¢ne te integrabilne na svakom ograni¢enom intervalu.

3. (6+6=12 bodova) Fiksirajmo broj p € (2, +00).
(a) Dokazite da za svaku funkciju f € LP(T) vrijedi nejednakost
S IFmE < Ip:
nez
(b) Nadite sve funkcije f € LP(T) za koje se postize jednakost u gornjoj nejednakosti.
4. (4+8=12 bodova)

(a) Za 1-periodi¢ni kompleksni trigonometrijski polinom f kazemo da je idempotentan ako vrijedi

f*f = f. Dokazite da su svi takvi polinomi dani formulom f(z) = Z e?™ 73 neki konaéni

nes
skup S C Z. Reéi ¢emo da je S spektar polinoma f.
(b) Uz identifikaciju T = [—%, %>, za svakid € <0, %> i svaki idempotentni 1-periodiéni kompleksni
trigonometrijski polinom f sa spektrom S dokazite nejednakost

)
/_ 17 (@)Pdr > Feard(s).

5. (6+6=12 bodova) Neka su a,b € C proizvoljni. Niz (ay),-, zadan je sa az,—1 = a, ag, = (—1)"b
(o)

za svaki n € N. Odredite nuzne i dovoljne uvjete na a i b za koje red Z a, konvergira

n=1
(a) u smislu Cesara, (b) u smislu Abela.

1 2
6" (6 dodatnih bodova) Funkcija f zadana je formulom f(z) = h(ra) i Dokazite da
X e e

je ona sama svoj Fourierov transformat, tj. da vrijedi f: f-
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Fourierovi redovi i primjene
Rjesenja popravnog kolokvija, 14.9.2017.

(a) Racunamo Fourierove koeficijente. Za n € N, n # 2 imamo:

1 (7 1 (7 1 1
an =— [ (1 —cos2zx)cosnzdr = — (cos nx — - cos(n + 2)x — — cos(n — 2).TU) dx
™ Jo ™ Jo 2 2
T N R
= —(—sinnx — ———sin(n x — ————sin(n —2)z =
T™\Nn =0 2(TL + 2) z=0 2(7’1, — 2) =0

te
1

=7 1

T 1 (7 1 1
by = — / (1 — cos2z)sinnxdr = — / (sin n =g sin(n + 2)z — 3 sin(n — 2)x) dx
0 0
S )
=0 2(n + 2) =0 + 2(71 - 2) COS(?”L )$

™ T
=7
r=0>
1 1

= *( - %((—1)” —1)+ m((—l)n+2 —1)+ m((—l)"f2 - 1))
1

+ ———cos(n + 2)x

1 1 n _ A -(=n"
*+xn+m+2m—m>“4)_)_wm—mmn+m’

dok laganim racunom slijedi joS$

1
a():l, a2=—§, b2:0.

Zato je Fourierov razvoj od f dan sa

o0

1 1 8 sin(2m — 1)z
flw)~ 5 =g eos2r = 7rmzl 2m—3)2m—1)2m + 1)’

(b) Obzirom da vrijedi
- 1

(e.) o 1
Z (2m — 3)(2m — 1)(2m + 1) ZQ 2m 3)3 2*3

2

zakljuCujemo
[e.e]

> (lan| + [ba]) < +00

n=1
pa Fourierov red od f uniformno konvergira prema f na ¢itavom intervalu [—m, 7|. Posebno,
tockovna konvergencija vrijedi u svakoj tocki tog intervala.

(c) Uvrstavanjem x = g dobivamo

™

2:1—cos7r:f<§) =

in(2m —1)3
2

1cos +§ 1—§i o —
2T T 13T 1 2 2m - 3)2m - )(2m + 1)

(
3w om (2k +1)(2k + 3)(2k +5)’

odakle slijedi

> —1)k _ 3738
Z (-1 _

k:O 2k +1)(2k +3)(2k+5) 24



2. Odgovor: To su samo konstantne funkcije, tj. f(x) = ¢ za neki ¢ € C.

3.

Zapravo trazimo funkcije f € LY(T) takve da je f_gr = f. Uzimanjem Fourierovih koeficijenata
obiju strana dobivamo

(627rin(27r) _ 1)}?( ) -0

pa zbog iracionalnosti broja 27 slijedi ¢>™(7) — 1 £ 0, f( ) =0 zasvaki n € Z\ {0}. (Naime,

e27r2n(27r)

= 1 bi znacilo da je n(27) jednako nekom cijelom broju m, odakle bi proizaslo 2 = m/n.)

Kona¢no, tvrdnja slijedi po teoremu jedinstvenosti.

(a)

(b)

Holderova nejednakost daje

118 = [ 1#@Pde = [ 1P ade < ( [aserpean)™ ([ we2a) ™" <,
tj.

£l < 1/l (1)
Usput vidimo i poznatu ¢injenicu LP(T) C L*(T).
7(m)
7T

Za svaki n € Z iz Plancherelove formule oc¢igledno slijedi < 1 pa zbog p > 2 mozemo

pisati

1 ; [/ (n)[\» f(n
N f n)IP = < f 2
g 2 e =2 O, ) < 2 ) = |f||22| ?
gdje smo jos jednom iskoristili Plancherelovu formulu. Time smo pokazali

Do @P < IIf15-

nez

Kombiniranje s (1) daje trazenu nejednakost.

2mimx

Odgovor: To su funkcije oblika f(z) = ae za neki m € Z i neki a € C.
U slucaju jednakosti u nejednakosti iz zadatka, svakako moramo imati jednakost i u (2).

Dakle, za svaki n € Z mora vrijediti

Fole _ Iy el
(Hsz> h ( HfHQ) ot S, SO

To je moguce samo ako je najviSe jedan Fourierov koeficijent f (n) razlicit od nule pa po
teoremu jedinstvenosti f mora biti spomenutog oblika.

Obratno, ako je f(z) = ae®™™® tada jednakost doista vrijedi jer su obje strane jednake |cP.

Iz fx f = fslijedi f ( )2 = f( ) za svaki n € Z, odakle zakljucujemo da su svi Fourierovi
koeficijenti f( ) jednaki 0 ili 1. Ako ozna¢imo S ={n € Z: fln) = 1} i sjetimo se da je rije¢
o} trigonometruskom pohnomu pa je S konacan, po teoremu jedinstvenosti zaklju¢ujemo da
doista mora biti f Z eminz

nes

Definirajmo funkciju ¢: [— %, %> — R formulom

1—m za x € [—6,0],

0 inace.



Potom ju prosirimo po 1-periodi¢nosti na cijeli R, tako da se zapravo moze shvatiti kao
funkcija na torusu T. Lako se izracunaju njezini Fourierovi koeficijenti:

~ 5 R g T sin? mnd
@(0)—2/0 (l—g)dx 9, @(n)—Q/O (1—5)00827mxd:v:Wzanez\{o}-

Posebno primijetimo da je @(n) > 0 za svaki n € Z. Sada ocjenjujemo:

[ ks [e@i@ra= [ o X o)

m,nesS
Z / —27rz (n— m):(:dx _ Z g/ﬁ(n _ m) > Z (/’5(0) = (50&1"(1(5).
m,nesS m,nes >0 nes

Odgovor: a = 0.
Parcijalne sume su oblika

S4N_3 = (QN — l)a, S4N_2 = (2N — l)a — b, S4N_1 =2Na — b, S4N =2Na
za svaki N € N. Zatim,
Zn 1S4n 3+Zn154n 2+Zn154n 1+Z S4n

O4N-3 = AN — 3
_(N(N+1)a—Na)+ ((N —1)Na— (N — 1)a — (N — 1)b)
N AN — 3
+((N—=1)Na— (N —=1)b)+ ((N —1)Na)
AN — 3
_AN? —4N +1 2N -2,
T 4N—3 ‘T an_—3”
AN? — 2N 2N —3
TAN-2 = N5 0T N ot
4N? 2N —4
R e Ry v KUy va A
AN?2 +2N 2N —4
OAN = a— b.

4N —1 4N —1
Pustimo 1i N — oo zakljuéujemo da svi limesi od o4n_3, 04n—2, O4n—1, 04N pOstoje i

konacni su ako i samo ako je a = 0. Stovise, tada su svi oni jednaki —5 pa je u tom slucaju

C) i an = —g.
n=1

Odgovor: a = 0.
Vrijedi
s 2 3 4
FAn+1 dn+2 4n+3 An+4 ar br ar br
Zanr ;J —br +ar o) = R T e S S g
(1 + 7“2) br? (7‘2 — 1) _ar br?
1t L—rd 192 1472

Preostaje ispitati postojanje konacnog limesa ovog izraza kada r ' 1, a on ¢e postojati ako
o0

i samo ako je a = 0. U tom slucaju je (A) Z an =~



6. Funkcija f se (istom formulom) prosiruje do kompleksne meromorfne funkcije na C. Polovi su joj

2k +1 —~
+ 1 za neki k € Z. Jednakost f = f,

koju zelimo dokazati, nakon dijeljenja s 2 i po definiciji Fourierove transformacije zapravo glasi

rjesenja jednadzbe €™ + e ™% = 0, tj. 2™ = —1, tj. z =

6—271'1&05 1
/ ~_dr = - (3)
Reﬂm+e g eﬂ£+e €
672m'z§
za svaki & € R. Mi ¢emo najprije promatrati slucaj £ < 0. Oznacimo gg(z) = prrape——t tako da
e e

ge jos uvijek ima iste polove kao i f te su joj reziduumi u njima jednaki

Rez(g§,2k2+1i): lim (2 -

. Tz —TZz
_>2kT+1, e +e

2k+1 .\ —2miz

6—27riz§+( 2k+1 )( 27TZ§) —2miz€

L’H
= lim
Z%2k+1 eTK’Z — TTe —TZz
B e(2k+1)mE (_1)ke(2k+1)7r§
(=R —w(=1)F(—i) 2mi

Za n € N promotrimo konturu koja sa sastoji od segmenta [—n,n| C R i polukruznice I',, C C oko
ishodista radijusa n u gornjoj poluravnini. Po teoremu o reziduumima je

n—1 2% + 1 n—1
jé ge(2)dz =2 > Rez <g£, Z) = ST (- 1)ketnme
[=n,n]UT'y, =0 2 o
odakle slijedi
n n—1
[ se@do = S (-1t f ge(a)i (®)
- k=0 I'n
Parametrizirajmo I',, pomoéu 7: [0, 7] = C, v(t) = ne’ = ncost + insint. Primijetimo
627r£nsint
’gf(V(t)ﬂ = ‘eﬂ'ncost—i-iwnsint + e—wncost—iwnsint|
te pokazimo da za svaki t € [0, 7] vrijedi
|9e(v(1))] < 24(1+&72)n "2 (5)

Naime, (5) se vidi razlikovanjem sljedec¢a dva slucaja. Pritom visestruko koristimo

2 . T
—xr <sinx <z ZaxE[O,—}.
T 2

0 1 0 1 RS
1) te 0,0 - US4+
(1% "2 2yn 2 2yn’
mn cost+imnsint + e—7mcost—i7msint| > maX{ewncost o e—wncost’e—ﬂncost o ewncost}

w} = |cost| = sin‘t ‘ > sin —=

= e

2
= |ge(v(1))] < ﬁg ensine _ 24



1 1 2—1 1
<E—— I4——> == 1—sint:1—cos(72r—t>:2sin2ﬂ-/<

2 2yn’'2  2Vn 2 8n

= [(—=1)" — cos(mnsint)| = | cos(mn) — cos(mnsint)|

(2°) te

1 —sint 1+sint
:2‘sinﬂn( 25111 )Hsinﬂn( —;—sm )‘ < 7mn(l —sint) <

I

<1

s ‘ewncost-i-zﬁrnsint + e—wncost—iwnsint| > |Re(€7rncost+i7rnsint +

e M Ccos t—imn sin t) |

— (05t 4 =TS cos(rnsin t)| > 2(1 - g) >1
>2

1
koristeé¢i £ < 0isint > —
27

— lger(t))] < FEnT < o8

o0 k 2,2
koristedi elé" = Z (40 > an

Kl
k=0
2
= [ge(v(¥))] < 202
Sada iz (5) slijedi
‘]{ ge(z dz’</ ¢y ))|\fy’()]dt<247r(1+§ 2y 12, (6)

Pustimo li n — oo u jednakosti (4) te na lijevoj strani iskoristimo teorem o dominiranoj kon-
vergenciji (koji se moze iskoristiti radi ocigledne integrabilnosti od g¢), a na desnoj strani iskoris-

timo (6), dobit ¢emo
o0

/ gg(ﬂ?)d(ﬂ _ Z(—l)k6(2k+1)ﬂ-§.
R

k=0
Odavde sumiranjem geometrijskog reda konac¢no slijedi

e 1
/Rgg(x)dx = 1 + e27¢ = e~ + emé

pa smo doista dobili (3) uz dodatnu pretpostavku { < 0. Drugim rije¢ima, dokazali smo

za svaki & < 0. Zbog realnosti funkcije f imamo

- / f()e 2w g = / f(x)emisedr = F(—¢),
R R

odakle (i kako je f parna) slijedi da (7) ostaje vrijediti i za £ > 0. Konacno, koristimo da je
Fourierova transformacija integrabilne funkcije uvijek neprekidna funkcija, sto se lako vidi iz

f(£+<: /f —27rzac£ —27rw§ l)d

i jer po teoremu o dominiranoj konvergenciji (uz dominiranost s 2| f|) posljednji izraz tezi u 0 kada
¢ — 0. Prelaskom na limes kada £ — 0 zakljué¢ujemo da (7) vrijedi i za £ = 0.



o~

Napomena: Tvrdnja f(0) = 1 = f(0), tj. posebni slu¢aj & = 0, alternativno slijedi vrlo jednostav-

nim ra¢unom,
d “+o0o d +oo —7TT ]
x)dr = / R 2/ i 4/ e
r ch(mz) o ch(mx) g l4e 2=

—TTT 1
_ y=e _ é dy L
N [dy = —ﬂe”xdx] N 7r/0 1+y2 L=710).
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