Fourierovi redovi i primjene
Kolekcija zadataka za vjezbu za 2. kolokvij

Viekoslav Kovac

Z ADACI

(a) Razvijte funkciju f(z) = e” u trigonometrijski Fourierov red na intervalu [—m, ].
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(¢) Dokazite jednakost: Z i
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(a) Za dani a € (0,1) razvijte funkciju fq(x) = cos ax u trigonometrijski Fourierov red na intervalu
[—7, 7).
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(c) Dokazite jednakost: E i 5o )
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(d) IZraCunaJte. ;m
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. u trigonometrijski Fourierov red na intervalu
sinz  zax € [0, 7]

(a) Razvijte funkeiju f(x) = {

[—m, 7]
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b) Izracunajt i .
(b) Izracunajte Z4k2—1 i 24]{271
k=1 k=1
. Pretpostavimo da za 27-periodi¢nu funkciju f: R — R postoji subdivizija —7m = 29 < 21 < ... <
Tm—1 < Ty, = 7 segmenta [—m, 7] takva da vrijedi:
e f je dvaput derivabilna na intervalima (z;_1,2;), j =1,...,m,
o f"(x) # 0 kad god je z € [-m, 7] \ {0, %1, -, Tm },
e fi f’ su ograniCene na intervalima (x;_1,x;), j =1,...,m.

Pokazite da f zadovoljava pretpostavke Dirichletovog teorema o tockovnoj konvergenciji Fourierovog
reda.

. Obrazlozite koje od sljede¢ih 2m-periodi¢nih funkcija f: R — R zadovoljavaju Dirichletove uvjete:

() f@) = £ - | &), ©h0={ 5 mel R
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(b) g(z) = |coszl,

. Ako je
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Fejérova jezgra (s pomaknutim indeksom), izracunajte ( QN(Q;Z ( )N(x))
N(T



7. Ako je Dy Dirichletova jezgra, a Fiy Fejérova jezgra (kao gore), izracunajte

(a) lim DgN(.’E) — 2D2N(.’E) + DN([L')
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8. (a) Nadite razvoj funkcije zadane formulom f(z) = u eksponencijalni Fourierov red.

9 _ e2mix
(b) Dokazite da dobiveni Fourierov red uniformno konvergira prema funkeciji f.
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(C) Izracunajte o m
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9. (a) Razvijte funkciju f(z) { Ty zaze 0] u trigonometrijski Fourierov red na inter
valu [—, 7).
(b) Konvergira li taj red uniformno prema funkciji f na intervalu [—m, 7]?

S
(c) Izracunajte: kzzom.

10. Izracunajte sume redova u smislu Cesara:
Q) (—1)nbn/2 b) (€)Y sin o
DI , (b) ()Y sin"

Izra¢unajte sume redova u smislu Abela:
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)3 (-1 @ W ("FP).
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11. Poznato je da je (C'(T),|| - [|c1(r)) Banachov prostor, pri ¢emu je norma definirana sa
[fllcr(ry == sup [ f ()] + sup | f'(z)].
z€R z€R

Pokazite da postoji f € C1(T) takva da

Jim (Syf)(z) = lim Z f(n)e?mine
N— 00

ne postoji kao limes niza u prostoru (C*(T), || - |c1(r)).

12. Izracunajte Fourierove koeficijente 1-periodi¢ne funkcije u: R — C klase C! koja zadovoljava dife-

rencijalnu jednadzbu ' _
(™ — 1)/ (z) — dmiu(z) + mie*™ =0

i uvjet fol u(z)dz = 0.

13.* Dokazite da za svaku f € L2(T) i svaki o € R niz funkcija (¢,,,)_; definiran formulom

)_.

f z+ ka)
k=0

1
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konvergira u prostoru L2(T) i opisite sve moguée vrijednosti limesa tog niza.



14.* Oznac¢imo

N
(Snf)(@) =Y f)e*™,  (Mf)(x) = sup |(Sn f)(z)].
i NeN

Ako znamo da postoji konstanta C' € (0, +00) takva da za svaku f € L2([0,1]) imamo
1M fllLzqo,1) < CllfllLe(o,1))s
dokazite da za svaku f € L2([0,1]) vrijedi

(Snf)(z) = f(x) zags. z€l0,1].
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N—oo

UPUTE, ODGOVORI, REZULTATI

k k—1
1. (a) Rezultat: SiT 4 2shm 5700 | % cos kx 4 2T H00 (_kl;,)ﬁk sin kz.

(b) Uputa: Mozemo primijeniti Dirichletov teorem i uvrstiti z = 0.
(¢) Uputa: Uvrstimo z = 7 i uocimo da je 3 f(7—) + f(7+) = chr.

k—1

2. (a) Rezultat: S29T 4 2asinam §70%0 % cos k.
(b) Uputa: Uvrstimo z = 0.
(¢) Uputa: Uvrstimo z = 7.

Rezultat: %.

Rezultat: L + 1sing — 23777 | coszhr
.1 2—
Rezultati: 51 =".
4. Uputa: Iz ogranicenosti od f na [—m, 7]\ {zo,21,...,2m} dobivamo f € L([-7,n]). Uocite da
na svakom intervalu (z;_1,x;) vrijedi ili f”(x) > 0 za sve z ili f”(z) < 0 za sve . To slijedi iz
Darbouxovog teorema, koji kaze da derivacija poprima sve meduvrijednosti, makar ne mora biti

neprekidna. Zato je f’ monotona na intervalima (x;_1,z;), a kako je i ograni¢ena, mora imati lijeve
i desne limese.

5. Odgovori: (a) da, (b) da, (c) ne.
6. Rezultat: 4N cos?((3N + 1)7x).
7. (a) Rezultat: —4m?N?(4N +1).
(b) Rezultat: —%(N — 1)N(N + 1)72.

8. (a) Rezultat: Y ;o 27" 1e? ™  Uputa: Umjesto da direktno racunate Fourierove koeficijente,
koristite razvoj i = > 2", koji vrijedi za kompleksne brojeve z € C, |z| < 1.

Uputa: Koristite da je f klase C!.

Rezultat: %

)
)
9. (a) Rezultat: 2377, m cos(2k + 1)x.
(b) Odgovor: Da.

)

Rezultat: 5.



10.

11.

12.

13.

(a) Rezultat: 0. Uputa: Uocite da su ¢lanovi zapravo 1,—1,—1,1,... i ponavljaju se s periodom 4
pa su parcijalne sume 1,0,—1,0,....

(b) Rezultat: 3.
(c) Rezultat: 0. Uputa: Y o0 (—1)"(+D/2pn = lr—ridr® _ 11_;:2 zar € [0,1).

1—r4
(d) Rezultat: é. Uputa: Z?;o(—l)"("f’)r" _ ﬁ

Uputa: Najprije pokazite da operator parcijalnih Fourierovih suma komutira s operatorom derivira-
nja, tj.
g N
R 2mine __ S 2minT
3 fmee = 3 (e,
n=—N n=—N
Potom iskoristite poznatu ¢injenicu da postoji neprekidna funkcija ¢iji Fourierov red ne konvergira
u svakoj tocki pa onda ne konvergira ni uniformno.
1
——— = zan>1
Rezultat: a(n) = { nt)n+2) =
(n) { 0 zan <0.
Rjesenje. Funkcije u i u’ su integrabilne pa imaju smisla njihovi Fourierovi koeficijenti. Koristenjem
formula u/(n) = 2wind(n) i (€*™v(x))(n) = d(n—1) dobivamo da je n-ti Fourierov koeficijent lijeve
strane jednadzbe jednak

2mi(n — 1)i(n — 1) — 2mind(n) — dmit(n) + i - { 1 zan=1,

0 zan#l1.
Izjednacavanjem s nulom za n = 1 dobivamo
1
—6mia(l) +mi=0 = a(l) = 5’
za n > 2 dobivamo )
n—
i(n) = i(n — 1
i) = " - 1), (©)
a za n < 0 dobivamo )
i(n —1) = ~= ~a(n), (@)
Iz rekurzivne relacije () sada lako ratunamo @(2) = 5, @(3) = 45, itd., odakle moZemo naslutiti

i(n) = m za n > 1, a potom to i dokazati indukcijom. Po uvjetu iz zadatka imamo

w(0) = fol u(z)dxr = 0 pa iz rekurzivne relacije (©) trivijalnom indukcijom dobivamo @(n) = 0 za
n <0.

Rjesenje. Primijetimo da je
m—1
~ 1 mikna \ £
() = (1, 2 ) f(n)
k=0

za svaki n € Z i svaki m € N. Najprije ¢emo pretpostaviti da je f trigonometrijski polinom, tj. da
je samo kona¢no mnogo koeficijenata f(n) razlicito od 0. Dakle, postoji N € N takav da za svaki

n € Z, |n| > N vrijedi f(n) = 0. Razlikujemo dva slucaja.
(1°) « e R\ Q.
Imamo §n, (0) = f(0) = [} f te za svaki n € Z \ {0} zahvaljujuci e*™"* 2 1 vrijedi
. 11— e27rimna R
Gn() = 2 T e S ()
Plancherelov identitet daje

o= (1= T ety > O
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pa puStanjem m — oo dobivamo da niz (g,,)>_; konvergira prema konstanti fT f po normi
- ll2-

(2°) a €Q, tj. a=p/q,p €Z, q €N, piqrelativno prosti.
Ako je n € Z visekratnik od ¢, tada imamo

(%mZ 2k 0/0) () = (37 1) fm) = F),
k=0 k=0

dok za n € Z koji nije djeljiv s ¢ zbog €2™"P/4 2 1 vrijedi

11— e27rimnp/q R

gm(n) = Emf(”)

Definiramo li

gla):= D fnyemnr =Y flg)e e,

ne”Z leZ
In|<N [LI<N/q
n je visekratnik od ¢

mozemo ocijeniti (koristenjem Plancherelovog identiteta):
4 /()]
2
lgm —gllz < o) Z |1_€2mnp/q|2-
neEZ
In|<N
n nije visekratnik od ¢

Pustanjem m — oo dobivamo g¢,,, — ¢ po normi || - ||2.

Sada ¢emo aproksimacijskim argumentom dokazati da uoceno vrijedi sasvim opéenito. Za proizvoljnu
f € L3(T) definirajmo T, f € L2(T) i to tako da stavimo

Taf::/Tf ako je « e R\ Q

te
Zf(lq)ezmlqr ako je a =p/q, p € Z, ¢ € N, p i q relativno prosti.
ez

konvergencija u || - |2
Iz Plancherelovog teorema se vidi da je uvijek ||To.f|l2 < ||fll2 pa je T, ograniceni linearni operator.

Tvrdimo da niz (g, )55_; konvergira po normi || - ||2 prema funkciji T, f. Fiksirajmo & > 0. Zbog
gustoce postoji trigonometrijski polinom f takav da je ||f — f|l2 < € 1 ozna¢imo njemu odgovarajuéi
niz iz zadatka sa (g, )%

o _1. Prema dokazanom sluéaju doista imamo g,, — T, f pa postoji ng € N

takav da za n € N, n > ng vrijedi ||, — TafHQ < €. Za takve n mozemo ocijeniti:
g = THI < llgm = Gunll2 + 1 = Tafllz + 1 Ta(F = P2
< ol = Flla + W — Tafla + 17 ~ 2 < 3.
Sjetimo li se da je € > 0 bio proizvoljan, dobivamo trazenu konvergenciju.

14. Rjesenje. Najprije pokazimo poznatu tvrdnju da za svaku f € L?(R) i svaki a > 0 vrijedi
Mz eR:|f(2)] 2 a}) < a?||flf2w)-

To je tzv. Cebisevljeva nejednakost. Za njen dokaz oznacimo A, := {zeR:|f(x)| > a}.

2 — 2de = ?
If1IE2 ) = /R|f(x)‘ dz/f‘awdij/R\A
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|f (z)Pdx > a2/ lde = a’\(Ay)
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Vratimo se zadatku. Po pretpostavci za svaku funkciju A € L2([0, 1]) imamo
[MA A+l 2 0.1y < 1M P2 0,11y + [BllL2qo,1) < (C + DIkl o,
pa iz Cebisevljeve nejednakosti slijedi da za svaki § > 0 vrijedi

M{o € 10,1): (MB)(@) + [h(a)] > 5}) < (C+ 1) 2hlEa o - (%)
Uzmimo sada proizvoljnu f € L2([0,1]) te neke brojeve 6, > 0. Oznac¢imo
Es:={z€[0,1]: liJ{fTISUPKSNf)(x) — f(z)| = 6}.
—o0

Zbog gustoce postoji trigonometrijski polinom g takav da je || f — g|lr2(jo,1)) < €. Ako u nejednakosti

[(Snf)(@) = f(@)] < |(Sn(f = ) (@) + [(Sng) (@) — g(=)] + (g = f)(2)]

pustimo limsupy_, ., 1 iskoristimo da za dovoljno velike N vrijedi Syg = ¢, dobit ¢emo

limsup [(Sn f)(x) = f(z)] < li]{[njip [(Sn(f =9 (@) + (g = f)(=)]

N—oco

te pogotovo

limsup [(Sn f)(z) = f(2)| < (M(f = 9))(z) +[(f — 9)(@)]-

N—00
Sada mozemo iskoristiti ocjenu (&) za funkciju h = f — g:
MEs) < (C+1)%62%%

Sjetimo se da je € > 0 bio proizvoljan pa pustanjem lim._,o dobivamo A(Ejs) = 0 za svaki § > 0.

Zbog o-subaditivnosti je cak
A( U E5) :A( U El/m) —0,
6>0 meN

a s druge strane za svaki x € [0,1] \ Uy~ Es vrijedi
limsup |(Sy f)(x) — f(z)| =0,
N—o0

t)- Imy o0 (Sn f) (@) = f(2).



