Funkcije

Osnovne definicije

Iako ste se s ve¢inom gradiva ove lekcije upoznali na prethodnim kolegijima, ponovit éemo sve
Sto ¢e nam biti bitno u ovom kolegiju.

Definicija 1.1: Funkcija

Neka su A i B neprazni skupovi. Funkcija f: A — B je pravilo koje svakom elementu skupa A
pridruzi neki element skupa B. Skup A nazivamo domenom funkcije, a skup B kodomenom
funkcije.

U ovom kolegiju nas zanimaju funkcije f: R — R. Cesto funkcije identificiramo s njihovim
pravilom pridruZivanja, odnosno, kazemo f(x) = x2. Tada domenu i kodomenu implicitno
zadajemo, to jest, naj¢esée uzimamo prirodnu domenu, najveéi skup na kojem je funkcija de-
finirana. Slika funkcije je skup svih vrijednosti koje funkcija poprima. Slika je uvijek podskup
kodomene.

Primjeri:

e Funkcija x — x? za domenu ima cijeli skup realnih brojeva. Za kodomenu moZemo uzeti
ili R ili njenu sliku — [0, c0).

e Funkcija x — /x za domenu ima skup nenegativnih realnih brojeva [0, o). Njena slika
su takoder nenegativni realni brojevi.

Definicija 1.2: Slika skupa
Nekaje f: A — B funkcijai C C A. Slika skupa C po funkciji f je skup

f(C) ={f(x): xeC}.

Rijec¢ima, to je skup svih vrijednosti u koje se elementi iz C preslikaju.

Ako usporedimo s definicijom slike funkcije, vidimo da je to niSta drugo nego slika domene po
funkciji.

Definicija 1.3: Praslika

Nekaje f: A — B funkcijai E C B. Praslika skupa E po funkciji f je skup

fFYUE)={x€ A: f(x) € E}.

Rijec¢ima, to su svi elementi skupa A koji se preslikaju u neki element skupa E.

Uotimo, f1(B) = A te f}(®) = @. Ako promatramo f: R — R, f(x) = x?, vrijedi

fH([4,00)) = (—o0,—2]U[2,00),  f({~3,4]) =[0,16].



Kako odrediti sliku i prasliku funkcije?

Glavno pitanje koje nas zanima je kako odrediti sliku nekog skupa pod funkcijom, odnosno,
kako odrediti prasliku nekog skupa pod funkcijom. Ono $to ¢e nam najvisSe pomo¢i su sljedeca

dva pravila:

(8of)(A) =8(f(A),  (gof)"'(B)=f""(s7'(B)).
Svaku funkciju s kojom ¢emo rac¢unati na kolegiju mozemo napisati kao kompoziciju elementar-
nih funkcija (viSe o njima kasnije). Ako znamo odrediti sliku i prasliku skupova po elementar-
nim funkcijama i zapisati funkciju kao kompoziciju elementarnih, znamo odgovoriti na svako
pitanje o slikama i praslikama.

Primjer 1.1. Akoje f: R — R, f(x) = x? + 2x + 3, odredite f([3,4]) i f~1([6,11]).
Rjesenje 1.1. Uoc¢imo,
fx)=x*+2x+3=x?4+2x+1+2=(x+1)>+2.

Zato piSemo

f=rficfofs
gdje
Alx) =x+2,
f(x) =22,
fa(x) =x+1.
Vrijedi
f([3,4]) = A(f2(f3(13,4]))) = f(f2([4,5])) = fi([16,25]) = [18,27].
Takoder,

fHle11]) = (fiofao f3)7H(l6,11]) = £ (fa (' ([6,11)))) =
=f (1 ([490) = f71([-3, -2V [2,3]) = [-4,-3] U[L,2].

Naravno, bilo koji drugi zapis funkcije f preko kompozicija bi dao isto rjeSenje.



Dodatna svojstva funkcija

Cesto nas zanimaju i neka dodatna svojstva funkcija koja sad navodimo.

Definicija 1.4: Injektivnost

Za funkciju f: A — B kaZemo da je injekcija ako razlic¢itim elementima domene pridruZuje
razli¢ite elemente kodomene, odnosno, ako za sve x, y € A vrijedi: akoje x # y, tadaje f(x) #

fy).

Alternativno, gornje svojstvo se moze izreéi i u obliku: ,Akoje f(x) = f(y), tadaje x = y”. Na
primjer, funkcija f: R — R, f(x) = x2 nije injekcija, jer je f(—3) = £(3). U drugu ruku, funkcija
f:[0,00) = R, f(x) = x? jest injekcija.

Zadatak 1.2. Neka je f realna funkcija realne varijable s pravilom pridruzivanja

x—1

f =1

Odredite njenu prirodnu domenu te ustanovite vrijedi li svojstvo injektivnosti na toj prirodnoj
domeni.

Rjesenje 1.2. Ne smijemo imati nulu u nazivniku paje D(f) = R\ {—1}. Nekasu x,y € D(f)
takvidaje f(x) = f(y). Tada vrijedi

x—1 y-—1
x+1 y+1

pa mnoZenjem sa zajedni¢kim nazivnikom dobivamo

x=Dy+1) =y -D(x+1)

Ako razmnozimo zagrade i pokratimo, slijedi x = y pa je f injekcija na prirodnoj domeni.
O

Definicija 1.5: Surjektivnost

Za funkciju f: A — B kaZemo da je surjekcija ukoliko je slika funkcije f jednaka kodomeni.

Gornje svojstvo se moZze izre¢ii u obliku: ,,Za svaki element kodomene, postoji element domene
koji se u njega preslika”.

Definicija 1.6: Bijektivnost
Funkcija f: A — B je bijekcija ukoliko je i injekcija, i surjekcija.
Za bijektivne funkcije mozemo definirati njihov inverz.

Definicija 1.7

Nekaje f: A — B funkcija. Funkciju g: B — A takvudajego f =idsi f o ¢ = idg nazivamo
inverzom funkcije f. Ozna¢avamo's 1.



Oprez
Uo¢imo, danas smo za dvije stvari koristili oznaku f~1:
e inverz funkcije f,

e oznaka za prasliku.

Razlikujemo ih iz konteksta.

Primjer 1.3. Nekaje f: R\ {—3} — R\ {4} zadana s

dx +7
fla) =3 +3°
Pokazite da je f bijekcija i odredite f~!.
Rjesenje 1.3. Uo¢imo da moZemo pisati
5
=4- .
fl)=4-

Prvo dokazimo da je injekcija. Neka su x1, x, € R\ {—3} takvidaje f(x1) = f(x2), odnosno

Lako se dobije da onda slijedi x; = x».
Da bismo dokazali da je f surjekcija, dovoljno je pokazati da za svaki y € R\ {4} postoji neki
x € R\ {—3} takav daje f(x) = y. Vrijedi

5

5
fx)=y <= 4— — =y <— 4—y_x+3

x+3

pa dijeljenjem s 4 — y (3to je # O jer y # 4) i mnoZenjem s x + 3 te sredivanjem dobivamo

5
x=-3+ ﬂ
Uoc¢imo, ovakav x je uvijek u domeni nase funkcije, odnosno, uvijek razli¢it od —3. Dakle, ako
uvrstimo gore napisani x u nasu funkciju, dobivamo f(x) = y.
Preostaje pronadi inverz funkcije f, to jest, funkciju f~!: R\ {4} — R\ {-3} takvu da je
f(f7 () =y zasvey € R\ {4}.
Nekaje x = f~!(y) pri ¢emu je y fiksan, a x trazimo. Tada

no to je upravo jednadZzba koju smo prethodno rijesili, odnosno, znamo

5
X——3+m.

Zaklju¢ujemo
5
1 _

Naposljetku, navodimo jos neka svojstva funkcija:



e funkcija f: A — B je parna ako je A simetri¢an s obzirom na 0 i vrijedi f(—x) = f(x) za
svex € A,

e funkcija f: A — Bje neparna ako je A simetri¢an s obzirom na 01i vrijedi f(—x) = —f(x)
zasvex € A,

o funkcija f: A — Bje periodicna ako postoji T > 0 takav dazasve x € A vrijedix+7€ A
(x4 7) = f(x).

Na primjer, funkcija f(x) = x? je parna, funkcija f(x) = x® je neparna dok su trigonometrijske
funkcije periodi¢ne.

Elementarne funkcije
Elementarne funkcije su klasa funkcija s kojima naj¢es¢e radimo. Obuhvacaju funkcije koje se
,svakodnevno” pojavljuju i s kojima je jednostavno raditi.

Polinomi
Op¢éeniti oblik polinoma s realnim koeficijentima je

P(x) =a,-x"+a,1-x" "+, +ay-x*+a;-x+ap.

Broj n (ukoliko a, # 0) je stupanj polinoma. Domena polinoma je uvijek R te isto uzimamo i
za kodomenu. Slika naravno ovisi o konkretnom polinomu.

Y a

polinom f(x) = x° polinom f(x) = x(x —2)(x+1)



Opéenito, polinomi ne moraju biti bijekcije (5tovise, ne moraju biti ni injekcije, ni surjekcije).
Postoje posebni slucajevi:

o f(x) = x?"*1je bijekcija s R u R, a njen inverz je g(x) = >/x.

e f(x) = x?" nije bijekcija, jer nije injekcija. Ako domenu restringiramo na [0, o), tada funk-
cija
fliogo): [0,00) = [0,00),  f(x) = x*
jest bijekcija s inverzom g(x) = ¥/x.

Svaki polinom stupnja n ima n kompleksnih (ne nuzno razli¢itih) nulto¢aka. Zato ga mozemo
pisati u obliku
P(x) = au(x —x)" ... (x — xp)Fm,

gdjesu xq, ..., x,, razli¢ite nultocke, a ki, . . ., k;, njihove kratnosti za koje vrijedi k; + - - - +k,, =
n.

Ukoliko su svi koeficijenti polinoma realni brojevi, kompleksne nultoc¢ke dolaze zajedno u kom-
pleksno konjugiranim parovima.

Racionalne funkcije

Racionalne funkcije su funkcije dobivene kao omjer dva polinoma,

Plx)
Q(x)’

gdje su Pi Q neki polinomi. Njihova domena je IR, osim realnih nulto¢aka polinoma Q. Ne moze
se puno reci opéenito o njihovim slikama, odnosno, svojstvima (injektivnost, surjektivnost, bi-
jektivnost, ...) nego ona uvijek ovise o konkretnoj funkciji.

Naposljetku, ako je stupanj polinoma P strogo veci od stupnja polinoma Q, moZemo ta dva
polinoma podijeliti, ¢ime dobijemo

flx) =

pa onda piSemo

Racionalnu funkciju kojoj brojnik ima strogo manji stupanj od nazivnika nazivamo pravom ra-
cionalnom funkcijom.

Iracionalne funkcije
Iracionalne funkcije su one koje u svojoj definiciji imaju korijen. Na primjer:
Va2 — 1+ ¢/
7-vVx—1

Vazno je da korijen ne ovisi o varijabli, to jest, ¥/7 ne smatramo iracionalnom funkcijom.
Domenu iracionalne funkcije zapravo odreduju korijeni koje koristimo. Svaki korijen koji imamo
mora biti dobro definiran, $to znaci da ako imamo parne korijene, izraz unutar njih mora biti
nenegativan. Takoder, ako imamo razlomak, moramo paziti da je nazivnik razli¢it od nule.

VX, V2x+3+7,



Eksponencijalne i logaritamske funkcije

Eksponencijalne funkcije opéenito su funkcije oblika f(x) = a*, uz uvjete a > 0, a # 1. Iako je
eksponenciranje definirano u nekim slucajevima kadajea < 0ilia = 1, Zelimo da izraz bude
dobro definiran za sve eksponente pa zbog toga imamo uvjet na bazu.

Yy Yy

X

eksponencijalna funkcija f(x) = 2* eksponencijalna funkcija f(x) = (1/2)*

Eksponencijalna funkcija je uvijek bijekcija s R uR~¢ = (0, c0). Ovisnooa > 1ilia < 1, funkcija
je rastuca ili padajuca. Jer je bijekcija, ima inverz, koji zovemo logaritam.

Logaritamska funkcija je funkcija oblika f(x) = log, x, uz iste uvjete na a kao gore. Te funkcije
su bijekcije iz R~ u R i opet rastu, odnosno, padaju, ovisno o tomejelia > 1ilia < 1.



logaritamska funkcija f(x) = log,(x) logaritamska funkcija f(x) = log; ,,(x)

Posebna baza za eksponencijalnu i logaritamsku funkciju je Eulerova konstanta e ~ 2.71828 .. ..
Logaritam s bazom e piSemo In x := log, x i zovemo ga prirodnim logaritmom.

Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije

Veé smo dobro upoznati s osnovnim trigonometrijskim funkcijama

sin: R — [-1,1], cos: R — [-1,1]
tg:]R\{g—kkn:kEZ}—HR, ctg: R\ {kmr: ke Z} - R.
y Y
0 x ‘ 0 x

f(x) =sinx f(x) =cosx



yT

) =cgly)

NP

f(x) = tg(x)

Uoc¢imo, rijec je o periodi¢nim funkcijama, pri ¢emu prve dvije imaju temeljni period 277, a druge
dvije .

Tangens i kotangens su surjekcije na cijeli R, dok su sinus i kosinus ,samo” na [—1,1]. Zbog
periodicnosti, nije rije¢ o injekcijama.

Kao i prije, mozemo ih uciniti bijekcijama prigodnim restrikcijama domene. Njihove inverzne

funkcije nazivamo ciklometrijskim funkcijama:
Tt

in: [-1,1] — [——,—},

arcsin: [ ] )

arctg: R — <—g,g>, arcctg: R — (0, 7r).

arccos: [—1,1] — [0, ],



f(x) = arccos x

f(x) = arcsinx

fx) = ;rctg(x) f(x) = arcctg(x)

Zadaci
Zadatak 1.4. Nekaje f(x) = 4% — 2¥+t1 — 3. Odredite f([0,2)) i f~1((5,45)).

Rjesenje 1.4. Uo¢imo
flx) = (2%)>=2-2" —3

pa funkciju f moZemo napisati kao kompoziciju g o h funkcija
h: R — R,h(x)=2%, ¢ R—=R,g(x)=x>—2x—3.
Iz grafova funkcija g i h lako oc¢itamo
£([0,2)) = g(h([0,2))) = g([1,4)) = [-4,5).

Nadalje,
FH((5,45)) =h1(g71((5,45))) = 1 ((—6,-2) U (4,8)).

Jer funkcija h poprima samo pozitivne vrijednosti, slijedi

fH((5,45)) = h1((4,8)) = (2,3).



Zadatak 1.5. Odredite prirodnu domenu i sliku funkcija:
a) f(x)=v1-x;
b) f(x) = v2x* - 1.

Rjesenje 1.5. a) Za

flx)=vV1—x

koristimo da je prirodna domena drugog korijena [0, 00). Zato mora vrijediti

1-x>20 <<= x<1,

paje
D(f) = (oo, 1].
Za sliku moZemo promatrati graf funkcije pa imamo
R(f) = [0,00).
b) Za

flx) = v2xt -1

neparni korijen je definiran na cijelom R, pa je
D(f) = R.
Sada zapis$imo funkciju kao kompoziciju:
f=goh,  g(x)=+x h(x)=2x*—1.
Iz oblika (ili grafa) funkcije # imamo
R(h) = [1,09),
jer je x* > 0, minimum se postiZe u x = 0, paje h(0) = —1. Zato

R(f) = 8(R(h)) = g([=1,00)) = [-1,0).

Zadatak 1.6. Odredite podrudje definicije funkcije

x 2x2 —5x—3
o (5 252,

RjeSenje 1.6. Funkcija je oblika log, b, pa trebaju vrijediti uvjeti

a>0, a#1, b>0.

2 _ 5y —
a=ve —1, b:ctg2<1/1—z> -arctg(2xx_53;3>.

1) Uvjeti na bazu logaritma

Ovdje je

Ver—1>0 < ¥ —1>0 < x>0,
Ver —1#1 <= e —~1#1 < x#1In2.



2) Uvjeti na argument logaritma Argument logaritma je produkt

A(x) - B(x),

Ax) = ctg2<H) , B(x) = arctg(zxzx_i_?)) .

A(x)-B(x) > 0.

gdje

Trazimo

Kako je A(x) kvadrat, vrijedi A(x) > 0 (kad je definiran). Zato produkt mozZe biti strogo pozi-
tivan samo ako vrijedi
A(x)>0 i B(x)>0.

Uvjeti za proi faktor A(x).

o Korijen mora biti definiran:

1—220¢¢x§4

e ctgt mora biti definirana: t # k7, k € Z.
e Buduci da treba A(x) > 0, moramo imatiictgt # 0, a to je ekvivalentno t # 7 + krt.

Oba zadnja uvjeta zajedno daju

t;«é%ﬂ, kez,

pazat = ,/1— 7 dobijemo

x |, km x  k*m? ) 5
1-2# L = 1= £ = xA4-Kn, keZ

Uvjeti za drugi faktor B(x). Prvo, razlomak u argumentu mora biti definiran:
X # 2.
Zatim, kako je arctgt > 0 <= t > 0, uvjet B(x) > 0 je ekvivalentan nejednadzbi

2x2 —5x—3

—— >0

Faktoriziramo brojnik:
2x* —5x —3 = (2x +1)(x — 3).

Dakle rjesavamo
(2x+1)(x—3)

o > 0.
Kriti¢ne tocke su x = —%, 2, 3. Tablica predznaka:
X (=00, —3) (=3,2) (23) (3,)

2x +1 — + + +
x—3 — - - +
x—2 — — + +

2 1)(x—3

ZrDE-3) | .
x—2




Zato je

x € <—;,2> U (3, 00).

3) Presjek svih uvjeta
Skup svih uvjeta:

e x>0,
e x #1In2,
o x <4,

° x#4—k2ﬂ2,k€Z,

X € <—%,2> U (3, 00).

Medu to¢kama 4 — k2712 jedino je 4 pozitivna, pa se taj uvjet na nasem presjeku svodi na x # 4.
Dakle:
D(f) =((0,2) \ {In2}) U (3,4) = (0,In2) U (In2,2) U (3,4).

Zadatak 1.7.

a) Dokazite da ako su funkcije f i g injekcije te je f o g dobro definirana, tadajei f o g injekcija.
Vrijedi li zakljucak i za proizvoljno mnogo kompozicija?
b) Neka je

pcosx _ 1
f(x) = 2+2c05x'

Pokazite da je f injekcija na [7r, 27| te joj odredite inverz na tom intervalu.

Rjesenje 1.7.a) Nekasu f: A — Big: C — A injekcije te je f o g dobro definirana. Uzmimo

x1,x2 € C1ipretpostavimo
(fog)(x1) = (fog)(x2)

Tadaje f(g(x1)) = f(g(x2)), paizinjektivnosti od f slijedi ¢(x1) = g(x2), a zatim iz injektivnosti
od g slijedi x; = x,. Dakle, f o g je injekcija.

Isto vrijedi i za proizvoljno mnogo kompozicija: kompozicija injekcija je injekcija (dokaz npr.
indukcijom po broju funkcija).

b) Definirajmo

Q1 [m,2n]) — [-1,1], g1(x) = cosx,

w11 52, =2

1 11 X1 3
S Y B P = =1-—.
83 {2’}6{ 5’4]’ 0¥ =575 2+ x

Tadaje
flizon) = 83082081
Kodomene su odabrane kao slike pripadnih funkcija, pa su g1, 2, 3 surjekcije. Funkcija g1 je
injektivna na [7t,27| (kosinus je tamo strogo rastuéi), g je injektivna jer je eksponencijalna
funkcija strogo rastuca. Provjerimo g3: neka je g3(x1) = g3(x2) za x1,x2 € [3,2]. Tada
3 3

1— —1— — X =1,
2+ x1 24 x7 1 X2




pa je i g3 injekcija. Dakle, sve tri funkcije su injekcije, pa je i f|(,] injekcija. Jer je injekcija i
surjekcija, slijedi da je f|; 2~ bijekcija.
Sada odredimo inverz koristeci

(f|[7r,271])_1 = 81_1 og{l Ogg_l.
Za g; ' nije dovoljno pisati samo arccos, jer
gt [-1,1] = [m,27), arccos: [—1,1] — [0, t].
Zay € [—1,1] vrijedi

cosx =y, x € [,27] <= x = 27T — arccosy,

paje
g (y) = 2 — arccos .
Nadalje,
ggl(y) = logzy-
Za g;lz
- —x- - 1+
V=51 & Y2+x)=x—-1 <= x(1-y) =142y <= x= Tp—
Dakle, .
Ay = 2
8 (V) = 1y
Konacno,
! 1+2y 11
(f’[n,zn}) (y) = 2 — arccos (10g21_y> , yE [_5, 4} .
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