Harmonijska analiza Zimski semestar, ak. god. 2017./2018.

Prvi kolokvij

Za samostalno rjesavanje do 18.1.2018.

1. Dokazite da je formulom

1) = | f)dy, neN
[x+n—1,24+n)
definiran uniformno ograniceni niz linearnih operatora na L'(R) takav da za svaku
f € LY(R) i za svaki x € R vrijedi lim (7, f)(z) = 0. Nadalje pokazite da maksimalni
n—oQ

operator T* definiran sa T* f := sup,,cy | T, f| ipak nije slabo L' ogranicen.

2. Neka je || - | opéenita kvazinorma na nekom kompleksnom vektorskom prostoru X, tj.

=0, [flf=0«f=0, lafll=Ilfll, If+gll <11+ Illgl
zasve f,ge X iaeC.

(a) Akosue > 0, N € Ni fi,fo,...,fnv € X takvi da vrijedi ||f,|| < e " za
n=1,2,...,N, dokazite | ", ful <. 1.

n=1
(b) Pokazite da postoji dovoljno veliki broj A € (0,+o00) takav da ako su N € N
i fi, fo,..., fv € X takvi da vrijedi ||f,]| S n? zan = 1,2,...,N, tada je

N
12 ey fall Sa 1.

Napomena: Poanta gornjih ocjena je da ne ovise o broju vektora N. Implicitnu kons-
tantu u definiciji kvazinorme smatramo apsolutnom, tj. o njoj smiju ovisiti broj A i
implicitne konstante u (a) i (b).

3. Posebni slucaj tzv. Birnbaum-Orliczove norme na prostoru mjere (X, X, ) je || - [|ov
definirana sa

I = int {a € (0400 s [

@m”—1Wu§1}
X

pri cemu smatramo inf ) = +oco. Pripadni funkcijski prostor je
e“(X, X, p) = {f: X = C: fje X-izmjeriva, ||f. < +oo}.

(a) Provjerite da je || - ||.. doista norma na e®(X, X, ).
Napomena: Opet identificiramo funkcije koje se razlikuju na skupu mjere 0.

(b) Dokazite da za vjerojatnosni prostor (X, X, u) i X-izmjerivu kompleksnu funkciju
f vrijedi
[ fllee ~ sup (p7"fllr)
PE[1,00)
te da imamo

L

fee < |fll =0(p), p— .

Uputa: Razvijte eksponencijalnu funkciju u Taylorov red i pomoc¢u Stirlingove
formule ocijenite faktorijele.



4. Promatramo multisublinearne forme A: [T7_, S(X;, &), y1;) — C, pri emu su svi pros-
tori mjere (X;, X;, p;) upravo (R, B(R),\). Neka su dani eksponenti pg,p1,...,p, €
(0, 00] takvi da je p; < 1 za barem jedan indeks j. Dokazite da ne postoji multisubline-

arna forma A koja je restringiranog tipa (L, L L) i netrivijalna (tj. nije identicki
jednaka 0).

po’ 1’ pn

5. Dokazite tezinsku Hardy-Littlewood-Soboljevljevu nejednakost u jednoj dimenziji:

/ !:c\“!f(:v)llymg(y)!dxdy<
RJR

=y Saspas [flle@l9llLem,

pricemusu 1 <p,g<oo, 0<s<1, a,f R takvi da vrijedi

1 1 1 1
—s<a+p<0, - <a+1l, -<p+1, —+-=a+p+s+1.
p q P q

Potom pokazite da ocjena ne moze vrijediti ni za koje «, 3, p, q, s takve da je % + 5 #
a+B+s+1.

Svaki zadatak donosi po 6 bodova.

Viekoslav Kovac



