Matematicka indukcija

Matematicka indukcija je jedan od osnovnih alata kojima dokazujemo tvrdnje oblika ,DokaZite
da za sve prirodne brojeve n vrijedi ...” Ideja iza matematicke indukcije je jako jednostavna —
ako dokaZzemo da tvrdnja vrijedi za 1 te ako dokaZzemo da ako tvrdnja vrijedi za k, onda vrijedi
i za k + 1, zapravo smo dokazali da tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve.

Formalno, indukcija se sastoji od tri koraka:

1) baza indukcije u kojoj dokazujemo da tvrdnja vrijedi za neki pocetni broj n, uglavnom
n=1,

2) pretpostavka indukcije u kojoj pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj k;
3) korak indukcije u kojem dokazujemo da ako tvrdnja vrijedi za k, onda vrijedii za k + 1.

Svaki od koraka je potrebno precizno napisati i provesti. RijeSimo jedan jednostavan primjer.

Primjer 2.1. DokaZite da za svaki prirodni broj n vrijedi

n(n+1).

14+24... =
+2+---+n >

Rjesenje 2.1. Tvrdnju éemo dokazati matematickom indukcijom. Baza je slucaj n = 1 za koji
tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k € IN. DokaZimo da tvrdnja
onda vrijedi i za k + 1. Iz pretpostavke imamo

k(k+1)
B
Dodajmo k + 1 na lijevu i desnu stranu. Na lijevoj strani imamo

1+24-- +k=

1424--+k+(k+1),

a na desnoj
k(k+1) . k(k+1) +2(k+1) _ (k—l—l)(k—i—Z).

2 2 2
To su upravo dva izraza koja trebamo ¢ime smo dokazali originalnu tvrdnju.

Uocdimo:

e uovom slucaju, baza je bila uistinu trivijalna za dokazati. Iako ¢e to ¢esto biti tako, ponekad
je najteze dokazati bazni slucaj.

e jako smo eksplicitni u izrazavanju, odnosno, naglasavamo da koristimo indukciju, $to je
baza, 5to pretpostavka, a Sto korak.

e ukolikojebazan = ng, gdjeje np neki prirodni broj, onda indukcijom dokaZzemo da tvrdnja
vrijedi samo za sve n > ny.

Zadatak 2.2. DokaZite da za svaki n € IN vrijedi:

a) 2" >n,

b) i(Zk —1) =n?
k=1



Rjesenje 2.2. a) Tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom. Baza je slu¢aj n = 1,
gdje vrijedi 2! = 2 > 1. Pretpostavimo da za neki k € IN vrijedi 2F > k. Dokazimo da tada
vrijedii 2! > k+ 1.

Imamo
2k+1 — 9 ok 5 ok,

Bududéi daje k > 1, imamo 2k > k + 1, paje 281 > k + 1.

Dokazali smo tvrdnju za sve n € IN.

b) Tvrdnju éemo dokazati matematickom indukcijom. Baza je slucaj n = 1, gdje je

1
Y (2k—1)=1=1%
k=1

Pretpostavimo da za neki k € IN vrijedi
k
Y (2i—1) =K.

i=1

DokaZimo da vrijedi i za k + 1:

k+1 k
Y (2i-1)=) (2i-1)+ (2(k+1)—1).
i=1 i=1

Koristeci pretpostavku indukcije dobivamo

kf(zi ~1) =k +(2k+1) = (k+1)%
i=1

Dakle, tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve .

Naravno, indukcijom se mogu dokazivati i puno kompliciranije stvari.

Zadatak 2.3. Dokazite da za svaki prirodni broj n veéi od 1 vrijedi

L TR .
2 2 3 2n—1 )
Rjesenje 2.3. Neka je
2"—1 1
Sn = .
=1
Baza je slucajn = 2:
1 1 2 1 1 1
Pretpostavimo da za neki k > 2 vrijedi
k
- < S <k
5 <O <
DokaZimo da tada vrijedi i
k+1
i < Spip <k+1.

2



Zasvakij € {2F,..., 2K — 1} vrijedi 2 < j < 281, paje

1 1 1

To je 2F ¢lanova pa je

1 2k 2k+1_1 1 Zk
s < L i<xp=t

j:Zk ]
Jer je
2k+1_1 1
Skr1 =S+ ). =
j=2*
slijedi
k1 k+1
HZaty =y
te
Sk+1 < k + 1

Zadatak 2.4. Neka je dan niz a, definiran s

a=V4, a1 =VA4A+a,

Dokazite da za sve prirodne brojeve n vrijedi a,, < 3.

Rjesenje 2.4. Tvrdnju ¢emo dokazati matemati¢ckom indukcijom. Baza je slu¢aj n = 1, gdje je
a1 = V4 = 2 < 3. Pretpostavimo da za neki k € IN vrijedi a; < 3. Dokazimo da tada vrijedi i
g1 < 3.
Iz rekurzivne formule

g1 = V4 +ag

i pretpostavke indukcije dobivamo

A1 < VA+3=17<3.

Time smo dokazali da a,, < 3 za svakin € IN.

Zadatak 2.5. Neka je (a,) niz definiransaa; =1,a, =21
ayp =ay—1+ (n—1)a,_p, zan>3.

Dokazite da vrijedi axppe > 1/2026!.

Rjesenje 2.5. Matematickom indukcijom ¢emo dokazati da vrijedi
a, > vn!

za sve prirodne brojeve. Baza indukcije je o¢ito zadovoljena jer lako provijerimo slucajeve n = 1
in = 2. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 2in — 1, odnosno, da vrijedi

Ay >/ (n=2), a, 1>+/(n—1).



Tada:

an = tyy + (1= Vg > /(1= D+ (0 =13/ (1 =2)1 = /(1 = )11+ V1),

Kako je
1+vVn—12=1+2vVn—-1+n—-1>n,

slijedidaje 1+ vn —1 > /n. Zato je

ay > /(=11 +vVn—1) > /(n—1)-vn=Vn!

¢ime je dokazan korak indukcije, a samim time i tvdrnja zadatka.

Apsolutna vrijednost

Definicija 2.1
Apsolutna vrijednost je funkcija | - |: R — R definirana s:
x, x>0
lx|:=40, x=0
—x, x<0.

Lako se provjeravaju sljedeca svojstva:

a) |x| >0,zasvex € R;

b) |x|] =0 <= x=0;

) |x+yl < |x[+yl;
Zadatak 2.6. DokaZite da za sve realne brojeve x i y vrijedi

[x[ =1yl < [x =yl
Rjesenje 2.6. Koristit ¢emo nejednakost trokuta:
x| =[x —y) +yl < [x =yl +lyl,
yl = [y —x) +x| <[y — x| +[x] =[x —y[+][x].
Preuredenjem dobivamo
el =Tyl < lx=yl,  =(x[=1ly]) < [x—yl

zbog cega je
%[ =yl < [x = yl.

Zadatak 2.7. DokaZite da za sve realne brojeve x, ..., x, vrijedi

g+ x| < x| A A fx]



Rjesenje 2.7. Dokazat ¢emo matemati¢kom indukcijom. Baza je slucaj n = 2:
X1 + x2| < [x1| + |22

Sto je posljedica nejednakosti trokuta.
Pretpostavimo da za neki k € IN vrijedi

xp+ ] < Jaal o |
DokaZimo da tada vrijedi
X1+ X X | < x|+ ]+ Xl
MoZzemo zapisati

|xp + - xp + x| = (0 4+ -0+ xp) + X
< ]x1+'~-+xk\+|xk+1| <xr] 4 A x| X ]-

pri ¢emu smo u prvoj nejednakosti primijenili nejednakost trokuta na dva ¢lana, a u drugoj za

k ¢lanova, koja vrijedi po pretpostavci indukcije. Dakle, tvrdnja vrijedi za sve n € IN.
O
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