Infimum i supremum skupa

Postojanje infimuma i supremuma za ograni¢ene skupove realnih brojeva je upravo svojstvo
koje razlikuje realne brojeve od drugih skupova, zbog ¢ega ¢emo se detaljnije upoznati s ta dva
broja.

Definicija 3.1

Skup S C R je omeden odozgo ako postoji M € R takav da za sve x € S vrijedi x < M.
KaZemo da je M gornja meda skupa S. Najmanju gornju medu zovemo supremum skupa S.
Pisemo sup S.

Definicija 3.2

Skup S C R je omeden odozdo ako postojim € R takav da zasve x € S vrijedi x > m. KaZemo
da je m donja meda skupa S. Najve¢u donju medu zovemo infimum skupa S. PiSemo inf S.

donje mede T ] gornje mede
inf sup

Uocimo da su gornje dvije definicije jako sli¢ne. Razlika je samo u tome promatramo li ome-
denost odozgo ili odozdo. Na prvi pogled nije jasno $to Zelimo reéi definicijama infimuma i
supremuma, to jest, Sto to¢no znaci da je nesto najmanja gornja meda, odnosno, najveca donja
meda. Zapravo vrijedi sljedece:

Propozicija 3.3
Neka je S C IR. Realan broj L je supremum skupa S ako i samo ako:
e zasvex € S,x < L; [L je gornja meda ]
e zasvee > 0 postojix € Stakavdax > L —e. [ne postoji manja gornja meda|
Analogno, L je infimum skupa S ako i samo ako:

e zasvex € S,x > L; [L je donja meda]

e zasvee > 0 postoji x € S takavdax < L +e. [ne postoji ve¢a donja meda|

Drugim rije¢ima, za dokaz jednakosti supS = L treba pokazati dvije stvari: najprije da je L
gornja meda, a zatim da u skupu postoje elementi koji su proizvoljno blizu broju L s lijeve strane.
Potpuno analogno postupamo i kod dokaza dajeinfS = L.

Ono $to razlikuje skup realnih brojeva R od skupa racionalnih brojeva Q je aksiom potpunosti,
koji govori da svaki neprazan i odozgo omeden podskup S C R ima supremum u R. Na primjer,
ako promotrimo skup

{qu:q2<2},

njegov supremum je v/2 £ Q.
Naposljetku, uvodimo pojam minimuma i maksimuma:



Definicija 3.4

Nekaje @ # S C R. Ako za L = sup S vrijedi L € S, kazemo da je L maksimum skupa S.
Analogno, ako za L = inf S vrijedi L € S, kaZzemo da je L minimum skupa S.

RijeSimo jedan jednostavan primjer:

Primjer 3.1. Odredite infimum i supremum intervala (1, 3).

Rjesenje 3.1. Oznac¢imo S = (1, 3). Tvrdimo
supS =3,infS = 1.

Da bismo dokazali sup S = 3, trebamo dokazati da je 3 gornja meda te da nijedan manji broj
nije gornja meda.
Uistinu, svaki broj u skupu S je manji od 3 pa je 3 gornja meda. Takoder, koji god € > 0 uzmemo,
postoji element skupa S veéi od 3 —e. Akoje 0 < & < 2, mozemo uzeti 3 —¢/2 € §, a ako je
€ > 2, mozemo uzeti 2 € S.
Analogno dokazemo da jeinfS = 1.

O

Naravno, mi ¢emo ¢esto imati kompliciranije skupove kojima nije ovako jednostavno odrediti
infimum i supremum, no osnovna ideja je uvijek ista.

Zadatak 3.2. Odredite infimum i supremum skupova:
a) A= N xeRy;
X241 ’

x2—4

Rjesenje 3.2. a) Primijetimo da vrijedi

1 1
< - =
x24+1 - 0+1

1 za svaki x € R.

iz ¢ega slijedi da je 1 gornja meda skupa A. Nadalje, za x = 0 imamo

1

=1,
x2 41

iz Cega slijedi da je 1 maksimum skupa A. Dakle, sup A = max A = 1.
Nadalje, primijetimo da vrijedi

1

— >0 zasvaki x € R.
x2 41

iz ¢ega slijedi da je 0 donja meda skupa A.
DokaZimo da je inf A = 0. Neka je ¢ > 0. Trebamo pronaci x € R takav da je

1
X27—|—1 < 0+€,
to jest

1
41> -,
€



Kako je & > 0, mozemo uzeti, na primjer, x = 1. Tada je

pa doista vrijedi

x2+1 '
Dakle, inf A = 0.
b) Primijetimo da vrijedi
x2—4 B x24+4—4—4 . 8
x2+4 x2 4+ 4 x24+4
Nadalje, imamo
- <1
x2 44 <L

jer je %M > 0, pa imamo da je 1 gornja meda skupa B. Tvrdimo da je sup B = 1. Neka je e > 0.
Trazimo x € R takav daje

- >1- & -
arg o lE €> g

— (x*+4)e>8.

Uzmimo x = %. Tadaje

64 64
(x* +4)e = (82 +4>e: ?+4€>8,
pa slijedi
—m >1—c¢.

Dakle, sup B = 1.
S druge strane, primijetimo da vrijedi

8 8

1—-——>1—-— =
x2 44~ 0+4

1-2=-1,

gdje smo iskoristili ¢injenicu da je x2 > 0.%dazax = 0imamo1— -2~ =1— % = —1, te
imamo inf B=minB = —1.

O

Ako je skup zadan pomocu niza, tada iz promatranja ponasanja toga niza ¢esto mozemo zaklju-
¢iti koliki su njegov infimum i supremum.

Definicija 3.5

Niz realnih brojeva je funkcija a: IN — R. Umjesto a(n) piSemo a,,. Niz ozna¢avamo s (4, ) yeN-
KaZemo da je niz (a,)nen rastuci ako za sve prirodne brojeve n vrijedi a,, < a,+1. Analogno,
kazemo da je niz (a,),en padajuci ako za sve prirodne brojeve n vrijedi a, > a,41.

Ukoliko vrijedi stroga nejednakost, kazemo da je niz strogo rastudi, to jest, strogo padajudi.

Zadatak 3.3. Odredite infimum i supremum skupova:



a) A:{3n_2'n€N};

n+3"°
n?+1
b) B=< ———: IN ;.
) {2n2+n e }
Rjesenje 3.3. a) Imamo
. _3m-2 3n+3)-3-3-2_ _ 1
" n+3 n+3 T n+43

Dakle, (a,)neN je rastudi niz, iz ¢ega slijedi

1 1
infA=minA=a0=3——=—.
in min a1 =3 1 1
Tvrdimo da je sup A = 3. Vrijedi
11
=3- <3,
fin n+3
iz ¢ega slijedi da je 3 gornja meda skupa A.
Neka je ¢ > 0. Imamo:
11
ay, >3 —¢ <— 33— —>3—c¢
n+3
11
— £€> —F
n+3

— (n+3)e>11.
Odaberimo 1y € IN tako velik da je nge > 11. Tada je i
(ng+3)e > 11,

odakle slijedi a,, > 3 — €. Dakle, sup A = 3.
b) Imamo niz
b — n?+1
T2’
Da bismo odredili infimum, najprije ispitajmo monotonost niza:

n?+1 (n+1)2+1

2n2+n  2n+1)2+n+1

n?+1 _ n24+2n+2

2n2+n  2n2+5n+3

— (n*+1)(2n* +5n+3) < (n* +2n +2)(2n* + n)
— 2t + 51 +5n% +5n+3 < 2n* + 51 + 6n% + 2n
<— —n2+3n—|—3<0.

by < by <

Nulto¢ke polinoma —x? + 3x + 3 su

—x2—|—3x—|—3:0 — X12 =

-3+v9+12 3F V21
2 - 2

Odnosno, vrijedi x; = —0.791i xp ~ 3.79.
Dakle, gornja nejednakost vrijedi za n > x», tj. za n > 4. Tada je niz rastuci. Imamo:

by >by >b3 >by <bs<bg<....



Slijedi da je inf B = min B = by = 1£. Odredimo sada sup B. Imamo:

12+1 2

b= -— 1~ — %
17212417 3

Zan > 2 procijenimo sada ¢lanove niza:

b n+1 1 P41
a4 2 241
1 n*+5-5+1
S R
11 21
T2 2 n24l
1
:E—

n—2

— <
4n? +2n —

1
- > 2.
5’ n =z

Dakle, sup B = maxB = b; = %

Zadatak 3.4. Neka su A, B C R odozgo omedeni neprazni skupovi. DokaZite:
a) sup(A+ B) =sup A +supB;
b) sup(A U B) = max{sup A, sup B}.
RjeSenje 3.4. a) Najprije pokaZimo da je sup A + sup B gornja meda skupa A + B. Doista,
x+y <supA+supB zasvex € Aiy € B.

Sada pokazimo da nijedan manji broj ne moZe biti gornja meda. Neka je ¢ > 0. Tada postoje
xo € Aiyo € B takvi da vrijedi

x0>supA—§ i y0>supB—§.

Tadaje xo +yo € A+ Bi

€

> supA+supB —e.

xo+yo>supA—§+supB—

b) Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti daje sup A < sup B. Najprije pokazimo daje
sup B gornja meda skupa A U B. Svaki element skupa A U B pripada barem jednom od skupova
Ai B. Zato za svaki x € AU B vrijedi x < supB:akojex € A,ondajex <supA <supB,a
ako je x € B, onda izravno imamo x < sup B.
Sada pokazimo da je ta gornja meda i najmanja. Neka je ¢ > 0. Kako je sup B supremum skupa
B, postoji xg € B takav da je

Xo > supB —e.

Budué¢idaje B C AUB, vrijediixg € AU B. Dakle, sup B je najmanja gornja meda skupa A U B.
Slijedi da je
sup B = max{sup A, sup B}
supremum skupa A U B.
O

Analogno se pokaZe tvrdnja za infimume. Kao domacu zadacu, provjerite da za odozdo ome-
dene neprazne skupove A, B C R vrijedi



a) inf(A+ B) = inf A +infB;
b) inf(AUB) = min{inf A, inf B}.

Zadatak 3.5. Odredite infimum i supremum skupova:

a)A:{ m—n—1 mne]N}

mn+4m+3n+12°
n> 42
_ _1\n .
b) B = {( 1) o n E]N}.
Rjesenje 3.5. a) Vrijedi

m—n-—1 . m-—n-—1
mn+4m+3n+12  (m+3)(n+4)
_ m+3—(n+4)

- (m+3)(n+4)

1 1

T n+4 m+3

Dakle, A = C + D, gdje je
1 1
C:.= :neN,, D=¢(—m&eN,.
n+4 m+3°

supC=maxC= - (n=1), supD =0,

Vrijedi:

infC =0, infD =minD = —

=

Dakle, imamo:

1
supA =supC+supD = - +0= g (nije maksimum),

1
5
inffA=infC+infD =0+ ( (nije minimum).

1
4
b) Definiramo B := CU D, gdje je
2 2
C:= {(—1)2k(2k)+21k6N} {4k 2 ke IN}

(2k)2 47 42 +7"
_1)2 132
D {(Capr B (@R )
Skup C. Definiramo
. 4k> +2 5 <1
LT AT R A

Niz (ck) je rastudi pa vrijedi inf C = minC = ¢; = . Uog&imo da je 1 gornja meda skupa C.
Dokazimo da je sup C = 1. Neka je ¢ > 0. Tada je

g>l—-e<—=1——F5——=>1—c¢

4k> 47



Odaberimo kg € IN tako velik da je koe > 5. Tada vrijedi
(4k3 +7)e > (4k3)e > k3e > koe > 5.

Dakle, sup C = 1.
Skup D. Definiramo

o (2k-1)2+2 5
A T s e T
Niz (dy) je padajuéi pa vrijedi sup D = max D = d; = —3. Uo¢imo da je —1 donja meda skupa

D. Dokazimo da je inf D = —1. Neka je ¢ > 0. Tada je

dp < —14e <= -1+ < —-1+c¢

5
(2k—1)2+7

= &> — ((2k—1)>+7)e > 5.

(2k—1)2+7
Odaberimo ko € IN tako velik da je kge > 5. Tada vrijedi
((2ko +1)% +7)e > 4k3e > ke > koe > 5.

Dakle, inf D = —1.
Sada imamo

sup B = sup(C U D) = max{sup C,sup D} = max {1, _2} =1,

inf B =inf(CUD) = min{inf C,inf D} = min {161, —1} -1

Zadatak 3.6. Neka su A, B C [0, o) odozgo omedeni i neprazni. Definiramo

A-B={xy:x€ A,y € B}.
DokaZzite

sup(A - B) =sup A - sup B.
Rjesenje 3.6. Akojesup A = 0, ondaje A = {0} paje A-B = {0} i tvrdnja slijedi. Pretposta-
vimo da je sup A > 0. Vrijedi:

xy < sup Asup B zasvex € Aiy € B.

pa slijedi da je sup A sup B gornja meda skupa A - B. Dokazimo da je to doista supremum. Na-
vest ¢emo dva dokaza.
Prvi nacin. Ako je sup B = 0, onda je B = {0} paje A - B = {0} i tvrdnja slijedi. Pretpostavimo
stoga dajeisup B > 0. Nekaje 0 < ¢ < sup Asup B. Tada za

€

2sup B >0

postoji x € A takav da je
x>supA—eg,
€

2sup A >0

€y =



a postojiiy € B takav daje
y >supB —ep.
Sada imamo
xy > (sup A —¢e1)(supB —¢7)
2
3
=supAsupB —e+ 4sup Asup B
>sup AsupB —e.

Drugi nacin. Stavimo oznaku C = A - B. Ve¢ smo dokazali da je sup A sup B gornja meda skupa
C = A - B. Kako je skup C odozgo ogranicen, po aksiomu potpunosti, C ima supremum u R, a
kako je supremum najmanja gornja meda, vrijedi

sup C < sup Asup B (1)

DokaZimo sada da vrijediisup Asup B < sup C. Vrijediab < supCzasvea € A, b € B. Bududi
da smo pretpostavili sup A > 0, postoji ap € A\ {0}. Vrijedi

sup C
a0

b<

zasveb € Bpaje % gornja meda skupa B, iz ¢ega slijedi

sup B < Sup C.
ap

Ukoliko je sup B = 0, onda je B = {0} paje C = {0} i onda tvrdnja o&ito vrijedi jer je u ovom
sluc¢aju sup C = sup Asup B = 0. Ako je sup B > 0, onda mozemo zakljuciti da je

do < sup C
sup B

zasveay € A\ {0}, a zapravo vrijedi i

4 < sup C
~ supB

:111;(]; gornja meda skupa A paje

za sve a € A. Stoga je

odnosno
sup Asup B < sup C. (2)
Iz (1) i (2) slijedi sup Asup B = sup C.
O]

Analogna tvrdnja vrijedi i za infimume. Kao domacu zadacu, provjerite da za neprazne skupove
A,B C [0,00) vrijedi inf(A - B) = inf A - inf B. Takoder, vrijedi i opéenitija tvrdnja. Za A, B
neprazne i omedene,

sup(A - B) = max{sup A sup B, sup Ainf B, inf Asup B,inf Ainf B},
inf(A - B) = min{sup A sup B, sup Ainf B, inf A sup B, inf Ainf B}.



Zadatak 3.7. Odredite infimum i supremum skupova:

a) A:{zn_l-l—’—m:m,nEN};
n m

b) B = i ‘neN,x>0
o\ m2x+2x+n24+2° =

Rjesenje 3.7.a) Nekaje A = C- D, gdje je

C .= {Z”n_l; ne]N} C[0,00), D:= {1;’” me]N} C [0, c0).

Dobivamo da je supC = 2,infC = minC = 1 (postizesezan = 1) te supD = maxD = 2
(postizesezam = 1) iinfD = 1.
Dakle, imamo

supA =supC-supD =2-2=4,

inffA=infC-infD=1-1=1.

b) Vrijedi

p_{ ™ X N xs0l—cC.D
S\ n2+2 x+4+1° Tt = - ’

gdje je

n2 X
= _— C = . > C .
C {n2+2 nelN}_[O,oo>, D {x+1 x_O}_[O,oo>

Lako dobivamo daje supC = 1iinfC = minC = % (n = 1). Vrijedi

X
>
x+1 20

pa je 0 donja meda skupa D, a ujedno i minimum skupa D jer se dostize za x = 0. Stoga je

inf D = 0. Nadalje,
x 1
=1-——x<1
x+1 x+1 <
za x > 0 paje 1 gornja meda skupa D. Dokazimo da je sup D = 1. Treba dokazati da za svaki

e > 0 postoji x > 0 takav da vrijedi

1—£<1—L.
x+1

Sto je ekvivalentno s ¢(x + 1) > 1. Uzmimo x = % Tadajex > 01
1
e(x+1) :s<8—|—1> =1+e>1,

pa slijedi
1—£<1—L.
x+1

Slijedi dajesupD = 1teinf D = min D = 0 (x = 0). Sada vidimo da je
supB=supC-supD=1-1=1

te

infB=infC-infD = - -0 = 0 = min B.
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