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Parcijalne diferencijalne jednadzbe 1

. (10) Rijesite sljedeé¢i problem metodom karakteristika

{xum—i-yuy =u—+1,
2

u(z,y) = 2, zay==x
. (15) Izvedite formulu za rjesenje rubne zadace

Au =0, naf{2
u=g¢, nadfd

gdje je Q@ = {(z1,22) € R? : 2y — 1 > 0} 1 g1, 2) = Xk(0,1) (%1, T2).
. (10) Izvedite formulu za rjesenje zadace
u; — Au = f, na R? x (0, c0)
u(-,0) =g, naR?x {t =0},
gdje je f(wy,ma,t) =2t — 11 g(x1, 72) = 2cos? 1y.
. (10) Odredite rjesenje pocetne zadace

2

Up — Uy — 20U, — (1 +2%)u =0, na R x (0, 00)
u(z,0) = e~ 2%, na R x {t = 0},

Uputa: Uvedite pomoénu funkciju v(z,t) = ¢(x, t)u(x,t) (® odredite na prigodan
nac¢in) koja ¢e zadovoljavati jednadzbu provodenja.

. (54+10) Neka je u : R — R glatko rjesenje pocetne zadace

Uy — Uz = 0, ma R x (0, 00)
u(-,0) =g, na R x {t =0}
u(-,0)=h, naRx{t=0}.

Pretpostavimo dodatno da su g, h € C2°(R). Definiramo kineticku energiju
k(t) :== 5 [°°_ui(x,t)dz i potencijalnu energiju p(t) = § [*_u2(x,t)dz. Dokazite:
a) k(t) + p(t) je konstanta.

b) k(t) = p(t) za dovoljno velike ¢.



Rjesenja

1. Iz zadatka iscitavamo: a(z,y, z) = [ﬂ, b(z,y,2) =2+ 1,te S={(s,5%) :s € R}.

Normala na S u tocki (s, s*) dana je s n(s) = [ 1 S] . Prvo provjeravamo postoje

li karakteristiéne tocke:

a(s, s u(s,s?)) -

<= ol
2
— 252+ =0
<— s=0.

s)

n( 0
—2s
1 0

Zakljuéujemo da je jedina karakteristicna tocka (0,0). Za s # 0 rjeSavamo pripadni
sustav ODJ:

Rjesenje ovog sustava je dano s:

x(t; s) = se
y(t; s) = s%e!

2(t;s) = (s* + 1)et — 1

Primijetimo ovdje da za tocku (0, 0) ne postoji karakteristika koja prolazi kroz nju
osim trivijalne. Sada za (z,y) € R?\ {(0,0)} pokuSavamo pronadi t i s takve da

vrijedi
xr = se!
y = s%!

Primijetimo da za tocke koje se nalaze na koordinatnim osima ne postoje odgova-
rajuce karakteristike (uvrstavanjem 0 za x ili y automatski slijedi da i drugi mora
biti jednak 0). Takoder, kako je izraz s’¢! > 0, vidimo da ni za tocke ¢ija je y-
koordinata manja od 0 nemamo rjesenje. Za sve preostale tocke, odgovarajudi t i
ssudanist=In % i s =2 Rjesenje dobivamo uvrstavanjem ¢ i s u izraz za 2:

2 2

22 x
u(z,y) = (%—i—l)elny—l:?%—y—l



Iz ovako dobivene formule vidimo da rjesenje ima smisla i za tocke kojima je y-
koordinata negativna, kao i za tocke za koje je x = 0 (osim ishodista).

. Oznacimo s O matricu rotacije ravnine za kut —7, te uvedimo funkciju

v(x) = u(Oz). Prema zadatku s vjezbi, v takoder zadovoljava Laplaceovu jed-
nadzbu, dok pocetni uvjet, zbog invarijantnosti funkcije g na rotacije, ostaje isti.
Dakle, transformirana zadaca je:

Av =0, na R x R,
v(21,0) = xj-1,7(z1), na R x {0}.

Vanjska normala na rub je dana s n(y;,0) = (0, —1), pa nam je jedino potrebno

izracunati g—y(i. Rjesenje gornjeg problema je onda dano formulom

1

0G G
U($171’2) :/ 8_y2($1,$2>y170)X[—1,1](y1)d3/1 = ) 2(x1,x2,y1,0)dy1

Greenova funkcija za gornju poluravninu je dana s

Gloan, o) = = (il = 0+ (= 2] = (o = 1)+ o + 2.

Deriviranjem po y» te uvrstavanjem y, = 0 dobivamo

aG(a: T 0)—l 2
a Yo 1,22, Y1, - W(yl _xl)Q_'_x%'

Uvrstavanjem u formulu za rjesenje slijedi

1
d 1 1— 1
v(xl,xz) — @/ % 5 = —| arctan 1 + arctan k2!
™ J(y—x)?+a5 T T

Preostaje jos iskoristiti u(zy, z2) = v(OT (21, 13)) = v(‘/?i(xl + Tp, —T1 + T2)).

Napomena: Zadatak je bilo moguce rijesiti i direktno, radeéi refleksiju preko
pravca ro = x1, ali na taj nacin zadatak postaje racunski daleko kopmliciraniji.

. Rjesenje zadace je dano s

wat) = [ @a—ytatin+ [ [ oyt = )5

Racunamo prvi integral:

/ O(x —y,t / (z — y,1)2 cos® y1dyr dys

—00

= (/ O(x1 — y1,t) cos(2y, dyl) </ (29 — Yo, t dyg) / Oz —y,t)dy
R R2



= cos(2zy)e ' + 1,

gdje prvi integral racunamo kao na vjezbama, a drugi i tre¢i su 1 po svojstvu
elementarnog rjesenja (ovdje ® oznacava el. rjeSenje u odgovarajucoj dimenziji).
Racunamo drugi integral:

/Ot/R2<I>(x—y7t—s)f(y,s)dyds:/Ot/RQ(I)(:E—y,t—s)(Qs—l)dyds

t
:/(28—1)d8:t2—t,
0

ponovno koriste¢i svojstvo elementarnog rjesenja i ¢injenicu da f ne ovisi o y.
Konac¢no rjeSenje je u(z,t) = cos(2x1)e ™ + > —t + 1.

. Stavimo v(x,t) = e u(x,t) (razlog za ovakav odabir je izgled nade jednadzbe;
x uz derivacije nizeg reda mozemo dobiti deriviranjem ovakve funkcije). Cilj je
odrediti ¢ takav da v zadovoljava jednadzbu provodenja. Imamo da je v, = e u,

te vy, = e’ (Uge + 2czUy + (2¢ + 4c2?)u). Usporedbom s jednadzbom vidimo da
treba uzeti ¢ = % Funkcija v sada rjesava sljede¢u zadacu:

Uy — Ve = 0, ma R x (0, 00),
v(-,0) =1 na R x {0}.

Uvrstavanjem u formulu za rjesenje dobivamo

v(x,t) = /R@(x —y,t)dy = 1.

Rjesenje pocetnog problema u je onda

1,2

u(z,t) = e_%g”Zv(a:,t) =e 2

. Prema D’Alembertovoj formuli, rjesenje u je dano s u(x,t) = W—k% fﬁt h(y)dy.

r—t
Primijetimo prvo kako je za fiksno ¢ > 0 funkcija  — u(z, t) ima kompaktan nosac¢

(treba biti oprezan, u kao funkcija na R x (0, co) ne mora imati). To slijedi direktno
iz gornje formule; za dovoljno velike = je [x — t,x + ] N (supp g U supp h)) =0
(uz fiksno t). Zbog ovoga i funkcije z — wy(x,t) i © — u,(x,t) imaju takoder
kompaktan nosac. Posebno, opravdano je deriviranje pod integralom i parcijalna
integracija nema rubni ¢lan pa imamo:

(w0 = [

gy d + / UgUggdT P:I / Ut(Utt - uxz)d.fC valna 0.
R R R

Ovime je a) pokazano. Za b) dio zadatka koristimo ponovno D’Alembertovu for-
mulu. Deriviranjem po x, odnosno po t, dobijemo sljedece izraze:

wala, 1) = Sl (@4 1) +9'(x — )] + 5lh(a + ) — h(z — )],



wle,t) = 310/ + ) — o (x — 1] + 5[+ 1) + bz — 1)

Rac¢unamo:

) =0 = [ (2 = e = [ (s = w)ls + u)io

R

~ [ =0 = hle = 0llg(w +) + i + )

Ponovno, zbog kompaktnosti nosaca od g i h, za dovoljno veliki ¢ je za svaki z
jedna od tocaka x —t i x 4+t izvan nosaca i od g i od h, pa je za takve t uvijek
jedan od faktora jednak 0. Za vidjeti ovo uzmimo da je (supp gUsupp h) C [—a, a
za neki a > 0, te stavimo ¢y = 3a (korisno je i nacrtati si sliku). Za t > ¢, onda
vrijedi k(t) = p(t).



