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1 Sustavi linearnih jednadzbi

1. Koliko rjesenja ima jednadzba x + 2y + 3z = 07 Beskona¢no mnogo.

Svaka linearna jednadzba s vise od jedne nepoznanice sigurno ima beskonacno mnogo
rjesenja. Za ovu konkretnu jednadzZbu rjesenja su sve tocke, njih beskonacno mnogo,
koje leze u ravnini u prostoru koja je zadana tom jednadzbom.

2. Oznacite sve jednadzbe koje su linearne i homogene!
Voety==z Ux+4+2y—25=0 Hxy=0
v x/y =3 uz uvjet y #0 O In(x +y) = 0 uz uvjet x,y > 0

Jednadzba x+vy = z je ekvivalentna jednadzbi 1-x+1-y—1-2 = 0, dakle je homogena
i linearna. Jednadzba x+2y—25 = 0 ekvivalentna je jednadzbi 1-x+2-y = 25, dakle
jest linearna, ali nije homogena, slobodni clan joj je 25. Jednadzba xy = 0 ne moZe
se zapisati u ekvivalentnom obliku ax + by = ¢, dakle nije linearna, pa ne moZe
biti ni homogena.ﬂ Jednadzba x/y = 0 uz uvjet y # 0 ekvivalentna je homogenoj
linearnoj jednadzbi 1 -x 4+ 0 -y = 0 s istim uvjetom. Jednadzba In(x + y) = 0
ekvivalentna je, zbog bijektivnosti eksponencijalnih funkcija, jednadzbi x +y =1 (s
istim uvjetom x,y > 0), koja jest linearna, ali nije homogena.

3. Oznacite sve to¢ne tvrdnje o sustavima linearnih jednadzbi s 2 jednadzbe i 2 nepoz-
nanice!
[J Postoji takav sustav s to¢no 2 rjeSenja.
[J Geometrijski, takav se sustav interpretira kao 2 pravca u prostoru.
v Matrica takvog sustava ima 2 retka i 3 stupca.
[0 Ako je takav sustav homogen, on ne moze imati jedinstveno rjeSenje.

Nikoji sustav linearnih jednadzbi ne moZe imati tocno dva rjesenja: Cim ima vise
od jednog rjesenja, ima ih beskonacno mnogo. Geometrijski, linearne jednadzbe s
dvije nepoznanice mozemo interpretirati kao dva pravca u ravnini. Ako bismo ih
interpretirali w prostoru, radilo bi se o ravninama (paralelnim jednoj koordinatnoj
0si). Matrica sustava ima onoliko redaka koliko sustav ima jednadzbi, a za 1 vise
stupaca nego nepoznanica, dakle je za 2 X 2-sustav imamo matricu s 2 retka 1 2

1Strogo matematicki uzevsi, radi se o homogenoj jednadzbi stupnja 2 s 2 nepoznanice, ali takve
jednadzbe nec¢emo razmatrati u ovom kolegiju.



stupca. Ako je 2 X 2-sustav homogen, njemu odgovaraju dva pravca u ravnini koji
prolaze kroz ishodiste te ée imati jedinstveno rjesenje (0,0) ako se ne radi od dva
podudarna pravca.

. Konac¢na matrica jednog sustava linearnih jednadzbi nakon $to je na njega primije-
njena Gaufova metoda eliminacija je

1 00 0 0/0
01010]|2
1 3 015

Oznacite sve tocne tvrdnje o tom sustavu!

[] Sustav ima ¢etiri nepoznanice. v Sustav ima tri jednadzbe.
v Sustav ima pet nepoznanica. [J Sustav ima pet jednadzbi.
L] Sustav nema rjesSenja. v Sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja.
O Jedno rjesenje sustava je (0,2,5). O Jedno rjesenje sustava je (1,1,1,2,5).
v Jedno rjesenje sustava je (0,1,2,1,5).

Matrica sustava tma onoliko redaka koliko sustav ima jednadzbi, dakle u ovom slucaju
3. Matrica sustava ima za 1 vise stupaca nego Sto ima nepoznanica, dakle je u
ovom Sslucaj broj nepoznanica 5. Vidimo da u ovoj konacnoj matrici imamo dva
yumetnuta® stupca © nemamo kontradiktornih jednadzbi, dakle sustav ima beskonacno
mnogo rjesenja (opisanih s dva slobodna parametra koji odgovaraju cetvrtoj i petoj
nepoznanici). Bududi da sustav ima pet nepoznanica, njegova rieSenja mogu biti
iskljucivo uredene petorke, dakle nikako ne (0,2,5). Kad matricu napiSemo u obliku
sustava vidimo da je prva jednadzba x1 =0 pa ni (1,1,1,2,5) sigurno nije rjesengje
sustava. Druga jednadzba je xo + x4 = 2, a lreéa x3 + 3x4 = 5 pa vidimo da
(0,1,2,1,5) zadovoljava sve tri jednadzbe te je to jedno od rjesenja.

. Oznadite sve dozvoljene operacije u Gaukovoj metodi eliminacija (uz koristenje ma-
trice sustava).

v Zamjena dva retka matrice sustava. [] Zamjena dva stupca matrice sustava.
[J Mnozenje retka matrice bilo kojim brojem.

v Dijeljenje retka matrice bilo kojim brojem razli¢itim od nule.

[J Mnozenje stupca matrice bilo kojim brojem razli¢itim od nule.

v Oduzimanje jednog retka od drugog. (] Pribrajanje jednog stupca drugom
stupcu.

Dozvoljene su operacije elementarne transformacije po retcima i njihove kombina-
cije. U Gauflovoj metodi eliminacija nisu dozvoljene elementarne transformacije
sa stupcima jer bi izazvale ,pomutnju” medu nepoznanicama. Zamgjena dva retka
je dozvoljena jer odgovara zamjeni poretka jednadzbi, Sto ocito ne mijenja rjesSenje
sustava. Dozvoljeno je i mnoZiti redak matrice (dakle jednadzbu sustava) bilo kojim
brojem s izuzetkom 0 jer ne mijenja rjeSenja sustava (ali mnoZenjem s 0 dobili bismo
jednadzbu 0 = 0 Sto je ekvivalentno brisanju te jednadzbe iz sustava). Dijeljenje bro-
jem razlicitim od nule je dozvoljeno jer je to isto Sto i mnoZenje s njemu reciprocnim
brojem koji ne moZe biti nula. Oduzimangje jednog retka od drugog je dozvoljeno jer
se radi o kombinaciji dvije elementarne transformacije s retcima (mnoZenje jednog
retka s —1 i pribrajanje jednog retka drugom,).
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Uvod u matrice i vektorske prostore. Baza i dimen-
zija.

. Koje su koordinate kompleksnog broja z = 54 u bazi B = (1 — 7,2 +4) (naravno,
ovdje skup C gledamo kao realni vektorski prostor)? z = (1,2)p.

Broj z Zelimo zapisati kao linearnu kombinaciju x- (1 —i) +y-(2+14) = (v +2y) +

(y — x)i. Dakle, treba biti 5 = x4 2y i 1 = y — x te dobivamo da je prva koordinata
r =1, a druga y = 2.

. Neka je A kompleksna matrica koja je istovremeno antihermitska i simetri¢na. Sto
od sljedeceg vrijedi za A?

[0 Takva A ne postoji. v A je kvadratna. [0 A nije kvadratna.
v A na dijagonali ima samo ¢isto imaginarne brojeve. (0 A je nulmatrica.
[0 A na dijagonali ima iskljucivo nule. ¥ Svi elementi od A su ¢isto imaginarni.
0 A na dijagonali ima samo realne brojeve. [J Svi elementi od A su realni.
Simetricne kao i antihermitske matrice moraju biti kvadratne, dakle je A kvadratna.
Nadalje, po definiciji tih dviju vrsta matrica mora vrijediti A' = A = —A*, dakle je
At = —A*. Na poziciji (i,7) od A" je aj;, a na istoj poziciji w —A* je —aj;. Dakle,
za sve i i j mora vrijediti aj; = —ay;, tj. svi elementi u A moraju biti jednaki svojim
suprotnim konjugiranim brojevima. Stoga svi moraju biti ¢isto imaginarni.

. Neka je V' vektorski prostor svih neprekidnih realnih funkcija s domenom |0, 1], tj.
V = C([0,1]). Oznagite sve tocne tvrdnje o V!

i Primjer vektora iz V je f(z) = arcsinz.

O Primjer vektora iz V je f(x) = V& — 2.

U V je konacnodimenzionalan.

Z V je beskona¢nodimenziojnalan.

i Skup svih polinoma kojima je za domenu uzet segment [0, 1] je potprostor od V.

O Skup svih eksponencijalnih funkcija kojima je za domenu uzet segment [0, 1] je
potprostor od V.

O Skup {z?,In(x + 2)} je primjer linearno zavisnog skupa u V.
i Skup {exp(z),sin(z), exp(z) + sin(z)} je primjer linearno zavisnog skupa u V.

Elementi od V' su neprekidne realne funkcije s domenom [0, 1]. Buduéi da je prirodna
domena od arcsin nadskup od [0, 1], arcsin jest vektor iz C([0,1]). No, prirodna do-
mena od \/x — 2 je [2,+00), dakle ta funkcija nije vektor u V. Kao i svi vektorski
prostori koji se sastoje od svih (a ne samo nekih) realnih funkcija dane domene (ili
svih neprekidnih ili svih integrabilnih ili svih derivabilnih), V' je beskonacne dimen-
zije.  Najjednostavnigi argument za to je da sadrzi beskonacan linearno nezavisan
skup svih monoma. Skup svih polinoma s fiksiranom domenom je vektorski prostor,
a ocito su svi polinomi s domenom [0, 1] neprekidni, dakle ¢ine i podskup od V' te se
radi o potprostoru. Zbroj duvije eksponencijalne funkcije nije eksponencijalna funk-
cija pa podskup svih eksponencijalnih funkcija s domenom [0,1] nije potprostor od
V. Buduéi da se x* ne moZe zapisati kao skalar puta In(x + 2), te su dvije funkcije



linearno nezavisne. Buduéi da je u skupu {exp(z),sin(x), exp(z)+sin(x)} C V treca
funkcija linearna kombinacija prve duvije, to je primjer lineanro zavisnog skupa u 'V .

. Zadan je sustav linearnih jednad7bi x +y+2 =0,y —2 =0, x+2y = 0. Sa §
ozna¢imo skup svih njegovih rjesenja. Oznacite to¢ne tvrdnje! (Podrazumijevamo
da u rjeSenjima za x, y, 2z dozvoljavamo samo realne brojeve.)

7 S je vektorski prostor. [1 S nije vektorski prostor.
0 S se sastoji samo od nulvektora, tj. S je trivijalan vektorski prostor.

@S je potprostor od R3. O S je potprostor od R2. [ S je potprostor od R.
[0 S je dimenzije 0. & S je dimenzije 1. [ S je dimenzije 2. [ S je dimenzije 3.

Sustav je homogen i linearan pa mu je skup rjeSenja ujedno 1 vektorski prostor.
Buduéi da sustav ima tri nepoznanice, S je potprostor od R3. Rjesenje tog sustava
su sve uredene trojke (x,y,2) € R3 za koje jex = 2t, y = —t, z = —t, t € R3. Bududéi
da u opisu rjesenja tmamo jedan slobodni parametar, radi se o 1-dimenzionalnom
prostoru.

. Oznacite sve primjere realnih vektorskih prostora koji su dimenzije 4. (Podrazumije-
vamo da ako neki od navedenih prostora mozemo gledati i kao kompleksni, svejedno
ga gledamo kao realni).

UOR 0 R? 4R
ocC v C? OcC!
7 My O My

[J prostor svih polinoma stupnja najvise 4
[] prostor svih polinoma stupnja bar 4
(] prostor svih algebarskih realnih funkcija jedne varijable

Realni vektorski prostort R™ su dimenzije n. Skup C gledan kao realni vektorski
prostor je dimenzije 2, dakle je C" kao realni vektorski prostor dimenzije 2n. Prostor
M. je dimenzije m-n, pa je dimenzija od M, jednaka n?. Polinomi stupnja 4 ¢ine
vektorski prostor, ali je on dimenzije 5 jer u njemu mozZemo naci skup od 5 linearno
nezavisnih vektora {1, x, x% 3, x*}. Polinomi stupnja bar 4 uopée ne ¢ine vektorski
prostor jer zbroj dva takva polinoma ne mora biti u tom skupu (npr. p(z) = 2* +23 i
q(z) = —x* + 22 su u tom skupu, ali im 2broj ° + x* nije u tom skupu). Algebarske
funkcije jedne varijable ¢ine vektorski prostor, ali beskonacne dimenzije (jer sadrzi
beskonacni linearno nezavisan skup svih monoma,).

Rang matrice. Unitarni prostori. Pojam linearnog
operatora.

. Koji je rang matrice

0 05305
8 00000,
0 -10102]
8 15407

Rang te matrice je 3.




Rang je ocito najvise 4. Ceturti redak je zbroj prva tri retka, dakle je cetvrti redak
linearno zavisan s prva tri. Pogledamo li prva tri stupca od prva tri retka ocito je
da su ta tri retka linearno nezavisna. Dakle, rang je 3.

. Sto od sljedeceg vrijedi za sve realne unitarne prostore V' kojima je dimenzija 57
71 Skalarni umnozak dva vektora iz V' mora biti realan broj.

U] Skalarni umnozak dva vektora iz V' moze biti ne-realan kompleksan broj.

1 Skalarni produkt je komutativan.

O Ako je (v,v) =4, onda je ||v|| = 4.

U] Skalarni produkt vektora v i w je umnozak njihovih iznosa i kosinusa kuta medu
njima.

0 U V postoji skup od 6 medusobno ortogonalnih vektora.

L] Svaka baza od V je ortogonalna.

[0 Ako su dva vektora iz V' linearno nezavisna, skalarni produkt im je 0.

71 Ako je skalarni produkt dva nenul-vektora iz V' jednak 0, oni su linearno nezavisni.

U unitarnim prostorima skalarni umnoZak dva vektora je skalar, dakle ako je prostor
realan skalarni umnoZak mora biti realan broj. U realnim unitarnim prostorima
skalarni produkt je komutativan: (v,w) = (w,v) za sve v,w € V. Norma vektom
je definirana s ||v|| = ++/(v,v), dakle ako je (v,v) = 4, onda je ||v|]| = 2. U
opéim vektorskim prostorima nema smisla pojam iznosa i kuta medu Uektom'ma te
se skalarni produkt ne moZe definirati kao umnoZak iznosa vektora i kosinusa kuta
medu njima; ta definicija je tocna samo za vektorske prostore geometrijskih vektora
(a oni su dimenzije 2 ili 8, dakle na§V sigurno nije jedan od njih). Dimenzija od V
je b, dakle svaki skup od vise od 5 vektora iz V' je sigurno linearno zavisan. Buduéi
da su skupouvi koji se sastoje od medusobno ortogonalnih vektora sigurno linearno
nezavisni zakljucujemo da v V' ne moZe postojati skup od 6 medusobno ortogonalnih
vektora. Baze od V' ée biti svi, a ne samo ortogonalni skupovi od po 5 vektora, dakle
za V' postoje ortogonalne baze, ali i baze koje nisu ortogonalne. Ako su dva vektora
v 1w linearno zavisna, onda je w = av za neki skalar o, no to ne znaci da je
0= (v, w(= alv,v) = a|[v|]?. Stovide, ako je (v,w) = 0 i nijedan od ta dva vektora
nije nulvektor, oni su ortogonalni, dakle sigurno linearno nezavisni.

. Koliko iznosi norma vektora v = exp u vektorskom prostoru C'([—1,1])?

0o 01 Oe 0!l Oe—1 Oe+1
0 2 0 e2 O % O 6226_2  nijedno od navedenog

Racunamo po definiciji:

1 1
|v]| = +v/(v,v) = —i-\// exp(z) exp(x)dx = —i-\// exp(2z)dx =
-1 —1
iy Eepn| —+y/C T 10
= 5 oxp(2¢ - 5~




4. Oznacite sve primjere linearnih operatora!
7 Rotacija oko O za kut 35° kao funkcija s V2(O) u V%(O)
O Translacija za geometrijski vektor j kao funkcija s V3(0) u V3(0)
O Zrcaljenje s obzirom na ravninu = + y + z = 1 kao funkcija s V3(O) u V3(0O).
7 Osna simetrija s obzirom na pravac z + 2y = 0 kao funkcija s V2(0O) u V*(O).
[J Rang kao funkcija s M3 u R.
7 Izracunavanje derivacije u 0 kao funkcija s C'(R) u C(R).
0O & @ Mnozenje s e kao funkcija s R® u €8. (Gregka, vidi dolje u komentaru!)
O Afina funkcija f(z) = 22 + 1 kao funkcija s R u R.
0 Konjugiranje kao funkcija s C u C.

Sve rotacije oko O u V2(O) su linearni operatori, a tako i sve osne simetrije s ob-
zirom na pravee koji prolaze kroz O. Linearni operatori na V3(O) moraju nulvektor
preslikati u nulvektor, dakle ishodiste u ishiste. Translacija za vektor ; preslika O
u (0,1,0), dakle ne moze biti linearni operator. Takoder i zrcaljenje s obzirom na
ravninu x + vy + 2z = 1, buduci da ona ne prolazi kroz O, ne preslika O u O pa ne
moZze biti linearan operator. Rang nije linearan, primjerice lako zakljucujemo da nije
homogen jer je npr. rang od I3 jednak 3, a toliki je i rang od 213, dakle ne vrijedi
rang(2A) = 2rang(A). Znamo da je deriviranje linearno; ako funkciji f € CY(R)
pridruzimo f'(0), to je broj, dakle se radi o preslikavanju s C*(R) u R (linearnom
funkcionalu), ali buduéi da se svaka konstanta moZe shvatiti kao konstantna funk-
cija 1 ta je neprekidna, isto preslikavanje moZemo shvatiti © kao linearan operator s
CHR) u C(R). MnoZenje s konstantom, npr. e, uvijek je linearno. No, da bismo
imali linearan operator, domena i kodomena oba trebaju biti realns ili oba komplek-
sni prostori. Buduéi da C® moZemo tretirati i kao realni prostor i kao kompleksni,
smnoZenje s e kao funkcija s R® u C¥¢ moZe i ne mora biti linearan operator (ako
je C® realan prostor, onda jest, ako je kompleksan, onda nije). Stoga je ta recenica
maknuta iz testa prije konacne dodjele bodova. Afine funkcije kojima je slobodan
clan razlicit od 0 nisu linearni operatort jer ne preslikavaju 0 u 0. Konjugiranje nije
homogeno pa nije ni linearno, §to vidimo npr. izi-i= —1=—1#4-i =1i-(—i) = 1.

5. Ako je A kvadratna ortogonalna matrica reda 2, onda je ona sigurno ...
L norme 1 & ranga 2 71 ne sadrzi element vec¢i od 1 L] ne sadrzi negativni element
[J simetri¢na [J antisimetri¢na 7 razli¢ita od nulmatrice [J jedini¢na

Retci, odnosno stupci, ortogonalne matrice ¢ine ortonormiranu bazu, dakle su line-
arno nezavisni. Ako je ortogonalna matrica reda 2 znaci da joj je rang 2. Nulmatrica
nikad ne moZze biti ortogonalna, jer nikoja baza ne sadrzi nulvektor. Ortogonalne
matrice ne moraju bitt ni simetricne ni antisimetricne nitt moraju biti jedinicne,

uzmimo npr. ortogonalnu matricu < 1/\/§ 1/\/§ ) Ortogonalne matrice mogu
: RYNCIRYN B

sadrZavati negativne elemente, uzmimo za primjer prethodnu matricu ili jednostav-
niyt primjer —I5. No, nikoji element ne moZe biti veéi od 1 jer retci, odnosno stupci,
moraju biti norme 1, tj. zbroj kvadrata brojeva u bilo kojem retku ili stupcu mora
biti 1, a kad bi neki element matrice bio veéi od 1 onda bi zbroj kvadrata u njegovom
retku 1 stupcu isto bio veéi od 1. Pojam norme matrice nije definiran + stoga nema
smasla pitat ima li neka, ovdje ortogonalna, matrica normu 1.



Matrica linearnog operatora. Mnozenje matrica. Inverz
matrice.

. Matricu A tipa 4 x 8 mozemo mnoziti s matricom B (u redoslijedu AB) ako B ima
osam redaka.

Da bi se mogao izracunati umnoZak AB, matrice A i B moraju biti ulancane, tj. broj
stupaca od A mora biti jednak broju redaka od B.

. Koliko iznosi element na poziciji (3,2) u umnosku matrica AB ako je

0 05
0 05 305 8 00
8 0000 O 0 -1 0
prm— = ?
A 0 -1 010 2 |’ B 8§ =1 5 |~
8§ =1 5407 1 11
1 23

Trazeni broj je 3.

Da bismo dobili poziciju (3,2) u AB trebamo skalarno pomnoZiti treéi redak od A,
tj. (0,—1,0,1,0,2), s drugim stupcem od B, tj. s (0,0,—1,—1,1,2), a taj skalarni
produkt je 0-0+ (=1)-0+0-(-1)+1-(-1)+0-142-2=3.

. Neka je A jedna matrica nekog linearnog operatora s V3(0) u V2(0), s obzirom na
baze B i B’ u domeni odnosno kodomeni. Oznacite sve to¢ne tvrdnje.

(] A ima tri retka. i A ima dva retka.
[0 A moze biti ortogonalna. 7l A ne moze biti ortogonalna.
7 Ako je X = [100]*, onda umnoskom AX dobijemo prvi stupac matrice A.

O Na poziciji (2,1) u matrici A je druga koordinata u bazi B’ od prvog vektora iz
baze B.

[J A je jedina moguéa matrica tog linearnog operatora.
0 A? je matrica inverznog operatora od linearnog operatora ¢ija je A matrica.

Domena je dimenzije 3, dakle svaka matrica tog operatora ima 3 stupca. Kodomena
je dimenzije 2, dakle svaka matrica tog operatora ima 2 retka. Ortogonalne matrice
su podvrsta kvadratnih matrica. Ako su u matrici-stupcu X koordinate nekog vektora
v domene s obzirom na bazu B, onda je AX matrica-stupac koja sadrzi koordinate,
s obzirom na bazu B', vektora o kojeg dani operator preslikava vektor v. Ako je v
prvi vektor baze B, koordinate u toj bazi su mu (1,0,0), te s AX dobijemo kamo
se preslika prvi vektor baze domene zapisano u bazi B', a to je po definiciji matrice
operatora prvi stupac matrice A. Posebno, u prvom stupcu od A su koordinate od
slike prvog vektora baze B, a ne od njega samog ($to je medu ostalim i ocito jer stupci
matrice A imaju po dva elementa, a vektori baze domene moraju imati tri koordinate
jer su to vektori trodimenzionalnog prostora). Matrice linearnih operatora opéenito,
ostm za rijetke iznimke, nisu jedinstvene te uz drugi odabir baza domene i kodomene
za isti operator u pravilu dobijemo drugu matricu operatora. Matrica A ima tri
retka i dva stupca, dakle se moZe interpretirati kao matrica nekog operatora s V*(O)
u V3(0), ali to sigurno nije matrica inverznog operatora jer linearan operator kojemu
se dimenzije domene i kodomene razlikuju sigurno nema inverz (nije bijekcija).
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4. Neka je B realna kvadratna matrica reda 3. Oznacite sve to¢ne tvrdnje.
(] B je invertibilna. i B se moZze pomnoziti sama sa sobom.
O tr(B) je linearan funkcional. O Ako je B? = 03, onda je B = 0s.
7 Ako je BB! = I3, onda je B ortogonalna.

Neke kvadratne matrice jesu, a neke nisu invertibilne. No, svaka kvadratna matrica
je ulancana sama sa sobom, dakle se moZe pomnoZiti sama sa sobom. Trag kao
funkcija tr : M3 — R je linearan funkcional, ali tr(B) je jednostavno njegov iznos
(broj, a ne funkcija) za jedan element domene — razlika izmedu tr i tr(B) je u osnovi
ista kao izmedu In (¢itava funkcija u koju moZemo wvrstiti razlicite brojeve) i Ine
(jedan broj, tj. jedan element kodomene). Ako je primjerice B = FE15 (matrica koja
na pozicigi (1,2) 4ma 1, a ostali elementi su joj 0), onda je B*> = 03 iako je B # 03.
Jednakost BB' = I3 je za kvadratnu matricu B jedan od dva ekvivalentna oblika
definicije ortogonalnosti matrice.

5. Neka je dan operator rotoinverzije reda 6 prostora V?3(O) s obzirom na os koju uzi-
mamo kao z-os u Kartezijevom koordinatnom sustavu te neka je R njegova matrica
s obzirom na taj koordinatni sustav, tj. standardnu ortonormiranu bazu B. Sto od
sljedeceg je tocno?

7 Inverz od R je R O R je jedini¢na matrica. d tr(R) = -3
i Na porziciji (1,1) u matrici R je —1/2. O Na poziciji (1,1) u matrici R je —1.
L] najveci element u matrici R je 1 Zl najmanji element u matrici R je —1

7 Ako je v = [1, 2, 3] (koordinate u bazi B), onda je tre¢a koordinata od tog vektora
preslikanog opisanom rotoinverzijom jednaka —3.

Rotoinverzije su jedan tip operatora simetrije, dakle ortogonalnih operatora, a za
operatore simetrije je matrica s obzirom na ortonormiranu bazu uvijek ortogonalna,
tj. inverz joj je transponirana matrica. Jediniéna matrica je matrica samo jedinicnog
operatora, a rotoinverzija reda 6 to nije. Buduéi da je rotoinverzija kompozicija
centralne simetrije i rotacije, matrica R je umnoZak matrice —I3 i matrice rotacije
oko z-o0st s obzirom na ortonormiranu bazu:

~1/2 V3/2 0
R=1| —v3/2 —-1/2 0 |,
0 0 —1

(rotacija reda 6 je rotacija za kut 60°) pa je tr(R) = —2, najmangi element u ma-
trici je —1, a najveci \/32. Treéu koordinatu vektora ¥ preslikanog rotoinverzijom
dobijemo (vidi i komentar prethodnog zadatka) skalarnim mnoZenjem treceg retka
matrice R (a taj je po prethodnoj recenici (0,0, —1)) s koordinatama vektora, ovdje
(1,2,3), dakle dobijemo —3.



Determinante. Veza matrica i sustava linearnih jed-
nadzbi

. Koji su moguci iznosi determinante unitarnog operatora, tj. unitarne matrice?
Kompleksni brojevi apsolutne vrijednosti 1.

Unitarna matrica A ima svojstvo A - A* = I, dakle je po Binet-Cauchy-jevom

teoremu 1 = det(A) (A*) = det(A)det(A). Buduéi da za kompleksan broj z vrijedi
27 = |z|%, slijedi da je |det(A)]? =1, tj. |det(A)| = 1.

. Oznacite sve to¢ne tvrdnje o determinantamal

[J determinanta je aditivna [] determinanta je homogena
i determinanta je definirana samo za kvadratne matrice 4 det(A) = det(A").
7l ako matrici zamijenimo dva stupca promijeni se predznak njene determinante
O invertibilna matrica ima pozitivnu determinantu O det(51,) =5

Determinanta nije ni aditivna ni homogena (osim za matrice reda 1). To vidimo
npr. jer je det(ls + I3) = 8 # det(I3) + det(l3) = 2 7 det(2[3) = 8 # 2det(I3) = 2.
Slicno, det(51,) = 5" jer je determinanta dijagonalne matrice umnozak njenih dija-
gonalnih elemenata. Determinanta je, jer sluzi karakterizaciji invertibilnosti, defini-
rana samo za kvadratne matrice. Transponiranje ne mijenja determinantu, sto sli-
jedi 1z ekvivalencije Laplaceovog razvoja po prvom retku i po prvom stupcu. Zamjena
dva retka ili dva stupca matrice mijenja predznak njene determinante. Invertibilne
matrice imaju nenul determinantu, bilo pozitivnu bilo negativnu.

. Ako je sustav linearnih jednadzbi dan u matri¢nom obliku AX = B i ako je A
ortogonalna matrica, onda ...

 taj sustav sigurno ima jedinstveno rjeSenje

7l taj sustav se moze rijesiti Cramerovim pravilom

7l taj sustav sigurno ima jednako mnogo jednadzbi i nepoznanica

O matrica sustava (A|B) je invertibilna matrica

Ako je matrica ortogonalna, onda je kvadratna (pa je sustav tipa nxn) i invertibilna
i determinanta joj nije nula, te je AX = B Cramerov sustav, tj. ima jedinstveno
rieSenje i moze se rijesiti Cramerovim pravilom. Buduéi da je A kvadratna, matrica
sustava (A|B) nije kvadratna pa ne moZe biti invertibilna.

. Dosad smo susreli razne vrsta matrica. Oznacite sve ispravne definicije.

[J Dijagonalna matrica je kvadratna matrica koja izvan dijagonale ima nule, a na
dijagonali brojeve razli¢ite od nule.

[J Ortogonalna matrica je matrica determinante +1 ili —1.
i Simetri¢na matrica je matrica koja je jednaka svojoj transponiranoj matrici.

[ Gornjetrokutasta matrica je kvadratna matrica kojoj je determinanta umnozak
brojeva na dijagonali.

7l Skalarna matrica je jedini¢na matrica pomnozena nekim skalarom.

7l Regularna matrica je matrica koja posjeduje inverznu matricu.



Dijagonalne matrice su kvadratne matrice kojima su itzvan dijagonale svi elements
nule, no na dijagonali elementi mogu i ne moraju biti razliciti od nule. Ortogo-
nalne matrice su one kojima je inverz jednak transponiranoj matrici ¢ stoga im je
determinanta +1, no nije svaka matrica s determinantom +1. Determinanta gor-
njetrokutaste matrice jest umnozZak brojeva na dijagonali, ali isto svojstvo imaju i
mmnoge druge matrice, primjerice donjetrokutaste.

. Gledamo operator rotoinverzije reda 4. Neka mu je s obzirom na neku bazu prostora
dana matrica R. Sto je sve to¢no?

I R je invertibilna

7 Sustav RX = 0(3,1) ima jedinstveno rjeSenje
7l Determinanta od R je —1

7 Trag od R je —1

L] R je ortogonalna

Rotoinverzija je operator simetrije, dakle je invertibilan, pa je i svaka matrica ro-
toinverzije invertibilna. Buduéi da je rotoinverzija bijekcija, ona je i injekcija pa
se samo jedan vektor (nulvektor) preslikava u nulvektor te jednadzba Rv = 0 ko-
joj odgovara sustav RX = 03, tma jedinstveno rjesenje. Determinanta ¢ trag su
invaryjante linearnih operatora, dakle moZemo za njihov izracun pretpostaviti da je
R dana s obzirom na ortogonalnu bazu; rotoinverzija je kompozicija rotacije i cen-
tralne simetrije, dakle je tada R suprotna matrica jedne od triju standardnih matrica
rotacije, te je trag od R jednak —1 —2cosa = —1 —2cos90° = —1, a determinanta
je —1. No, buduéi da nije receno da je R stvarno dana s obzirom na ortonormiranu
bazu, R ne mora biti ortogonalna (matrice operatora simetrije su ortogonalne samo
ako su dane s obzirom na ortonormiranu bazu,).

Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori. Uvod u
obi¢ne diferencijalne jednadzbe.

. Kako se naziva skup svih svojstvenih vrijednosti nekog linearnog operatora? Skup svih
svojstventh vrijednosti linearnog operatora naziva se spektrom tog operatora.

. Neka je R operator rotoinverzije reda 4. Baza prostora je odabrana tako da je
os rotacijske komponente jednaka x-osi koordinatnog sustava. Oznacite sve toc¢ne
tvrdnje o operatoru R!

[] taj operator nema svojstvenih vektora

1 svojstveni vektori tog operatora leze samo na x-osi

O svojstveni vektori tog operatora leze na z-osi i u (y, z)-ravnini
L] taj operator nema svojstvenih vrijednosti

7 taj operator ima jednu svojstvenu vrijednost

L] taj operator ima dvije svojstvene vrijednosti

L] taj operator ima tri svojstvene vrijednosti

[] taj operator ima bar jednu degeneriranu svojstvenu vrijednost

10



Ako je neki vektor v na osi rotacijske komponente, ovdje x-o0si, od R, on se pri
rotaciji ne mijenja, a centralnom simetrijom se preslika v sebi suprotni, dakle je
za takve vektore Rv = —U, odnosno takvi vektori su svojstveni vektori operatora R
pridruZeni svojstvenoj vrijednosti —1. Svim ostalim vektorima se pri rotoinverziji
reda 4, dakle kompoziciji rotacije za 90° s centralnom simetrijom s obzirom na O,
promijent smjer, dakle osim opisanih nema drugih svojstvenih vektora, a —1 je jedina
svojstvena vrijednost. Svojstvena vrijednost —1 nije degenerirana jer joj je svojstveni
potprostor x-os, dakle jednodimenzionalan.

. Neka je k(x) karakteristiéni polinom linearnog operatora A : R® — R®. Sto je
sigurno to¢no za k(x)?

7 k(z) ima bar jednu realnu nultocku
O k(x) moze biti stupnja 4

O vodeéi koeficijent od k(x) je pozitivan
O k(z) je rastuca funkcija

O k(z) je neparna funkcija

Karakteristicni polinom linearnog operatora koji djeluje na peterodimenzionalnom
prostoru je polinom stupnja 5, dakle neparnog te sigurno ima bar jednu realnu nul-
tocku. Iz izracuna determinante Laplaceovim razvojem wvidi se da je vodeci clan
polinoma +x" ako je domena operatora parne dimenzije n, a —x" ako je neparne
dimenzije n, dakle v ovom slucaju je vodeéi clan —x° te je vodeéi koeficijent —1.
Polinomi stupnja 5 opéenito nisu ni rastuce ni neparne funkcije.

. Neki linearni operator A na trodimenzionalnom kompleksnom prostoru ima svoj-
stvene vrijednosti 1, ¢, 1 —¢. Medu svojstvenim vektorima tog operatora se na-
laze vektori v i w koji u nekoj bazi prostora imaju koordinate v = (1,4,1 — i) i
w = (1 —4,4,1). Za v znamo da je svojstveni vektor operatora A pridruzen svoj-
stvenoj vrijednosti 1. Sto od sljedeceg je sigurno to¢no?

7 w nije svojstveni vektor operatora A pridruZzen svojstvenoj vrijednosti 1

[J w je takoder svojstveni vektor operatora A pridruzen svojstvenoj vrijednosti 1

~ ~

7 tr(A) =2 7 det(A) =2 @ A se moze dijagonalizirati
@ A je invertibilan O A je unitaran [ A je hermitski

Vektori v i w nemaju proporcionalne kooordinate, dakle su linearno nezavisni. Ope-
rator ima tri razlicite svojstvene vrijednosti, a djeluje na trodimenzionalnom pros-
toru, dakle nijedna ne moZe biti degenerirana. Stoga nijednoj svojstvenoj vrijednosti,
npr. 1, ne mogu odgovarati dva linearno nezavisna svojstvena vektora. Buduéi da
je v svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti 1, w ne moZe biti njoj
pridruZent svojstvent vektor. Buduci da operator ima onoliko svojstvenih vrijednosti
kolika je dimenzija prostora na kom djeluje, on se moZe dijagonalizirati, tj. s obzi-
rom na neku bazu taj operator ima matricu A = diag(1,i,1 — i) kojoj je trag 2, a
determinanta 141. Determinanta i trag su invarijante operatora, dakle je tr(A) =2
i det(/l) = 141. Bududéi da u spektru operatora nije 0, on je invertibilan. Buduéi da
u spektru operatora imamo svostvenu vrijednost 1+ 1 kojoj apsolutna vrijednost nije
1, on nije unitaran. Je li A hermitski ili ne ne moze se zakljuciti iz danih podataka,
dakl ne moZemo reéi da je hermitski.
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5. Zadana je diferencijalna jednadzba ty’ = 2y.

d y(t) = Ct? je njezino opce rjesenje

Z y(t) = 0 je jedno njeno partikularno rjesenje

7l to je obi¢na diferencijalna jednadzba 1. reda

7l sve integralne krivulje ove jednadzbe su parne funkcije

[ sve integralne krivulje ove jednadzbe su konveksne funkcije

Diferencijalna jednadzba je prvog reda te joj opée rjeSenje sadrzi jednu neodredenu
konstantu. Uuvrstimo li y(t) = Ct* u jednadzbu, vidimo da ju zadovoljava, dakle se
radi o njenom opéem rjesenju. Za C = 0 dobijemo partikularno rjesenje y(0) = 0.
Integralne krivulje ove jednadzbe su parabole y = Ct?, a one sve jesu parne, ali su
konveksne samo za C' > 0.

7

8
(a)

Sedmi test nije odrZzan

Obicne diferencijalne jednadzbe

Za kakve obi¢ne diferencijalne jednadzbe je skup svih njihovih rjesenja vektor-
ski prostor dimenzije 47 (Navedite najsiru mogucu klasu takvih jednadzbi!)
Za linearne homogene linearne diferencijalne jednadzbe reda 4.

Skup svih rjesenja svake (dakle, ne samo s konstantnim koeficijentima) homo-
gene linearne diferencijalne jednadzbe je vektorski prostor, one dimenzije koliki
je red te jednadzbe.

Za koje od sljede¢ih ODJ su medu integralnim krivuljama sve parabole kojima
je tjeme u ishodistu i kojima je y-os os simetrije?

Oy =y Dy =y ad iy =2
my”t:y’ my”’:o Dy’—y/t:t
Parabole s tjemenom u ishodistu kojima je y-os os simetrije imaju jednadzbe
y = Ct%, dakle su toéni odgovori one diferencijalne jednadzbe koje zadovoljavaju
sve funkeije y = Ct? kojoj su derivacije y = 2Ct, y" = 2C, y" = 0.

", I

Diferencijalna jednadzba y"'y" = 2ty — ¢/ je ...

71 obi¢na O linearna (0 homogena
[] separabilna [ s konstantnim koeficijentima [] prvog reda
(1 drugog reda  treceg reda (] ¢etvrtog reda
Diferencijalna jednadzba y"y" = 2ty — ' je obiéna jer ne sadrzi parcijalne

derivacije i treceg reda jer je najvisa derivacija nepoznate funkcije koja se nalazi
u jednadzbi treca. Nije linearna jer su druga i treéa derivacija pomnoZene,
a onda nema smisla ni spominjati konstantne koeficijente te nije homogena
linearna. No, ona nije ni separabilna ni homogena ODJ jer su takve jednadzbe
uvijek prvog reda.

Ako je kemijska reakcija stehiometrije A + 2B + 3C — P reda 3, parcijalno reda
1 s obzirom na svakog od 3 reaktanta, zakon brzine te reakcije u diferencijalnom
obliku je obi¢na diferencijalna jednadzba koja je ...
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I prvog reda U] drugog reda L] treceg reda
I rjesiva separacijom varijabli L] linearna

Neovisno o redu i stehiometriji reakcije, diferencijalni oblik zakona brzine je
uvijek separabilna ODJ prvog reda. No, buduéi da je red reakcije 3 parcijalno
1 s obzirom na reaktante @ uzevsi u obzir stehiometrijske koeficijenta ta ce
diferencijalna jednadzba biti oblika & = k(a — z) (b — 2z) (¢ — 3x), §to nije
linearna diferencijalna jednadzba.

Razmatramo klasi¢ni jednodimenzionalni harmonijski oscilator s trenjem i vanj-
skom silom F'(t) = 1/ exp(t). Sto od sljedeceg je to¢no za odgovarajuéu obi¢nu
diferencijalnu jednadzbu?

7 linearna je (0 homogena je
7 ona je s konstantnim koeficijentima 7 ona je reda 2

7l partikularnu komponentu opceg rjeSenja mozemo odrediti metodom neodre-
denih koeficijenata

7 partikularnu komponentu opcéeg rjeSenja mozemo odrediti metodom varija-
cije konstanti

[] karakteristicna jednadzba joj sigurno ima dva razli¢ita realna rjeSenja
[] karakteristi¢na jednadzba joj ne moze imati dvostruko rjesenje

[J sva rjesenja su joj algebarske funkcije @ sva rjeSenja su joj transcendentne
funkcije

Opéi oblik diferencijalne jednadzbe za klasiéni jednodimenzionalni harmonijski
oscilator je mi + fi + kx = F(t), tj. uvijek je linearna s konstantnim koefi-
cijentima i reda 2. U opisanom slucéaju je F(t) = exp(—t) te se partikularno
riesenje moZe traziti objema metodama. Posebno, iz metode neodredenih koefi-
cijenata ocito je da ée partikularno rjeSenje biti oblika Cexp(—t), eventualno
pomnoZeno st ili t2, te je stoga i ukupno opée rjesenje sigurno transcendentna
funkeija. Karakteristicna jednadzba joj je mA% + f\ +k = 0, sto ovisno o
odnosu m, [ (koji nije nula jer je receno da se radi o situaciji s trenjem) i
k moZe rezultirati i dvama razlicitim realnim @ jednim dvostrukim realnim 1
dvama razlicitim konjugirano kompleksnim rjesenjima.
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