4

Neprekidnost i limes

Definicija. Neka je I C R otvoreni interval i ¢ € I. Funkcija

f:I\{c} =R
ima limes u tocki ¢ jednak L € R ako za svaki niz (z,) u I\ {c} vrijedi

lim z,=c¢ = lim f(z,) = L.

n—-+o00 n—+0o00
Moze se pokazati da je, u slucaju da postoji, limes funkcije jedinstven pa piSemo

lim f(x) = L.

Vrijedi:
Teorem. (Cauchyeva definicija limesa)

Neka je I C R otvoreni interval. Funkcija f: I\ {c} — R ima limes L € R u tocki c € I
ako i samo ako vrijedi

(Ve>0)(30>0)td. z€l,0<|z—¢|<d = |f(z)—L|<e.

Primjer 4.1 (a) Dokazimo po Cauchyevoj definiciji limesa da je
:1512% 7% = 4.
Neka je ¢ > 0. Tada za 0 = min{%, 1} i z € R takav da je [z — 2| < § vrijedi
l2+2/ <|r—2/+4<6+4<1+4=5

pa je
|2 — 4| = |z - 2||lz + 2| < 50 < e.

39
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(b)
zt—16 (22 —4)(2*+4)

z—2 2 —4 z—2 22 —4

zlin%(x2+4):4+4:8.

Napomena. Ako funkcije f: I\ {c} = R1ig\ {c}: I — R imaju limese u tocki ¢ € I i
ako su A\, u € R, onda

- funkcija Af + pg ima limes u tocki ¢ i vrijedi

lim (A f(z) + pg(x)) = Alim f(z) + plim g();

r—c
- funkcija f - ¢ ima limes u tocki ¢ i vrijedi

lim f(z)g(x) = lim f(z) - lim g(z);

- u slucaju da je lim, . g(z) # 0 i funkcija 5 ima limes u tocki ¢ i vrijedi

lim f(z)  lim,_. f(x)

a—e g(x)  limg_.g(z)’

Definicija. Neka je I C R otvoreni interval. Funkcija f: I — R je neprekidna u c € 1
ako za svaki niz (z,,) u I vrijedi

lim z, =c = lim = f(c).

n—-+oo f(xn)

Teorem. (Cauchyeva definicija neprekidnosti)

Neka je I C R otvoreni interval. Funkcija f: I — R je neprekidna u tocki ¢ € I ako i
samo ako vrijedi

MVe>0)(30>0)td. zel,|Jz—c<d = |f(z)— flc)] <e.

Napomena. Na predavanjima ste pokazali da su sve elementarne funkcije neprekidne na
njihovim prirodnim domenama.

Zadatak 4.1 Izracunajte limese funkcija:

x> —4 ot —1 . (a+h)P—-ad
(2) }:Lr%xQ—i%x—i—Z (b) alclg% x—l’neN (c) flzli% h

limw (e) lim\/__3 (f) lim Vol

x~>0‘3/1+$_1 z—9 1 —9 z—1 W—l
. 3—Vo+uw

(g) lim —————.

=41 -5 —uw

,a€R

(d)

, myn €N
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Definicija. Kazemo da f: I\ {c} — R ima limes u tocki ¢ € I jednak +o0 ako
(VM >0)(30>0) td. z€l,0<|z—¢c|]<d = f(z) > M.

Pisemo
lim f(z) = 4o0.

Tr—cC

Analogno definiramo limes jednak —oo.

Primjer 4.2 Dokazimo po definiciji da je

Neka je M > 0 proizvoljan. Za § = \/% vrijedi

1 1 1
0<z|<d=—"= = > =M.

v M x? M
Definicija. Kazemo da f: (—00,a) — R ima limes u —oo jednak L € R ako

(Ve>0)(3IM >0) td. 2<-M = |f(x)—L|<e.

Pisemo
lim f(z)= L.
Analogno definiramo limes u +oo.
Primjer 4.3 (a) lirf arctgx = g i lim arctgz = —g
(b) Dokazimo po definiciji da je
1
lim —= =0
r— 400 T
Neka je € > 0. Tada za M = 6% vrijedi
1 1 1
r>M = |—=—-0|=—F%=<—= ==¢.
'\/5 ‘ Vi VM
Zadatak 4.2 Izracunajte limese funkcija:
2x —3)(3x +5)(4x — 5 1)? 100
(a) lim ZE=3BrS)r=5) 4y @+ (©) lim —F
r—+o00 31‘3 =+ 1‘2 —x + 1 z—+o00 31’3 + 1 4 x—Fo00 1’22 —é )
(d) lim Ve () lim L =C () lim ‘”3_75”1*
VAN e Vet e 3o+

. x .
® T ()l (Va7 =556+ 2)
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Napomena. Vrijedi analogon teorema o sendvicu: ako je

fx) < g(x) < h(z), Vo € I\ {c},

i ako je
lim f(z) = lim h(x),
onda i g ima limes u ¢ i vrijedi
lim f(z) = lim g(x) = lim h(z).

Tr—c Tr—c Tr—c

B C
x
0 D A
.. S . 1
Primjer 4.4 (a) Izracunajmo hr%a:arctg—.
xr— €T
Vrijedi
L ; 1< us
——z < zarctg— < —x
=TS =0

pa je po teoremu o sendvicu

i 1
lim x arctg — = 0.
x—0 x

(b) Dokazimo da je
. sinzx
lim =1.
z—0

Neka je 0 <z < 7. Tada iz slike vidimo da se za

0 =(0,0), A= (1,0), B=(cosz,sinz), C = (0,tgz), D = (cosz,0)
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povrsina kruznog isjecka O AB nalazi izmedu povrsina trokuta AOAB i AOAC:

l-sine 1-z 1-tgx
< <

2 -2 - 27
odakle je
1
1< < - 0<z<Z.
sinxz =~ cosx 2

Tada tvrdnja slijedi po teoremu o sendvicu.

1— 1—(cos’Z —sin®Z 2sin” 2 1 /sinZ\? 1
lim BT _ lim ( 2 ) = lim 2 — lim - 2) =_.
x—0 an z—0 x2 x—0 x z—0 2 % 2
Dakle,
i sinx ~1.| |lim 1-— 02033: _ 1
x—0 I z—0 X 2
Zadatak 4.3 Izracunajte limese funkcija:
sin(13z) ) LT sin(7z)
lim ——= b) 1 — lim ———~
(a) 20 sin(21x) (b) oo O g (c) ) sin(3mx)
(@) lim arcsin (&) Tim sinz —v/3cosx (f) Tim Sir.l(ﬂ'\/%)
=0 X e—T 1 —2cosx z—1 sin(mz)
. 1—cos(l—cosz) . sinz
1 h) 1 .
(g) :clir(l) sin?z ( ) z—1>r-£loo 3

Zadatak 4.4 Izracunajte

. cosx-cos2z---cosnr — 1
lim .
x—0 x2

Napomena. Sljedeéi oblici su neodredeni:

+oo 0

+00) -0, — =
($00) -0, =—, 5,

(+00) — (£00), (£00) + (Foo), 15,

Napomena. Odredeni i neodredeni oblici:



44 4. NEPREKIDNOST I LIMES

DEFINIRANO NIJE DEFINIRANO

z+ (£o00) = £oo, Yz € R

(£00) + (£o0) = £o0 (£00) + (Fo0)
—(4+00) = —00
—(—0) = 400

400 x>0
v (ro0) = { 22 270 0 ()

cem= {532 02 oo

T +oo +oo 0
+00 +oo’ Foo' 0

0 O<zx<l1
oo _ +oo
v {—i—oo r>1 1

1—00

+o00 O<z<l
0 z>1

Na predavanju je dokazano

Napomena. Vrijedi

1 T 1 —T T 1 x
lim <1+—> — lim (1—-) — lim ( - ) — lim <1+ )
T——00 X r—+00 xr r—+o00 \ T — 1 T——+00 xr — 1
1
' 1 . .

Stoga je i

lim (1 +£E>% =e.

z—0

Napomena. Ako su f i g funkcije takve da je

lim f(z) =1 1 limg(x) = 400,

Tr—c Tr—cC
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onda je
lim f ()@ = lim(1 + (f(x) - 1))7

r—c r—c

f(x)—1)g(x .
— lim [(1 +(f(z) - 1))“;)71}( @709 i (@) -Dg(@)

r—c

Zadatak 4.5 Izracunajte limese funkcija:

in 9 1+z 1 z? ~_1\*
(a) lim 2227 () lim (= (©) lim (Z
z—0 X z—+oo \ 200+ 1 z—too \ = + 1
(d) lirf (1 + ﬁ)' , a €R (e lirr(l)(cos I (f) lin%(cos ac)a%2
Tr——+00 €T xr— Tr—

Primjer 4.5 (a)

In(1
lim In(1 + ) =limIn(l+z)s = Inlim(1 4+ 2)* =Ine = 1;
x—0 x z—0 z—0
(b)
. et —1 t=e"—1 z=In(t+1) . t
lim = =lim———=1.
a0 T x—0 t—0 t—0 In(t + 1)
Dakle,
r—1 In(1
i | i RO
z—0 x z—0 X
Zadatak 4.6 Izracunajte limese funkcija:
.at— . shx . chax—1
() lim—— a>0 (b) lim—= () lim—3 2
I . In(1+45%) ) cos(2x)ed® — 1
d) 1 — (f) 1 .
(@) s () Jgim Tty O

Zadatak 4.7 Izracunajte limese funkcija:

. silnxz —sina . tgxr —sinx . T
(a) Jim ———— a€R (b) lim=—7— (c) Bm(1—z)te 5
—/ 1 1
(d) lim VT \/%COS”” () lim (n2r+1)—In(z+2)) () lim—1In 1fz
Zadatak 4.8 Izracunajte limese funkcija:
1— 4 T _ 1 1—cos® 1
(a) lim 1= cosT(z) (b) lim : (c)
70 x2 a—1 xlnz a—0  z3ctgw
/ _ 3/
(d) lim Sk 5 o8y (e) lilf (sinvVax 41 —siny/z).

z—0 X
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Zadaci za vjezbu

4.9 IzraCunajte limese:

dr —1 Vat+5-3

@ Jm Tes O MR Veriove) Ty
4.10 Izracunajte limese:
222 — 4 2)3(x? 1) Va3 + 2
(a) lim i (b) lim (z+2)7(z" +o+1) (¢) lim v tre
z——o0 A xt 1 z—+00 27— 50+ 5 x—+00 T
4.11 Izracunajte limese:
— 1)} 2 5z 41 ;
(a) lim % (b)  lim % (¢) lim Ve
r——00 22° — T + T——00 T + T——00 6/$2+ x_’_ﬁ
4.12 Izracunajte limese:
22— —1 o 22 —br+6 oxm—1
(@) Im—%—7— O Imm—g (O Imm—gmneN
4.13 Izracunajte limese:
149 V1 —1 Jr—1
(@) lim VT ) pm ETTL ) g V2
N =0 1T+ —1 e—1/r —1
4.14 Izracunajte limese:
sin ax 1 — cos®x sin(x — 1)
—, a,beR b) lim ———— lim ————
(a) S “0 € (b) a0 22 (c) s R
4.15 Izracunajte limese:
i 1 tgax —t
(a) sin(z + 1) (b) lim M, acR (¢) lim zsin u
z——1 x+1 T—a T —a z—+00 T
4.16 Izracunajte limese:
sin4x sinz 1
lim — b) i li tgr —
(a) acli%\/x—i—l—l ( ) xiglm x <C> zl—{%(gx COSZC)

4.17 Odredite parametar a takav da funkcija

1—-2% <0
f(z) = a, x=0
142, >0

bude neprekidna.
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4.18 Izracunajte limese:

2sin (Vr+1-1 in? sin (z — Z
(a) lim ( ) (b) lim T (¢) lim sin (v = 5)
2—0 T =0 /1 + xsinx — cosx e—% 1 —2cosz

4.19 Izracunajte limese:

v/cos ax — {/cos Br

(a) lim ,meN,a,BeR (b) lim(cosz) ™ * (c) lim(cosz)rms

r—0 IQ m lim
4.20 Izracunajte limese:
In(1 — 2sin®
(@) lm(cosa)=  (b) lim(1+sina)® (o) lim =250
xr— T—s e T

4.21 Izracunajte limese:

. log(1+ mz) . In(x

4.22 Izracunajte limese:

sin(z + 27)

2 3/
(a) lim ———== (b) lim rH5
v—% cos(z + %)

=3 2 —/ax+1

4.23 Je li moguce prosiriti funkciju

(¢) lim T+ Val+3z
z——00 x — /a3 + 22

1
f(z) = arctg p—

do neprekidne funkcije na R?

4.24 Izracunajte limese:

. 2" —cosx _ (tgz —sinx)? . Vcos 2z - e — 1
(a) lim ——— (b , (c) lim ,
2—0 22 tg(z?) sin(x?) «—01n(1 + 2z) - In(1 + 2 arcsin z)

z—0 3% —chx

4.25 Izracunajte limese:

earctgz _ earcsinas \/1 — e T _ \/1 — COST ctg(rsinz)
li b) i li tg(Z si
o iy T ) g YT IS ) ()

4.26 Izracunajte limese:

lim tg(a+ x) tgla —x) — tg2a
z—0 x2

In(2? + 3z + 4)>IIM (b)

. T
(2) wkfﬁ,@(m caeR\{G+hn kez}

4.27 Izracunajte limese:

1 1
, 1+ tga \ e , 14+tga | smde . In(a+z)+1In(a —2) —2Ina
(2) alnlgtl]<1+sinm> (b) iﬁ%(l—ksinx) (c) alﬂlgtl] x?




48 4. NEPREKIDNOST I LIMES

4.28 Izracunajte limese:

In(1+ 5%)

(e =12 422 _
lim —rr— 1 —_— -
(a) T, x—l>r—noo In(1 + 3%)

z—0 cosx — 1 — %xQ

(b)

4.29 Moze li se funkcija
ve+1-1
ver+1-—1

prosiriti do neprekidne funkcije na [—1, 400)?

fz) =

4.30 Neka je f: (—a,a) \ {0} — R. Koje su od sljede¢ih tvrdnji istinite:
(a) lirr(l)f(x) = < lirr(l)f(sinx) = [
(b) lirr(l)f(x) =] < lin%f(|x]) =1[?

Dokazite.

4.31 Dokazite da za f: (—a,a) \ {0} — (0, +00) takvu da je

i (16 775) =2

vrijedi
lin(l)f(a:):l.
4.32 Izracunajte limese:
1 27" 4 sinx
a) limsinx cos — b) i si ¢) lim ——
(@) lmsinzcos—  (b) limlo]sin(me) () lim S0

4.33 Dokazite da je

(a) lim Berj+2 3 (b) lima?® FJ =0 (c) lim [Sin (x—l—%) —sinx] =0

T—+00 LQexJ +1 - 2 z—0 T—+00
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O Mo

4.34 Neka je f: [0,1] — [0, 1] neprekidna funkcija. Dokazite da f ima fiksnu tocku,
tj. da postoji xy € [0, 1] takav da je f(xg) = zo.(Uputa: Bolzano-Weierstrassov teorem)

4.35 Dokazite da svaki polinom neparnog stupnja ima barem jednu realnu nultocku.

4.36 Dokazite da jednadzba 2° —3z—1 = 0 ima barem jedno realno rjesenje na segmentu
[1,2].

, 1] funkcije takve da je fog = go f. Dokazite da postoji
9(@o).

4.38 Neka je f: R — R neprekidna i periodi¢na s periodom 7 > 0. Dokazite da postoji
o € R takav da je

4.37 Neka su f,g: [0,1] — [0
xo € [0, 1] takav da je f(xg) =

f@o + 5) = fao).

4.39 Neka je f:[0,2] — R neprekidna funkcija. Dokazite da postoje z,y € [0,2] takvi
da je

4.40 Nadite sve neprekidne funkcije f: R — R koje zadovoljavaju Cauchyevu funkci-
onalnu jednadzbu:

fx+y) = f(x)+ f(y), zasver,yeR.

4.41 Nadite sve neprekidne funkcije f: R — R takve da je f(1) > 01

fx+y) = f(z)- fly), zasver,yecR.



