MATEMATIKA 1 — druga zadaca
2025./2026.

1. (1) Odredite jednadzbu tangente na graf funkcije f(z) = arctg(e®) u tocki s ap-
scisom zg = 0.

Rjesenge:
Prvo racunamo vrijednost funkcije u zo = 0:

f(0) = arctg(e”) = arctg(1) = %

Zatim racunamo derivaciju funkcije:
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fl(z) = 5 ()

Koeficijent smjera tangente je vrijednost derivacije u x:

Jednadzba tangente glasi y — yo = k(x — z¢), pa nakon uvr§tavanja imamo:
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= —X —_
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2. (2) Izracunajte sljedece integrale:
1
(a) / (1 - 20)e da
0
Koristimo parcijalnu integraciju: v = 1 — 2xr =— du = —2dz, dv =

e rdr = v=—e""%




Rastavljamo na parcijalne razlomke. Nazivnik je (z — 2)(z + 1).

3x A n B
(x—2)(x+1) -2 x+1

Mnozenjem s nazivnikom dobivamo 3x = A(x + 1) + B(z —2) = (A+ B)z +
(A — 2B). Kad izjednacimo koeficijente, dobijemo 3 = A+ Bi0 = A — 2B,
Sto daje A=21B=1.
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Uvodimo supstituciju z = tgt — dz = ﬁdt. Tada je 1 + 2% = o7 1

arctgx = t.
/ ! dt / t tdt
= costdt.
<coi2 t)3/2 cos? ¢

Parcijalna integracija: w = t,dv = costdt = du = dt,v = sint.

=tsint — /Sintdt =tsint + cost + C.

Vracanjem supstitucije (sint = T cost = \/117) dobivamo

T arctg x 1

+C
V1422 1+ 22

1
(d) / 22 da
0

Supstitucija t = 22 = dt = 2w dx. Granice: 0 — 0,1 — 1.
I 1 ! 1 1
5/0 te' dt = 5 ([tet](l) —/0 e’ dt) = 5(6 —[e'}) = .

3. (2) Skicirajte dio ravnine omeden grafovima funkcija f(x) = 2? —4x + 31 g(z) =
—x% + 2x + 3 i izracunajte njegovu povrsinu.

Rjesenje:
Presjek krivulja: 222—6x = 0 = x; = 0,29 = 3. Naintervalu (0, 3), g(z) > f(x).

3

P= /03(9(1;) — f(x))dz = /03(—2x2 + 62) do = [—gx?’ + 31:2} =[9].
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MATEMATIKA 1 — treca zadaca
2025./2026.

1. (1.5) Izracunajte sljedece limese:

(a) hm—2x —z+4 11[112_"””_12+%—g
z—o00 313 + Hx? — 1 x—>003—|—2—:%3_3.

_ _1 'H 'I—l ’ T 1
(b) lim cor-lin lim i & = .

x—0 xQ x—0 2:[; x—0 2

(c¢) lim . Lijevi limes (z — 07): 2 — —00 = €* — 0, pa je limes
z—0 1 + eT
75 = L. Desni limes (z — 07): 1 — 400 = et/T — +o0, pa je limes 0.

Buduéi da se lijevi i desni limes razlikuju,

2

2. (3.5) Detaljno ispitajte tok funkcije f(z) = -

z2—4"
Rjesenje:
(a) Domena: 2? —4 #0 = |D; =R\ {-2,2}|.
(b) Parnost: f(—z) = f(z), funkcija je [parna]
(c) Nultocke: f(z) =0 = 22 =0 = (tocka T'(0,0)).
(d) Ekstremi i monotonost: f'(x) = ﬁ Funkcija raste na intervalima
(—00,—2) 1 (—2,0) (tu imamo f’'(x) > 0), a pada na intervalima (0,2) i (2, +00)
(gdje je f'(z) < 0).|Lokalni maksimum u 7°(0,0) |.
(e) Konveksnost i konkavnost: f”(z) = 8((321 14) Uocimo da je izraz 8((3235:3? > 0,

pa f”(x) uvijek ima isti predznak kao x? — 4. Iz toga zakljucujemo:

Funkcija je konveksna na (—oo, —2) i (2,+00) (tu imamo f”(x) > 0), a konkavna
a (—2,2). (gdje vrijedi f"(x) < 0)
(f) Asimptote: Vertikalne: ’x =-2,x=2 ‘ Horizontalna: .

Napomena. Vazno je uociti razliku izmedu unije intervala i nabrajanja intervala.
Primjerice f(x) = x;”—; je konveksna na (—oo, —2), te je takoder konveksna na
(2,00). Ali nije konveksna na skupu (—oo, —2) U (2, +00). To mozemo uociti
geometrijski:



Dakle ako kao na slici izaberemo dvije tocke A, B iz grafa I'y za x € (—o0, —2) U
(2,400), vidimo da graf nije ispod duzine koja je odredena s A i B (a to je
geometrijski kriterij za konveksnost).

Sliéno vrijedi da je f rastuca na intervalima (—oo, —2) i (—2,0), ali nije rastuéa
na (—oo,—2) U (—2,0). Primjerice, imamo f(—3) = 1.81 f(—1) = —0.333....
Vidimo da ne vrijedi f(—3) < f(—1) pa funkcija nije rastuca.

Pogresno navodenje intervala rasta i konveksnosti s unijom U umjesto nabrajanjem

intervala je kaznjeno oduzimanjem bodova u ovom zadatku (veéina studenata je
napravila ovu gresku pa je 4/5 ¢est rezultat).

Navodimo i toénu verziju kriterija za rastucost/ konveksnost:

(a) Nekaje f: D — R funkcija takva da f'(x) > 0 Vx € I gdje je I C D interval.
Tada je f rastuca na I.

(b) Neka je f: D — R funkcija takva da f”(z) > 0 Vo € I gdje je I C D interval.
Tada je f konveksna na I.

Dakle ovi kriteriji se mogu primijeniti samo na dijelu domene koji je neprekinut
interval. Primjerice, imali smo D := R\ {—2,2} te f'(x) > 0 za z € (—o0, —2) U
(—2,0). Ali (—o0, —2)U(—2,0) nije interval stoga je navedeni kriterij za rastucost
neprimjenjiv (i zato je krivo zakljuciti da je f rastuca na (—oo, —2) U (—2,0)).



MATEMATIKA 1 — ¢etvrta zadaca
2025./2026.

1. (2) Zadani su vektori @ = [2,—1,3] i b= [1, -2, —1].

Rjesenje: Prvo: @ x b = [7,5,—3].

- -

(a) (@40b) x (@xb)=[3,-3,2 x [7,5,~3] =[[-1,23,36] |

=, -, —, -, -,

(b) ((@—2b) x b) - (@xb) = (@xb)-(@xb)=]|dxb?=[83]

2. (1) Odredite kanonski oblik jednadzbe ravnine 7 koja sadrzi pravac p(t) = (1 +
t,—2t,2+1t) itocku T = (2,1,0).

Rjesenje: Vektor smjera pravea p je § = [1, —2, 1], uo¢imo da je 7 || § dakle 7i, L S.
Uocimo da za t = 0, imamo tocku P = (1,0, 2) koja se nalazi na pravcu p, pa onda
i uravnini 7. S obzirom da T" € 7 takoder, slijedi PT" = [1,1,=2] || 7, tj. PT L 7.
Ra¢unamo § x PT = [3,3,3] ~ [1,1,1]. Dakle mozemo izabrati 71, := [1,1, 1] kao
vektor normale za 7. Kanonski oblik dobivamo iz jednadzbe

z—2)+1y—1)+1(z-0)=0 = |z +y+2=23]|

3. (2)
(a) Odredite tocku T koja je presjek ravnina
m...204+y—2=-3, m..e—3y+2=10 1 @y —ax+2y+2z=1

Rjesenje:
Imamo sustav tri jednadzbe s tri nepoznanice:

2 +y—2=-3 (I)
r—3y+2z=10 (IT)
—r+2y+2z=1 (I11)

Zbrajanjem jednadzbi (IT) i (IIT) eliminiramo varijablu x:
(x—=3y+z2)+(—r+2y+22)=10+1 = —y+32=11 = y=3z—1L
Sada izrazimo z iz jednadzbe (II) koristeéi dobiveni izraz za y:

r=10+3y—2=10+332—11) —2=104+92 — 33 — 2 = 82 — 23.



Uvrstimo izraze za x i y u jednadzbu (I):
2(82—23)+ (32— 11) — 2= -3
16z —46+32—11 — 2= -3

182 =57T=—-3 = 182 =54 = z=3.

Vra¢anjem u supstitucije dobivamo koordinate x i y:

y=303)—11=-2, 2=8(3)—23=1.

Trazena tocka je |T'(1,—2,3) |.

Odredite kanonski oblik jednadzbe pravca p koji prolazi tockom T i ortogo-
nalan je na ravninu 3x — 2y 4+ 5z = 4.

Rjesenje:

Buduéi da je pravac p ortogonalan na zadanu ravninu, njegov vektor smjera s
mora biti kolinearan s vektorom normale te ravnine. Vektor normale ravnine
je = [3,—2,5], pa uzimamo § = [3, —2, 5]. Pravac prolazi tockom T'(1, —2, 3),
pa mu kanonski oblik glasi:

r—1 y+2 =2z-3
3 -2 5
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