MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 19. studenog 2024.

Zadatak 1. (ukupno 13 bodova)

(a) Odredite prirodnu domenu funkcije zadane formulom

f(z) =log (Arch 25_:;)

(b) Postoji li funkcija f : R — R takva da joj je temeljni period v/2? Dokazite ili opovrgnite.

Rjesenge.

(a) Vrijedi da je x € D(f) onda i samo onda kada su zadovoljeni svi od dolje navedenih uvjeta:

(i) Arch 22=1 > 0 (argument logaritma je pozitivan)

(ii) 225 > 1 (domena Arch je [1,00))

(iii) = # —1 (nazivnik nije 0)

Raspisimo svaki od navedenih uvjeta:

. . .. . e . . . 20—1 o .
(i) Slika funkeije Arch je [0, 00), pa samo trebamo provjeriti za koje x je Arch =5+ = 0. Racunamo:

2z — 1

Arch =0 h
e r+1 /e

2¢ — 1

. _cho=1

rz+1

Zbog (v) je © # —1, pa iz domene funkcije f jedino moramo izbaciti 2, tj. = # 2.

.. o L 2z—1 =2 . . .. . .
(ii) Ra¢unamo: T —1=272>0 Sadajex—2>0iz+1>0iiz-2<0izx+1<0,t.

x € (—o0,—1) U[2,00)
(i) = # —1.

Kona¢no, prirodna domena dane funkcije je presjek svih navedenih uvjeta, tj.

D(f) = (=00, =1) U (2, 00).

(b) Postoji, npr. funkcija f(z) = sin(f/—gx).

Naime, f(z 4+ /2) = sin(?/—’%(a: +/2)) = sin(?/—’%w +27) = sin(%x),
pa je v/2 period funkcije f.
Za svaki period 7 funkcije f vrijedi da je sin(?/—’%(x +7)) = sin(f/—%x + 2”727) = sin(%x), za svaki z € R.

Zato je 2”727 = 2km, tj. T = k2, k € N.

Sada vidimo da je v/2 zaista temeljni period.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 19. studenog 2024.

Zadatak 2. (ukupno 12 bodova) Funkcija f : (—3, 1) — R zadana je formulom

() = cta(m(e® + |l + ).

(a) Odredite sliku funkcije f.

1

(b) Pronadite najveci interval I na kojem je funkcija f injekcija, takav da sadrzi tocku —g.

(c) Pronadite inverz restrikcije funkcije f na interval I, tj.

fHf) — L
Rjesenje. Definirajmo funkcije
11 1
g1 <_§7 §> - [Oa §>,g1($) - ‘.’B’,
1 1 1
92 : [0, 5) — [4_1’ 1), g2(z) = (z + 5)2
1
g3 : [Z_l’ 1) = R, g3(x) = ctg(mz).
Tada je f = g3 0 g20 4.
(a) Ra¢unamo:
1
R(f) = f(<—§, =) = g3(92(91((—5,35))))
1 1
= 93(92([0, 5))) = gs([7, 1)) = {00, 1].
(b) Trazimo interval I C (—1,1) takav da je —¢ € I te je f injekcija na 1.

Funkcija g1 je strogo padajuca na (—3,0] i strogo rastuca na [0, 3), pa je I C (—3,0].
Vrijediz g1(1) € g1((~3,0]) = [0, 3).

Funkcija gy je strogo rastuca na |0, %)

Vrijedi: ¢2([0, ) = [1,1).

4
Funkcija g3 je dobro definirana i strogo padajuc¢a na Llu 1), pa je i injekcija.

Slijedi da je I = (—3,0].

(¢) Ratunamo f(I) = g3(g2(91(1))) = (=00, 1].
Neka je sada y € (—o0, 1].



Racunamo:

fTiy)y== /f

1
y = f(z) = ctg(m(z* + |z| + Z_l)) Jarcctg  (u redu jer (m(z? + |z| +

1
arcctg(y) = 7T($2 + |x| + —)

lzaurcctg(y) (|| + 1) = (—z+ )

—x + = =1/ —arcctg y (pozitivan predznak zbog x € I)
= —\/—arcctg Y —|— —.
T 2
Dakle, f~1 — /—arcctg Y + =

i)) € R(arcctg))



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 19. studenog 2024.

Zadatak 3. (ukupno 13 bodova)

(a) Zadana je funkcija '
fiR = (0,00), f(z)=2V7H
Odredite f([—4,1]). Postoji li pravi podskup A C R takav da je f|4: A — (0, 00) surjekcija?

(b) Neka je g: R — R funkcija takva da vrijedi sljedece. Za svaku injekciju f: R — R, funkcija

f+g:R=R (f+9)(x) = f(x) +g(z)

takoder je injekcija. Dokazite da je g konstantna funkcija.

Rjesenge.
(a) Uocimo da je f = fso fyo f1, pri ¢emu definiramo funkcije
fﬂR—)R, fl(x):'?l'—l—l,

fo:R= R, fo(z) =V,
f3:R—><O,OO>, f3(1‘):2x
Dakle, imamo

1
P41 = S (4,10)) = Flh((-27.8)) = ((-3.2) = [1.4]
Takav podskup A ne postoji. Naime, kako su funkcije f1, f2, f3 injekcije, to je f takoder injekcija.
Sada ako je A C R takav da je f|a: A — (0,00) surjekcija, tada za svaki z € R postoji 2’ € A takav
da je f(2') = f(x). Zbog injektivnosti funkcije f sada slijedi 2’ = x, dakle x € A. Buduéi da je z € R
proizvoljan, slijedi A = R.

(b) Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje razli¢iti =1, x2 € R takvi da g(z1) # g(z2). Neka je f: R - R
jedinstvena afina funkcija takva da f(x;) = —g(z1) 1 f(x2) = —g(x2), odnosno &ji je graf pravac
odreden tockama (1, —g(x1)) 1 (22, —g(z2)). Tada je f injekcija, no (f + g)(z1) = 0 = (f + g)(22)
pa f + ¢ nije injekcija. Dakle, dobili smo kontradikciju s po¢etnom pretpostavkom te je time tvrdnja
dokazana.

Napomena. Naravno, postoji i mnogo drugih valjanih odabira za funkciju f, primjerice

ro+d akox =13
fTR=>R,  f(x)=< 2 ako x = x9 +d ,
x ako x & {xy,xs + d}

pri ¢emu oznacavamo d = g(xa) — g(x1).



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 19. studenog 2024.

Zadatak 4. (ukupno 12 bodova)

(a)

(b)

Je li funkcija f : [2,00) — R zadana s

monotona?

Postoji li strogo rastuca funkcija f : R — R takva da je funkcija ¢ : R — R zadana s

g(x) = sin(f(x)) cos(f(x))

strogo padajuca?

Rjesenge.

(a)

Neka su z,y € [2,00) takvi da je z < y. Tada je

>0
—
4 4 xy —4
fy) —f@)=y+-—o—-——-=({y—2): >0
Y oy W

Dakle, f je rastuca.
Primijetimo da je

() = 5 sin(2 ()
pa vrijedi

g=frofiof, filz)=2z, faz)=sin(z).

Funkcija f; je strogo rastuca na R, a funkcija f> je strogo padajuca na [7, 37“] Ako nademo strogo
rastucu funkciju f za koju vrijedi f; o f(R) C [7, 37”], tada c¢e vrijediti
g:f2|[ BW}Of]_Of

L=}
272

pa ¢e tada ¢ biti strogo padajuc¢a funkcija kao kompozicija funkcija u kojoj je neparan broj strogo
padajucih funkcija.

Preostaje naci primjer strogo rastuce funkcije f takve da je fi o f(R) C [7, 37”], tj. f(R) C [, ‘%’T]
Jedan primjer strogo rastuce funkcije na R ¢ija je slika podksup nekog omedenog intervala je arctg x.
Kako je arctg(R) = (=%, %), mnozenjem sa % dobijemo interval ( ) duljine Z pa ga je potrebno
jo$ pomaknuti za 7 u pozitivnom smjeru. Dakle, funkcija

T T

R

us
2

flr) = 3+ 5 aret(o)

3

je strogo rastuca i zadovoljava f(R) C [, o

prethodnom racunu.

|. Za tu funkciju f je dana funkcija g strogo padajuca po



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 19. studenog 2024.

Zadatak 1. (ukupno 13 bodova)

(a) Odredite prirodnu domenu funkcije zadane formulom

f(z) = log (Arch 20 +11)

€r —

(b) Postoji li funkcija f : R — R takva da joj je temeljni period v/3? Dokazite ili opovrgnite.

Rjesenge.
(a) Vrijedi da je x € D(f) onda i samo onda kada su zadovoljeni svi od dolje navedenih uvjeta:

(i) Arch 2+l > ( (argument logaritma je pozitivan)
(ii) 221 > 1 (domena Arch je [1,00))
(iii) = # 1 (nazivnik nije 0)

Raspisimo svaki od navedenih uvjeta:

(i) Slika funkcije Arch je [0, c0), pa samo trebamo provjeriti za koje z je Arch 22t = 0. Ra¢unamo:

2¢ + 1
Arch =0 h
rch —— /c
2 1
Tt ho=1
z—1

Zbog (v) je z # 1, pa iz domene funkcije f jedino moramo izbaciti —2, tj. = # —2.

(i) Ra¢unamo: %—1:%20. Sadajer+2>0iz—1>0iliz+2<0iz—-1<0,tj.
x € (—oo0,—2] U (1,00)

(iii) = # —1.
Kona¢no, prirodna domena dane funkcije je presjek svih navedenih uvijeta, tj.

D(f) = <—OO, _2> U <17 OO>

(b) Postoji, npr. funkcija f(z) = sin(\z/—’%a:).

Naime, f(z +V/3) = sin(2g (z +v/3)) = sin(2gz + 27) = sin(Zx),
pa je /3 period funkcije f.

Za svaki period 7 funkcije f vrijedi da je sin(

Zato je 2”7; =2km, tj. T=kV3, ke N.

Sada vidimo da je v/3 zaista temeljni period.

(x+7)) = sin(?/—%x + 2“7;) = Sin(?/—%ac), za svaki r € R.

SlF



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 19. studenog 2024.

Zadatak 2. (ukupno 12 bodova) Funkcija f : (—3, 1) — R zadana je formulom

1
(z) = cta(r(a® + |s] + 7))
(a) Odredite sliku funkcije f.
(b) Pronadite najveci interval I na kojem je funkcija f injekcija, takav da sadrzi tocku %l.

(c) Pronadite inverz restrikcije funkcije f na interval I, tj.

fHf) — L
Rjesenje. Definirajmo funkcije
11 1
g1 <_§7 §> - [Oa §>,g1($) - ‘.’B’,
1 1 1
92 : [0, 5) — [4_1’ 1), g2(z) = (z + 5)2
1
g3 : [Z_l’ 1) = R, g3(x) = ctg(mz).
Tada je f = g3 0 g20 4.
(a) Ra¢unamo:
1
R(f) = f(<—§, =) = g3(92(91((—5,35))))
1 1
= 93(92([0, 5))) = gs([7, 1)) = {00, 1].
(b) Trazimo interval I C (—31,1) takav da je 1 € I te je f injekcija na I.

Funkcija g je strogo padajuca na (—3,0] i strogo rastuca na [0, 3), pa je I C [0, 3).
Vrijediz g1(1) € g1([0, 3)) = [0, 3)-

Funkcija gy je strogo rastuca na |0, %)

Vrijedi: ¢2([0, ) = [1,1).

4
Funkcija g3 je dobro definirana i strogo padajuc¢a na Llu 1), pa je i injekcija.

Slijedi da je I = [0, 3).

(¢) Ratunamo f(I) = g3(g2(91(1))) = (=00, 1].
Neka je sada y € (—o0, 1].



Racunamo:

)y == /f
y = f(z) = ctg(m(z* + |z| + }l)) Jarcctg  (u redu jer (m(z? + |z| + i)) € R(arcctg))

1
arcetg(y) = (2 + 2] + 7)

1 1 1
2 arcct _ I L2
Larceta(y) = (Jo] + 5)° =z + )
1
T+ 3= —arcctg y  (pozitivan predznak zbog x € I)
T

il

T = 4/ —arcctg y — 3>

%arcctg Yy — %

O
o
o~
o
-
L
P
I



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 19. studenog 2024.

Zadatak 3. (ukupno 13 bodova)

(a) Zadana je funkcija
frR = (0,00), flz) =2V,

Odredite f([—2,5]). Postoji li pravi podskup A C R takav da je f|4: A — (0, 00) surjekcija?

(b) Neka je g: R — R funkcija takva da vrijedi sljedece. Za svaku injekciju f: R — R, funkcija

f—9g:R=R, (f-g)z)=f(z)—g)

takoder je injekcija. Dokazite da je g konstantna funkcija.

Rjesenge.
(a) Uocimo da je f = fso fyo f1, pri ¢emu definiramo funkcije
fllR%R, fl($):13$—1,

forR= R, fo(z) =V,
f3:R—><O,OO>, f3(1‘):2x
Dakle, imamo

F(-25]) = (A (1-2,5)) = fol 127, 64])) = fo([-3,4)) = [ 16].

Takav podskup A ne postoji. Naime, kako su funkcije f1, f2, f3 injekcije, to je f takoder injekcija.
Sada ako je A C R takav da je f|a: A — (0,00) surjekcija, tada za svaki z € R postoji 2’ € A takav
da je f(2') = f(x). Zbog injektivnosti funkcije f sada slijedi 2’ = x, dakle x € A. Buduéi da je z € R
proizvoljan, slijedi A = R.

(b) Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje razli¢iti =1, x2 € R takvi da g(z1) # g(z2). Neka je f: R - R
jedinstvena afina funkcija takva da f(x;) = g(z1) 1 f(z2) = g(x2), odnosno ¢iji je graf pravac odreden

tockama (x1, g(z1)) 1 (22, g(z2)). Tada je f injekcija, no (f — g)(z1) =0 = (f — g)(x2) pa f — g nije
injekcija. Dakle, dobili smo kontradikciju s po¢etnom pretpostavkom te je time tvrdnja dokazana.

Napomena. Naravno, postoji i mnogo drugih valjanih odabira za funkciju f, primjerice

To+d akox=ux
fR=>R, f(x)=< 2 ako r = xy +d ,
x ako x & {x1,xe + d}

pri ¢emu oznacavamo d = g(z1) — g(x2).



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 19. studenog 2024.

Zadatak 4. (ukupno 12 bodova)

(a)

(b)

Je li funkcija f : [3,00) — R zadana s

monotona?

Postoji li strogo padaju¢a funkcija f : R — R takva da je funkcija g : R — R zadana s
g(x) = sin(f(x)) cos(f(z))

strogo rastuca?

Rjesenge.

(a)

Neka su x,y € [3,00) takvi da je x < y. Tada je

fo) = @) =+ —a= L=y =a) P2z

Dakle, f je rastuca.
Primijetimo da je
1,
() = 5 sin(2f (z)

pa vrijedi

g=fao fiof, filx)=2x, fo(r)=sin(x).

Funkcija f1 je strogo rastuca na R, a funkcija f; je strogo padajuca na [7, 37”] Ako nademo strogo
padajucu funkciju f za koju vrijedi fi o f(R) C [%, ], tada ¢e vrijediti

9= flizsmofiof

pa ¢e tada g biti strogo rastuca funkcija kao kompozicija funkcija u kojoj je paran broj strogo padajucih
funkcija.

Preostaje naci primjer strogo padajuce funkcije f takve da je fy o f(R) C [5, %], tj. f(R) C [%, 2]
Jedan primjer strogo padajuce funkcije na R ¢&ija je slika podksup nekog omedenog intervala je
—arctgz. Kako je —arctg(R) = (—3,%), mnozenjem sa 3 dobijemo interval ( ) duljine 7 pa
ga je potrebno jos pomaknuti za 7 u pozitivhom smjeru. Dakle, funkcija

_r
47 4

() = g — %arctg(z)

~~

3

je strogo rastuca i zadovoljava f(R) C [, 5f']. Za tu funkciju f je dana funkcija g strogo padajuca po

prethodnom racunu.
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