MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 21. studenog 2023.

Zadatak 1. (ukupno 13 bodova)

(a) (6 bodova) Odredite prirodnu domenu funkcije zadane formulom
f(l’) — 4arcsin(ﬁ>‘

(b) (7 bodova) Postoji li surjekcija f: R — R takva da je

f (sh(z)) — ch(f(x)) = ch(z)

za sve ¢ € R?

Rjesengje.

(a) Funkcija arcsin definirana je samo za argumente iz intervala [—1, 1|. Dakle, prirodna domena funkcije
[ e

(b) Pretpostavimo da neka takva surjekcija f postoji. Buduéi da je f surjekcija, postoji neki g € R
takav da je f (z¢) = —1. Ako uzmemo da je x; = Arsh(xg), tada iz f (sh(xy)) = —11ich(f (z1)) >0

dobivamo da
—1 2> f(sh(z1)) — ch(f(z1)) > ch(z1) >0,

sto je, naravno, kontradikcija. Dakle, takva surjekcija f ne postoji.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 21. studenog 2023.

Zadatak 2. (ukupno 12 bodova)
a) (6 bodova) Dana je funkcija f : R — R formulom
f(z) = |2% + 22 —9|.
Odredite f~1([0, 6]).
b) (6 bodova) Odredite sva rjesenja jednadzbe

r+3°=1.

Rjesenge.
a) Rjesavamo nejednadzbu:

0<|z?+20 -9/ <6
= —6<2*+220-9<6
— 2*4+2x-3>0 i 2°4+22-15<0
<— xz€(—o00,—3|U[l,+o0) i xz€[-5,3].

Dakle, f~1([0,6]) = [-5, =3] U [1, 3].

Moze se lako vidjeti (ali nije nuzno za rjesenje) da je

—2?—=2r+9, z€[-1-+10,—1++/10],
fle) =4 , .
x*+2xr —9, inace.

Drukcije rjesenje je moguée pomocu rastava f = fy o f1 te koriStenjem

F7H([0,6]) = f ' (f2 ([0, 6])).

Nadalje, zadatak je moguce rijesiti skiciranjem grafa, pri ¢emu tada treba rijesiti jednadzbe:
22 4+2r —-9=6= 1= -5,3,
22 =2r+9=6=2=-3,1.

b) Primijetimo da je x = 0 jedno rjeSenje jednadzbe zato Sto vrijedi
0+3°=0+1=1

Funkcija na lijevoj strani jednadZzbe je strogo rastuéa, jer je zbroj dvije strogo rastuce funkcije, pa
je injekcija. Zato je x = 0 jedino rjesenje jednadzbe.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 21. studenog 2023.

Zadatak 3. (ukupno 13 bodova) Zadana je funkcija f(z) = 2sn@tV3cosz,

(a) (6 bodova) Odredite sliku f(R).

981

(b) (7 bodova) Odredite najveéi interval koji sadrzi tocku = na kojem je funkcija injekcija.

3

Rjesenge.

(a) Primijetimo da je

1 3
sinx + \/§cosx =2 (5 sinx + gcosx> =2 (sinxcos% +cosxsing> = 2sin <x+ g)

pa funkciju mozemo zapisati kao f = f3 o fy o fi, gdje je

filz) =z + g, fo(z) =2sinz, f3(x) = 2"

Dakle,

F®) = f B ARD) = A(E) = fll-2.2) = [1.4].
Funkcije f; i f3 su injekcije na cijelom intervalu pa treba odrediti najveéi interval na kojem je fo
injekeija i koji sadrzi fi(%%) = 33w. Funkcija sin je strogo padajuca na [%, 28] i kako je sin([%, &]) =
[—1,1], $to je jednako slici cijelog R, zaklju¢ujemo da je to najveéi interval koji sadrzi 7 na kojem je
injekcija. Zbog toga Sto je funkcija sin i 27-periodic¢na, to je 16-2m + (7, 37”], najveci interval koji sadrzi
337 na kojem je injekcija. Naime, kad bi postojao veéi, tada bismo od njega oduzeli 327 i dobili veéi

interval koji sadrzi m. Konacno, zaklju¢ujemo da je najveci trazeni interval jednak

T 3 T T T 1937 1997
2 - — | = ==32 - = |, —].
37”[2’2} 3 3W+{6’6} [6’6}



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 21. studenog 2023.

Zadatak 4. (ukupno 12 bodova) Dana je surjekcija f : (—7,0) — (=5,0) pravilom
f(z) =sin*x — 4sinz — 5.
a) (6 bodova) Pokazite da je f injekcija.

b) (6 bodova) Odredite f~1.

Rjesenge.

a) Funkcija sin |z o) je strogo padajuca, pa je injekcija.
Njena slika je sin |z ) ({(—5,0)) = sin((—7,0)) = (sin(0),sin(—5)) = (—1,0).
Dobro je definirana funkcija g; : (=75,0) — (—1,0), koja ima pravilo g,(z) = sin .
Funkcija g; je injekcija.
Neka je p kvadratna funkcija p : R — R koja ima pravilo p(z) = 2? — 4z — 5.
Njeno tjeme je xp = 2 pa je restrikcija p|_1,) strogo padajuca funkcija. Zato je p|1,0) injekcija.
Slika funkcije pl(-1,0) je pl(-1,0)((=1,0)) = p({(~1,0)) = (p(0), p(=1)) = (=5,0).
Dobro je definirana funkcua g2 : (—1,0) = (=5,0), koja ima pravilo gs(z) = 2* — 4z — 5.
Vrijedi f = g0 ¢;.
Funkcija f je injekcija jer je kompozicija injekcija.

b) g1 1 g2 su surjekcije, odnosno bijekcije.
g s (~1,0) - (~2,0),
y = gi(x) =sinz = g, ' (y) = arcsiny.
92"+ (=5,0) = (=1,0),
y=gp@) =2>-4dr—-5= -4dx-5—-y=0=z=
o' () =2~ V9T Y
Sada je
f71{(=5,0) = (=5.0),
FHy) = (920907 (W) = (91" 093 )(y) = g7 (95" (v)) = arcsin(2 — /I +y).

44+/16—4(—5—y)
2 )



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 21. studenog 2023.

Zadatak 1. (ukupno 13 bodova)

(a) (6 bodova) Odredite prirodnu domenu funkcije zadane formulom
g(:L’) - earccos(ﬁ) )

(b) (7 bodova) Postoji li surjekcija g : R — R takva da je

g (x5) — ch(g(z)) > arctg(x)

za sve ¢ € R?

Rjesenge.

(a) Funkcija arccos definirana je samo za argumente iz intervala [—1, 1]. Dakle, prirodna domena funkcije
g je
x € (—oo,—1]U[1, 00).
(b) Pretpostavimo da neka takva surjekcija g postoji. Buduéi da je g surjekcija, postoji neki zy € R
takav da je g (zg) = —1. Ako uzmemo da je x; = ¥/, tada iz g (x3) = —11i ch(g (x1)) > 0 dobivamo

da
—1 > g(x7) — ch(g(z1)) > arctg(z;) > —g,

sto je, naravno, kontradikcija. Dakle, takva surjekcija g ne postoji.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 21. studenog 2023.

Zadatak 2. (ukupno 12 bodova)

a)

b)

(6 bodova) Dana je funkcija g : R — R formulom

g(z) = |2* — 4z — 6.
Odredite g~*([0, 6]).
(6 bodova) Odredite sva rjeSenja jednadzbe

27 —x = 3.

Rjesenge.

a)

Rjesavamo nejednadzbu:

0<|z*—4r—6| <6
= —6<z’—4r—-6<6
= 2*—4x>0 i 22—42-12<0
& x€(—00,0lU[4,+00) i xe€[-2,6].

Dakle, g7*([0,6]) = [—2,0] U [4, 6].

Moze se lako vidjeti (ali nije nuzno za rjesenje) da je

—2?4+4r+6, x€[2—+10,2+ /10|,
g(x) =4 , .
r* —4x — 6, inace.

Druk¢ije rjesenje je mogucée pomocu rastava g = g, o g1 te koristenjem

97 1([0.6]) = g7 (g2 ([0, 6])).

Nadalje, zadatak je moguce rijesiti skiciranjem grafa, pri ¢emu tada treba rijesiti jednadzbe:
22 —4r—-6=6=2=—2,6,
— 2’ +4r+6=6=1=0,4

Primijetimo da je x = —1 jedno rjeSenje jednadzbe zato §to vrijedi
27N —(—1)=2+1=3.

Funkcija na lijevoj strani jednadzbe je strogo padajuca, jer je zbroj dvije strogo padajuce funkcije,
pa je injekcija. Zato je x = —1 jedino rjeSenje jednadzbe.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 21. studenog 2023.

Zadatak 3. (ukupno 13 bodova) Zadana je funkcija f(z) = 25n#=V3cosz,

(a) (6 bodova) Odredite sliku f(R).

1007

(b) (7 bodova) Odredite najvedi interval koji sadrzi tocku =2 na kojem je funkcija injekcija.

3

Rjesenge.

(a) Primijetimo da je

1
sinx — \/gcosx =2 (5811113 — ?cosx) =2 (sinxcos% —cosxsing) = 2sin (x — g)

pa funkciju mozemo zapisati kao f = f3 o fy o fi, gdje je

filz) =z — fa(x) =2sinz, f3(x) =2".

il
3 9
Dakle,

FR) = f B (ARD) = A(E) = fll-2.2) = [1.4].
Funkcije f; i f3 su injekcije na cijelom intervalu pa treba odrediti najveéi interval na kojem je fo
injekeija i koji sadrzi fi(*%%) = 33w. Funkcija sin je strogo padajuca na [%, 2] i kako je sin([%, &]) =
[—1,1], $to je jednako slici cijelog R, zaklju¢ujemo da je to najveéi interval koji sadrzi 7 na kojem je
injekcija. Zbog toga Sto je funkcija sin i 27-periodic¢na, to je 16-2m + (7, 37”], najveci interval koji sadrzi
337 na kojem je injekcija. Naime, kad bi postojao veéi, tada bismo od njega oduzeli 327 i dobili veéi

interval koji sadrzi m. Konacno, zaklju¢ujemo da je najveci trazeni interval jednak

307 4 T 3 +7r_32 n 57 11w B 1977 2037
T | T3 T 6 6 | T 176 6 |



Zadatak 4. (ukupno 12 bodova) Dana je surjekcija g : (%, °F

a)
b)

MATEMATICKA ANALIZA 1

Prvi kolokvij — 21. studenog 2023.

31) — (=3, 0) pravilom
g(z) = ctg’r — 2ctgr — 3.

(6 bodova) Pokazite da je g injekcija.

(6 bodova) Odredite g~

Rjesenge.

a)

Funkcija ctg| = 3y Je strogo padajuca, pa je injekcija.

(3. 5F) = ctg((5, ) = (ctg (%), ctg(3)) = (~1,0).

24
)

Njena slika je ctg],

(3.5
Dobro je definirana funkcija g; : (7, — (—1,0), koja ima pravilo g;(x) = ctgz.

Funkcija g; je injekcija.

Neka je p kvadratna funkcija p : R — R koja ima pravilo p(z) = 2* — 2z — 3.

Njeno tjeme je xp = 1 pa je restrikcija p|_1,0) strogo padajuca funkcija. Zato je p|_1,0) injekcija.
Slika funkcije p|(—1.0y je pl(-1,00((—1,0)) = p(<—1,0>) = (p(0),p(—1)) = (—3,0).

Dobro je definirana funkcija go : (—1,0) — (—3,0), koja ima pravilo go(x) = 2* — 2z — 3.

Vrijedi g = g9 0 ¢1.

Funkcija g je injekcija jer je kompozicija injekcija.

g1 1 g2 su surjekcije, odnosno bijekcije.

gt {=1,0) = (5. °F),

y = gi(x) = ctgr = g, ' (y) = arcctgy.

92"+ (=3,0) = (=1,0),

y:gQ(:r;):x2—2:r;—3:>x2—2x—3—y:0:>x:H—W,

6 () =1~ VI¥y,

Sada je

g7 (=3,0) = (5, %),

g (y) = (92091) () = (91 095 (w) = 91" (95" () = arcetg(l — VAT ).
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