Matematicka analiza 1
dodatni zadaci

1. Ispitajte je li funkcija f(x) := x* — 42* — 5 injekcija na intervalu I, te ako jest odredite joj
sliku i inverz, ako je

() I=[2,3), (b)I=[L2, (c)I=(-1,0].

2. Nekaje f : R — [2, 4] funkcija definirana formulom f(z) := 2= *<&(z=1+) Odredite f([0, 00)),
F7Hf([0,00)), te ispitajte je li f surjekcija.

3. Neka je f : [2,3] — [1,€] definirana formulom f(z) := e®(G*=32+12)  Dokazite da je f
bijekcija i odredite f1.

4. Dokazite:

s

(a) arcsinx 4 arccosx = 7, za sve x € [—1,1],

(b) arcsin(—z) = —arcsinx, za sve x € [—1, 1],
(c) arccos(—z) = m — arccosz, za sve x € [—1,1],
(d) arctgz + arcctgr = 7, za sve x € R.

Rj.

arcsin x + arccos r = g, Vo e [-1,1] arcsinz = g — arccos z, Vo € [—1,1]

(g —arccosz), Ve € [—1,1]
(arccos ), Vo € [—1,1]
— r=ux, Vl’e [_171]7

<~
<= sin(arcsinz) = sin
<~

sin(arcsin z) = cos

gdje druga ekvivalencija slijedi iz ¢injenice da je § —arccosz € [—7, 7], zasve v € [—1,1]
i injektivnosti restrikcije sin ][_g%}.

(b) To je specijalni slucaj sljedeée tvrdnje: Ako su I i J simetri¢ni intervali oko 0 u R, te
ako je f : I — J neparna bijekcija, tada je i f~! neparna bijekcija. Zaista, za y € J
neka je x € I (jedinstveni) sa svojstvom y = f(z). Tada je

fH=y) = (@) = [ (f(=a) = =z = = [T}(y).
(c) Iz (a) i (b) slijedi da za x € [—1,1] imamo:

@ : s , T 7
arccos(—zx) = 5 arcsin(—x) = B) + arcsin(z) = 5 + (5 — arccos T) = T — arccos .

(d) Bududi da je restrikcija tg |(_z =) injekcija, te kako je § —arcctgr € (=35, %), za sve z € R,
imamo:

T 7r
arctg xr + arcctgx = 5 VreR arctgx = 5~ arcctgx, Ve € R

tg(arctgx) = tg(g —arcctgz), Vo € R

tg(arctg x) = ctg(arcctgx), Vo € R
r=ux, Vr € R.
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5. Dokazite:

arcsin x = 2 arctg zasve x € (—1,1),

x
1++v/1—2%

Rj. Prisjetimo se da za svako x € R\ {(2k + 1)7 : k € Z} vrijedi formula

) r  sinx
S R P
Koristeci tu formulu imamo:
x
arcsinx = 2arctg ————, Ve € (—1,1) <—
Y (=1,1)
i t ’ Vee (—1,1) <~
—arcsinx = arctg ————, Vo € (—1,
2 & 1+ V1 —a?
1 x
tg(= arcsinz) = tg(arctg ————=), Ve € (—1,1) <=
8(5 ) = tg( g1+¢TTP> (=L1)
sin(arcsin z) x
=  Vre(—1,1) =
1 4 cos(arcsinz) 1+ /1 — 22 v €l )
x x
= , Ve e (—1,1) <=
14+ +/1 —sin*(arcsinz) 14 V1 —a? ( )
x x
= , Ve e (—1,1).
1+vV1—22 1+v1—2a2 ( )
6. Za k € Z definiramo bijekcije
. . s T
Siny := sin \[,%km%kﬁ] : [—5 + km, B + kr] — [—1,1],

Cosy, := €08 |fr,(k41)x] : [k, (kK + )] — [-1,1],
7r m
Tg, := tg|(,%+kﬂ,%+kﬂ) : (—§ + km, 5 + k1) = R,

Ctgk = Ctg|(k7r,(k+1)7r) : (kﬂ', (/{? + 1)71') — R.
Odredite njihove inverze.

Rj. Primijetimo da za x € Ri k € Z vrijedi
sinz = (=1)*sin(z — kn) i cosz = (—1)*cos(x — k).

Stoga, za x € [ + km, T + k7] iy € [-1,1] imamo:

x —kr = (—1)*arcsiny

Singr =y <= sinx=y
— (—DFsin(z —kr) =y
— sin(x — k7) = (=1)Fy
<= arcsin(sin(z — k7)) = arcsin((—1)*y)
<~
<~

z = (=1)Farcsiny + k.

Dakle
—1)*arcsinx + k7, za sve z € [—1,1].

(Sing,) " (z) =

—~



Slicno, za x € [km, (k+ 1)w] i y € [—1, 1] imamo:

Cospr =y <= cosx=y
— (=DFcos(z —kn) =y
= cos(x —km) = (—1)ky
<= 1 — kr = arccos((—1)*y)
- (-1 ,
— r—kr= — Tt (—1)"arccosy
<= 1= (—1)"(arccosy — z) + kT =

2 2

Dakle

(COSk)_l(fL') = (—l)k(arccosa: - z) + k7 + T

5 5 za sve x € [—1,1].

Koristedi slicne argumente, takoder dobivamo
(Tgy,) ' (z) = arctgx + kr, za sve v € R,
(Ctg,) (x) = arcctg x + kn, za sve x € R.
7. Dokazite da za svako x € R vrijedi
(a) arcsin(sinz) = (~1)lx+2)(z — [2 + L]7),

(b) arccos(cosz) = ﬁﬂ + (-1 (@ — | £]m).

Rj.
(a) Za z € R neka je k(z) € Z (jedinstven) takav da je x — k(z)m € [—F, 7). Primijetimo
da je
—ggx—k(m‘)ﬂ<— = x—g<k(x)7r<x+g
z 1 z 1
Z_Z <24
= - 2<k(x)_7r+2

Dakle, k(x) = [£ + 3]. Slijedi:

arcsin(sinz) = arcsin((—1)"® sin(z
= (=D @ arcsin(sin(z — k(z)7))
(1" (@ — k(x)m).

(b) Za x € R neka je k(z) € Z (jedinstven) takav da je x — k(z)m € [0, 7). Slicno kao u (a)
dobivamo k(z) = [£]. Slijedi

arccos(cosz) = arccos((—1)F® cos(z — k(x)T))
k(x
= %1)()7? + (=1)*@ arccos(x — k(z)n)
— (—=1)k=)
_ =) ( 21) 7+ (=)@ (z — k(z)n).



8. Neka je f: [5, 7] = [0,2] funkcija definirana formulom f(z) := cos(72%"*) 4 | /x|. Dokazite
da je f bijekcija i odredite joj inverz.

Rj. Zaggxgﬂimamo
1s\/§§ﬁsﬁ<2,

pa je [vz] = 1. Dakle, f(z) = cos(72%) 4 1, za sve x € [, 7|. Neka su fi, fo, fs : R = R
funkcije definirane formulom f(z) := sinz, fo(z) := 2%, f3(z) = 7wz i fi(zr) := cosz + 1.

Redom imamo .

S5 7]) = [sin, sin g] = [0, 1];

jer je fil[z n neprekidna i (strogo) padajuca funkcija,
fQ([Ov 1]) = [20721] = [172];

jer je f2|[0,1] neprekidna i (strogo) rastuca funkcija,
f3([1,2]) = [m, 2x];
jer je f3|j1,9) neprekdina i (strogo) rastuca funkcija, te
fa([m, 27]) = [cosm + 1,cos 27 + 1] = [0, 2[;
jer je fi|ix2x neprekidna i (strogo) rastuca funkcija. Kako je

f=(frofso foo fi)lizx = falm2m © falpg © falp) © filiz ),

zakljucujemo da je Ry = [0,2], te da je f strogo padajucéa funkcija (kao kompozicija od tri
strogo rastuce i jedne strogo padajuce funkcije). Kako je kodomena of f jednaka R, slijedi
da je f bijekcija. Nadalje, imamo

fh=(Alza) ™ o (flon) ™ o (falna) ™t o (falpman) ™

o fulpman t [m,21] = [0,2] = (falpr2n) " [0,2] — [m,27]. Neka jey € [0,2] 1z € [r,2n]
jedinstveni takav da je y = fy(x). Imamo:

y = fa(z) y=-cost+1
y—1=coszx
y—1=—cos(zx—m)
1 —y=cos(x —m)

x —m = arccos(1l — y)

111t

x =7 + arccos(1 — y).

Dakle,
(falpr2m) ' (x) = 7 + arccos(1 — z), za sve x € [0, 2].

® f3|[172] : [].,2] — [’71',271'] = (f3|[172])_1 : [7'(', 271'] — [1,2] Ocito je

_ X
(f3|[1,2}) 1(1‘) = %7 za sve X € [ﬂ-72ﬂ-]’



) f2|[0’1} : [O, 1] — [1,2] = (f2|[0’1})_1 : [1,2] — [0, 1] Ocito je
(f?‘[O,l])71<x> = 10g2 T, Za sVe T € [172]

o filizm & [5:7 = [0,1] = (f1|[§,7r]>71 : [0,1] = [§,7]. Neka jey € [0,1] iz € [5,7]
jedinstveni takav da je y = fi(z). Imamo:

y = fi(z) y = sinx
y = —sin(z — )
—y = sin(z — )

r — m = arcsin(—y)

111ty

r =T — arcsin y.
Dakle,

(f1|[g77r])_1(x) =1 — arcsinz, za sve x € [0, 1].

Napokon, dobivamo
1
f1(z) = m — arcsin(log, (1 + — arccos(1 — x))), za sve = € [0,2].
T

9. Neka su f,g: D — K realne funkcije realne varijable.
e Ako su f i g (strogo) rastuce / (strogo) padajuce, tada je i af + Bg (strogo) rastuca /
(strogo) padajuéa, za sve «, 5 > 0.
e Ako su f i g (strogo) rastuce / (strogo) padajuce, te ako je f,g > 0, tada jei fg (strogo)

rastuca / (strogo) padajuca.

10. Koliko rjesenja ima svaka od sljedec¢ih jednadzbi:

(a) 22 =06,
(b) 2* +logyx + 2 =171,

(c) e’ — cogad — chu.
Rj.
(a) Redom imamo

5>0,VzeR = 47 >4°=1 VzreR
— 3 53'—-3 yreR

5.’13
= 22 >22=8 VzeR

Dakle, jednadzba 23" = 6 nema realnih rjesenja.

(b) Neka je f : (0,400) — R funkcija definirana formulom f(z) := 2% 4 log, x + . Prim-
ijetimo da je f strogo rastuca funkcija, kao zbroj strogo rastu¢ih funkcija. Specijalno,
f je injekcija, pa je skup f~'({y}) ili prazan ili jednoclan, za svako y € R. Kako
je f(2) = 44142 = 7, zakljucujemo da je f~'({7}) = {2}. Stoga, jednadzba
2% +log, x + x = 7 ima jedinstveno rjesenje, x = 2.



e (c) Kako je arctgz? > —Z, za sve ¥ € R, to je
6arctgx2 > 6—7r2 > 0
S druge strane, kako je cosaz® < 1ichx > 1, zasve z € R, to je
cosz® —chz <0, zasve z € R.

arctg x?

Stoga, jednadzba e = cosx® — chx nema realnih rjeSenja.

11. Odredite Dy ako je:

)

)

()

12. (a)
(b)

)

Rj.
(a)

f(z) := arccos(tg m—“),

f(x) := arcsin(log 5 I+
f(z) = In(log,(22% — 5z + 3)).
P

OStOJl li sumekcua f:R — R takva da Vrljedl f(sha)—ch(f(x)) > cosz, zasve x € R?

+:0)

r € R?

Pretpostavimo da takva surjekcija postoji. Tada je i funkcija g : R — R definirana
formulom g(x) := f(shz) takoder surjekcija, kao kompozicija surjekcija. S druge strane,
kako je cosx > —1ichx > 1 za sve x € R, imamo

g(x) = f(shz) > ch(f(x)) +cosz > 1+ (—1) =0, zasve z € R;

kontradikcija s ¢injenicom da je Ry = R.

Uvrstavanjem y = 0 u danu funkcijsku jednadzbu dobivamo
f(0)=xf(x), zasve x € R.
Nadalje, uvrstavanjem y = 1, dobivamo
flx)=xf(z)+ f(1) = f(0)+ f(1), za sve x € R.

Dakle, f je konstantna funckcija na R. O¢ito je f(0) = 0, pa je nuzno f(z) = 0, za sve
x € R. Bududi da ta funkcija ocito zadovoljava pocetnu jednadzbu, zakljucujemo da je
ona njeno jedinstveno rjesenje.

Pretpostavimo da postoji takva funkcija. Tada je

1+ f(z)=f(f(1+ f(z))) = f(1 —x), zasve z € R.

Specijalno za x = % dobivamo

L+ (5) = f(5) = 1=0

kontradikcija.

13. Napomena: Nekasu f: X — Y ig:Y — Z funkcije. Tada vrijedi:
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14.

15.

e go f je injekcija ako i samo ako su f i g|r, injekcije.

e go f je surjekcija ako i samo ako je g|r, surjekcija.
Nadalje, Ako su X,Y, Z C R, tada vrijedi:

e Akosu fig|g, (strogo) rastuce / (strogo) padajuce, tada je i g o f (strogo) rastuca.
e Ako je f strogo padajuca / (strogo) rastuca i ako je glg, (strogo) rastuca / (strogo)
padajuca, tada je i g o f (strogo) padajuca.

Takoder napomenimo da iz (stroge) monotnosti kompozicije g o f opéenito ne slijedi (stroga)
monotonost of f ili od g. Zaista, promotrimo funkciju f : [0,2] — [0, 2] definiranu s

a z, za x € [0, 1]
f(z) = { 3—z, zax€ll?2),

Ocito f nije strogo monotona, no f o f = idjy g je strogo rastuca. Takoder postoje i mnogo
"radikalniji” primjeri ( npr. za funkciju f zadatka 15 takoder vrijedi f o f = idg).

(a) Postoji li padajuca funkcija f : R — R takva da je funkcija g : R — R definirana
formulom g(x) := 4@ — 2/(@) strogo rastuéa?

(b) Postoji li surjekcija f : R — R takava da je funkcija g : R — R definirana formulom
g(z) := f(x)® + f(x)? strogo padajuca?

(a) Neka je h : R — R funkcija definirana formulom h(x) := 4% — 2*. Lako se provjeri
da je h strogo padajuca funkcija na intervalu (—oo, —1]. Naime, imamo h|_, 1] =
h2|(07%] 0 hi|(—oo—1], gdje je hi(x) := 2% strogo rastuca na (—oo, —1], te ho(x) = 2® — x
strogo padajuca na (0, %] Stoga, da bi funkcija g = h o f bila strogo rastuca, dovoljno
je zahtjevati da f strogo pada na Ri Ry C (—oo, —1]. Primjer takve funkcije je

f(z):=-2"—-1.

(b) Pretpostavimo da takva surjekcija postoji. Tada postoje 1,25 € R takvi da je f(z1) =
—11 f(z9) = 0. Ocito je x1 # x2. Imamo

g(x1) = f(21)” + f(21)* =0,

g(x2) = f(@2)* + f(22)* =0,

pa je g(z1) = g(x2). Buduéi da je g strogo padajuca, ona je injekcija, pa je nuzno
xr1 = x9; kontradikcija.

Postoji li bijekcija f : R — R takva da za svaki otvoreni interval I C R restrikcija f|; nije
strogo monotona?

Rj. Postoji. Neka je f : R — R definirana s
oz, zazeQ
f(x)'_{—x, zaz € R\ Q.

Ocito je f bijekcija. Neka je I C R (proizvoljni) otvoreni interval. Budué¢i da su Qi R\ Q
gusti u R, postoje x,y, z € I takvi da vrijedi:
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e 2,2€QiyeR\Q,
o v <y< 2z,
e 1.y iz suistog predznaka.

Tada je ili f(z) > f(y) i f(y) < f(2) (ako z,y,z > 0) ili f(z) < f(y) i f(y) > f(z) (ako
x,y,z < 0). Dakle, f|; nije strogo monotona.



