MATEMATICKA ANALIZA 2

Prvi kolokvij — 30. travnja 2025.

Zadatak 1. (12 bodova)

(a) Neka je f(x) = (22 + 2 — 1) cos(3x). Odredite f20%)(0).

(b) Neka je f: R — R takva da je 1151_1 f:_m)l =1. Jeli y = x 4+ 1 nuzno desna kosa asimptota od f?
r—+00 I

Rjesenge.
(a)
2025
2025 i —i
f(2025)(0) _ Z ( : )(xQ +r— 1)( )<COS(3$))(2025 )
=0 ¢
= (22 4 2 — 1)3%°% 052929 (3z) 4 2025(2z + 1)32°%* cos2°2Y (3z)
N 2025;024 B s 209) 3)
= [2024 = 4 - 506]
= —(2® + 7 — 1)32% sin(3x) + 2025(2z + 1) - 329** cos(3x) + 2025 - 2024 - 32°?* sin(3z)
fF202)(0) = 32% sin(3x) 4 2025 - 32°%* cos(3z) + 2025 - 2024 - 32°% sin(3z)
= 2025 - 320
(b) Ne nuzno, npr. za f(z) = x vrijedi lim,_, 4 % =1, ali lim, , o (f(z) = (z+1)) =—-1#0.



Zadatak 2. (12 bodova)

(a) Odredite limes, ako postoji

inz — Arsh
lim cos(xlosinx)amsmx 3 iy
z—0 T
(b) Postoji li funkcija f : [0,00) — R klase C' takva da vrijedi lim, ., f(z) = 0, ali da f’(x) nije
ogranicena?

Rjesenge.

(a) Budué¢i da z'%sinz — 0, po limesu kompozicije slijedi cos(z'®sinz) — 1 za  — 0 pa je dovoljno

pokazati da postoji i limes izraza m‘;ﬂ Za to koristimo L.’Hopitalovo pravio:
1 1
arcsinx — Arshx 0, = ira? 0
lim = (=) FH e vi—a? Itz? (=)
z—0 :L’3 0 z—0 312 0
L (R U (o G L
z—0 ox z—0 6 3

Konacno, po limesu produkta slijedi da je i pocetni limes jednak %
(b) Postoji. Primjer takve funkcije je
~ sin(a?)

fle) = 1+a

Kako je | f(x)| < -5, po teoremu o sendvicu slijedi lim, o f(z) = 0. S druge strane,

_ 3x*cos(z®)  sin(ax?)

/
Promatranjem x, = v/2mn, n € N slijedi
, , 3(2nm)3
I P JR—
o) = B T Gy =

pa zaklju¢ujemo da f’ nije ograni¢ena funkcija.



Zadatak 3. (13 bodova) Odredite prirodnu domenu i nultocke, intervale monotonosti, lokalne ekstreme,
intervale konveksnosti i konkavnosti, tocke infleksije, sve asimptote funkcije

te skicirajte njen graf.

Rjesenje. Domena funkcije f je R\ {0}. Funkcija nema nultocka.

Jedini kandidat za vertikalnu asimptotu je x = 0. Provjerimo je li doista vertikalna asimptota:

1
. . ew 0 : . y v . 1
fr _— = — — Y = _— = —
xli}%)’l— f(CC') xg%l— i <O> yEI—noo ye yEr—noo e Y ykl—noo —e Y 07
el
I = lim — = +o0.
S = i = e
Dakle, x = 0 je vertikalna asimptota zdesna.
Derivacije od f su
. _ei';—;'x—e%_ er(z+1)
[(z) = 22 T ’
. <e%';_21($+1>+€%)$3—€%(33+1)'3x2 =22 —x+ a3 — 323 — 322
fi(z)=— 26 - a6
1222 4+ 4+ 1
e

Vidimo da f ima stacionarnu tocku u —1, strogo raste na [—1,0) i strogo pada na (—oo, —1] i (0, +00).
Dakle, f ima lokalni minimum u —1. Druga derivacija je nula za x =

vidimo da je f strogo konveksna na [—1 — ‘/75, -1+ \/75] i (0, +00) te strogo konkavna na (—oo, —1 — ‘/75] i
-1+ ‘/75, 0). Dakle, tocke infleksije su —1 + ‘/75

Sljedec¢e trazimo kose asimptote:

—44+/16—8 _ —4+2/2 V2 -
T = 1 ——1:|:71

lim f(zx)= lim < oo

r—+o0 rz—+oo I
Dakle, y = 0 je lijeva i desna horizontalna asimptota.
Za skiciranje u okolini nule, ra¢unamo

e (x4 1) e
. ’ T _Z—: . __””:
R I =




Zadatak 4. (13 bodova)

(a)

(b)

Neka je A = (1,0) i B = (—2,0). Ako se totka T nalazi na kruznici 22 4+ y? = 9, odredite koje sve
vrijednosti moze poprimiti izraz |[AT| 4+ |BT).

Odredite sve skupove na kojima strogo konveksna funkcija f : [0, 1] — R moZe postizati maksimum.

Rjesengje.

(a)

Iz Pitagorinog poucka za tocku T' = (x,y) na kruznici 2% + y* = 9 vrijedi

|AT| + |BT| =/(x =12+ 12+ /(z +2)2 + 12 = V10 — 22 + V13 + 4z

Budu¢i da se x nalazi na kruznici 22 + y* = 9, vrijedi 2* <9, tj. = € [—3, 3] i za svaki takav x postoji
y koji se nalazi na kruznici pa je potrebno odrediti sliku funkcije f : [—3,3] — R zadane s

f(z) =10 — 22 + V13 + 4z

Vrijedi:
1 2
- +
V10 -2z /13 +4x

Primijetimo da je f'(z0) = 0 za 2o = . Nadalje radunamo

f'(x) =

S
o (10 — 2)3 (13+4x)%<0

pa zaklju¢ujemo da je f’(z) strogo padajuca funkcija. Odatle slijedi da je f'(z) > 0 za x < zq i

f'(z) < 0za x> xg pa je funkcija f strogo rastuca na intervalu [—3, §] i strogo padajuca na intervalu

[i—i, 7]. Dakle, maksimum funkcije postize se u tocki zg = i—i i jednak je %ﬁ, dok se minimum postize
u nekom od rubova. Uvrstavanjem dobijemo f(—3) =51 f(3) = 7 pa zaklju¢ujemo da je minimum

jednak 5. Konac¢no, buduéi da je f neprekidna, po teoremu o meduvrijednosti slijedi

f([—3,3]) = [57 @] :

Oznac¢imo M = max{f(0), f(1)}. Iz definicije strogo konveksne funkcije, za t € (0, 1) vrijedi
ft) <@ =8t)f0)+tf(1) <(1—t)M +tM = M.

Dakle, vrijednost funkcije u svakoj tocki iz (0,1) manja je od maksimuma vrijednosti u rubovima
pa se maksimum sigurno postize i jednak je M. Odatle slijedi da je skup na kojemu se maksimum
positze neprazan podksup od {0,1}. Da pokazemo da su moguce sve tri moguénosti: {0}, {1},{0,1},
promotrimo funkcije fi(z) = (z — 1), fo(z) = 22, f3(z) = (z — 3)%
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