MATEMATICKA ANALIZA 2

Pismeni ispit — 9. srpnja 2025.

Zadatak 1. (25 bodova) Odredite prirodnu domenu i nultocke, intervale monotonosti, lokalne ekstreme,
intervale konveksnosti i konkavnosti, tocke infleksije, sve asimptote funkcije

£(2) :1n($36_5”>

te skicirajte njen graf.

Rjesenje. Vidimo da je z € R u prirodnoj domeni funkcije f ako i samo ako 2z —x > 0, tj. z(z—1)(z+1) >
0. Dakle, prirodna domena je D = (—1,0) U (1, 400).
i 2= 1t 2 — 2 — 6 = (v — 2)(2® + 22+ 3) = 0. Slijedi da je

jedina nultocka x = 2.
Derivacija je

322 —1
/ —
f ([E) - ZL‘3 —x .
Vidimo da je f'(x) = 0 ako i samo ako je z = j:\/ig. S obzirom da —\/Lg € (-1,0) C D, a \/ig ¢ D,
slijedi da je z = —% jedina stacionarna tocka. Takoder vidimo da je f’(z) > 0 ako i samo ako je

T € <—1, —\/ig> U <0, f> (1,+00), a f'(x) < 0 ako i samo ako je z € (—o0,—1) U <—\/L§,O> U <%, 1>.
Dakle, f je strogo rastuca na <—1, —\%} i (1,400), a strogo padajuca na [ 7 > Slijedi da je x = —%

je lokalni maksimum sa vrijednosti

() -+{(55) () (i) - o) -

Druga derivacija je

(6x)(2® —x) — (32* —1)(32® —1) 62" —62® — 92" +62° —1 —3a" — 1

(a3 — x)2 B (3 — x)2 (x3 — x)

f'(x) =

Vidimo da je f(z) < 0 za sve « € D. Dakle, f je strogo konkavna na (—1,0) i (1,+00), i nema tocke
infleksije.

Kandidati za vertikalne asimptote su x = -1, x =01z =1,
o r(x—1)(z+1)\
xlgn%—&-f( ) o :EEI—HI-I— ln( 6 =%

lim f(z)= lim ln(x(x — D+ 1>> = —o0,

r—0— r—0— 6

-1 1
lim f(xz)= lim ln< sz = Dz + )> = —00.
Tz—1+ rz—1+ (8]

Doista, sve su to vertikalne asimptote. Provjeravamo ima li funkcija kose asimptote:

lim L) L f(z) =0, lim f(z) = +oc.

Tr—+400 €T r—+00 T—+400

Dakle, f nema kose ili horizontalne asimptote.






Zadatak 2. (25 bodova)
(a) (15 bodova) Odredite

.2
/$3e " dx.

(b) (10 bodova) Ispitajte konvergenciju nepravog integrala

—1 1
/ dx.
0 V—Inzx

Rjesenge.
(a)

3 —a? _ Z i “tdt = Y Y =—cte” 43 -
/xe dx_[dt:%cdx]_z te " dt [dv:etdt U:_et:| 2756 +2/e dt

1 1 1 1
= —§te’t - 56”‘/ +C = —§e’t(t +1)+C= —§e’m2(9€2 +1)+C

(b) Prema definiciji, nepravi integral konvergira ako i samo ako konvergiraju slijede¢i nepravi integrali:

1/2 1 —1 1
dzx, 1 / dzx. 2
/0% vV—Inxz (1) 12 V—Inz @)

Vidimo da je

iz Cega slijedi da (1) konvergira jer je z — \/ﬁ neprekidna i ogranicena funkcija na intervalu (0, 1/2].

Zatim vidimo

/*1 Lo | 4 {t_l 1l } . N
T = 111 xr = 1m
1/2 \/—lnx §—1 1/2 \/—IHZL’ dt —dz 5'_>1_ §—1 1—¢ —ln 1—t)
1/2 1

——dt. 3
— A/ —111(1 — t) ( )
Koriste¢i da je In(1 + z) < x za sve x > —1, slijedi da je In(1 —¢) < —t za sve t < 1, a time i

—1In(1 —t) >t zasvet < 1. Stoga je

vt € (0,1).

1
NarEn Y

S obzirom da nepravi integral folf \/% dt konvergira, prema usporednom kriteriju, konvergira i (3), ¢ime
i (2). Dakle, jer (1) i (2) konvergiraju, zaklju¢ujemo da konvergira i zadani nepravi integral.



Zadatak 3. (25 bodova)

(a)

(b)

(20 bodova) Razvijte funkciju u red potencija oko 0 i odredite radijus i interval konvergencije

flw) = (5 fﬂ:3)2'

(5 bodova) Nadite primjer reda potencija koji ima interval konvergencije jednak [—1,1].

Rjesenge.
(a)
LYo [ s =Y s S
= x = nx = n x
l—= n=0 (1 - Q?)2 n=1 (1 - :C)2 n=0
x? x? 1 1% & TR (=D (n+1) 4,
flz) = N2 95 L2 95 <”+1><__x3> :Z n+2 e
(5 +x ) D (1 + Sl‘g) 5 n=0 n=0 5
n+1
n+1 n4+ 1)
lim *"% n+2:hm( n+2) =— = R=+5
n—00 Hnt n—00 53nt2 \/5
Za = —+/5 red potencija je
(1" P+ )5 2 =Y (e 1)573,
n=0 n=0
azaxr= \3/5 je
ST (-1 "(n+1)575.
n=0

U oba slucaja ¢lanovi reda ne konvergiraju u 0 pa nuzni uvjet konvergencije nije zadovoljen. Dakle,
redovi ne konvergiraju. Kona¢no, interval konvergencije je (—v/5, v/5).

Promotrimo red potencija

Clanovi tog reda su

(_,i)k, n = 2k,
Ay =
0, n=2k+1
i vrijedi
1 1
lim %/|ag| = lim %/~ = lim ————— =1, i lim *%"/|ag1| = lim 0= 0.
k—o0 k—o0 k k—00

Odatle slijedi da je skup gomilista niza {/|a,| jednak {0, 1} pa je

limsup /|a,| = 1.

n—o0

Dakle, radijus konvergencije jednak 1. Za x = £1 dobijemo red Y >, %, koji konvergira prema
Leibnizovom kriteriju.



Alternativno rjesenje. Za red potencija

o0 n

xT
n2
n=1

vrijedi limsup,,_, ., { # = 1 pa je radijus konvergencije jednak 1.

Zax=1,red >~ n—12 konvergira po integralnom kriteriju, zbog toga sto je floo x—lgdx < 00.

Za x = —1 dobijemo red > 7, (;12)”. Kako smo dokazali da je on apsolutno konvergentan, slijedi da
je 1 konvergentan. Dakle, interval konvergencije je [—1,1].



Zadatak 4. (25 bodova)

(a) (15 bodova) Odredite konvergira li red

i (=1)"nInn+1

n?+1

n=1

(b) (10 bodova) Neka je >.°° . a, konvergentan red realnih brojeva.

n=1

(b1) Konvergira li nuzno red y 2 a2?

(b2) Mijenja li se zakljucak ukoliko dodatno pretpostavimo da je a,, > 0 za sve n € N?

Rjesenge.

(a) Promotrimo najprije funkciju f(x) = ighjj Vrijedi

—2?lnz+2*+nz+1  2— (2> —1)(Inz—1)
(22 +1)? B (22 +1)?

() =

Zbog e > 2, za = > €* vrijedi
2— (2> =1)(lnz—-1)<2-(4-1)(2-1) <0

pa je f sigurno padajuc¢a na [e?,00). Po Leibnizovom kriteriju (zbog e¢* < 9), to znaci da alternira-
juéi red Y- J(—1)"ZR2 konvergira. Po definiciji konvergencije reda slijedi da i red Z;‘;l(—l)nggiq

n2+1
konvergira.

Koristeci tvrdnju dokazanu na vjezbama, da red )~ # konvergira (koja slijedi iz integralnog kriter-
ija), zbog toga §to je n++1 < # slijedi daired > 7, n++1 konvergira.

Konacno, koristeci teorem s predavanja da za konvergentne redove » > a, 1 Y~ b, vrijedi da je i
red > 7 (a, +b,) konvergentan, slijedi da je i traZeni red konvergentan.

(="

(b) (b1) Ne nuzno. Promotrimo red za a, := 7 Bududi da je n — \/iﬁ padajuca funkcija (kao

kompozicija padajuce i rastuce), red ), a, konvergira po Leibnizovom kriteriju. Medutim,

o0 2 o0 1 o o v e o0 .
Yooy = "4 = +00 pa zaklju¢ujemo da red ", a, ne konvergira.

(b2) Ukoliko je a, > 0 za sve n € N, tvrdnja vrijedi. Naime, ako red )~ a, konvergira, tada po
teoremu s predavanja vrijedi lim,, ., a, = 0, Sto znaci da postoji ng € N takav da je 0 < a, <1
za sve n > ny. Medutim, tada vrijedi a? < a,, pa po usporednom kriteriju vrijedi tvrdnja.
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