MATEMATICKA ANALIZA 2

Pismeni ispit — 11. rujna 2025.

Zadatak 1. (25 bodova) Odredite prirodnu domenu, nultocke, intervale monotonosti, lokalne ekstreme,
intervale konveksnosti i konkavnosti, tocke infleksije i sve asimptote funkcije

f(x) = arcsin (}%)

cnx

te skicirajte njen graf.

Rjesenje. Vidimo da je prirodna domena funkcije cijeli R jer je 0 < ﬁ <1lzasvez€R.

S obzirom da je ﬁ pozitivno za sve x € R, slijedi da je i f(x) pozitivno za sve x € R. Dakle, f nema
nultocaka.

Derivacija je

f,<x):;'(—1)-%-shx:— chx . Sh2$ _ shx :_sgn(sha:)
1— Chl% ch”x Vehlr—1 chzx |sh | chx chzx

za x € R\ {0}. Vidimo da je f(x) > 0 ako i samo ako je z < 0, a f(z) < 0 ako i samo ako je z > 0. S

obzirom da je f neprekidna na R, slijedi da je f strogo rastuca na (—oo, 0] te strogo padajuca na [0, 00).

Jedina kriti¢na tocka je x = 0, i vidimo da je ona lokalni maksimum s vrijednosti f(0) = arcsin1 = 7.
Druga derivacija je:

o zax <0: f'(z)= —Csﬁlf;,
o zax >0 f'(x) =%,
.
f”(CE) — |th|
ch?

za sve ¢ € R\ {0}. Slijedi da je f”(x) > 0 za sve x # 0. ZakljuCujemo da je f konveksna na (—o0,0] i
[0, 00), te nema tocke infleksije.
Funkcija nema vertikalne asimptote. Provjeravamo ima li kose:

lim J(2) = lim —arcsin(ﬁ) =0,
T—Foo I T—F00 T
: . . 1
IEIEOO f(x) = xgrinoo arcsm(ﬁ) = 0.

Dakle, f jedino ima horizontalnu asimptotu y = 0.
Skica funkcije:

w3




Zadatak 2. (25 bodova)

(a) Izracunajte integral
or +4

——dz.
vVaz—2x+5

(b) Ispitajte konvergenciju nepravog integrala u ovisnosti o parametru p € R

[e.o]

e %
—dx.
xP

Rjesenge.

(a)
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(b) Potrebno je ispitati konvergenciju dva neprava integrala

1 o)
e’ . et
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prema grani¢nom kriteriju slijedi da [ i—: dz konvergira ako i samo ako konvergira [ mlp dx, tj. ako i
0 0

samo ako p < 1.

oo
Zap>0, [ e;—: dx konvergira prema usporednom kriteriju jer e;—; <e®zasvakix > 11
1

[e.9]

1
/e_”C dz = lim (—e_E + e_l) ==
{—+oo e
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—x
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Za p < 0, postoji M > 1 takav da 277 < e%/? za sve > M. Time i £ dz konvergira prema
M
usporednom kriteriju jer 2;; < e 2 gza svaki x > M i

[e.9]

/e‘x/z dz = 2 M/2,

M

Slijedi da [ 6;—; dx konvergira za svaki p € R.
1

Dakle, zadani nepravi integral konvergira ako i samo ako p < 1.



Zadatak 3. (25 bodova)

(a) Ispitajte konvergenciju reda

i "+ sin —)'

n=1

(b) Neka je (a,), niz pozitivnih brojeva takvih da je a; = ay = 11 za sve n > 2 vrijedi a,, < \/Gp_1Gn11-

Konvergira li nuzno red
oo

1
2.5

Mijenja li se odgovor ako uvjet zamijenimo s a, < \/Gn_10n11?

Rjesenge.

(a) Red o0, EI°

u 0. S druge strane, iz ocjene sinx < x, koja vrijedi za x > 0, slijedi

1
0<sin(—) <
_sm(n) <

S

Red

oo
1
2
n
n=1

konvergira po integralnom kriteriju zbog toga sto je x — % nenegativna padajuca funkcija i

/ dx
2—1<oo
.

pa po usporednom kriteriju konvergira i red
oo
IEE
n®
n=1
Konacno, trazeni red konvergira kao zbroj dva konvergentna reda.

(b) Uvjet zadatka ekvivalentan je s:

Ap+1 ap
> .
ap Ap—1

Iz uvjeta a; = as = 1 i gornje jednadzbe za n = 2 slijedi q := Z—z > 1. Oznacimo li q := Z—; > 1, iz
uvjeta slijedi induktivno da za n > 3 slijedi:

Qp+1 ap, a3
> > ..

= =q.
Qn, an—1 a2
Odatle slijedi
1/an+1
<q<1.
’ 1/ay, 1

Dakle, niz konvergira po D’Alambertovom kriteriju. U sluc¢aju da nejednakost zamijenimo s jednakosti,
tvrdnja ne mora vrijediti jer je tvrdna zadovoljena ako je a, = 1 za sve n € N, a takav red divergira.



Zadatak 4. (25 bodova)

(a) Odredite Maclaurinov red funkcije f(x) = (2% + 1) arctg z i odredite mu interval konvergencije.

(b) Izra¢unajte sumu reda

“~ n(2n +1)27+1
Rjesenje.
(a) Vidimo da za |z| < 1
2 - 2t o0 2+l
flr) ==z arctng-l—al"Ctng:nz%(_ 2n+1+nzo 2n+1
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. = (_1)n_1 + (_1)” _ (_ )n+1 1 - 1 — (_ )n+1 2
"T on—1 2+l m—1 2n+1 2n—1)(2n+1)

Prema Leibnizovom kriteriju, red potencija konvergira za x = 11z = —1. Dakle, interval konvergencije
je [—1,1].

(b) Iz, za |z| < 1,
slijedi

Integriranjem dobivamo

T

— 2 _ 2t x
0
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1 time
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xln(l+27) — 20 + 2arctge = -1)"
1+29 & ; A Gy
Mnozenjem sa x slijedi
2’ In(1 + 2°) — 22° + 2rarctgx = i (—1)”_1ﬂ
— n(2n+1)

« . 1
Uvrstavanjem x = 7

N n(2(n_41r—)711)_2lnﬂ = %m(%) — 1+\/§arctg(%)-

n=1
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